
Chương 3

Xác định nội lực trong hệ phẳng tĩnh định 
chịu tải trọng di động

3.1. B à i g ia i. Để vỗ các đường anh hưởng, ta chọn đường chuán vuông góc 
với phương của tải trọng di động.

♦ Đ.a.h. phan lực. Từ điều kiện cân băng cúa toàn hệ. ta có:

ỵ z  = 0 , suy ra Ha = 0 ;
2 M b = 0, suy ra V/\ = ( l - z ) / l ;

JMa = 0 , suy ra VB = - / /.
Từ các phương trình trên, dễ dàng vẽ được các d.a.h. phan lực (hình
3.1 b, c, d).

♦ Đ.a.h. nội lực ta i tiết diện 1 (tiết diện ớ trong nhịp cua dám)

• Khi p  -  l  di động trên phàn dầm bên trá i tiết diện I ị — a < 2  <d). Xét 
cân bằng phần bên phái tiết diện ì:

M i =V b(I-<1) = z ị l - d ) l  ì ;
Q j = -VBC ơsa = - z  coscc / I;
N ¡ - V B S Ì I Ì a - - z  s in a / /.

Từ các phương trình này ta vẽ được phần trái cúa các đ.a.h.

• Khi p  = ỉ  di dộng trên phần dầm bên phải tiết diện I (d < z  <l+b). 
Xét cân bằng phần bên trái tiết diện I :

M /= V Acl = ( I - : )  / / ;

Q !~ v .\cosa = ( I -z )c o s a  /  I;

N Ị = -V A s in a  = - ( l - z ) s i n a /  /.

Từ các phương trình này ta vẽ dược phần phải của các đ.a.h.
Kết quá tìm dược như trên hình 3. le, f, gồ

♦ Đ.a.h. nói lưe tại tiết diện 2 (tiết diện ớ đầu thừa cùa dầm)

• Khi p  = I di dộng trên phần (lầm bên trá i tiết diện 2 [-Í/ < r  <-ịư-c)\. 
Xét cán bằng phần đầu thừa bên trái tiết diện 2:

M ị  = - I  . \ \ z \ - ( a - c ) \ .  Q2 = - l .c o s a ;  N 2= l . s i n a .
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• Kh i p  — ỉ  (li dộng trên phần dầm bên p lu ii tiết lIìộiì 2 ) <2  <
<l+ b )}.

Xét cân bằng phấn bên trái tiết diện 2:
M 2 = 0 : cÌ2 = 0 ; N :  = 0 .

Từ các phương trình này, ta vẽ được phần phai (trùng với đường 
chuẩn) cùa các đ.aỗh.

Kết quá như trên hình 3.1h, i, k.

♦ Đ.a.h. nội lực tại tiết diện 3. Tiết diện 3 thuộc loai tiết diện ớ đáu 
thừa cua dầm và là trường hợp đặc biệt của tiết diện 2. Do đó có the sứ 
dụng các đ.a.h. nội lực tại tiết diện 2 đê suy ra đ.a.h. nội lực tại tiết diện
3 bàng cách cho c tiên tới không. Kết quá như trên hình 3.11. m. n.

♦ Đ.a.h. nội lực tại tiết diện 4Ỗ Tìết diện 4 ớ tại gối tựa, tại đó có sự đột
biến về nội lực nên cần kháo sát tách biệt hai tiết diện: bén trái và bèn 
phái gối tựa.

»
• Tiết diện 4 ớ bên trái qối tựa: thuộc loại tiết diện ờ đáu thừa của dám 

và là trường hợp đặc biệt của tiết diện 2. Do đó có the sư dụng các 
đ.a.h. nội lực tại tiết diện 2 đế suy ra đ.a.h. nội lực tại tiết diện này 
bằng cách cho c tiến tới a. Kết quả như trên hình 3. lo . p. r.

• Tiết diện 4 ờ bên phái gối tựa: thuộc loại tiết diện ở trong nhịp cùa 
dầm và là trường hợp đặc biệt của tiết diện /. Do đó có thể sứ dụng 
các đ.a.h. nội lực tại tiết diện / để suy ra đ.a.h. nội lực tại tiết diện này 

hãng cách cho d tiến tới không. Kết quả như trên hình 3. lo . q. s.

Nhàn xét :
— Tai gối A cố phản lực dưới dang ỈƯC tâp trung nên chỉ gây ra sư đõt biến vê lưc cắt vá 

lực dọc mà không gây ra sự đột biến vé mômen uốn. Do đó, đ.a.h. mòmen uốn tại 
hai tiết diên ở hai bên gối A trùng với nhau.

^ Đ ố i chiếu với trường hợp dầm có truc nằm ngang đã nghiên cứu trong phán lý thuyết, 
trong trường hợp truc dấm nghiêng so với phương ngang theo gốc a  va ưc di động 
p =7 thẳng đứng, ta nhận thấy:
•  Các đ.a.h. mômen uốn không thay đổi.
•  Các đ.a.h. lực cắt và lực doc có thể suy ra từ đ.a.h. lực cắt của dấm nằm ngang 

bằng cách nhân VỚI cấc hê số cosa và sina.

Từ các phương trình rẾày ta vẽ được phần trái cua các đ.a.h.

3.2. Đáp số. Cho trên hình 3.2.
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3.3. Chỉ dảnẵ Đưa hệ về trường 
hợp dầm đơn giản đặt trên hai 
gối tựa: gối A và gối giả tạo B 
là giao dicm của hai thanh tựa 
bên phải.
Kết quả như trên hình 3.3.

3.4Ế Chỉ dảnế Thực hiện tương 
tự như trong bài 3.3. Trong 
trường hợp này gối giả tạo B ở 
xa vô cùng nên phần phải của 
đ.a.h. song song với đường 
chuẩn.
Kết quả như trên hình 3.4.

3Ế5. Đáp số. Cho trên hình 3.5.
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3.6. Chỉ dẫn. Lực p  =1 di động theo phương thẳng đứng nên phản lực num 
ngang tại A luôn luôn bằng không. Do đó, khi vẽ đ.a.h. nội lực tại tiết 
diện k có thể xem hệ như dầm côngxôn với đau A là đầu tự do. Kct quà 
như trên hình 3.6.

3ẵ7. Bài giảiệ Để vẽ các đường ảnh hưởng, ta chọn đường chuún theo trục 
của các thanh trong hệ. Trước tiên, cần lập các biểu thức của phản lưc Ra, 

Rd, và ỈỈA khi tải trọng p =1 di chuyển trên hệ.

Từ điều kiện cân bằng của toàn hệ, ta có:
zx  = - Ỉ Ỉ A  + p = 0, suy ra

Ỉ M b  = Ra-I - P y  = 0 , suy ra

ỵjM.\ = Rb-1 -  Py = 0 , suy ra

H a = P =  I ;

Ra = P y /  / = V / 1;
Rß = Py /  I = y /  l.

è h r
Tt? 1^1 T i ­

t a

---

đ a h.Mế

"ũ"

Tiếp đó lập các biêu thức và 
vẽ đ.a.h. nội lực tại tiết diện 
k đã chỉ định. Cần chia 
thành bốn trường hợp để 
xét:
♦ P -1  di dộng trên đoạn 
AC (0 <y < ế/ í ;

Mk=RB-l/2=(y/l).l/2=y/2,ẫ 

Qk = -  Rß = - y  / / ;
Ñk = 0 .
• khi y= 0 :

M k =Qk = N k = 0 ;

•khi ỵ=h: Mic= h Ỉ2 ,ậ
Q k = - h l l ;  Nk= 0.

♦ P=1 di động dọc trục

thanh, trẽn đoạn Ck : Hình 3 7

Mk = Rb .ỉ 12 = (h ỉ!) l / 2  = fế 12; Qk = - R B L - h  /  / ;

♦ P -1  d i dộng dọc trục thanh, trên đoạn kD .ề

Mk = Rb-1 Ỉ2 = (h/l) I /2 = h /2; Qk = - Rß=- h  ỉ  l ệ- N k = p = l .
♦ p=  ỉ  di động trên đoạn DB (II < y  <0)

Mk = HaIi -  RạI /2  = h + y 12; Qk = -Ra = y !  ỉ ;  Nk = p  =1. 

Từ các biểu thức trên, ta vẽ được các đ.a.h. Mk, Qkễ Nk như trên hình 3 7.

©

đá h Q, đ - a - h  Nu

0 .
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3.8. Đ áp số. Cho trên hình 3.8.

3 )

L + c

dl  , ,  ( l+c)Ẽh

e)
(Ị+c)

cos«/

ỉ )

I c

9)

"i

A Ẫ r
i

1 1 
1 1 

1
1 1
í ỉi

ì
p

2
Đ-phảị

J t  - ’ ì~flTTTTTTfTrrTTTrTr-i-r-r^—_|
1 V ' 

Ì É 1

c  , IM Ễ r r r r ^
y.pna/ 1 Cơs<x

1
1
1
1

ị  - 1
í)-trá i ,

1 ' - - ' ■ í  
3 — '  cos/ì ]

£.a.hB=f

Đ.a.h. Mk

>] Đ. đ. h .

Đ.a.h. M.
'/77

Đ.ã-h. Q,'/77

'Đ-phẳi

Hình 3.9

97



3ẳ9ẻ C h ỉ dan. Trong trường hợp này ta chọn đưừng chuán vuóng góc với tải 
trọng di động p= 1. Với người quan sát quy định như trẽn hình 3.9:

♦ Các đ.a.h. nội lực tại tiết diện k dược vẽ theo mảu đ.a.h. nội lực tại tiết 
diện trong nhịp dầm đơn giản với gối A là gỏi phải, gối B là gối trá iệ

Khi P=1 di dộng trên đoạn AC, đ.a.h.Mk là các đoạn ck và ka (hình 3.9d) 

â.d.h.Qk là các đoạn ck và k'a (hình 3.9e).

♦ Các đ.a.h. nội lực tại tiết diện m được vẽ theo mẫu đ.a.h. nội lực tại tiết 
diện trong nhịp dầm đơn gián với gối A là gỏi trái, gối B là gối phái. 
Khoáng cách a,„ từ gối trái đến tiết diện m có giá trị âm nên tại điếm ứng 
dưới gối trái cần dựng tung độ am lên phía trẽn.

Khi p = l  di động trên đoạn AC, đ.a.hM m là các đoạn cm và ma (hình 
3.9f), đ.a.h.ộ,,, là các đoạn cm và ma (hình 3.9g).

3ể10. C h i dan

♦ Các đ.a.h. nội lực tại tiết diện / được vẽ theo mẫu đ.a.h. nội lực tại tiết 
diện ớ đầu thừa (hình 3.1 Ob, c).

♦ Các đ.a.h. nội lực tại tiết diện 2 dược vẽ theo mẫu đ.a.h. nội lực tại tiết 
diện trong nhịp của hệ ha khớp. Khi P - l  di động trên đoạn AE, đ.a.h. là 
đoạn vẽ đứt nét trên các hình 3.1 Od, e.

♦ Các đ.a.h. nội lực tại tiết diện 3 được vẽ theo mẫu đ.a.h. nội lực tại tiết 
diện trong nhịp của hệ ba khớp với chú ý là đoạn DEC thuộc phần bên 
phái của tiết diện 3. Do đó: khi P- I  di động trên đoạn DE, đ.a.h. là đoạn 
thắng de kéo dài của đường phải; khi p= l di động trên đoạn AE, đ.a.h. là 
đường trái, đoạn vẽ đứt nét trên các hình 3.1 Of, g.

3ểl l .  C h ỉ dản

♦ Đ.a.h. lực dọc trong thanh căng được vẽ theo mẫu đ.a.h. lực xó trong hộ 
ha khớp tương ứng là A*CB*.  Kết quá như trên hình 3.1 lb.

♦ Các d.a.h. nội lực tại tiết diện Ị  được vẽ theo mẫu đ.a.h. nội lưc tại tiết 
diện trong nhịp dầm dơn giản tương ứng AB với góc nghiêng cua tiếp 
tuyến tại / là 45°. Kết quá như trên các hình 3.1 lc , d, e.

♦ Các d.a.h. nội lực tại tiết diện 2 được vẽ theo mẫu đ.a.h. nội lực tại tiết 
diện trong nhịp hệ ba khớp tương ứng là A*CB* với góc nghiêns cùa tiếp 
tuyến tại 2 là góc ß. Các điếm không của đoạn đ.a.h. Ml. đ.a.h. Q-> và 
đ.a.h. Ni. khi P -I  di động trên C2 lần lượt là các diếm / (hình 3.1 lf) ịỊ 
(hình 3.1 Ig) và h (hình 3.1 lh) ứng dưới các diem F, G, / /  trên hình
3.1 la.
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3.12. Bài giái

♦ Tiết diện k

• Đ.ú.h. Mk - Điểm không của dường phải là điểm ứng dưới giao điểm 

D  cua đường BC và Ak (hình 3.12a). Nối điểm không này với tung độ 

bằng c ứng dưới gối A sẽ được đường phái. Phần thích dụng cùa đường 
phải tương ứng với khi p  di động trên đoạn kC.
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Nối điểm có tung độ bằng không ứng dưới gối A với tung độ của 
đường phải ứng dưới k sẽ được đường trái. Phần thích dụng của đường 
trái tương ứng với khi p  di động từ F  đến k.

Nối tung độ của đường phải ứng dưới khớp c  với điểm không ứng dưới 
gối D sẽ được đường nối. Phần thích dụng của đường này tương ứng 
với khi p  di động từ c  đến G.

Đ.a.h. Mk vẽ trên hình 3.12b.

• Đ.a.h. Qk - Điểm 
không của đường 
phải là điểm ứng 
dưới giao điểm B 
của đường BC và 
đường kẻ từ A song 
song với tiếp tuyến 

thanh 
điểm

không này với tung 
độ bằng cosa  (trong 
trường hợp này, 
a  =0  nên cosa = 1 ) 
ứng dưới gối A sẽ 
được đường phải.
Phần thích dụng của 
đường phải tương 
ứng với khi p  di 
động trên đoạn kC.

Từ điểm có tung dộ 
bằng không ứng 
dưới gối a kẻ đường 
song song với đường 
phải được đường 
trái. Phần thích 
dụng của đườns trái 
tương ứng với kh i p  
di động từ F  đến k. Hình 3.12

Nối tung độ của đường phải ứng dưới khớp c  với tung độ bằng không
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ứng dưới gối B sẽ được đường nối. Phần thích dụng cua đường này
tương ứng với khi p  di động từ c  đến G.

Đ.a.h. Qk vẽ trên hình 3.12c.

• Đ.a.h. Nk - Với mọi vị trí cúa lực p, ta luôn luôn có: Nk — -  H.

Do đó: đ.a.lĩ. Nic = -  đ.a.h. H  .

Như vậy, đ.a.h. Nk chính là đ.a.h. lực xô H  đã biết nhưng trái dấu.

Đ.a.h. Nk vẽ trên hình 3.12d.

♦ Tiết diẹn m

• Đ.a.h. M m - Cố thể thực hiện theo một trong hai cách sau:

1) Áp dụng quy tắc chung như đã thực hiện với tiết diện lc. Trong 
trường hợp này, điếm không của đường phải là điểm ứng dưới giao 
điếm E của đường BC và Am, còn tung độ cùa dường phai ứng dưới 
gối A bằng không. Hai điếm cần tìm của đường phai trùng với nhau 
nên chưa xác định được đường phái. Trong tinh huống này cán sứ 
dụng tung độ ứng dưới gối phái của đường phải. Tuno độ này bằng 
- ( ¡ 2-ym) / /  = - ( ¡ 2-d) / tì- Các bước tiếp sau, thực hiện tương tự như 
khi vẽ đ.a.h. Mỵ.

2) Vẽ theo đ.a.h. lực xô H  đã biết. Với mọi vị trí của lực di động p, ta 
luôn luôn có: M m = -  H.d.

Do đó: đ.a.h. M m = -  (đ.a.h. H).d.

Như vậy, đ.a.h. M m chính là đ.a.h. lực xô H  đã biết nhân với hằng 
lượng cl nhưng trái dấu.

Đ.a.h. M,n vẽ trên hình 3.12e.

• Đ.a.h. Qm - Biện pháp đơn giản nhất là vẽ theo đ.a.h. lực xô H. Với
mọi vị trí của lực di động p, ta luôn luồn có: Q„, = -  H.

Do đó: d.a.h. Qm = -  đ.a.lì. H.

Đ.a.h. Qm giông nhưđ.a.h. đã vẽ trên hình 3.12d.

• Đ.a.h. N m - Có thể thực hiện theo một trong hai cách sau:

I )  Áp dụng quv tắc chung khi vẽ đ.a.h. lực dọc trong vòm. Trong 
trường hợp này, điếm không của đường phải là điếm ứng dưới giao 
điểm B cùa đường BC và đường kẻ từ A vuông góc VỚI tiếp tuyến cùa 
trục thanh tại m. Nối điểm không này với tung độ bàng -  si na  = 
=—sin 90° = - /  ứng dưới gối A sẽ được đường phải. Phần thích dung



của dường phải tương ứng với khi p  di động từ F  đên c .  Đường trái 
không tồn tại vì tải trọng p  không di động trên đoạn Am. Nối tung 
độ của đường phải ứng dưới khớp c  với tung độ bằng không ứng 
dưới gối D sẽ được đường nối. Phần thích dụng của đường này tương 
ứng với khi p  di động từ c  đến G. Kết quả tìm được như trên hình 
3.12f.

2) Vẽ theo đ.a.h. của thành phần phản lực thảng đứng tại A trong đầm 
tương ứng. Với mọi vị trí của lực di động p, ta luón luôn có:

N m = = - V Ad.
Do đó: d.a.h. N,n = -  đ.a.h. VAd-
Như vậy, đ.a.h. N,n chính là đ.a.h. VAd nhưng trái dấu (hình 3.120-

3.13. Chỉ dẫn
♦ Đ.a.h. M ị  vẽ theo mẫu đ.a.h. mômen uốn trong dđm đơn giản vì tiết 
diện 1 chưa chịu ảnh hưởng của lực xô. Kết quả như trên hình 3.13b.

♦ Đ.a.h. M ĩ  vẽ theo mẫu đ.a.h. mômen uốn trong hệ ba khớp A*CB*.
'■'« ■ ■ ■ T X cua điểm D so với khớp c  dược xác định như sau:

n  / - >  1 2 . t e ỵ  4X tg/3 = (2-x). tgỵ -> X = — - = -T- m.
tgP + tgr 3

Kết quả như trên hình 3.13c.

a)  r = n 7 T
1 -

?-------------------------
X=4/3

v ẻl,
r  E

• /  i  r

&  T - i

Hình 3.13

c)

d)

e)

1 2 m 2 m [ 2 m 2 m
1đa h M’
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♦ Đ.a.h. M ì  vẽ theo đ.a.h. lực xô (lực căng trong thanh EF) của hệ ba 
khớp A*CB*. Nếu chọn chiều dương của M ì  như trên hình 3.13e, ta có 
M 3 = - / / . /  vớ i/ =  -7 ,5  m. Do đó, d.a.h. M ỉ  = 1,5(đ.a.h. H).

Kết quả như trên hình 3.13d.
Chú ý: Các tiết diện 1,2,3 0 quanh nút K, do đó từ điéu kiên cân bằng nút (hình 3.13é) 

ta suy ra điéu kiện kiểm tra các đ.a.h. như sau: 
đ.a.h. M2 + đ.a.h. M3 = đ.a.h.

3.14. Chỉ dẫn. Điểm không 
của đường phải (khi p  di 
động từ k đến E) là điểm 
ứng dưới giao điểm D của 
đường Ak và đường kẻ từ 
B song song với phương 
của các thanh nối giữa hai 
miếng cứng AE và FB vì 
khớp nôi giữa hai miếng 
cứng này ở xa vô cùng. 
Đường nối song song với 
đường phải. Kết quả như 
trên hình 3.14.

3Ể15. Chỉ dẫn
Trong bài toán này gối giả 
A* ở xa vô cùng theo 
phương của hai thanh 
song song (hình 3.15a). 
Với đ.a.h.Mm, khi p  di 
động trên miếng cứng 
AC, đ.a.h. song song với 
đường chuẩn (hình 
3.15b).

Với đ.a.h.Mk, khi p  di 
động từ k đến c ,  đ.a.h. có 
điểm không là điểm ứng 
dưới giao điểm E  của 
đường BC và đường kA*.

đa  h Mn

J r n ị  V  ¡ 2

c ) ........1
9  |© | 1 \ ỵ

đ. trỷ t 1

Hỉnh 3.15

đ a h

Hình 3.14

04



Từ-cáe liên hệ hình học trên hình 3.15a ta xác định được vị trí cúa điểm 
E, cách tiết diện k theo phương ngang là / m. Đế vẽ được đường phái, cần 
biết thêm một điểm thứ hai trên đường đó.
Cần chú ỷ đến đặc điểm của đ.a.h. mômen uốn: phần tung độ khép giữa 
dườnx trá i và đường phải lạ i một vị tr í bất kỳ luôn luôn bằng khoảng 
cách theo phương ngang từ tiết diện đang xét đến vị tr í  tương ứng đó.
Như vậy, trước tiên ta vẽ dạng của đ.a.h. Mk, tiếp đó cãn cứ vào đặc điểm 
nêu trên ta thấy phần tung độ khép giữa đường trái và đường phải ứng 
dưới A bằng 3. Từ phần tung độ này và vị trí điểm không của đường phái 
ta tìm được các tung độ khác của đ.a.h. Mk • Kết quả như trên hình 3.15c.

Hình 3.16

3 )

t>)

c)

d)

|f L5. ,.\ư ị_3m Ỷ 1' 5ị

m ỉ l l i ỉ i i i ỉ ỉ i ỉ i i ĩ i  \Đ-ằ-l’ -c

4ể5

e) 0,6

ỉ )  0,8

c m  Ỉ I Ỉ I I I  i m l l l l l l l l l l l

I ! II

I I ỉ Ì I I&I I I I I ỉ ÌlI - U ^
ị I \Ỳ5

mnnranniĩ^í

ịCM

0
0 ,5

Ó1A
0

h)

0

Ln nu ii ie i i i i i i ír___ p

mi i i ỉ ỉ^ i i ỉ ỉ i ' ^  !J
i i 0.fs

T : ' ị ị  ÍJ , .L 'V :LUJ"  M
I oè I

IỊ ỊMỊỊ ặ Ị Ị U m ^ Ì r k
ị 8 ^ ^ s * 2 è667 

3,267

Đ- a.h-A 
¿ 7 .  đ  - h  B

Đ a.h.

Đ-ã.h.Qu

Đ.a.h-Nir

Đ.a.h.M,'m

■m

777
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3.16. Chỉ dẫn
♦ Đ.a.h. C: phản lực c  bằng 1 với mọi vị trí của lực P=J  ncn đ.a.h. song 

song với đường chuẩn, kết quả như trên hình 3.16b.
♦ Đ.a.h. A và D: hai phản lực này bằng nhau và có chiều như trên hình 

3.16a, giá trị được xác định theo điều kiện cân băng và băng z/3. Kêt 
quả như trên hình 3.16c.

♦ Các đ.a.h. nội lực tại tiết diện k được vẽ theo mẫu đ.a.h. đã xét trong 
bài tập 3.5. Các tung độ của đ.a.h. Qk và đ.a.lì. Nk có giá trị lần lượt 
bằng sina = 0,6 và cosa = 0,8. Kết quả như trên hình 3.16d, e, f.

♦ Các đ.a.h. nội lực tại tiết diện m được vẽ theo mẫu đ.a.h. nội lực trong 
hệ ba khớp OAD  với các điểm không của đường phải lần lượt ứng dưới 
các điểm Fm , Fq F/V trên hình 3.16a. Kết quả như trên hình 3.16g, h, i.

3.17. Chỉ dản
♦ Đ m .Ii.N ị:  thực hiện 
mặt cắt l - l , lập 
phương trình cân 
bằng mômen đối với 
điểm K. Ta có:

đ.a.h.Nm = —  đ.a.h M ồ, .
2 d k

Khi vẽ d .a .h .M f ,  

khoảng cách từ K  đến 
gối trái ờ bên trái gối 
nên khoảng cách này 
mang giá trị âm, cần 
dụng lên phía trên.

♦ Đ .a.h .N ĩ: thực hiện 
mặt cắt 2-2, lập 
phương trình cân 
bằng mômcn đối với
điểm K. Ta có: Hình 3.17

đ.a.h .N i = —— đ.a.h. M dk 
r i

Cách thực hiện tiếp theo tương tự như trường hợp trên.

♦ Đ .a .h .N ỉ:  dể chuẩn bị vẽ đ.a.h. N ỉ,  nên vẽ đ.a.h. N ị  trước. Đ.a.h Ns

iri \ 2fl PZ1 I
.VfTTTrrrr l̂ 1 '

:

1 1 I 1 1 ©1

i n ị - Ỷ a r \  1
- j e  1 1 '

i® 1 I®;1 1 1 C) 1
' Li3n

1 4d ~ sm a  
'2 . -  "  "  'l ©

! 1 1

đ ă  h  N ị

• đ ê .h  N,

1-1 đ a  h  Nị

đ  a h Nj 

đ  đ h  N4



được vẽ theo mặt cắt 2-2 và phương trình cân bằng mômcn đối với điểm 
K/. Tiếp đó, tách mắt K2, lập các phương trình cân bằng hình chiếu lên 
phương nằm ngang X và phương thẳng đứng y:

ỵ x  = 0 -> Ns = Ns-; ỵ y  = 0 -> N ĩ - ~  2Nssina.

Như vậy, đ.a.h. N3 chính là đ.a.h. Nỹ nhân với hệ số -  2sina.

♦ Đ.CỈ.I1.N4: áp dụng phương pháp tách mắt.

Kết quả tìm được như trcn hình 3.17.

3.18. C h ỉ dản. Các đ.a.h. NỊ, N j,  N4 được vẽ theo đ.a.h. nội lực trong dầm 
đơn giản tương ứng qua các biểu thức sau:

d.a.h.N đ.a.h M ắk ; d .a .h .N ỉ=—-— đ .a .h Q ^  -đ.a.h.N4= — đ.a.li M (l . 
h s ina  h

Kết quả như trẽn hình 3.18.

1 1 K k
- - -  ' 1 d 1

— .-T^TTừrn T T ^ IT ĩ ỉT T T T rT ^ r T ^ —
I i 1 1

đ a  h.N<

ldráỉìĨT>4 - I----------- ụ a h Nl
1 i >

■ ! '

ì tẾ l ,N '

Hinn 3.1 8

3.19. Đ áp  số. Kết quà như trên hình 3.19.

3.20. Chỉ dản. Các đ.a.h. cần tìm được vẽ theo đ.a.h. nội lực trong dầm 
côngxỏn tương ứng với chú ý: khi P=1 di động trên CD  đ.a.h. tương ứng 
với đường phải kể từ mặt cắt được dùng để tìm đ.a.h. Do dó, khi tâm 
mômen vượt ra ngoài hệ, ví dụ với tâm E, cần hình dung dám côngxôn 
tương ứng có chiều dài lớn hơn, đủ chứa E để vẽ dường phải trong dầm, 
tiếp đó kéo dài dường phải về bên trái và sử dụng đoạn ứng dưới CD.
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3.21. B à i g iả i

^  Đ.a.h.N/ và i l .a h .N 2 : trong trường hợp này khóng thực hiện được mặt 
cắt đơn gián nên cần vẽ trước một vài đ.a.h. hỗ trợ hoặc vận dụng các 
mặt cắt phối hợp như sau:

♦ Mật cắt bao quanh mắt 9 (tách mắt), lập phương trình cân băng hình 
chiếu theo phương ngang (hình 3.2la):

ỵ x = N Ằc o s a + N 2cosa = 0, vì a/ ¿ 0  nên N / - - N 2-

đ)

b)

1 2 i ( 5
2Í ị3  5 ịp 1 6 7

rC  (9C
ỵ K
íS v  v

N e O K

l ° w \

' I I
V  \ -frn 2 y £ ì f ‘Nĩ 4 - ^ - 4

,  ' 1 í 
“tm S H D P 1̂

I I
-  , w  , ■ I I I I I I I , 1^

] Ị

d)

e)

t)

9)

đ.d. h. N ì
(N2 =-N<)
đ .a .h .N j

đ  ã. h  N 4

đ .a  h  /V 5

N
---------- -Ị—
; -  -  "  T ___ I
i^ r T í g ĩ ỉT ĩw g r

2 d /h

l^ r r T T T T Í Ĩ Ĩ Ĩ Ĩ M \ đ a  h .N o

-1--------------1 đ  a .h  Ng
I I *

ỉ ẼÁL-rrrTT^ đ a h Nj

hHình 3.21

♦ Mặt cắt / - / .  lộp phương trình cân bằng hình chiếu lên phương thảng 
đứng:

•  Khi p = l  di động ớ bên trái mặt cắt / - / ,  từ mắt / đến mắt 2:

ỵ y  tr = /V/ s ina  -  /V? sina - P - 0 ,  hay 2 N j s i n a - J = 0 .

Suy ra NJ = - N 2 = J / 2sina.
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Như vậy, đ.a.h. N I  trong đoạn này song song với dường chuân và có 

giá trị bàng / / 2sina; còn đ.a.h. N ỉ  = — đ.a.h. N ị.

• Khi P—l  di động ở bên phải mặt cắt / - / ,  từ mất 3 đến mắt 7:

ỵ y  "  = N / s ina  -  N 2 s ina  = 0, hav N ị =  — N 2 = 0.

Như vậy, đ.a.h. N I  và đ.a.h. N 2 trong đoạn này trùng với đường 
chuấn.

• Khi p = l  di động trên đốt bị cất 2-3, áp dụng quy tắc "đường nối" 
trong hệ có hệ thông truyền lực: nối hai tung độ cùa hai phần đ.a.h. 
vừa tìm được ờ trên, ứng dưới hai mắt 2 và 3 bằng một đoạn tháng.

Kết quá như trên hình 3.2 lb.

^ D .a .h .N j: Thực hiện mặt cắt 2-2, lập phương trình cân hãng mômen

đối với điếm A.
•  Khi P -1  di động ở bẽn trái mặt cắt 2-2, từ mắt y đến mát 3:

¿ M a  l}h = N3 .I1 + B.2d = 0 , suy ra N s = -  B.2d /h,

+ p =  1 đặt tại mắt 3: B = 0 —> N j  = 0;

+ P -ì  đặt tại mắt 5: B = 1 —> Nj = -  2d III.
Phần thích dụng cùa đường trái từ mắt y đến mắt 3 (hình 3 .2 lc).

• Khi P - l  di động ờ bên phải mặt cắt 2-2, từ mắt 4 đến mắt 7:
Ỉ M  A "  = -  N 3 .I1 =  0 , suy ra N j  =  0 ,

Do đó, đ.a.h. N j  sẽ trùng với đường chuẩn, từ mắt 4 đến mắt 7 (hình 
3.21c).

• Khi p = l  di động trên đốt bị cắt 3-4, áp dụng quy tắc ' đường nổi". 
Trong trường hợp này đường nối trùng với dường chuán. từ mắt 3 đến 
mắt 4.

Kết quả như trên hình 3.2lc.

D x1.ti.N4: Tách mắt 3 (hình 3.2 la), lập phương trình cán bằng hình
chiếu lèn phương tháng đứng.
• Khi P - I  di động ớ bên ngoài các đốt bị cắt, từ mắt 1 đến mắt 2 và từ 

mắt 4 đến mắt 7 (hình 3.2la):

= -  N 4 - N j s i n a  = 0, suy ra Nậ = - N js in a .

Như vậy, đ.a.h. N 4 = -(đ .a .h . N i)  sina. Phần thích duna cùa các phần 
đ.a.h. này từ mắt I đèn mắt 2 và từ mắt 4 đến mắt 7.

• Khi p = ỉ  đặt ngav tại mát 3:



ỵ y  = -  N 4 - N ịs in a  -  p  = 0, suy ra Nậ = - (  1 + N ¡siria), 

nhưng khi p = l  đặt ngay tại mắt 3 thì N /=  0 nên Nậ = -1 ■ Do đó, tại 
mắt 3, đ.a.h. N4 có tung độ bằng - / .

• Khi P - ì  di động trên các đốt bị cắt 2-3 và 3-4, áp dụng quy tắc 
"đường nối". Trong trường hợp này đường nối gồm hai đoạn: đoạn nối 
tung độ băng -1 12 ứng dưới mắt 2 với tung độ bằng - /  ứng dưới mắt 
3; đoạn nối tung độ bằng - l  ứng dưới mắt 3 với tung độ bằng tì ứng 
dưới mắt 4.

Kết quả như trên hình 3.2 ld.

^  D.CI.I1.N5 : Tách mắt A (hình 3.21a), lập phương trình cân bằng hình 
chiếu lên phương thẳng đứng. Với mọi vị trí của lực P - I  trên đường xe 
chạy, ta có:

ỵ ỵ  = N 5 + N ĩs in a  + /4  = 0, suy la N 5 = -  (A + N 2 silla).

Như vậy, đ.a.h. Ns tìm dược bằng cách cộng đ.a.h. A trong dầm đơn 
íă biết sau khi nhân với - /  với đ.a.h. N 2 đã biết sau khi 
Kết quả tìm được như trên hình 3.2 le.

^ D.a.h.Nf): Đế chuẩn bị vẽ đ.a.h. Nó, ta vẽ đ.a.h. Nx theo mặt cắt 3-3, lập 
phương trình cân bằng mômen đối với mắt 5 (hình 3.2 la).

• Khi P=1 di động ở bên trái mặt cắt 3-3, từ mắt / đến mắt 4:

ỵM<Ị ph -  _ /v#ế/í = 0 , suy ra = 0.

Như vậy, đ.a.h. N$ trong đoạn này trùng với đường chuẩn, phần thích 
dụng cúa đường trái từ mắt 1 đến mắt 4 (hình 3.210-

• Khi P - l  di động ờ bên phải mặt cắt 3-3, từ mắt 5 đến mắt 7:

ZM s = N$.h - A . 2d = 0, suy ra Ng = 2d.A / lì.

+ P = I  đặt tại mát 3 :  A -  ¡ , n Ns  = 2d  /h;

+ P - l  đặt tại mắt 5:  A = 0, n  Ns  = 0.

Phần thích dụng của đường phải từ mắt 5 đến mắt 7 (hình 3.2 lf).
• Khi p - ì  di động trên đốt bị cắt 4-5, áp dụng quy tắc "đường nối". 

Trong trường hợp này đoạn nối trùng với đường chuấn.
Kết quả tìm dược như trên hình 3.21 f.
Sau khi có đ.a.h. Ns . ta vẽ đ.a.h. /Vớ theo mặt cắt 4-4 và lập phương 
trình cân bằng hình chiếu lên phương II vuông góc với hai thanh xiên 
song song với nhau, thuộc mặt cắt 4-4 (hình 3.2la):



• Khi P=1 di động ờ bên trái mặt cắt 4-4, từ mát 1 đến măt 3:

Xu P1' = -  Nf) cosa + /V ? sin a  + Ns s ina  + B cosa  = u. 

suy ra Nô = (N j  + Ns) tga + B.

Tính các tnníỊ độ tương ứng tại các vị trí:

+ p = l  tại mắt I  : N j  -  2(1 í h -  ctga; Ns = 0; B = - /  —> Nf) = 0.

+ P=J tại mắt 2: N j  = d/lì = (ctga)/2; Ns = 0; B -  -H 2  —» Nờ = 0.

+ p= 1 tại mất 3: N j  = N* = B = tì; -»  Nó = 0.

Như vậy, đ.a.h. Nỏ trong đoạn này trùng với đường chuẩn, từ mắt / 
đến mắt 3 (hình 3.2 lg).

• Khi P=J di động ở bên phải mặt cắt 4-4, từ mắt 4 đến mắt 7:

Xu = No cosa -  N i  siria -  Ns s ina + A cosa -  0. 

suy ra Nfy = (N j  + Ns) lạoi - A .

Tính cúc tuníỊ độ ứng tại cức vị trí:

+ P= 1  tại mắt 4: N ĩ  = Ns = 0; A = y/2 —> Nó = -U 2 .

+ P=1 tại mắt 5: N 3 -  Ns = A = 0; ->  Nñ = 0.

+ p =  I  tại mắt 6 : N j=  0; Ns=-cl/h = -  (ctga)/2; A = - ỉ / 2  -> N() = 0. 

+ P=J tại mất 7: .N3 = tì; N$ = -2d l lì  = - c tg a ;  A = -J  ; ->  Nf) = <)■ 

Đ.a.h. Nó trong đoạn từ mắt 4 đến mắt 7 có dạng như trên hình 3.2lg.

• Khi P -J  di động trên đốt bị cắt 3-4, áp dụng quv tắc "đường nối". 

Toàn bộ đ.a.h. Nf) tìm được như trên hình 3.2lg .

^  Đ.a.h.Ny: lần lượt cho P - l  đặt tại từng mắt trên đường xe chạy đế xác 
định các tung độ cúa (Jệa.h.

• Khi P = I  di động từ mắt / đến mắt ổ (hình 3 .2 la): vận duns các hệ quá 
suy ra từ phương pháp tách mắt, ta dề dàng tìm được Ạ/ 7 = 0 .

•  Khi P - ì  đặt tại mắt 7 (hình 3.2 la): vận dụng phương pháp tách mắt. ta 
tìm được /V7 = - d  / lì.

Toàn bộ đ.a.h. N 7 tìm được như trên hình 3.2 lh.

3.22. C h ì dẫn . Lần lượt đặt lực p = l  tại từng mất thuộc đườns xe chạy, 
ứng với mỗi vị trí đặt lực xác định giá trị các nội lực tức là tìm được các 
tung độ tương ứng của các đ.a.h. cần tìm.

112



d . a h . N f  Ị,

đ  a h.

đ  a  h. A/ j  j.

đ  a  h . n 4 \.

I

đ  a  h  A ’5 -̂

Hinh 3.22



Trên các hình 3.22a-3.22g trình bày các trường hợp đặt lực P=J  tại từng 
mắt thuộc đường xe chạy và giá trị nội lực tương ứng trong các thanh cần 
tìm- các thanh vẽ bằng đường đứt nét có giá trị nội lực bâng không. Kết 
quả như trên hình 3ẽ22h.

3.23. Bài giải
♦ Đ.a.h. N j :  thực hiện mật cắt 1-1, vẽ đ.a.h. N i  theo đ.a.h. mômcn>uôn 

tại tiết diện c trong dầm đơn giản tương ứng. Cũng có thể vẽ đ.a.h. Ni 
theo đ.a.h. lực xô trong hệ ba khớp ACB có thanh căng AB. Kết quả như 
trên hình 3.23b.

♦ Đ.ơ.lì N 2 : thực hiện mặt cắt 2-2, chọn tâm mổmen A, ta có:

đ .a .h .N ] = -  — ịd.a.h. MAd) = ---------:— {d.a.h. M
p  2a s ina

Như vậy, đ.a.h. N 2 được vẽ theo đ.a.h. rnômen uốn tại tiết diện A (ngoài 
đầu thừa) trong dầm đơn giản tương ứng. Kẽt quà như trên hình 3.23c.

♦ Đ.a.h. N 3 : thực hiện mặt cắt 3-3, mặt cắt đi qua bốn thanh nhưng nếu

Hình 3.23

1 14



coi lực dọc trong thanh ngang như lực xô thì ta có thể vẽ đ.a.h. N3 theo 
đ.a.h. lực cắt trong vòm ba khớp ACB, tại tiết diện nằm trên đoạn song 
song với phương của hai thanh IK  và Nậ, trong phạm vi của các thanh 
bị cắt bởi mặt cắt 3-3.

đ.a.h. N3 = ------— (đ.a.h. Qv).Ta có:
cos a

Kết quả như trên hình 3.23d.
♦ Đ.a.h. N 4: lập luận tương tự như trường hợp đ.a.h. N 3 ta có thể vẽ 
đ.a.h. N 4 theo đ.a.h. mômen uốn tại tiết diện K  (tâm mômen) trong hệ 
ba khớp AKCB.

Ta có: đ .a .h .N 4 = — (đ.a.h. Mfcv ) = ----- ------(đ.a.h. Mfcv ).
p  2a sin a

Kết quả như trên hình 3.23e.

3.24 - 3.26. Đ áp  số. Cho trên các hình vẽ tương ứng.

~ t~ T
6m j 12m ị 12m ịõm

1  ̂ I đa-h.H I

r̂m~TT~n~pn-n-r̂ j
I I

đa  h. Ni

cosp ị
13

0  [|_  

,98m I u
I đ-a h. Nz I 

1
í ặ ĩ T r r m ^\ ± ' w

e  N r
20m ° '355

đ.a.h. A 'j

-+-------

u r §

/0 /77

Ì T T t ^  1

đahN'

1 đ.a.h.N, 1

1

• ư

"  *ĨS4Ì 1 
0,833 1 1

Ì T ỉ T T T T r r £ £ *

“ ^ r n Ĩ T

.zi/2cos<x
m r r r ^ l

đ.a.h. Nj

Hình 3.24 Hình 3.25
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Hinh 3.26
-1 fcẽệ(b 1 X ~ T  

1 1 ^
í£ il 1 
T i l  1 

l i l i  ,

-
ị

j
>

cv

1 1 1 S r o jo c l

'©! LiYÍÌtặíTTĩ
1 1 

T ^ F n - r - r - ^ J  /■

I  đ  a h  Nab

I

I đ a  h  Nbc

3.27ễ Đ áp  số. Cho trẽn hình 3.27.

"  Í L J  ? r D b B F  c G

T S 7 T — tX 7 r i u 3 8 .

Hinh 3.27

đ-3-h

đ  a h Qa
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3.28-3.30. D áp  so. Cho tren các h'inh tuang úng. 

B \ P=1 c
r - J — i

: ■ H - '
2 i 1 i
l /2 \ 1/2 I i 

------i-------

___ ĵ rfíf ̂ T rrrr^ i (

1-1

O *1 ------------ O------------ n------1

I  ¡ [ ! 1  !
\ a [ a [ 2s \ 2a L 3 L
1 1 j

1 ITt w I f * j

i

J ¿ L tíÉ Tm>j f  *
hM-12.2 Vi:©

da h.Q..2-2
Hinh 3.28 Hinh 3.29

Hinh 3.30
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11

Ho

2_ 2_

\ c  D E 6 
H o --------- Tj----- o----- n

I ‘ ^  I r^T

j  4 m  [. 4 m _________ |. 5 m ____ \ J m  j, 2 m

-------------1--------- !------ !------ i d a  h MU1

¡ ^ m  M u l l i r \d ,a h Q1_i

i T r f e  
i I

d a  h ,q£
I I

i A l(±)l \ \ ^
d  a h Qr,h
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3.31ễ Chỉ dẫn
♦ Đối với đ.a.h. mômen uốn tại các tiết diện 1 ,2 ,3  thuộc hệ chính:

• Khi p  =1 di động trên CD thuộc hệ chính: cô lập hệ chính để vẽ đ.a.h. 
Dấu của -.a.h.M,? lấy theo vị trí của người quan sát vẽ trên sơ đổ hệ.

• Khi p =1 di động trên dầm phụ AB : nội lực trong BC bằng không (vì 
lực p thẳng đứng), do đó không ảnh hưởng đến nội lực trong hệ chính.

• Khi p =1 di động trên BC: áp dụng nguyên tắc đường nối.

• Khi p - ì  di động trên DE\ liên kết khớp nối với trái đất ở xa vô cùng 
nên đ.a.h. song song với đường chuẩn.

♦ Đối với đ.a.h. mômen uốn tại tiết diện 4, 5: tham khảo các bài tập 3.5 
và 3.6.

Kết quả tìm được như trên hình 3.31.

3.32. Chỉ dẫn
♦ Hệ phụ EF được nối với hệ chính CD bằng hai thanh đổna quy tại /. 
Xem khớp I như khớp giả tạo nối giữa các miếng cứng EF và CD. Do 
đó, các phần đ.a.h. tương ứng với khi p di động trên hai miếng cứng đó 
phải cắt nhau tại điểm ứng dưới I.

♦ Hệ phụ AB nối với hệ chính CD bằng hai thanh song song nên khớp 
giả tạo nối giữa các miếng cứng AB và CD ở xa vô cùns Do đó, các 
phần đ.a.h. tương ứng với khi p di động trên hai miếng cứng đó phải 
song song với nhau.



Kêt quả tìm được như trên hình 3.32.
c

Hình 3.32

I I II I T 7 T 7 T  „  ' I I  I

-Ị_ỂJ_] a2 ị_ỉx___Ị. a4__Ị a5 ự 6 I g7 ,

1 U é  đah Mk

I ị *  1 1
I I \ ỵ  (¿4 +á^«5g)

I ^ m W ĩ a ì E ^ L  *

I— U-rÌm m u  rtíỉìT^r'J đihNk

c như trên hình 3.32.
Ạ B c D E I  F

3.33. Đ áp số. Cho trên hình 3.33.
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©
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3ề34. Đáp sỏể Cho trên hình 3.34.

Hình 3.34

3.35. Chỉ dẫn
♦ Đối với hệ đã cho ta có thể vận dung cách vẽ đ.a.h. trong hệ có hệ 

thông truyền lực. Trước tiên vẽ đ.a.h. Mk và đ.a.h. Qk cho dám AB với 
giả thiết lực P"di động trên AB. Xem liên kết tại K  như mắt truyền lực, 
giữ lại tung độ ứng dưới K  là tung độ tương ứng với khi lực p  đặt tại c  
trên dầm CDE. Tiếp đó. nối tung độ vừa tìm được với tung độ băng 
không ứng dưới gối D. Khi lực p di động trên EG, áp dung quy tắc vẽ 
đ.a.h. trong hệ ghép.

♦ Đối với đ.a.h. Qk cần vẽ hai đ.a.h. tương ứng với hai trường hợp: tiết

120



diện K  ở bên trái mất c , tiết diện K  ở bên phải mắt c. 
Kêt quả tìm được như trên hình 3.35.

0  E r

A X y ~ r ^

'  í

T X
]Ịm\  ỉm  Ị I n l  Ị ¿ ĨP- 2rĩl Ị 4 rn 

Hình 3.35 I I ,r  1 I 0.5 \ q
-cr-fc~V-T-r-i—T-n—  J đa.h.M.\,1ẳ5 1

I L  -  H  "

' C P F
1 I /9/T

e

r
£TFP ỉT rn jK -T^—  

ên hình 3.36.

i đ.a.h. Ổi

J đa.h ũ£h

♦ Đ.a.lì. Mm (hình 3.37b): vẽ theo đ.a.h. mômen uốn trong hệ ba khớp 
y4*CỔ* (hình 3.37a) với miếng cứng bên trái là EAC và miếng cứng bên 
phải là CBG.

♦ Đ.a.h. Mk (hình 3.37c): Khi p  di động trên phần FEAC  (hình 3.37a)
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miếng cứng CBG chỉ chịu tác dụng của ba lực: lực đặt tại G có phương 
/ỈG, lực đặt tại B có phương thẳng đứng và lực đặt tại c. Từ điêu kiện 
cân bằng của miếng cứng CDG, ba lực đó phải đồng quy tại B*, do đó, 
lực đặt tại c  có phương CB*. Xem FEAC như một hệ ba khớp: FEAi 
(.A/ là giao điểm của B * c  với phương phản lực thảng đứng tại A) và vẽ 
đ.a.h. Mk theo cách vẽ đ.a.h. trong hệ ba khớp. Khi p  d i động trên CBG, 
áp dụng quy tắc vẽ đ.a.h. trong hệ ghép.

3.38. B à i g iả i. Hệ đã cho là hệ ghép (hình 3.38a), bao gồm ba hệ ba khớp 
ghép nối với nhau, trong đó LM N  là hệ chính còn EFG  là hệ phụ.

♦ Khi lực p  di động trên đường L M A , tức là trên hệ chính, nội lực tại k 
và m đéu bằng không, do đó đ.a.h. Mk và đ.a.h. M m trong đoạn này 
trùng với đường chuẩn.

♦ Klù lực p  di dộng trên đường ACRE, áp dụng cách vẽ thưc hành cho hệ 
ba khớp ACB  ta dễ dàng vẽ được đ.a.h. Mk và đ.a.h. M m. Riêng đối với 
đ.a.h. M m cần lưu ý là lực p  không di động trên tnB mà chỉ di động trên 
ACRE, do đó cần kéo dài phần đ.a.h. tương ứng với khi p  di động trên 
CR tới điểm ứng dưới E.
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dộng trên đoạn EF, đ.a.h. là đường thảng nối tung độ dã 
hớp E với một tung độ thứ hai nào đó sẽ được xác định. 

Trong thực hành ta thường tìm điểm có tung độ bằng không của phần 
đ.a.h đó, hay nói khác đi là tìm vị trí của lực p  khi nó di động trên EF  
để sao cho mômen uốn tại tiết diện đang xét bằng không. Cách thực 
hiện cụ thể như sau:

• Đ.a.h. Mk : Lực p  đang di động trên EF  nên miếng cứng AC  chỉ chịu 
tác dụng của hai lực đặt tại A và c.  Từ điều kiện cân bằng của miếng 
cứng AC, hai lực này phải trực đối, nếu các lực này tổn tại thì mômen 
uốn tại tiết diện k sẽ khác không. Muốn cho M/c = 0 thì hai lực này 
phải bằng không. Do đó, miếng cúng CRBE cũng chỉ chịu tác dụng 
của hai lực đặt tại B và E. Phương của lực đặt tại E chỉ có thể là 
phương BE. Mặt khác, miếng cứng FG cũng chỉ chịu tác dụng của hai 
lực đặt tại F  và G, phương của lực đặt tại F  là phương GF. Trờ lại xét 
miếng cứng EF, miếng cứng này chịu tác dụng của ba lực: lực p, lực 
đặt tại E có phương BE và lưc đặt tại F  có phương GF. Từ diều kiện 
cân bằng của miếng cứng EF, ba lực này phải đồng quy. Do đó, muôn 
cho Mk = 0 thì lực p  phải đi qua giao điểm H  của hai đường BE và 
GF. Đ iểm không của phần đ.a.h. khi p  di động trên EF  là điểm ứng 
dưới H.

•  Đ.a.h. M,n- Muốn cho M,n = 0 thì phản lực tại B buộc phải có phương



Bm. Lúc này, miếng cứng CRDE chịu tác dụng của ba lực: lực đặt tại B 
có phương Bm, lực đặt tại c  có phương AC và lực đặt tại E. Từ điều 
kiện cân bằng của CRBE, ta thấy lực đặt tại E phải có phương E l  với I 
là giao điểm của hai đường Bm và AC. Miếng cứng EF  chịu tác dụng 
của ba lực: lực p, lực đặt tại E có phương BE và lực đặt tại F  có 
phương GF. Từ điều kiện cân bằng của EF, ba lực này phải đổng quy. 
Do đó, muốn cho M,n = 0 thì lực p  phải đi qua giao điểm J của'hai 
đường ỈE  và GF. Điểm không của phần đ.a.h. khi p  di động trên EF 
là điểm ứng dưới J. Phần thích dụng nằm trong phạm vi EF.

♦ Khi lực p  di động irên đoạn FG: nôi các tung độ đã biết ứng dơứi 
khớp F  với điểm có tung độ bằng không ứng dưới gối D.

Kết quà tìm được như irên hình 3.38b, c.

3.39. C h ỉ d ẫ n ế Khi p  di động trên BC, cũng lý luận tương tự như đã thực 
hiện trong bài 3.38 để tìm điểm không của các phần đ.a.h. tương ứng.

Kết quả tìm được như trcn hình 3.39.

Hình 3.39

UTMM 1 ,

cosắ. __ 1 1 I

đ  a h n k

3.40. C h i dân . Các thanh BC, CD  và BD  được liên kết với nhau thành một 
miếng cứng BCD  nên phđn đ.a.h. tương ứng với khi p  di độn2  trên DCD 
là một đoạn thăng liên tục trong phạm vi miếng cứng đó. Cách ùm điểm 
có tung độ bằng không của dường thảng này cũng được thực hiện tương 
tự như trong bài 3.39.
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\

Kct quả tìm được như trên hình 3.40.

/
/

Hình 3.40 /  c

\da.h-N-,

đ  a  h n }

\đa.h Nj\

2sin°(.

3.41. Chỉ dần

Hình 3.41
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♦ Đ.a.h. N j :  thực hiện mặt cất 1-1, lập phương trình cân bằng hình chiêu 
lên phương y của phần bén trên mặt cắt (hình 3.4 la). K h i lực P = Ị  di 
động trên thanh 1-2, phần hệ khảo sát cân bằng như trẽn hình 3.41 b. 
Khi lực P=1 di động từ mắt 3 đến mắt 5, phần hệ khào sát cân bằng như 
trên hình 3.4 lc.

♦ Đ.a.li. N ĩ -' thực hiện mặt cắt 2 -2 , lập phương trình cân bằng mômen 
đối với điểm c  của phần hệ bên trên mặt cắt (hình 3 .4 ld ). Như vậy, 
đ.a.h. N 2 được vẽ theo đ.a.h. N ị.

Hình 3.42

Ca

F 7 t n ^
\ đ a  h A

đa h B

đ  a h c

Sỉ 1 I
* h n2-

I I Ị I
s .| I ỉ

126



♦ Đ.a.h. N 3: tách mắt 3, lập phương trình cân băng hình chiêu lẽn 
phương y. Trên các hình 3.41e, f  lần lượt vẽ mắt 3 cần khảo sát cân ẵ 
bằng tương ứng với khi lực p = ỉ  di động ở ngoài các đốt bị cãt và khi

P = I  đặt tại mắt 3.

Kết quả như trên hình 3.4 la.

3.42. Đ áp  số. Cho trên hình 3.42.

3.43. Bài g iả i
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♦ D.uh. H: tương tự như trong hệ ha khớp, đ.a.h. H  được xác định theo biểu thức:

d.a.h. ỉ ỉ  = - c ỉ . a ll. M c d, 
f

với /  là khoảng cách từ mắt 2 đến đường nôi 0-4 tương ứng với vị trí cúa
lực xô / /  ự =  6 m).

Nhân các tung dộ đ.a.h. mỏmen uốn tại tiết diện c  trong dám đơn giản 
tương ứng với ///s ẽ  tìm được đ.a.h. H. Kết quá như trẽn hình 3.43b.

♦ Đ.a.lì. V 'a (hình 3.43c): d.a.h. V'a = d.a.h. Va - t í> a  . cl.a.li. II.

♦ Đ.a.h. Noj (h ình  3.43d): d.a.lì.Noi = (cỉ.a.li. H) Icos a  ị
v ớ i COS a j=  0,89.

♦ Đ.a.lì. N /2 (hình 3.43e): d.U.lì. N 12 = (d.a.h. H )  /COSƠ2
v ớ i COS a i  = 0,97.

♦ D.CI.li. N j 5 (hình 3.430: d.U.lì. yV/5 = ( tga ]  -  tga 2 )(d.a.h. H)

với tga i = 0,5; tgc(2= 0,25.

♦ Đ.a.h. Mk (hình 3.43g): đ.a.h. Mk = đ.a.h. M ¡d -  ịđ.a.h. H).yk

với yk = 5 m.

♦ D a.II. Qk (bình 3.43h): d.a.h. Qk = d.a.h. Qkd-(d .a .h . H). tgak

v ớ i tgak  =  igC(3 =  -  0,25.

3.44ẳ Đ áp  số. Cho trên hình 3.44.

3.45. B à i g ià i

♦ Đ.a.h. // . thực hiện mặt cắt l - l  qua ba thanh 3 ’C ,  3C và 6C rất gần bên 
trái khớp c .  Phân tích lực dọc trong thanh 3 ’C ' thành hai thành phần: 
thành phần tháng đứng V' và thành phần năm ngang H.
Khi p  di động trên CB , lập phương trình cân băng mỏmen cua phần bên 
Irái đôi với điếm c .

ỵ M c lr = vcl, -  + H.f = 0, suy ra H = -V a.—_ = Mçd.
2 f f

Vậy: đ.a .lì. H  =  —- đ .a . l ì .  M c cl-

Khi p  di động trên AB ta cũng lấy được biểu thức tương tư.
Ta thấy biếu thức d.u.h. H  có dạng tương tự như đ.a.h. lực xô trons vòm 
ba khớp nhưng trái dấu. Do đó. nếu tướng tượng một vòm phụ trợ có ba 
khớp: hai khớp nôi với trái đất ờ -4, D và khớp c  tương ứns với đườn° tên 
/ t h ì  ta có thể vẽ ci.Li.h. H  theo đ.a.h. lực xỏ trong vòm ba khớp phu trợ 
A B C  và đổi dấu. Kết quả tìm được như trên hình 3.45c.
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Hình 3.44
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’ đa h AC

0,125

đa.h. Qr

♦ Đ a h N r - 3 ' '■ Tách mắt 3', lập phương trình cân bằng hình chiếu lên 

trục nằm ngang X
ỵ x =  N 3 '-C’ Coscq - N 2 '-3 'Cosa3 = 0, nhưng N3’-C'COSŨQ = H  nên:
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c)

d)

e)
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m '  -  H  N r-3 ỷ = ——— • cos a J
Vì thành phần ngang H  của lực căng trong tất cả các đốt dây xích như 
nhau nên lực dọc trong mọi thanh của dây xích đều được xác định theo 
công thức:

N ị=  ——— . Do đó: đ.a.h. N2'-3' = — —— (đ.u.h.H). 
cos d ị cos a  ị

Kết quả tìm được như trên hình 3.45d.

♦ Đ.a.h. Nỹ-6 : thực hiện mặt cắt 2-2 qua thanh 2'-3’ rất gần bên trái mắt 3' 
của dây xích và qua ba thanh 2-3, 5-3, 5-6 của dàn.

Chuyến dời lực dọc N2'-3' theo trục thanh 2'-3' đến vị trí 3 ' ứng trên mắt 3 
và phân tích lực dọc N2'-3' đặt tại 3' thành hai thành phần: thành phần 
thắng đứng V và thành phần nằm ngang H. Xét hai trường hợp:

• Khi P - ỉ  di động ở bên trá i mặt cắt 2-2, từ A đến 2: Lập phương trình
-1 hằng mômen đối với điểm 3 của phần bên phải, lúc này thành phần 

; f e :0 ; lực N2'-3' không tham gia phương trình cân bàng, ta có: 
ỵ \ ỉ 3 ph= /v5_ó ,p -  VB.(l-z3) - H . y f3 = 0,

suy ra N 5-6 = — [Vb(1-z3)+H-V 'i]-
p

Nhưng Vb ( I - z ì )  = M ỉ d, nên N5-6 = — [ M + //.>''?]. (a)
p

• Khi p =  I di dộnạ ở bên phải mặt cắt 2-2, từ ỉ  đến B: Lập phương trình 
cân bằng mômen đối với điếm 3 của phần bên trái, lúc này thành phần 
thẳng đứng của lực Nĩ'-3ẳ không tham gia phương trình cân bằng, ta có:

ỵ M / r= N 5-6 -P - V a.z3 - H . y '3 = 0 ,

suy ra Ns-6 = — Wa -3
p

Nhưng V(1 23 = M ỉ d, nên N5-6 = — [ M ỉd + H.y'3]. (b)

Các biểu thức (a) và (b) có thể quy về một dạng chung:

N 5-6 = — [ M ỉ d + H.y'3]. (c)
p

Tướng tượng một vòm phụ trợ có ba khớp AC'B  và có trục đi qua điếm 3' 
thì biểu thức mômen uốn tại tiết diện 3 'của vòm phụ trợ có dạng:

M ị v = M ỉd -H .y y .  (d)
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ĐỐI chiếu (c) với (d) ta thấy thừa sô thứ hai cua (c) có cáu trúc như vẽ 
phái của (d), chí khác nhau về dấu của // , đó là do lực xô H  irong (d) dã 
dược quy ước gây nén là dương còn thành phần ngang H  cua lực dọc 
trong (c) lại được quy ước gây kéo là dương. Do đó ta có thế biếu thị:

Ns-Í) = — , suy ra d.a.h. NS-6 = — (cỉ.a.h. ). (e) 
p  p  

Như vậy, nếu lực dọc Nị trong dàn được xác định bàng phưcmg trình cân 
hằng mô men đôi với tâm mômen k và nếu sử dụng vòm ba khớp phụ trợ 
có hai khớp nôi với trái đất à A, B và khớp C' tương ứng với đường tên / 
và có trục di qua điểm k * thì từ biểu thức (e) ta có thế suy ra biếu thức 
viết cho lực dọc Ni nhơ sau:

đ.a.h. N ị = ± — (d.a.h. M ị*  ). (f)
p

trong đó:
k điểm có hoành độ tương ứng với hoành độ của tâm mỏmen k và có 

tung độ tính từ đường nối hai gối A, B bằng khoáng cách từ tâm 
mômen k đến vị trí của lực H; 

p  -  khoáng cách từ tâm mỏmen k đến phương của lực Nj.
Trong biếu thức (f) ta chọn dấu (+) khi mômen của lực dọc dương /V, 
đặt ớ phần hệ bên trái quay ngược chiều kim  đồng hồ quanh tâm k, nếu 
quay thuận chiêu kim thì chọn dấu (-) .

Đế tìm (1.(1.h. theo cách vẽ thực hành, tức là tìm điếm không của 
đường phái, ta có the xác định hoành độ ZJ của điểm khóna bằng các 
suy luận về hình học hoặc theo công thức đã biết trong phần lý thuyết 
như sau:

Zj = J ’ + I2 ( y k* / Z k* ) '  (g)
trong đó:
-A \  VA* -  hoành độ và tung độ của điếm k*  trên vòm phu trợ:

/  -  đường tên của vòm phụ trợ;
/ -  chiéu dài nhịp vòm;

h  -c h iề u  dài nhịp của phán vòm bên phải (nếu mặt cắt thuộc phán 
vòm bên trái).

Đối với trường hợp đ.a.h. Ns.f) : tâm mômen k ờ tại mắt 3; p  -  0,836(1 
(xác định bằng hình học); k*  ờ tại mắt 3 ’; Zk*= 2? =3(1; v¿*= Vi' = 
= 2/n i ;  f  = 3d; 1 = 8(1; ¡2 = 4(1.
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Sau khi áp dụng công thức (g), ta tìm được Zd = 3,71(1. Nôi tung dọ 
bằng không có hoành độ Zd = 3,7UI với tung độ bằng 3d /p  -  3,59 ứng 
dưới gối A sẽ được đường phải, phần thích dụng của dường phái lương 
ứng với khi p = l  di động từ 3 đến c.  Nối tung độ hãng khổng ứng dưới 
gối A với tung độ của đường phải ứng dưới mắt 3 sẽ được dường trái, 
phần thích dụng của đường trái tương ứng với khi lực p = l  di dộng từ 
A đến 2. Khi P - ỉ  di động trên đốt bị cắt từ 2 đến 3, ta cổ đường nôi 
giữa hai tung độ cúa đường trái và đường phái ứng dưới mát 2 và mãl 3. 
Khi P - l  di động từ c  đến B, ta có đường nối giữa tung độ cua dường 
phải ứng dưới c  với tung độ bằng không ứng dưới gối B.

Kết quả vẽ đ.a.h. Nỹ-t) như trên hình 3.45e.

♦ Đ.a.h. N2-3 : ta vẫn sử dụng mặt cắt 2-2 như trên. Trong Irường hợp 
này, tâm mômcn là điểm 5; cánh tay đòn p  -  h -  1,3J: k ■ ờ lại diôm 
2 " có hoành độ z¿*= Z5  = 2d , tung độ tính từ đường AB bang khoang 
cách từ tâm mômen 5 đến cao độ của lực I I  ứng trên tâm mômen 5: 
VI.*— / i4 -w -  / •?<:/ + 2d = 3,3d; /' = 3d; I = 8cl; ¡2 = 4d.

công thức (g), ta tìm được Zd = 2,5cl.
( 0  ta chọn dấu ( - )  vì mômen của lực dọc dương Nj dặt 

ở phần hệ bên trái quav thuận chiều kim đồnq hổ quanh tâm 5.
Các bước tiếp theo cũng thực hiện tương tự như trường hợp trên, kết quá 
vẽ đ.a.h. N 2-3 như trên hình 3.45f.

♦ Đ.a.lì. Nì-Ồ : thực hiện mặt cắt 3-3 qua thanh C'-3' của dãy xích \'à ha 
thanh 3-C, 3-6, 5-6 của dàn. Chuyển dời lực dọc Nj'-C ' theo trục thanh 
3'-C' đến vị trí m * ứng trên giao điểm m của hai thanh 3-C, 5-6 \'à phân 
tích lực dọc NjỊ’-Cễ đặt tại m* thành hai thành phán: thành phán tháng 
đứng V và thành phần nằm ngang H. Nếu chọn m làm tâm mômen thì 
thành phần thẳng đứng V7 và lực dọc trong các thanh J-C, 5-6 sẽ không 
tham gia phương trình cân bằng và ta có thể sứ dụng biêu thức (f) dô 
tìm đ.a.h. /V?-6 . Trong trường hợp này, vòm phu trợ sẽ đi qua A, m . ( ”  
và B như trên hình 3.45a, điểm m* tuy lệch vé bên phái klióp C' nhưna 
vẫn thuộc phần miếng cứng bên trái của vòm phụ trợ.

Trong trường hợp này, các số liệu tính toán khi áp dụng các biếu thức 
(0  và (g) như sau: tâm mônien là điểm m: cánh tay đòn p  = 2,25ti; k* ớ 
tại điểm có hoành độ = 5,25(1 , tung độ tính từ dường AB bằng 
khoáng cách từ tâm mômen m đến cao độ của lực / /  ứng trên tâm 
mômen m: yk* -  í  -  / = h  = -fcl.
Sau khi ắp dụng cỏns  thức (g), ta tìm được Z(ị -  4,25d.



Trong biểu thức (f) ta chọn dấu (+) vì mômcn của lực dọc dương N3.6 
đặt ở phần hệ bên trái quay ngược chiều kim  đồng hổ quanh tâm m.
Sau khi tìm được zd = 4,25d. Nối tung độ bằng không có hoành độ Zd = 
4,25d với tung độ bằng zm lp  = 5,25d/2,25d = 2,33 ứng dưới gối A sẽ 
được đường phải (đường đứt nét trên hình 3.45g), phần thích dụng cùa 
đường phải chỉ là một tung độ bằng +0,13 tương ứng với khi P=J đặt tại 
c. Nối tung độ bằng không ứng dưới gối A với tung độ của đường phải 
ứng dưới m * sẽ được đường trái, phần thích dụng của đường trái lương 
ứng với khi P=1 di động từ /l đến 3.

3.47. Đáp sốẽ Ra = 7ql 18 ; RB = - q l  / 8.

3.48. B à i g iả i. Chọn đường chuẩn vuông góc với phương của tải trọng di 
động, chọn hoành độ X là khoảng cách nằm ngang tính từ gối A đến tải 
trọng p =1.

♦ Vẽ các đ.a.h. Mk, Qky N *. Để lập các biểu thức nội lực tại k, sử dụng 
mặt cắt qua tiết diện k, và xét hai trường hợp:

• Khi P=1 di dộng trên pliắn trá i k (0 < x  <1/2):

K hi P - ì  di động 
trẽn đốt bị cắt từ 3 
đến c ,  ta có đường 
nối giữa hai tung 
độ của đường trái 
và đường phải ứng 
dưới mắt 3 và mắt 
c. Khi P=1 di 
động từ c  đến B, 
đ.a.h. là đường nối 
giữa tung độ của 
đường phải ứng 
dưới c  với tung độ 
bằng không ứng 
dưới gối B.

Kết quả vẽ đ.a.h. 
N 3-6 như trên hình 
3.45g.

3.46. Đ áp  số. Cho trên 

hình 3.46. Hình 3.46
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Mk= B -  = - . i  = ị  ■
2 1 2  2 '

Qk= -  Bcosa  = co sa;

Nk= Bsỉna  = — si na.

• Khi P —l  di dộng trên 
phần phái k (7/2 <x  <1):

_  A  1 1 ~ xMk= A --  = — -  ;
2 2

ộ ;=  /4coổ’ũr = ;-  coi'ơ;

-  Asina -  sina.
I

Từ các biểu thức trên ta vẽ 
được các đ.a.h. như trên

đại lượng
Qk, Nk  - Các đ.a.h. bao 

gồm hai đoạn thẳng nên có 
thể xác định các đại lượng 
tương ứng theo công thức:

1/2 Ịũ_
i  P=1

° í
ịA  X

1

— f

^ T T T Ĩ ĩ f ê r

i ì r

^  “1 
___^  ố

—

&
<0
5  ___^

— _
c

— ‘ —  - i?

đ  a h M

đ a h Q.

\đa h. Nk

Hình 3ế48

s =  E  R, yị =  Rị y i  + R2 y2 ,
trong đó:
Ri -  hợp lực của tải trọng giới hạn trong mỗi đoạn thảng của đ.a.h., 

trong bài toán này ta có:
ql .Rl = Rĩ =

2 eos a
y¡ -  túng độ của đ.a.h. 5 tương ứng với vị trí của hợp lực Rị.

• Mômen uốn tại k - Từ đ.a.h. M k , ta có: y i  = y2 = / / 8. Do đó:

Mk= — -■-+ — -  =
2 cosa 8 2 cosa 8 8 eos a  

Lực cắt tại k - Từ đ.a.h. Qk, ta có: y i  = -y2 = -cosa  / 4. Do đó:

Qt= —
Li

ql cosa ql cosa
=  0 .

'.cosa 4 2 eos a 4 
Lực dọc tại k - Từ đ.a.h. Nic, ta có: y i -  ~y2 = s in a /  4. Do đó:
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sin a ql sin a _ Q
2cosa 4 2cosa 4 

Bằng cách xác định trực tiếp, ta cũng tìm được kết quả như trên.

3.49. Đáp sô. M ịỉ r = - 150 kNm; M\Ph = - 5 0  kNm;
Qk'r = 10 kN;
QAir=  - 5 0  kN;

3.50. Đáp số.
Tại tiết diện k: Mktr = 30,9 kNm;

Qk = -6 .4  kN;
Tại tiết diện m: Mm = - 16,9 kNm;

Qmtr = -4 3 ,9  m  
N mffẾ = 65,4 kN;

QịPh -  10 kN;
Qap>' = 10 kN ;

MìPh = 45,9 kNm; 

N-k = 66,4 kN;

Qn/)h= 22,5 kN; 
N „P h = ỡ .

3ệ51. Đáp sô. Hệ đã cho là dầm ghép tĩnh định.
ơ=30 kN /m  M = 100 kNm

t t t í  □  □  g

Hình 3ể51

Kết quả vẽ các đ.a.h. như trên hình 3.51.

M b = - 2 0  */Vm,ẵ (2^ = -122,5  kN; gflPA = 4Ớ kN; Mic =50  k N m .

3.52. Đáp số. Cho trên hình 3.52.

3.53. Đáp số. Các đ.a.h. Mk và đ.a.h. Qk vẽ trên hình 3.53ẵ

Mlc = 0,8335q / cosa; Qk = 0,3335q.
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Hình 3.52

Hình 3.53

3.54. Đáp số.
Ra = 0;

3.55ể Đ áp số.

,q -1 0 k N /m
ồ - i — L
'  m

1  2 m
1

J / T )  |/ /7 7 |.2 /7 7

P = 2 0 k N  

I 1 I "  l  I I I i
0

4 m  ị2 m  Ị

* ư í í frT rrrJ  Ị
! 1 1 1 
1 đ -a  h. Qk 1 l ^ r - r T y-0,5
1

1

\đ .g  h

1 / '  ệ  
1

■ M m  I ^ r f í l  1 [
r i

U ) \-0ầ4 LrrrĩT

1 ©1 
<45 1

& &  l i  \ Ẵ  110 m  ĩ  Om l ĩ .O m L 3.Om i 2,0 m

>n I 

lă0m\,

Ịtv
.

%

r___
^ fin đa.h

Ị Ị ị ! “

k ! I ^rrrTỂ~ 0 ,6 0 c O S a

2,00
' 1

1 c o s ụ

đ  a h Q„

rc n  A D r n s o i  *  ẩ .
ojocos°c

0,40 cosa 0,40 eos oc

Các đ.a.h. vẽ trên hình 3.54.

Rb = 100 kN ; Rb = 85 kN ; RB = 15 kN ;

Mk = 55 kNm; (2*'r= 0; -  20 kN.

/y = 120.8 kN; A/jfc = / 8 /,ự kNm.
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Qk" = 31,1 kN; QỵỊ>h = - 5 6  kN; 
w  = 76*/ kN; = 280,4 kN.

|. 2m ị 2 
1

đ n
\p p

z 2 y 2 r 2 r
J 1 H  
n J & D ^ k

T  p l i
\Jmựm[2.5m 1 Ị

" W ¡
2.5m \ L 2,ỹm [ \ 3,0m\y \s,ĩm{

1 1 
. . ỉ, ,

M 

ẳf \  1

1 J 
\

^ © i  I ì ; ỊÍ ì
Ç ' h F a - ï J  I M  I / i a  h  p

ỉ

^ 4 4 1

1 1 1

I l  ỉ I I

l i !  ! L .

i ! ỉ l  
! 1 i 1

|/| I l  Iu ä '

W K \  ¡ l  1 '
/ 1 T  1 1 1

1 1 1 

1 1

i K

I 1 ể

1 J.xJ ©

L K

■y

0 5

\y*r'V6 r w.....L
■^5/6 1 I 1

I I I  I 
i f f i  ;

1

1

1

I

Ả

J  1 ! !
ổ /  1 1 M
ẹ ỉ ĩ k l  ! 1

1 f.5

r
1

\

\
1

1 / I \
1 1 '

1

¿ !  i Ỉ '

1

!

1

■ 1 Ị \ry

' 1 1 
.  .1 U T T

f i l  ! ’  ‘

K1®! !i j i x k j  !
y x u v  'OA

Hình 3.54

3.56. Bài giai. Đê tìm vị trí bất lợi nhất của đoàn tải trọng, ta áp dụng 
phương pháp thử dần thực hiện theo thứ tự như sau:

1. Phai hiẹn tữt CÜ CŨC VỊ trí cho Smaxi S n ii/ Ị  và tinh các Stìiaxi Smin tuơìig 
íứig. Muốn vậy, lần lượt đặt từng tải trọng vào từng đỉnh lồ i cùa đường



dS Ặ
J  -  X  Ri ^ a i (*)
dz /=/

và thực hiện các bước sau:
❖ Cho đoàn tải trọng dịch sang trái một đoạn dz. Tính cis/dz theo (*).

❖ Cho đoàn tải trọng dịch sang phải một đoạn dz. Tính dSIdz theo (*).

♦> So sánh các giá trị dSIdz trong hai lần tính.

• Nếu những giá trị này thòa mãn các điều kiện:

ds > CỈS <
ộ  chuyển từ — > 0 sang —  = 0 thì vi trí đổ cho môt giá tri Smax\ 

dz = dz <

Í ỈS < d S >
0 chuyển từ —  = 0 sang —  > 0 thì vi trí đó cho một giá tri Sillín, 

dz < dz =

Tính smax hoặc Sillín-

‘ ;1 u kiện trên không thỏa mãn thì cần dịch chuyển đoàn tái 
trí khác để sao cho có một tải trọng nào đó đặt ớ đính lồi 

! luôn đạt được cực đại, nên dịch chuyển sang bên phải nếu 
cisidz trong cả hai lần tính là dương, còn sang bên trái nêu dSIdz 
trong cả hai lần tính là âm. Muôn đạt cực tiểu thì làm ngược lại. 

vể nguyên tắc, nếu có p lực và q đính lồi thì cần thực hiện các bước tính 
trên pxq  lần, tuy nhiên ta cần nhận xét trị số của các tải trọng và hình 
dạng của đ.a.h. để loại trừ bớt những trường hợp vô ích. Thường nên bỏ' 
trí các tải trọng lớn trên phần đ.a.lĩ. có tung dụ lớn và ccmg nhiều tải 
trọng nằm trong phạm vi đ.a.h. càng tốt.

2. So sánh các S/nax (hoặc các Sniin) vài nhau đ ể  tìm giá t r ị  max Srna.x 
(hoặc min Sniin). Đó là giá trị Stinh cần tìm, vị trí tương ứng của đoàn tai 
trọng là vị trí bất lợi nhất.

Áp dụng vào bài toán đã cho:

Trước tiên, tính tang của các góc nghiêng:

tga/ = - 2 /3 :  tg0C2 = +2; tga ỉ  = + //2;- tgũLị = -  I .

Đ.a.h. 5 đã cho (hình 3.56a) có phần mang dấu dương chiếm một diện 
tích với các tung độ lớn hơn phần mang dấu âm, do đó đế tìm giá trị 
tuyệt đối lớn nhất của s ta chỉ cần xếp tái trọng trên phần dương của 
đ.a.h. đế tìm giá trị maxSmax-

ánh hướng. Tương ứng với mỗi lần, tính đạo hàm của s  theo công thức:
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^,Sm ịt,5m ^.5m ^l,5m 4.0rn tl.Sm I.Sm^.Sm^

i) r r T T T ^ - r r T ^
4x160kN

đahs
ị (m)

» ? ^ r r ^ — r m
c; ? Ị t T Ỷ ? -------- ? f f ? “ ?
<0 i y p f a — ĩ ~ < m  

p<--p
Hình 3.56

♦ Tính tliử lấn 1- Chọn tải trọng thứ hai P2 làm lực p *  đật tại đỉnh có 
tung độ bằng 4 (hình 3.56b).

• Cho đoàn tải trọng dịch chuyển về bên trái một đoạn dz, ta có:
Rj = 0; R2 = 440 kN ; R3 = 440 kN ; R4 = 220+320  = 540 kN; 

do đó: cIS/dz = 440.2 + 440(1/2) + 5 4 0 ( - l ) = 1100-540 > 0.

• Cho đoàn tải trọng dịch chuyển về bên phải một đoạn dz, ta có:
Rị = 0; R2 = 220 kN ; Rj = 660 kN ; R4 = 220+ ỉ 60 = 380 kN; 

do đó: dS/dz = 220.2 + 660(1/2) + 3 8 0 ( - l ) = 770-380 > 0.

Ta thây các điều kiện cực đại không thỏa mãn, vị trí này không cho 
cực đại. V ì trong cả hai lần dịch chuyển cJS/dz đều dương nen ta 
chuyển dời đoàn tải trọng về phía bên phải.

♦ Tính thử lấn 2- Chọn tải trọng thứ tư P4 làm lực p *  đặt tại đỉnh có 
tung độ bằng 6 (hìnbẨ 3.56c).

•  Cho đoàn tải trọng dịch chuyển về bên trái một đoạn dz, ta có:
Rị = 0; Rị  = 220 kN ; Rj = 660 kN / = 220+160  = 380 kN ; 

do đó: dS/dz = 220.2 + 660(1/2) + 3 8 0 ( - I ) = 770-380 > 0.

• Cho đoàn tải trọng dịch chuyển về bên phải một đoạn ch, ta có:
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R, = tì; R2 = 220 kN,- Ri = 440 kN; R4 = 440+ lổO = 600 kN;

do đó: dstdz = 220.2 + 440(1/2) + 600( -1 ) = 660-600 > 0.
Ta thấy vị trí này không cho cực đại. Vì trong cả hai lán dịch chuyên 
dSIdz đều dương nên ta tiếp tục chuyến dời đoàn tải trọng về phía hèn 
phái.

♦ Tính thử lần 3- Chọn tải trọng thứ nhất p / làm lực p *  đặt tại đỉnh có 
tung độ bằng 4 (hình 3.56d).

• Cho đoàn tải trọng dịch chuyên về bên trái một đoạn dz, ta có:
r m = 0; R2 = 220 kN ; Rì = 440 kN ; R4 = 440+160 = 600 kN ; 

do đó: dSIdz = 220.2 + 440(1/2) + 6Ữ0(-J) = 660-600 > tì.

•  Cho đoàn tải trọng dịch chuyến về bên phải một đoạn ch, ta có:
Rf = 0; R2 = 0 ;  Rj = 660 kN ; R4 = 440+0 = 440 kN ; 

do đó: dSidz = 660(1/2) + 4 4 0 ( - ỉ ) = 330-440 < 0.
Vị trí này thỏa mãn điều kiện cực đại. Đại lượng S/uax tương ứng:

=  6 6 0 .y i+  440. V2 =  6 ố 0 (4 + 1 ,5 ig a j)  +  4 40 (4 ,75 tgCLị) =

= 660(4+1,5.0,5) + 440(4,75.1) = 5225 kNm.

Nếu cho đoàn tải trọng tiếp tục chuyển dời thêm về phía bên phải thì các 
lực 160 kN sẽ ra ngoài phạm vi đ.a.h., các lực 220 kN sẽ đi vào vùng có 
các tung độ nhỏ hơn. Do đó, vị trí tương ứng với tải trọng thứ nhất Pi 
đặt tại đỉnh có tung độ bằng 4 (hình 3.56d) là vị trí bất lợi nhất và
maxSnuix = 5225 kNm.

3.57. Bài g iả i. Đế áp dụng phương pháp thử dần đã giới thiệu trong bài
3.56, ta thay đ.a.h. s  có bước nháy tại đầu trái bằng đ.a.h. s  có dạng như 
trên hình 3 .5 7 , trong đó bổ sung đoạn thứ nhất với chiều dài a —> tì; lúc

này tg a i = — 30.

Vị trí của đoàn tải trọng tương ứng với khi lực 300 kN đầu tiên đặt ớ dính 
có tung độ bằng 2  (vị trí bước nhảy) sẽ cho một giá trị s I)ii II- - 2  130 kNm.

Thật vậy khi đoàn tải trọng dịch chuyển về bên trái một đoạn dz, ta có 
dSIdz = - 00< tì; còn khi dịch chuyển về bên phải một đoạn ílz, ta có dSIdz 
=375 > 0 tức là thỏa mãn điều kiện cực tiểu.
Ngoài ra không còn có một vị trí nào khác cho Smin lớn hơn về giá trị 
tuyệt đôi vì nếu cứ tiếp tục chuyển dời về phía bên phải thì các lực sẽ đi 
vào vùng có các tung độ nhỏ hơn. Do đó, vị trí tương ứng với tải trọng thứ 
nhất đặt tại đinh có tung độ bằng 2 (hình 3.57) là vị trí bất lợi nhất và
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minSmin -  - 2 /3 0  kNm.

|/, 5 m  |.7,5 m  ịl, 5m^1,5m I 3.Om ¡I,5m ịl .5m^l.5m  ̂

ĩ T T T i — r r r ^
s  -------------------------- '  '-------------------- V -------------------ỵ

Hình 3.57

3.58. Đ áp  số. I Mc I max = ỉ 26 kNm;

3.59. Đ áp  sỏ. VA.max = 225 kN;

I Qc I nmx = 25,2 kN. 

Ỉ^D.max — 295,3 kN;

MD.min = -  287,5 kNm; Mk.max = 275,0 kNm.
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Bài giải mẫu bài tập lớn 1

TÍNH HỆ GHÉP TĨNH ĐỊNH

Sơ dồ hệ : hình 3.60.1a.

sốliệu hình học : 1 - 2 4  m; a = 8 m; b = 12 m.

Tái trọng bất dộng: Ptc = -to kNm; Cịtc = 20 kN/m; Mtc = ỉ 80 kNm.

Tải trọng di động: đoàn tải trọng tiêu chuẩn trên hình 3.60.1 b. 

T h ứ tự th ự c  h iệ n :

/. Xúc định các tải trọng dể tính với hệ số vượt tải n = 1,1 chung cho các 
loại tải trọng:

p= 1 140 =44 kN; q =1,1.20 =22 kN/m ; M  =1,1.180 = 1 9 8  kNm. 

ohản lực gối tựa (hình 3.60. lc)

suy ra:

ỵ M E  -  Rd  b -  p  \ b

R d  =

0,

b + - = —  12 +
1 I /2  V ?

8
58.67 kN.

suy ra:

♦ Dầm phụ CN:

I M d  = Reỉ> - P - = 0 ,  

RE = ^ L  = ị l Â = 14,67 kN.
2b 2 . 1 2

X M y  = - R c b - ị ( a + b p  = 0,

suy ra: Rc = —  (ct+b)2 =
2b 2.12

(8+12)2 = 366,67 kN.

suy ra:

T M c  -  Rn  b - q ị a + b ) - ^  = 0,

/?ếv = q(a+b) (h- ' ~ - = 2 2 (8 + l 2 ) - l 2 ' S>- = 73,33 kN
2 . 1 2

♦ Dầm cliính NABE:

M b — ~ M  — R.\ I +Rn  (t i+l) +Re íl — 0, suv ra:
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a) L U J c l k

I a t - ■t -4

N T *  Ĩ<~1 ~ ^ K b  °£  T Õ
rv>n T&ryYr I rRT

b I a  I  1/2  I  1/2  I «3 Ị t> \f/2

b) 30 kN I___TOkN 3 0 Ỵ  WkN 7̂  95fcV 3QkH 70kN .?ị* y  m N

7/ 8 m  ự m  l > ,8 m  ị4rr> ị >/ 8m  I  Am^ > 4 y  4 n ị  >  8 '77 Ị, 4/7fl.

M = 19BkNm RE = l ị5 7 k N  ịR Dị-58,67kN
B \

— 3 ^

kNm

đ  a h M.

T '  '
1/z .. _ »à a h Q

y9

Hình 3.60.1
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Ra -  — M +R n  (<u+I)+Re <A -

= - [ - 1 9 8 +  73,33(8+24)+14,64.8] = 94,41 kN.

E M  A = -M  +Rß I +Re  (a+l) +Rn  a = 0, suy ra 

Rb = -j [ M - R e (ci+1) -  Rn  a] =

= —  [198-14,64(8+24) -73,33.8] = 35,74 kN.
24 \

3. Vẽ các biếu đổ mámen uốn, Iựcế cắt. Sau khi xác định được các phản 
lực ta vẽ biếu đồ mômen uốn và lực cắt (biểu đồ lực dọc bàng không) 
cho từng dầm phụ và chính riêng biệt rồi ghép lại trẽn biểu đồ chung 
cho toàn hệ. Kết quá như trên hình 3.60. ld , e.

4. Vẽ các đường ảnh hưởng: thành phần phản lực thẳng đứng tại gối tựa 
A; phản lực tại gối tựa B; mômen uốn và lực cắt tại tiết diện k. Kết quả

60.ỉf, g'h, iễ
đường ảnh hưởng, xác định cúc dại lượn (Ị tương ứng với 

tải trọng đã  cho. 

Rd =  ZRk yk +  Zqk (Ok + I 'M k tgak

l
= 4 4 . - +  22 -  

9
4 12

Rb - 4 4 . - +  22 
9

M k"-=  - 4 4 . -  + 22 
3

3 2  9 2

(2  8 _ l  ¿2) 
? 3' 2

8 8 \ _ j 9 8 1 
24

94,4ỉ  kN;

/

8 8 _ 4 l l  
3'  2 2

+ 198. — = 35,47 kN; 
24

-1 9 8 . —  = i i i ,6 7 k N m ;  
¡2

M kpl>= - 4 4  ị  + 2 2 Í - . - - 4 . —  1+ 198. —  = 135,67 kNm;
3 [ 3  2 2 )  12

Qk = - 4 4 . ị + 2 2
2 8 

9 '2
L 11
3'  2

-1 98 . — =21,08  kN. 
24

Đôi chiếu với kết quả ớ  bước 3: phù hợp.

ổ. Vẽ biểu đồ bao mômen uốn vù lực cắt trong dâm chính N-E  tương ứng 
với đoàn xe tiêu chuẩn cho trên hình 3.60.1b nhân với hệ số vượt tải 1,3 
và với tải trọng bất động phân bố đều có cường độ q = 30 kN/m nhân 
với hệ số vượt tải bằng 1 , 1 .
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Hình 3.60.2
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-Jr Biểu dỏ bao mòmcn Hổn 
Trước hết, vẽ đ.a.h. mỏmen uốn tại các tiết diện đã chi dịnh như trôn 
hình 3.60.2 theo thứ tự 2, 3, 4, 5, 6 , 7, 8 , 9, 10. Sau đó. dặt đoàn tái 
trọng di động ờ các vị trí bất lợi để tìm các giá trị Mk.ma.x ■ M k .m in  ■ tìm 
mômen uốn do tải trọng bất động M"'k băng cách nhân cường độ tái 
trọng bất động với diện tích đ.a.h. Mk tương ứng. Xác định các tung độ

biêu đồ bao mômen M ị jntâX và tại các tiết diện đã chi định

theo cóng thức:

M k.m ax  =  ^ k .m a x  +  ỉ  M k .m in  ~  M k .m in  + •

Trên hình 3.60.2 trình bày cách bố trí đoàn tai irọng ớ vị trí bất lợi 
nhất trên mỗi đ.a.h.: vị trí cho Mk.max tương ứng với đoàn xe vẽ thấp 
hơn, mỗi xe dược nối bằng hai nét ngang; vị trí cho Mk.min tương ứng 
với đoàn xe vẽ cao hơn, mỗi xe được nối bằng một nét ngang.

V í dụ với tiết diên 2: = 33\ Jố ] = —704 kNm;
3 2 2

9 5 .-+  3 5 - } =  390 kNm; 
3 3)\

M2.max= ỉ , 3
\

M ỉm iì ì -  -1 , 3 ự f ì . — + 3 0 — + 95.4 '. = - 7 / 9  kNm.

Suy ra M ^ ắnax = -  704 + 390 = -3 1 4  kNm:

M í ấ„in = -7 0 4  -  719 = -  Ỉ423  kNm.

Cũng thực hiện như thế với các tiết diện khác. Kết quả ghi trên báng 
3 .6 0 J .

Báng 3.60.1

Tiết diện M* (kNm) Mmax
(kNm)

Mmin
(kNm)

M bmax
(kNm)

M bmin
_ỊkNmJ

2 - 704 390 -719,0 -314,0 - 1423,0
3 -1936 780 - 1620,6 -1156.0 -3556.6
4 -704 1168,5 -1517,0 + 464,5 -2221,0
5 0 1677.0 -1391,8 + 1677,0 -1391,8
6 + 176 1677,0 - 1268,8 + 1853,0 - 1092,8
7 -176 1861,7 ■ 1375,0 + 1685.7 -1551,0
8 -1057 997,5 -1501,0 -59,5 - 2558,0
9 -2464 329,3 - 1620,6 -2134,7 - 4084,6
10 -968 164.5 ■719.0 ■803.5 - 1687,0
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Biểu đổ bao mômen uốn vẽ trên hình 3.60.4b.

Hình 3.60.4

^  Biểu đồ bao lực cắt 

'fhứ tự thực hiện cũng như khi vẽ biểu đổ bao mômen uốn. Đường ảnh 
hưởng lực cắt tại các tiết diện đã chỉ định như trên hình 3.60.3. Trên 
hình 3.60.3 trình bày cách bố trí đoàn tải trọng ờ vị trí bất lợi nhất trẽn 
mỗi đ.a.h.: vị trí cho Qk.max tương ứng với đoàn xe vẽ thấp hơn, mỗi 
xe được nối bằng hai nét ngang; vị trí cho Qk.min tương ứng với đoàn 
xe vẽ cao hơn, mỗi xe dược nối bang một nét ngang. Lực cắt do tải 
trọng bất động Q*k  tìm dược bằng cách nhân cường độ tải trọng bất 
động với diện tích đ.a.h. Qk tương ứng. Xác định các tung độ biểu đồ 
bao lực cắt tại các tiết diện đã chỉ định theo công thức:

Qk.ma.x ~ Qk.max + Qk > Qkẳmin ~ Qk.min ■*" Qk Ể
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V í dụ với tiết diện 2: Q?* = 33\ — 4 - - 2 4 2  kN;
{ 3  2 2 )

Q2jnax= u ị 95.ị + 35-Ọ[ = 97,5 kN:
\  3 3 J

Qĩ.mìn = - 1,3 ( 70.- + 3 0 -  + 95 1 + 35.ì = -  227 kN. 

ỡ ị.wjajr= - 2 ^ 2 +  9 7 ,5 = - /4 4 ,5  kN:Suy ra ố f iíHajr = -2 4 2  + 97,5 = -  144,5 kN:

Ỡ Ì#H/H= -2 4 2  -  227 = - 4 6 9  kN.

Cũng thực hiện như thế với các tiết diện khác. Kết qua shi trên bảng 
3.60.2.

Bảng 3.60.2

Tiết diện Q*
(kN)

Omax
(kN)

Qmin
(kN)

O ^m ax
m

Q bmin
m

1 -110 97,5 -179,8 -12 5 - 289,8
2 -242 97,5 -227,0 -144,5 - 469,0

3 (trái) -374 97,5 -279,5 - 276.5 -653,5
3 (phải) 374 287,0 - 87,6 661,0 286,4

4 242 230,0 -115,1 472,0 126,9
5 110 167,1 -124,9 277,1 -14,9
6 -22 129,8 -140,2 107,8 -162,2
7 -154 114,5 -249,5 -39.5 -403,5
8 -286 92,7 -237,9 - 193.3 - 523,9

9 (trái) -418 77,6 -309,0 -340.4 - 727,0
9 (phải) 440 279,5 -41,2 719,5 398,8

10 308 218,8 -41,2 526m8 266,8
11 176 173,8 -41,2 349,8 134,8

Biểu đồ bao lực cắt vẽ trên hình 3.60.4c.
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Chương 4

Xác định chuyển vi trong hệ thanh phẳng 
đàn hổi tuyên tính

4Ẻ1. Bài g iả i. Nếu bỏ qua ảnh hưởng của biến dạng trượt thì biểu thức thế 
năng biến dạng đàn hồi có dạng:

u = ỵ  Ị ^ - d s .
1 2EỈ L- i 2EA

Đối với hệ đã cho (hình 4.1), ta có: 
Mỏmen uốn:

anh AB: M = z1 1/2

anh Dk: M  = -  Pz2.
3P

Lực dọc trong thanh BC: N = ——.

P/2
Hình 4.1

Áp dụng biổu thức thế năng biến dạng đàn hồi cho trường hợp này, ía có:

u - ị‘Ẳ - 0 .5 P z , Ỵ

2E1
< ỈZ j  +  Ị

0 2EỈ 2EA

p 2 ị 3  p 2é3 3 p 2ị p 2 ị3  ỉ p 2ị

~ 24EI + 48EI + 4EA ~ 16EỈ 4EA '

Chuyển vị thảng đứng tại điểm đặt lực P:

_ ÕU _ Pl3 3PI 
yk ~~ÔP~ 8EỈ + 2EA ’

Chuyển vị hướng theo chiều của lực p  (hướng xuống phía dưới).

4.2. Đáp sỏẵ ơ  =
5P2!3
192EI

yk
5PI
96 El

(hướng xuống phía dưới).

4.3ẵ Đáp số.

u  =
4 P2l f 2 P 2I _ 133P2! 

Ỉ5EI  + 2EA ~ 48000El
xk =

133PI

2400EỈ
(hướng về bên trái).
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4.4. Đ áp  số. u  = 2,41^—̂- ễ, xk = 4,82-^- (hướng về bén phải).
EA EA

4.5. B à i g iả i. Trong bài toán này, dầm có tiết diện thay đổi và có xét đến 
ảnh hưởng của biến dạng trượt nên công thức chuyển vị có dạng:

= ỵ ị MkM,n d z + ỵ  Jv, Q k Q j ! L d Z '
EI(z)  GA(z)

Nếu chọn gốc tọa độ tại đầu tự do /4 và trục z hướng từ phải sang trái thì 
tại tiết diện có hoành độ z (hình 4.5a), ta có:

• tiết diện hình chữ nhật, chiều rộng b = const, chiều cao h(z) = hz //;

• diện tích tiết diện: A(z) = bh(z) -  bh.- = A j -  

với A] là diện tích tiết diện ở ngàm;

• mômen quán tính chính trung tâm của tiết diện:

// > -  bh3( z ) _ b h 3 z 3 _ ■
12 12 l j  1 I 3 

với /y là mômen quán tính chính trung tâm của tiết diện ở ngàm;

• biểu thức mômen uốn và lực cắt ở trạng thái m (hình 4.5a):

M,n = -CỊ- Qm = q .z ,ử

• biểu thức mômen uốn và lực cắt ở trạng thái k (hình 4 .5 b):

Mk = - z  ằ> Qk = ^ .ế

Hình 4.5

Sau khi thay các biểu thức vừa tìm được vào công thức chuyển vị, với hệ 
số I'của tiết diện hình chữ nhật bằng 1,2, ta được:

/  z 2 \  dz \l.q .z.dz q l 4 6 q l 2

0 l 2 J F ì 0 g a , -  EIJ 5G A1
LÈl ị 3 1 l

(chuyển vị hướng xuống dưới).
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4.6. Đ áp só. x n = —  f  (hướng về bên phải).
o

4.7. B à i g iả i. Đê’ lập biểu thức nội lực được dễ dàng, ta phân tích tải trọng 
hướng tâm q thành hai thành phần theo hai phương thẳng đứng và nằm 
ngang. Muốn vậy, ta xét một phân tố thanh bất kỳ có chiều dài ds. Vì ds 
rất nhỏ nên có thể xem như một đoạn thẳng nghiêng so với trục X theo 
góc (p (hình 4.7a). Hợp lực của tải trọng q trên đoạn dài ds là qcls. Chiếu 
hợp lực qds lên trục nằm ngang X và trục thẳng đứng y (hình 4.7b), ta 
được:

Như vậy, ta có thể thay tải trọng phân bố đều theo chiều dài cong cùa 
thanh với cường độ q bằng hai thành phần: tải trọng thảng đứng phân bố 
đều với cường độ q theo chiều dài hình chiếu của thanh lên phương ngang 
và tải trọng nằm ngang phân bố đều với cường độ q theo chiều dài hình 
chiếu của thanh lên phương thảng đứng (hình 4.7c).

Biểu thức mômcn uốn trong hệ ở trạng thái thực "m" (hình 4.7c):

M,n = - - q x 2 -  ị q y 2 = - ị cỉ(x2 +y2) = - ị q r 2[ịl-cos<pỹ  + sin2ọ] =

= - q r 2 (I-coscp)  với (0 < (p < ĩd2).

Biểu thức mômen uốn trong hệ ở trạng thái khả dĩ "k ỉ "  (hình 4.7d) để tìm 
chuyển vị thảng đứng tại A ệ.

M k = A' = - r ( l -  co sọ) với (0 <(p<7Ú2).

qds. sinạ> = q.dy ; qds.coscp = q.dx.

q d s s m y  - c / d y

ỉ  I I

Pk,~1
Hình 4.7
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Biểu thức mỏmen uốn trong hệ ờ trạng thái khả dĩ "k ỉ "  (hình 4.7d) để tìm 
chuyển vị ngang tại A :

M k = - 1 .  y = - r  s in ọ  với (0 < (p < ĩd2).

• Chuyển vị thẳng đứng tại A:

Ị  . __ 1 n 'r2 4 2 Q>'4 ( 3n
y A =  Y I ^ \ M kI M nìắ s = Y l  í  * /ẽ { ỉ ~ cos(p) d ( p = E Ĩ \ 4

• Chuyển vị ngang tại A:

ỉ  — 1 nỉ2 q r 4
ỵ . ị Mk2Mmếs=ị j  í  qr4ịl-cos(p)sin(pd(p = Ỹ£ị

- 2

XA = —  L  ) M k2M mas = Y Ị J 1 ' 

Chuyển vị toàn phần tại A:

n  Y  qr4 \~1 ( V = 0,592
(/!_

E1
(hướng xuống

dưới, về bên phải).
. 4

4.8. Đ áp  số. XA = —— {n - 3 )  (hướng về bên phải).
EI

4.9. C h ỉ d ả n .  Hệ đã cho là hệ đối xứng chịu tải trọng tác dụng đối xứng 
nên góc xoay tại ổ  và /4 có giá trị bằng nhau và ngược chiều. Do đó, có 
thể vận dụng khái niệm về chuyển vị khái quát để tim tập hợp chuyển vị 
6ab = @a+@b với trạng thái khả dĩ chịu các nguyên nhân đối xứng. Sau đó

9 P r 2
tìm: 0 B = = ——  (ĩt -  2) (quay ngươc chiều kim  đồng hồ).

2 4EI

4.10. B à i g iả i. Để xác định chuyển vị thẳng đứng tại A, ta cần vẽ biểu đồ 
mômen uốn do tải trọng đã cho gây ra (hình 4.1 Oa) và biểu đồ mômen 
uốn ở trạng thái "k" do lực Pk = 1 đật tại A theo phương thẳng đứng gây 
ra (hình 4.10b), sau đó áp dụng cách "nhân biểu đồ".

a)
M

>>)

©  ỉ

\pk=1

Hình 4.10
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ya

Eì

3 MI

HE!

chuyến vị cùng chiểu với lực Pk = 1 đặt tại A, lức là hướng xuống dưới.
3

(hai tiết diện A và B cùng quay ngược chiổu
5c,l-

24 E1
4.1 l ẽ Đ áp s ỏ Ệ <PAB

kim đồng hồ).

4.12. Đ áp số ề XA = 1,594 cm (hướng về bên trái). 

4.13ẵ Đ áp sô. XB = 0,027 m (hướng về bên phải).

4ẵ 14. Đáp số. x a b  =  ỵ ~ r
E1

í  .3b J b~ a
------ _Ị-------------------

15 ổ

a

12
(chuyển dịch xa nhau),

/ - t r ọ n g  lượng riêng của chất lỏngễ

ế tính toán được dễ dàng, nên phân tích tải trọng đã cho 
phần:

• Tải trọng hướng xuống, phàn bố theo hình tam giác, cường độ lớn nhất
bằng q ỏ' tại c (hình 4.15a).

• Tải irọng hướng lên, phân bô theo hình parabol, cường độ lớn nhất
bằng q/4 ờ tại giữa đoạn AC (hình 4.15a).

Kết quả vẽ biểu đồ mômen uốn ớ trạng thái "m" như trên hình 4.1.Sa. 
Đường tên võng ở giữa đoạn AC dược xác định như sau:

/ = - - A  lổ  48
,2 CỊI2 5cér-  7

16 192 ¡92
Cị ì2 .

*1* Xúc địnlì chuyển vị thẳng cỉứnỊỊ tại A. Trạng thái khả dĩ "k" và biểu đồ 
mỏmcn uốn tương ứng vẽ trên hình 4.15b. Trong trường hợp này, lực cắt 
tại tiết diện A bằng không nên tiếp tuyến tại A của biéu đồ mômen uốn 
song song với dường chuẩn. Do dó, khi nhân biểu đồ ta có thế tìm diện 
tích và trọng tâm cùa phán biểu đồ trên đoạn AC theo côn2  thức của hình 
parabol bậc n đã biết trong phần lý thuyết. Với n=4, ta có:

^  c/ l 2 / y l 3• diên tích biêu đồ trên đoan AC : Í2 -------- - — —  — — = - —  ■
v 11 + /  5 12 5 60

iÀ 4 ( n + l ) l  51• khoáng cách từ trons tâm đôn đâu trái A: z = -------- — = — .
11 + 2  ỏ
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Áp dụng công thức chuyến vị cho trường hợp này ta có:

cos a

EI

(hướng xuống).

!• Xúc định chuyển I’ử/ 
thẳng dứng tại B. 
Trạng thái khá dĩ "k" 
và biêu đồ mồmen uốn 
tương ứng vẽ trên hình 
4 .15c. Áp dụng công 
thức chuyến V Ị  cho 
trường hợp này ta có: 

yB= =

‘ít '
48 El

(hướng lên).

4.16Ế Đáp số.
Chuyển vị ngang tại C:

382,5 
-  ( - » .X =

c EI
Chuyến vị đứng tại C:

90,0 A
y = —  ( t  ). 

c , El 
Chuyển vị toàn phần
. . 1  . u otại C: Aq =

El

c/l3 , ị ằ 
60 cos a  6

; q !2 ì J  _ 5<ị I j 

2EI 12 2 144 EI

4.17. Đáp số. A
68

3EI

-1

(chuyển dịch gần nhau).

4.18. Đáp số. Góc xoav tương đối giữa hai tiết diện ờ hai bén khớp C:
25
—  rad, (tiết diện bên trái xoay thuận chiều kim  đồng hổ, tiết diện bên

phải xoay ngược chiều kim  đồng hồ).
Chuyến vị ngang tại C: xc = 0 .

, 33
Chuyên vị thang đứna tại C: y = —  (hướng xuống dưới).

í' EI
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Chuyển vị thảng tương oiối giữa B và G : X B G  — (chuyển dịch xa 

nhau).

Chuyển vị thẳng đứng tại C: yc = ~ ^ )() (hướng xuống dưới).

320
Góc xoay tại D : (Ọ = ——  rad, (ngược chiéu kim  đóng hỗ).

Chuyến vị thảng tương đôi giữa B và c  : ABC — 0-

4ệ20. Đ áp số. }'ab -  (chuyển dịch xa nhau).

4.21. Đ áp sô.
472

Chuyến vi thắng tương đối giữa a và b: Xah = (chuyên dich xa nhau).
EA

ĩ  27
đứng tai C: yc = ——  (hướng xuống dưới).

Eỉ
tị.M. t»ap so.

I 2^P
Chuyến vị ngang tại C: xc  = (hướng về bèn phái).

Chuyến vị thảng đứng tại C: yc = 0 (hướng xuống dưới).

4tị')
4.23. Đ áp số. X a b  = —— —  (chuyển dich xa nhau).

EA

4.24. Đ áp  sỏ.

Chuyên vi thắng đứng tai / :  y i = —  (hướng lên trên).
EA

Chuyển vị thẳng đứng tại 2: V2 = (hướng xuống dưới).

4.25ệ B à i g iả i.

Khi liên kết tựa chuyến vị cưỡng bức, trong các hệ tĩnh định không phát 
sinh nội lực, do đó chuyến vị được xác định theo công thức:

Akz = - Ỵ l j k Z j„,.
j

trong đó:
Z j „ , -  chuyển vị cưỡng bức tại liên kết thứ / ờ trạng thái "w ";

4.19. Đ áp số.
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Rjk -  phàn lực tại liên kết thứ j  do Pk = /  gây ra ở trạng thái khả dĩ k ẽ

Tích Rjk Zj,n dương khi phản lực và chuyển vị cưỡng bức cùng chiều. Dâu 
tổng của công thức lấy theo j, tức là theo số liên kết có chuyển vị cưỡng 
bức.
Với bài toán đã cho (hình 4.25a), các trạng thái khả dĩ "kì' và các 
phản lực tương ửng dùng để xác định các chuyển vị cần tìm, như trên 
hình 4.25b, c .

Áp dụng công thức trên, ta có:
Góc xoay tại tiết diện D:

1 1
-0,0061 rad (ngược chiều kim đồng hồ).(PD—~ - - .0 ,0 2 - - .0 ,0 1 - - .0 ,0 1  

3 9 6

Chuyển vị ngang tại B: XB = —[3.0,02] = —0,06 m (hướng về bên trái)ẽ

2m L 2ma ) t t
c

"m "

B

O.Olrad
0, QỊị t ì

rbn  1 rrn 

^  >3 \

Hình 4.25

34.26. Đáp số. (p = —~ rad (tiết diện bên trái khớp K quay thuân chiều
400 '

kim  đồng hồ, tiết diện bên phải khớp K  quay ngược chiều kim  đồng hồ).

4.27. Đáp sỏế ạ>H = 0,02 rad (quay thuận chiều kim đồng hổ).

4.28. Đáp số.

Chuyển vị tương đối giữa m và n theo phương ngang: X„xn = 2 Ax.

Chuyển vị tương đôi giữa m và n theo phương thẳng đứng:

y,m = 2 Ay -  2aọ  ẵ 

Chuyển vị xoay tương đối giữa m và n: (p,nn = 0.
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4.29. Bài giải.
Sự thay đổi nhiệt độ chỉ g ,  V  ra nội lực trong hệ siêu tĩnh mà không gây ra 
nội lực trong hệ tĩnh định. Do đó ta có thể xác định chuyển vị trong hệ 
tĩnh định theo công thức sau

A i  = (*2m -  ‘ lm)ds + X  ịũ k a  lcmẻs ■ (a)

trong đó:

a — hệ số dãn nở dài vì nhiệt của vật liệu; 

h — chiéu cao của tiết diện;

tim và í2I I I  ~  sự thay đổi nhiệt độ ở thớ trên và thớ dưới của thanh;

at , + blọ
tcm -  đô biến thiên nhiêt đô ở truc thanh: tcm = — —------- éỉn—, với a và b

h
là khoảng cách từ trọng tâm tiết diện đến thớ dưới và thớ trên. Nếu 
a=b=h/2 \  ta có:

,  _  ' i m  + t 2m .‘cm -  — -  ;

ivik , I \ k -  uiuiuen uốn và lực dọc ở trạng thái "k".

Trong những trường hợp khi:

0  nhiệt độ thay đổi như nhau theo chiều dài của từng đoạn thanh;

0  vật liệu trong từng đoạn thanh như nhau, nghĩa là a  = const trong 
từng đoạn thanh;

0  chiều cao /í = consi trong từng đoạn thanh, 

ta có thể sử dụng công thức dơn giản hon:

I a
(b)

f} (M k ) -  diện tích biểu 

đồ mômcn uốn 
trong từng đoạn 
thanh ở trạng thái 
' T ế

ũ (N k ) -  diện tích biểu

đồ lực dọc trong 
từng đoan thanh ở 
trạng thái ' lc".

77 Z = 1

©

9
^  -

l

T7 : pk = 1

Hình 4.29
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Tích ( t2m - r h ll)í2(M k )> 0  khi diện tích biểu đổ M k ở về phía có sự thay 

đối nhiệt độ lớn hơn về giá trị đại số.
Với bài toán đã cho, trạng thái khả dĩ "k" và các biếu đồ mòmen uôn, lực 
dọc tương ứng như trên hình 4.29. Ap dụng còng thức (b). ta co:

a
yA = — (I + 2t) 

h
+ a

t - 2 t

359

9 a  í I a  11
— —------ 1- —

2h 4

Sau khi thay h = I / 20, ta được: .VA = -  ± —  a  1 1 (hướng lên trẽn).

4.30. Đáp sỏ. }’D = —a t l  (hướng xuống dưới).

4ẻ31ẽ Đáp sô. V/i = —a t d  (hướng lên trên).

4.32. Đáp số.
ị2

Chuyến vị thảng tương đối giữa A và B: }'AB  = - — (chuyến dịch xa
4li

nhau).

r - '  . tẳ>- ì. _ cct!GÓC xoay tai k: ọ  -  —
• ■ k 2li

(thuận chiều kim  đồng hổ).

4.33. Bài giải.
Khi tính chuyến vị trong hệ dàn do lắp ráp các thanh chế tạo không chính
xác ta có công thức:

trong đó:

Aim -  độ dôi của thanh thứ / khi thanh dược chế tạo dài hơn chiều dài yêu 
cầu (nếu thanh thứ / được chế tạo ngắn hơn chiều dài yêu cầu thì 
Aun gọi là độ hụt và mang dâu âm);

Nik -  lực dọc trong thanh thứ i ớ trạng thái khả dĩ "k".

Với bài toán đã cho (hình 4.33a), các trạng thái khả dĩ " k ị ' \  "A ị" và các 
lực dọc tương ứng dùng để xác định các chuyển vị cần tìm. như trên hình 
4.33b, c.

Ap dụng công thức trên, ta có:

Chuyến vị ngang tại K:
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Hình 4.33

XK = ( - y Í2 ) ( - A )  + yf2.A + ( - y [2 ) ( -A )  + 3.A + ( - 2 ) ( - A )  = (5  + 3y[2)A ,  

(hướng về bên phải).

đứng tại Ả'ẽ- yK = (—J)( —A) = A (hướng xuống dưới).

Chuyển vị toàn phần tại K ể. AK= y fĩ+ (5 +  3yỈ2 )2 . A .

4.34. Đ áp sỏ
Chuyển vị ngang tại K: X K -0 .

Chuyển vị thẳng đứng tại Ả': yx = (1 + \Í2  )A (hướng lên trên).

Chuyển vị toàn phần tại Ả': Ak = (ỉ+yÍ2 )A .

4.35ễ Bài g iả i

Công thức xác định chuyển vị cho trường hợp hệ dầm và khung tĩnh định 
có liên kết đàn hổi, chịu tải trọng có dạng:

j  CJ

trong đó:

Rjm -  phản lực tại liên kết đàn hồi j  ở trạng thái ''m"\

R k -  phản lực tại liên kết đàn hổiyệ ở trạng thái "Ấ:"Ể

Hộ đã cho là hộ tĩnh định có liên kết ngàm đàn hồi tại A với hệ số Cj và 
liên kết thanh đàn hổi tại c với hệ số Q , chịu tải trọng.

Kết quả tính phản lực và biểu đồ mômen uốn ở trạng thái "m" như trên
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hình 4.35a và b. Kết quả tính phán lực và biểu đồ mỏmen uốn ớ trạng thái 
"k" như trên hình 4.35c. Trong đoạn thanh AB. độ cứng bằng vò cùng nên 
các biểu đồ được' vẽ bằng đường đứt nét và khõng cấn thực hiện phép 
nhân biểu đồ.

Hình 4.35 30

3 0 k N m  r  3 k N / m ______________ 1 2 k N m

í  A A t * ị  i --------- ♦------r * ----------é —

ị_____ --------------- Ị 3 f đ Ị đ -ấ—
\ *0k 

30 k- 1 I I1 1 I

6kN

D

, WkN
30 k- 1 I I

r ' K > / 5 I 1 J Ị6  1

' ' ' 1 ̂  ì  ̂ J-^rfỉTĩĩĩỊlrfrfĩĩĩì>v
r  1 i 7 1 '

1 ! I
i 111 n  r r  I Pk=i

' L L L L L lll l ỉ '

M r  *4  t o  4 - ,4/3 z/ '3

c - Ể ỉ
6/= i r  

c , = m
2 3a3 

đ = 2m

(kNm)

(m,

Ap dụng côn° thức trên, ta có:

3n , a Ị 3a 
V i '  = 30 .4 .-^ -+  10.

E ỉ
l ĩ ị L - ± L 8 . 2 ị ± - L ị l j u ị ±  +
3 8E I E ỉ 2 3 3 E I [2  3 3

, 4  2 2 4 
2.8. —+ 2.16, —+ 8.— + 16.— 

3 3 3 3
'ì 7

( 4 9 VI+ — 2.4 -+ 1 2 . £
) ỏ V 3

215,333

E l
(hướng xuống dưới).

4.36. Đáp số. Chuyển vi thẳng đứng tai k\ VA =  — — m, (hướng xuống dưới).
EI

4ắ37. Đáp sỏ.
Chuyển V 

Chuyển V 

Chuyên V

ngang tại k: X k  = (372 ÌE ì) m (hướng về bên trái), 

thẳng đứng tại k: yk = (¡62  /E ỉ) m (hướng lên trên), 

toàn phần tại k: Ak = (405,74 /E I) m .

4.38. Đáp sò.
Chuyển V 

Chuyển V 

Chuyển V

ngang tại k: Xk = (¡26 /E l)  m (hướng về bên phải), 

thẳng đứng tại k: yic = (¡080  /E l) m (hướno xuốna dưới), 

toàn phần tại k\ Ak = (1087,325 / E I) m.
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Đường ảnh hướng của chuyển vị tại khớp D  chính là đường đàn hồi do lực 
p = l  đật tại khớp D  gây ra trong hệ.
Do đó, để tìm các tung độ đường ảnh hướng của chuyến vị tại khớp D ta 
sẽ xác định chuyển vị tại một số điểm trên hệ (hình 4.39a) do lực P - l  đặt 
tại D gây ra, chẳng hạn theo cách "nhân biểu đồ":

y,D =

trong đó:

(md ) -  biểu đồ mỏmen uốn do lực P - l  đặt tại D gây ra trong hệ;

(m¡) -  biểu đồ mômen uốn do lực P=J đặt tại điểm chia thứ i gây ra 
trong hệ.

Với bài toán đã cho, dầm DEF  là hệ phụ, lực P -1  đặt tại D  trên hệ chính 
của nó nên đường đàn hồi trong đoạn DEF  là đoạn thảng và độ võng tại 
các điểm A, c, E luôn bằng không nên chỉ cần thực hiện các phép tính với 

lần lượt là ổ, 1, 2, 3, D, F. Các biểu đồ đơn vị ở trạng thái 
- 2, ứng với các điểm chia nói trên tìm được như trên hình 

4.3VC, d, e, t, g, h.

0,667

4.39. Bài giải.

y BD =  (mdỊ mb) = —  ® ệ ỉÌ2  = .
Eỉ 2 3 El

yw= (mdỊ m ,) = --L
El

' 0 , 5 . 2 2 , -  1,5.6 , 
2 —  - - 7 , 5  +  — - —  l

2 3

V2D = (Md ÍM : )  =
1 (0,5.2 2 , 2.8 , 

E l{  2 3 2

/

5.500
El

8,333
El

0,5.2 2 n c  1,5.6 2 , . 1,5.2
0,5 + ' —1,5 + - ~ -

2 3

7,167
El

} ’D D  =  ( M D \ M d )  -  —  

yFD =

0 , 5 .2  2  2.<s 2  2 .2  2
— 0 , 5  +  ——  — 2 +  —— — 2

2 3 2 3 2 3

1,5+ -0 ,5  
3

13,500
El

m i o , Á25+ ™ l o . 5 + 2- l l o , 5
2 3 2 3 2 3

3,375
El

163



Lần lượt dựng các tung độ vừa tìm được ứng dưới các điểm chia tương 
ứng ta sẽ được đường đàn hồi do lực p = l  đật tại khớp D  gây ra trong hệ 
tức là vẽ được đường ảnh hưởng của chuyển vị tại khớp D  (hình 4.39Ì).

Hình 4.39 

4.40. Chỉ dẫn

Đường ảnh hưởng của chuyển vị tại k chính là đường đàn hồi do lực p = l  
đặt tại k gây ra trong hệ. Do đó, để tìm các tung độ đường ảnh hường cùa 
chuyển vị yic ta sẽ xác định chuyển vị tại một sô' điểm trên hệ (hình 4.40a) 
do lực p = ỉ  đặt tại k gây ra. Cách thực hiện cũng tương tự như trong bài 
4.39. Biểu đồ mỏmen uốn do lực P=1 đặt tại k gây ra trong hệ như trên 
hình 4.40b; các biểu đồ đơn vị ở trạng thái khả dĩ tương ứng với các điểm
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chia 1, k, 2, c , F  như trên hình 4.40c, d, e, f, g. Kết quả cần tim  vẽ trẽn 
hình 4.40h.
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Một sô bài 
trong các để thi sau đại học

Bài 1. Bài giải

1. Vẽ biêu đó mômcn uốn
Để tính toán được dẻ dàng, nên phân tích tải trọng đã cho thành hai thành
phần:

❖ Tải trọng hướng xuống, phân bố theo hình tam giác, cường độ lớn nhất 
bằng q ở tại B (hlnh la).

❖ Tải trọng hướng lên, phân bố theo hình parabol, cường độ lớn nhất 
bằng q/4 ở tại giữa đoạn AB (hình lb).

Kết quả tìm phản lực và biểu đồ mỏmen uốn như trên hình lc . Đường tcn 
ở giữa đoạn AB được xác định như sau:

f  =
q(2a) 5

16 48
V ( 2 a f  =2 _ ga 5ga

4 48
- 1 _  2 = — qa

48

3)

b) - ^ r r T r m r r r r ^

C)
■%

Hình 1

2ể Xác định chuyển vị thảng đứng tại A. Trạng thái khả dĩ "k" và biểu đồ 
mômen uốn tương ứng vẽ trên hình ld . Khi áp dụng công thức chuyển vị
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để thực hiện phép nhán biểu đồ trong đoạn thanh AB ta nhận thấy: Trong 
trường hợp này, lực cắt tại tiết diện A bằng không nên tiếp tuyến tại A 
cúa biểu đồ mômen uốn M m song song với đường chuẩn. Do đó, khi nhân 
biếu đổ ta có thể tìm diện tích và trọng tâm của phần biểu đồ trên đoạn 
AB theo công thức của hình parabol bậc n đã biết. Với n=4, ta có:

• diện tích biểu đồ trên đoạn AB: n  = -. ——— = ———  •
3 5cosa  ỉ5 c o s a

• khoảng cách từ trọng tâm đến đầu trái A: z? = — 2a = —a .
3

cos a 2qa

Áp dụng công thức chuyển vị cho trường hợp này ta có 

VA = (M k \ M m) =

1 qa2

EI

5
, — a

l qa 1+ —— — a.2a + —— 
Eỉ 2 ổ

4 I qa 
-a.—a + ——  

3 2 3

15cosa 3

2

+

-a.
5a_
3

+
1

IVIII1UL gụn, ta được: yA =
4qa

3Ẽ Ỉ

E IÌ2

(hướng xuống dưới).

1 qa 2
--------<7V 2. — ÍI
2 6 3

Bài 2. Bài giải
1. Kháo sát sự cấu tạo hình học (hình 2a)

❖ Điêu kiện cần- Hệ nối với trái đất nên ta có điều kiện:

n = T + 2K + 3H + c  - 3 D  >0.

Trong bài toán này ta có D  = 3; T= 2; K  = ! \ H  = 0\ c= 5. Do đó:

/7 = 2 + 2./+ 3.0 + 5 - 3 . 3  =  0.

Điều kiện cần thỏa mãn với dấu bằng, hệ đủ liên kết.

*  Điều kiện đủ- Ta xét điều kiện đủ bằng cách phát triển dần miếng 
cứng, xuất phát từ trái đất.

Miếng cứng ABCH  được nối với trái đất hằng liên kết ngàm tại H  nên 
bộ phận ABCH  hợp với trái đất tạo thành một miếng cứng. Miếng cứng 
CDE1 được nối với miếng cứng vừa phát triển ớ trên bằng khớp c  và 
liên kết thanh tại 1 không đi qua khớp. Như vậy, miếng cứng lại được 

phát triển thêm bộ phận CDEI. Miêng cứng EFGS được nối với miên« 
cứng vừa phát triển ớ bước thứ hai bằng ba liên kết thanh không đồno
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quy, không cùng song song. Như vậy, toàn hệ trờ thành một mieng 
cứng.

Kết luận: hệ bất biến hình, đủ liên kết.

1,,, t ^ î T î T W r w

;  ^

đ a h. M.

đa h.M2

đ. a h. M,

Hình 2

2. Vẽ bicu đồ mỏmen uốn. Nhận xét:

Hệ đã cho (hình 2a) là hệ ghép tĩnh định bao gồm: ABCH  là hệ chính; 

hệ C D EỈ là phụ của ABCH  và là chính của EFGS; hệ EFGS là phụ của 
CDEÌ.

*  Trong bài toán nàv, tải trọng chỉ tác dụng trên hệ chính ABCH  nên 

không gây ra nội lực trong các hệ phụ CDEI và EFGS.
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3ẽ Xác đ ịnh chuyến vị thảng đứng tại khớp c. Trạng thái khả dĩ "k ” và
biểu đồ mồmen uốn tương ứng vẽ trên hình 2c. Áp dụng công thức 
chuyển vị cho trường hợp này, ta có:

Kêt quá vẽ biểu đồ mômen uốn như trên hình 2b.

y c = ( M k \ M )  = ^
qa

a.a

1 1 qa 2a 2 qa2 a 8a

2 ó cosa 3 3 16 cosa ¡5

CịU

5E1E l cosa

(hướng xuống dưới).

4. Vẽ đường ánh hương mómen uốn tại các tiết diện xung quanh nút B

Gọi 1 ,2 ,3  là các tiết diện xung quanh nút B lần lượt thuộc các thanh BA, 
BC và BH  (hình 2a).
♦ Đ.a.lì. M ị (hình 2d); vẽ theo mẫu đ.a.h. mômen uốn tại tiết diện ớ  đầu

. ty.G.n. M? tmình 2e).-
• Khi p  = I  d i động trên ABC: vẽ theo mẫu đ.a.h. mômen uốn tại tiết 

diện ở đầu thừa bên phải.
• Khi p  -  1 d i động trên CDE: đ.a.h. là đoạn thảng kế tiếp nối tung độ 

ứng dưới khớp c  với tung độ bằng không ứng dưới gối I.

• Khi p  = / d i động trển EFG: đ.a.h. là đoạn thẳng kế tiếp nối tung độ 
ứng dưới khớp giả tạo nối hệ EFG với hệ CDE  và tung độ bằng không 
ứng dưới gối s. Khớp nối hệ EFG  với hệ CDE  là giao điểm cua hai 
thanh song song nên khớp giả tạo ớ xa vô cùng. Do đó, đ.a.h. trong 
đoạn này là đoạn thẳng đi qua tung độ băng không ứng dưới gối s, 
song song với đ.a.h. tương ứng với khi p  di động trên CDE.

•  Đ.a.h. M j  (hình 2f)-' Tiết diện 3 thuộc thanh đứng nên đế quy định 
dấu của đ.a.h. mômen uốn ta chọn chiều nhìn của người quan sát như 
trên hình 2a.

• K lii p  -  1 d i dộng trên ABC: vẽ theo đ.a.h. mômen uốn trong khung 

đơn giản độc lập ABCIỈ.

• Khi p  -  l  d i dộng trên CDE và EFG: cách tìm tương tự như đã thực 

hiện với đ.a.h. AÍ2-

Nhận xét: Từ điều kiện cân bằng mômen tại nút B: M I - M 2 + M ị = 0
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ta suy ra điểu kiện kiểm tra các đ.a.h. vừa tìm được như sau: 

đ . a . h .  M ị  - đ . a . h .  M ỉ  +  đ . a . h .  M ỉ  = 0 .

Bài 3. Chỉ dẫn
1. Vẽ biểu đồ mỏmen uốn. Tải trọng chỉ tác dụng trên hệ chính ABC 

(hình 3a) nên không gây ra nội lực trong các hệ phụ. Do đó, có thể cô lập 
hệ chính để vẽ biểu đồ. Kết quả như trên hình 3a.

Hình 3

2. Vẽ các đường ảnh hưởng

♦ Đ.a.h. M ị  (hình 3b): K h i p  di động trên EF, lực dọc trong thanh FA 

bằng không nên có thể vẽ theo mẫu đ.a.h. mômen uốn trong dầm 
côngxôn EF.

♦ Đ.a.lì. M ĩ  (hình 3c) và đ.a.ìi. M ỉ  (hình 3d):

•  K h i p  d i động trên ADB: vẽ theo mảu đ.a.h. trong khung côngxôn.

•  K h i p  d i dộng trên BG: Miếng cứng BG chịu tác dung cùa ba lực: lực



p, lực đặt tại G có phương song song với hai thanh song song của 
ngàm trượt / /  và lực đặt tại B. Để tìm điếm không cúa đoạn đ.a.h. này, 
ta cần tìm vị trí của lực p  sao cho mômen uốn tại 2 (tại 3) bằng không. 
Muốn vậy, lực đặt tại B phải đi qua tiết diện 2 (tiết diện J), do đó điểm 
không của đoạn đ.a.h. này phải là điểm ứng dưới giao điểm D  của 
đường B2 (B3) với đường GH.

• Khi p  di động trên GH: nối tung độ ứng dưới G với tuns độ không 
ứng dưới giao điếm ớ xa vô cùng của hai thanh song song đặt tại H, 
đ.a.h. song song với đường chuấn.

• Khi p di động trên EF : lực dọc trong thanh F  A bằng không nên không 
gáy ra nội lực trong hệ ADB. Đ.a.h. trùng với đường chuẩn.

• Khi p d i động trên FA: áp dụng quy tắc đường nối.

♦ Đ.a.h. M 4 (hình 3e): vẽ theo đ.a.h. mômcn uốn trong dầm đơn giản GH

có gối trái là G, gối phải là giao điểm ở xa vô cùng của hai thanh song

____jyển vị  thảng đứng tại khớp A

Trạng thái khả dĩ "k" và biểu đồ mômen uốn tương ứng vẽ trên hình 3f.

1 CỊỈ2 /  2 Ị  2 q l2 I 8 1 _  c/l4

2 6 cosa 3 3 16 cosa 15 30El cosa

Kết quả mang dấu dương, chứng tỏ chuyển vị hướng xuống dưới.

Bài 4. Chỉ dẫn
1. Khảo sát sự cấu tạo hình học (hình 4a): Điểu kiện cần thỏa mãn với 
dâu bằng, hệ đủ liên kết. Xét điều kiện đủ bằng cách phát trien dan 
miêng cứng, xuất phát từ trái đất. Kết luận: hệ bất biến hình, đủ liên kết.

2. Vẽ các hiếu đổ nội lực

Hệ đã cho (hình 4a) là hệ ghép, áp dụng quy tắc truyền lực trong hệ ghép 
ta có thể đưa hệ đã cho về ba hệ đơn giản. Kết quả như trên hình 4b, c,d.

3. Vẽ các đường ảnh hưóng

♦ Đ.a.lì. Mỹ và d.a.h. M 4 (hình 4e): p  di động theo phương thảng đứng 
nên phản lực tại các gối nối với trái đất chi tồn tại thành phần thắng 
đứng, các thanh đứng không chịu uốn. Suy ra:

Đ.a.h. M 3 = đ.a.h. M 4 -  0, trùng với dường chuẩn.

yA = ( M t \ M ) = - L  
t l



♦ Đ.a.h. M ị và đ.a.h. 

M ĩ  (hình 4f): V ì đ.a.h. 

M ĩ  trùng với đường 
chuẩn nên từ điểu kiện 
cán bằng nút, ta có:

d.a.h. M ị -  đ.a.h. M ỉ .

Khi p  di động trên E F : 
nôi tung độ không ứng 
dưới gối G với tung độ 
ứng dưới khớp nôi giữa 
hai miếng cứng CDE  
và EFG. Khớp này là 
giao điếm ờ xa vô cùng 
của hai thanh song 
song đặt tại E nên 
đ.a.h. song song với 
đoạn đ.a.h. khi p  di 
động trên CE.

4. Vận dung đ.a.h., xác 
định giá trị mỏmen 
uốn

M i  = M4 = 0;

M ị  = M 2 -  -CỊU-. 
Phù hợp với kết quá trên 
biếu đồ inỏmen uốn.

Bài 5. Đ áp  sô

1. Hệ bất biến hình.

2. Các biểu đồ mômen 
uốn và lực cắt như trên 
hình 5b, c.

3. Các đ.a.h. cần tìm như 
trên hình 5d, e, f.

4. Kết quá tính: M í"

o  "

Hình 4

3qa- / 8; 

-ỉqa / 8;
M ịP h =  qa-  /  8 :  

Q j ,h = qa / 4;
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Hình 5

Bài 6. Bài giài
l ế Vẽ các biếu đổ nội lực

♦ Xác định các phản lực tại A và B theo các điều kiện cân bằng của toàn 
hệ:

r X = H A = 0 , suy ra H A = 0;

= I5 V a + 3.4 - 2.4.17 = 0, suy ra VA = 124/15 kN ; 

2M a = J5Vb + 2.4.2 - 3.19 = 0, suy ra VB = 4 Ỉ Ỉ Ì5  kN;





♦ Vẽ các bleu đố ' với các phán lưc vừâ tim được ta CO the ve được hicu 
đổ mômen uốn như trên hlnh 6a. Từ biểu đổ mômen uốn suy ra biếu đồ 
lực cắt và lực dọc như trên hình 6b, c.

2. Vẽ các đường ảnh hưứng '

♦ Đ.a.h. M l  (hình 6e); vẽ theo mẫu đ.a.h. mômen uốn tại tiết diện trong 
nhịp của hệ dầm đơn giản có nhịp AB.

♦ Đ.a.h. Qk  (hình 6f)-' vẽ theo mẫu đ.a.h. lực cắt trong hệ ba khớp 
Ã*CB* (hình 6d).

• Khi p  di động từ tiết diện K đến khớp C: đoạn đ.a.h. này được xác 
định theo tung độ bằng cosa = 0,832 ứng dưới A * và tung độ bằng 
không ứng dưới D ọ  là giao điểm cúa đường B * c  với đường kẻ từ A * 
song song với tiếp tuyến tại K  của trục thanh. V ì K  ở kể bên trái khớp 
c  nên phần thích dụng của đoạn này không được thể hiện trên hình 6f.

• Klìi p  d i dộng trên EAK: đoạn đ.a.h. này là đường ké từ tung độ bàng 
mA—  .V 'iiiớ i ,4*, song song với đoạn đ.a.h. khi p  di động từ K  đến

- ì \ m  r  U i  aọng trên CBF: nối tung độ ứng dưới c của đoạn đễa.h. khi p  

di động từ K  đến c  với tung độ bằng không ứng dưới B*.

♦ Đ.a.h. N k  (hình 6g); thực hiện tưcfng tự như khi vẽ đ.a.h. Qk  với lưu ý 
là đoạn đ.a.h. khi p  di động từ K  đến c  được xác định theo tung độ 
bằng sin a  = 0,555 ứng dưới A *  và tung độ bằng không ứng dưới ỡ/v là 
giao điểm của đường B * c  với đường kẻ từ A * vuông góc với tiếp tuyến 
tại K  của trục thanh. Vì Ả' ở kề bên trái khớp c  nên phần thích dụng của 
đoạn này cũng không được thể hiện trên hình vẽ.

4. Vận dụng đường ánh hưưng đê xác đ ịnh giá t r ị  các nội lực 

M l = 2 .[ -  (3,2. 4)12} + 3(-0 ,8 ) = -15,2  kNm;

Qk  = 2.(0,592. 4)12 + 3.0,148) = 2,81 kN;

N k  = 2.(0,406. 4)12 + 3.0,702) = 3,73 kN.

Phù hợp với kết quả trên các biểu đồ nội lực.

Bài 7ễ Bài giải
1. Vẽ hiểu đồ mômen uốn

Nhận xét: Trong bài toán này (hình 7a), biểu đồ mômen uốn không có 
bước nháy (vì không có nguyên nhân gây ra mômen tập trung) nên chi 
cần tìm mômen uốn tại các tiết diện A, B, c , E, F, G, H  là đù đ.ê vẽ. 
Mômen uốn tại A, B, G, //-dược xác định như trong dầm côngxôn. Biểu
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đồ mômen uốn trong đoạn CEF  là đoạn thảng không gãy, có giá tr ị bằng 
không tại khớp E, do đó chỉ cần tìm mômen uốn tại c  (hoặc tại F) là đù 
để vẽ. Để tim  M c  thì chỉ cần tìm phản lực thảng đứng tại B là đủ.

V I tải trọng chỉ tác dụng trên đoạn ABC nên muốn cho miếng cứng 
EFGH  cân bằng thì phản lực tại E  phải có phương El. Gọi K  là giao điểm 
của E1 và QC Từ hình 7a ta dễ dàng xác định được vị trí của giao điểm 
K :

x ư -  Ị 2 /3  , ,  „XK --------—— -¡01 = ------ ------- .12 - 4  m.
tga + tg/3 v  413 + 2/3

) 7=2 c

r T w v
/ '  i 1 1 1  " >

I r¥7 "~ " '' l 1 ) 1  I “  ~*Týfr ị -■*—

T— ' 'i>) ■----- XM T I i  I
;  3 1 *1 9 0  ¿ 0  s r p  1 I I

'  ìc) i L  1 ! I I i i

d)

\ đ  a h  Mo

Ị t ĩ T r r r ^
r - w ;
i  © ^ 2  

4

I I I

1 1 
U t f l § I Ỉ TĩTTTrrTr^
I I I

đ.a.h Mr
I

1 I ^

\đ-đ.h

Hình 7
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Gọi Rs là phán lực thẩng đứng tại B, viết điểu kiện cân bâng của iniêng 
cứng ABCE  dưới dạng phương trình tổng mômen của các lực đối với 
điếm K, ta có:

X M k  =4.Rb -  —3. 20.4 -  3.20.2,5 = 0. Suy ra Rb = 75 kN.
2

M c = -  0,5.3.20.4 -  3.20.1,5 + 75.3 = 15 kNm.

Biêu đồ mômen uốn vẽ trên hình 7b.

2. Vẽ các đường ảnh hưởng

♦ Đ.a.h. Mb (hình 7c); vẽ theo mẫu đ.a.h. mỏmen uốn trong dầm 
côngxôn.

♦ Đ.a.h. Mc  (hình lở ) :  vẽ theo đ.a.h. mômen uốn trong hệ ba khớp QEI. 
Điểm không của phần đ.a.h. tương ứng với khi lực p  di động trên đoạn 
CE là điểm K  tìm được ớ trên.

♦ Đ.a.h. Mo  (hình le ) :  vẽ theo đ.a.h. mỏmen uốn trong hệ ba khớp QEì.
ủa phần đ.a.h. tương ứng với khi lực p  di động trên đoạn 

_ „  ẩm s của đường QD  và đường IE. V ị trí của s được xác 
u >j<jẰig thức:Uíẵỉểẩ I.iẳc

x s =  —  lọ , = — — .I2 = 4 ,8 m .  
tga + tg/3 4 /3  + 213

3. Vận dụng đường ánh hưưng, xác định các giá trị mõmen uốn
Ap dụng tính chất của đường ảnh hướng có dạng đường thắng, ta có thê 
hợp lực trong các đoạn:

•  Đoạn AB, hợp lực bằng 30 kN, cách B là 1 m.

•  Đoạn BC, hợp lực bằng 60 kN, cách B là 1,5 m.

♦ ĩà đ .a . l i.  M b: M b =30.( - ì )  = -3 0  kNm.

♦ Từ đ.a.h. M c : M c =30.( - I )  + 60.(3/8) = 15 kNm.

♦ Từ đ.a.h. M d : M d =30.( -1 /6 ) +60.(114) = 10 kNm.

Phù hợp với các sô liệu trên biếu đồ mômen uốn.

í. Tìm góc xoay tưong đôi giữa hai tiết diện A và B  

Trạng thái khá dĩ "k" và biếu đổ mômen uốn tương ứng vẽ trên hình 7f.

(paB =  { M k \ m ) = -  — L303.I-Ự4 .3.I
2 3 8

4 r a d .
2EI

Hai tiết diện A và B quay ngược với chiều của các lực p k trên hình l í .
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Bài 8. Bài giải 
l ế Chứng m inh hệ BBH

♦  Điều kiện cẩn: Hệ nối với trái đất nên: n=T +2K +3H  + C - 3D >0. 

Nếu quan niệm hệ gồm hai miếng cứng (AGD và B E F ) tức la D -2  thi 
T =2; K = 0-,H = 0 \C = 4 , tacó: n =2+2.0+3.0+4-3 .2  = 0.

Điều kiện thỏa mãn với 
dấu bằng, hệ đủ liên kết.

•I* Điều kiện đủ: Hệ được 
hình thành từ ba miếng 
cứng (trái đất, AGD và 
DEF) nối với nhau bằng 
ba khớp tương hỗ A, B, 
c  (giao điểm của hai 
thanh GE và DF) không 
cùng nằm trôn một 
đường thảng.

Kết luận: hệ bất biến hình,
đù liên kết.

2. Vẽ các biêu đổ nội lực

♦ Xác định các phản lực- Từ các điều kiện cân bằng của toàn hệ (hình 
8.1a):

2 M b = 4H a + 8 -1 .4 .6  = 0, suy ra H \ -  4 kN ;

X X  -  H a - H b = 0, suy ra H b = 4 kN.

Khảo sát cân bằng của thanh DF, tìm được thành phẩn ngang X f tại 
khớp F , bằng M /4 -  8/4 = 2 kN. Khảo sát cân bằng thanh BEF  (hình 
8.1b):

2 M c(BEF) = 8Vb -4 X f - 4  H b = 0, suy ra VB = 3 kN.

Khảo sát cân bằng của toàn hệ (hình 8.1a):

yy  = VA - V B - 1.4 = 0, suy ra VA = 7 kN.

♦ Vẽ các biểu đồ: với các phản lực đã biết, ta vẽ được biểu đồ mômen 
uốn như trên hình 8.2a. Từ biểu đồ mômen uốn suv ra biểu đổ lưc cắt 
và lực dọc như trên hình 8.2b, c.

3. Vẽ các đường ảnh hưửng khi tải trọng p  di động trên đưừng A G D

Các đại lượng cần vẽ đ.a.h. đểu ờ ngoài phạm vi miếng cứng AGD  thuôc
đường xe chạv nên mỗi đ.a.h. cần tìm chỉ bao gồm một đoan thảng Do



đó, với mỗi đ.a.h. ta chỉ cần xác định hai tung độ là đủ để vẽ.

• Khi P=1 đặt tạ i A : VA = 1; Vb -  0; Ha = H b = 0; N df = 0.

• Khi P=1 đặt tạ i D : Vạ = 2; Vß = - ỉ ;  H a = -H b = - 2 ;  N df = - i ẵ

Cân cứ vào các giá trị này ta vẽ được các đ.a.h. như trên hình 8.2e, f, g, h,
i.

4. Các đường ảnh hưởng khi tải trọng p  di động trên đưừng B E F

*  Đ.a.h. H a và đ.a.h. H b không thay đổi so với trường hợp trên vì 
nguyên tắc xác định các đại lượng đó trong cả hai trường hợp như nhau.

*  Đ.a.h. Va và đ.a.h. Vß có sự thay đổi so với trường hợp trên tại tung độ 
bên trái vì các phản lực này phụ thuộc trực tiếp vị trí của điểm đặt lực 
P = Ị  tại A hay tại B.



Đ.a.h. N df có sự thay đổi so với trường hợp trẽn vé giá trị tại lun? đọ 
bén phải vì lực này phụ thuộc Va hoặc VB-

B à i 9. B à i g iả iẽ Nhận xét:

*  Hệ tĩnh định nên chuyến vị cưỡng bức tại gỏi tựa khõng gây ra nội lực 
trong hệ.

-*■ vể  thực chất, hệ đã cho được hình thành từ hai hệ độc lập với nhau: hệ 
AEB và hệ BFCGD (hình 9a)ế

l ắ Vẽ biếu đổ mỏmen uốn và biêu đó lực cát

Tải trọng chi tác dụng trên hệ BFCGD  nên không gây ra nội lực trong hệ
AEB. Hệ BFCGD  là hệ ghép gồm BFCG là hệ chính, GD  là hệ phụ. Nội 
lực trong hệ phụ được xác định theo cách tính dầm đơn giản. Sau khi thay 
thế tác dụng cúa hệ phụ GD bằng áp lực thẳng đứng qì!4 đặt tại G ta có 
thế vẽ biểu đồ nội lực trong hệ chính theo một trong hai cách quan niệm 
như sau:

*1* hệ chính là hệ ba khớp BFC;

* ĩ hệ chính là hệ dầm FCG có gối cố định c  và liên kết thanh B ỉ '.

Kết quả vẽ các biểu đồ nội lực như trên hình 9b, c.

2. Vẽ các đưừng ánh hưưng

♦ Đ.a.h. M ị  và đ.a.h. Q i (hình 9d, e):

• Khi p  -  /  d i động trên hệ AEB, lực p  không gâv ra nội lực trong hệ 
BFCGD, đ.a.h. trùng với đường chuẩn.

• K hi p  -  1 d i dộng trên hệ chính BFCG: vẽ theo đ.a.h. nội lực trong hệ 
ba khớp Bf'C  hoặc trong hệ dầm FCG có gối cố định c  và liên kết 
thanh BF.

• K ill p  = / di động trên hệ phụ GD: đ.a.h. là đoạn thẩng nôi tung độ 
đ.a.h. thuộc hệ chính ứng dưới khớp G với tung độ băng không ứng 
dưới gối D.

♦ Đ.a.lì. ç>2 (hình 90: thực hiện tương tự như đối với tiết diện / nhưn° 
khi P = I  di động trên hệ chính BFCG, vẽ theo mẫu đ.a.h. nội lực tron° 
hệ côngxôn.

♦ Đ.a.h. (hình 9g):

• K lii p  = /  di động trên hệ BFCGD, lực p  khỏng gâv ra nội lực tron0 
hệ AEB, đ.a.h. trùng với đường chuẩn.

• K lìi p  -  1 d i dộng trên hệ AEB: vẽ theo đ.a.h. nội lực trong hê ba
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khớp. Trong trường hợp này, hệ AEB có: khớp cố định B, khớp E  và 
khớp A * ở xa vô cùng theo phương thẳng đứng. Điểm không của đoạn 
đ.a.h. tương ứng với khi P=1 di động trên đoạn Eks là giao điểm của 
đường thẳng kẻ từ B song song với tiếp tuyến tại 3 và đường kẻ từ E 
song song với phương của hai thanh song song tại A. Giao điểm này ở 
tại E. Các bước tiếp theo được thực hiện như thường lệ.
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q ị  ỉ  q l  ỉ  I I  i _  cj L
♦ Mámen uốn tai tiết diên I : M , = — .-------/A

ki 4 8 4 8 2 4 2 10

3. Vận dung đường ảnh hường đê xác định nội lực

♦ Lực cất tại các riết diện 3 ,1 ,2 :  Q j = 0 ;

cẩ ^ Ấ - cẩ { Ấ -  L ^ Ẵ =  —  I
4 q' 4 ' 2 8 q '

9

^  V 2 + / V 2 = V2

2 4 2 4 2 4

Q * = ! L o  + q . ỉ - . ấ = Ũ q,..
4 4 2 8

Các kết quả tìm được phù hợp với kết quả trên các biểu đồ nội lực.

4. T ìm  chuyển vị ngang tạ i khớp E

Trạng thái khả dĩ "k" để tìm chuyển vị tại khớp E  như trên hình 9h. Biểu 
đồ(/V/A.) bằng không, các phản lực Rịk tương ứng với chuyển vị cưỡng

bức tại gối B ghi trên hình 9h. Áp dụng công thức chuvển vị, ta tìm được:

JT£ =  4 b n =  ( ĩ ỉ l Ị M m) - ỵ i RikZi, „ = - [ l . á - l . ả ] = 0 .

Bài 10. Bài giải

1. Khảo sát sự cấu tạo hình hoc (hình 10a)

❖ Điều kiện cần: Điéu kiện cần thỏa mãn với dấu bằng, hệ đủ liên kết.

❖ Điều kiện đủ: Ta xét điều kiện đủ bằng cách lần lượt loại bò các bộ 
đôi: (.HG-HĨ)\ (ED -E F ) và (BA-BC). Phần còn lại là trái đất.

Kết luận: hệ bất biến hình, đu liên kết.

2. Vẽ biêu đồ mỏmen uón. Nhận xét:

*  Hệ tĩnh định, chuvển vị cưỡng bức tại gối c  không gây ra nội lưc trong 
hệ.

*  Hệ đã cho là hệ ghép được hình thành từ hệ chính ABCD  là hệ ba 
khớp; hệ ba khớp DEFG  là phụ của ABCD  và là chính cùa G H ; hệ phụ 

GH  là hệ dầm.
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♦  Từ phương trình cân bằng tống mômen đối với điểm F  của phần hệ
EFG ta nhận thấy nội lực trong thanh có hai đẩu khớp DE  bằng không.
Do đó, khi vẽ biểu đổ mômen uốn ta có thể tách hệ thành hai phần
riêng biệt như sau:

• Khung đơn giản EFG có gối cố định ớ F  và liên kết thanh DE, chịu 
các lực p  đặt ớ E  vằG.

• Khung ba khớp ABCD  chịu các lực p  đặt ớ 2, B và D.

Kết quá tính các phản lực và biểu đồ mỏmen uốn cần tìm vẽ trên hình
lõa.

3. Vẽ các đường ánh hưởng

♦ Đ.a.lì. M i (hình 10b). Tiết diện / thuộc phần hệ DEFG  nên:

• Khi P = I di động trên hệ chính ABCD: đ.a.h. trùng với đường chuẩn.

• Khi P=1 d i động trên hệ DEFG: vẽ theo đ.a.h. tại tiết diện ở đầu thừa.

• Khi P=1 di động trên hệ phụ GH: đ.a.h. là đoạn thẳng nối tung độ 
. . ___ 2 hệ chính ứng dưới khớp G với tung độ bằng không ứng

♦ Đ.a.lì. M 2 (hình lOd). Tiết diện 2 thuộc hệ chính ABCD  (hình 10c) nên:

• Khi P=1 di động trên hệ chính ABCD: vẽ theo đ.a.h. nội lực trong hệ 
ba khớp 04, B và C). Điểm không của phần đ.a.h. khi p  di động trên 
đoạn 2B, ứng dưới giao điểm S[ của hai đường /U ' 2 và CB. Điểm này ớ 
cách gối A một khoảng 3a/2.

• Khi P -1  d i động trên đoạn DE: đ.a.h. là đoạn thảng kế tiếp nối tung 
độ ứng dưới khớp D với tung độ bằng không ứng dưới lực p  có vị trí 
đế sao cho mômen uốn tại 2 bằng không. Để tìm điểm này ta lập luận 
như sau:
0  p  di động trên DE  nên các lực đặt tại G và H  của hệ phụ bàng 

không- lực đặt tại F và E phải trực đối (vì EFG chi chịu tác dụng của 
hai lực này); do đó lực đặt tại E tác dụng vào miếng cứng DE  phải có 
phương FE.

0  Trẽn miếng cứng A2B không có tải trọng p  nên các lực đặt tại A và 
B phải trực đối, có phương AB. Nếu những lực này tồn tại thì mômen 
uốn tai 2 sẽ khác không. Muôn cho mômen uốn tại 2 bằng không thì 
các lực đặt tại A và B cũng phải bằng không, khi đó miếng cứng 
BCD  chỉ chịu tác dụng của hai lực đặt tại c và D. Muôn cho miếng 
cứn<’ BCD  cân bàng thì hai lực này phải trực đối nghĩa là lực dặt tại 
D  tác dụng vào miếng cứng DE  phải có phương CD.
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Hình 10

<0> M iéng cứng DE  chịu tác dụng của ba lực: lực đặt tại D  có phương 
CD, lực đặt tại E có phương FE  và tải trọng p. Muốn cho miếng 
cứng DE  cân bằng thì ba lực này phải đồng quy và lực p  phải có VI
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Như vậy, điểm không của phần đ.a.h. khi p  di động trên DE  là điếm 
ứng dưới giao điểm S2 của hai đường CD  và EF.

• Khi p  = I  di động trên đoạn EG: đ.a.h. là đoạn thảng kế tiếp nối tung 
độ ứng dưới khớp E với tung độ bằng không ứng dưới gối F.

• Khi p  = I  d i động trên đoạn GH: đ.a.h. là đoạn thảng kế tiếp nối tung 
độ ứng dưới khớp G với tung độ bằng không ứng dưới gối H.

♦ Đ.a.h. M i (hình 10e). Tiết diện 3 thuộc thanh đứng của hệ chính 
ABCD. Đế quy định dấu của đ.a.h. mỏmen uốn ta chọn chiều nhìn của 
người quan sát như trên hình lOc.

• Khi p  -  ỉ  d i động trên hệ chính ABCD: vẽ theo đ.a.h. nội lực trong hệ 
ba khớp ABC. Phần đ.a.h. khi p  di động trên đoạn B kj được xác định 
như sau:

J 3a ỉ  3a
ứng dưới A là — —  = 2a. —  —-  = — ;

/ 2 2a 2

V uiem Knông ứng dưới giao điểm T của hai đường C k ỉ và AB\

ộ  phần thích dụng (hình 10e): đoạn ứng dưới khớp B đến khớp D 
(phần đầu thừa 3D  thuộc phần bên trái 3 tức là thuộc đoạn B3).

Cũng có thê vẽ phần đ.a.h. này theo d.a.h. lực xô trong hệ ba khớp.

• Khi p = l  d i động trên đoạn DE: đ.a.h. là đoạn thảng kế tiếp nôi tung 
độ ứng dưới khớp D  với tung độ bằng không ứng dưới lực p  có vị trí 
đê sao cho mỏinen uốn tại 3 bằng không. Đế tìm diếm nàv ta cũng lập 
luận tương tự như trường hợp trên và có các nhận xét sau:

0 Lực đặt tại E tác dụng vào miếng cứng DE  phải có phương FE.

0  Muốn cho mômen uốn tại 3 bằng không thì phản lực tại c  phái có 
phương thắng đứng. Khi đó miếng cúng BCD chịu tác dụng của ba 
lực: lực đặt tại c có phương thảng đứng; lực đặt tại B có phương AB; 
lực đặt tại D. Muốn cho miếng cứng BCD cân bằng thì ba lực này 
phải đồng quy nghĩa là lực đặt tại D phải đi qua giao điểm T của hai 
lực nói trên.

0  Miếng cứng DE  lúc này chịu tác dụng cua ba lực: lực đạt tại D có 
phương TD, lực đặt tại E có phương FE  và tài trọng p. Muôn cho 
miếng cứng DE  cân bằng thì ba lực này phái đồng quy và lực p  phải 
có vị trí tương ứns với giao điểm F  của hai đường TD  và EF.

trí tương ứng với giao điểm S2 của hai đường C D  và E F .
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• Khi P=J d i động trên đoạn EG: đ.a.h. là đoạn thẳng kế tiêp nôi tung 
độ ứng dưới khớp E với tung độ bằng khõng ứng dưới gối /•

• Khi P = Ị d i dộng trên đoạn G H: đ.a.h. là đoạn tháng kê tiêp nôi tung 
độ ứng dưới khớp G với tung độ bằng không ứng dưới gối / /

♦ Đ.a.h. M 4 (hình 10f). Tiết diện 4 thuộc hệ chính ABCD.

• K lii P=1 d i dộng trên hệ chính ABCD: thực hiện tương tự như khi vẽ 
đ.a.h. mỏmen uốn tại 3 song cần chú ý về phán thích dụng cúa các đoạn 
đ.a.h. Trong trường hợp này (hình lOc) tiết diện 4 chia miếng cứng 
BCD thành hai phần: phần bên trái B4 và phần bẽn phải là C4D. Do đó. 
phẩn thích dụng của đoạn đ.a.h. tương ứng với khi p  di động trên phẩn. ■ 
B4 chí giới hạn trong phạm vi B và 4. Khi p  di động trên phần 4D tỉ 
cán vẽ đ.a.h. tương ứng với khi p  di động trên phần bên phái cứa 4. Nhi 
đã biết, hai phần đ.a.h. mômen uốn ớ hai bên tiết diện có tính chất: tì 
điểm ứng dưới tiết diện, nếu lấy theo phương song song với đườnị 
chuẩn một đoạn bầng a thì phần tung độ khép giữa hai đoạn đ.a.h. ớ ha 
bên tiết diện cũng bằng a. Từ nhận xét này ta dễ dàng suy ra đ.a.h 
tương ứng với khi p  di động trên phần 4D  (hình 10f).

• K lìi P~1 d i động trên đoạn DE: cũng lập luận tương tự như trườn) 
hợp tiêt diện 2, đ.a.h. là đoạn thẳng kế tiếp nôi tung độ ứng dưới khớ)
D  với tung độ bằng không ứng dưới giao điếm S->.

• K hi P = Ị d i động trên đoạn EG và GH: đ.a.h. là các đoạn thảng nối k 
tiếp nhau, thực hiện tương tự như hai trường hợp trên.

4. Vận dụng đưừng ảnh hưưng để xác định giá trị mômen uốn
M I -  P( -a ) -  - Pa,ẵ

M : = P.(a/3) + p.( -a /3 ) + P.(a/3) + p.( -a /3 ) + P.(a/3) = Pa/3 ■

— P.(—ơ/4) + P.(—a/2) + P.(a/2) + P.(al4) + P.(—a/4) =z—Pa/4 ■

M 4 — p.( —ci/4) + p.( —ct/2) + p .ị —ữ!2) + P.(ư/2) + p.( —a/2) - —5 Pal4 

Phù hợp với kết quả trên biểu đồ mômen uốn (hình lOa).

5. T ìm  chuyến vị góc tương đòi giữa hai tiết diện B  và c . Trạng thái k 
dĩ "k" và biểu đồ mômen uốn tương ứng vẽ trên hình IO2 .

n . , 1 3a l  P a.l H------------ Pa I
? J ẫ2 2 4 2 2 4 [0.1

PCỊ-
Suy ra: (pBC = (5yỊ~5 + 3 )——— , (theo chiều các mómen trẽn hình 10 -

16EI
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Bài 11. Chí dan.
Hệ đã cho là hệ ghép, hệ chính ABCD được xem như hệ ba khớp A*B H  có 
thanh cãng GH  (hình 1 Ja). Kết quả vẽ biếu đồ nội lực như trên hình 11 b, c. 
Các đ.a.h. cần tìm như trên hình 11 d, e,. f. Giá trị M? tính theo đ.a.h. bằng 
qa2.

Bài 12. Đáp số. Kết quả vẽ biểu đồ nội lực và các đ.a.h. cần tìm như trên 
hình 12. Giá trị M j tính theo đ.a.h. bằng 45 kNm (cãng thớ trên).

Bài 13Ể Đáp sô. Kết quả vẽ biểu đồ nội lực và các đ.a.h. cần tìm như trên 
hình 13. Giá trị các nội lực tại k tính theo đ.a.h. phù hợp với các biểu đồ 
nội lực.

Bài 14. Đáp số. Kết quả vẽ biểu đồ nội lực và các đ.a.h. cần tìm như trên 
hình 14. Giá trị các đại lượng cần tìm tlico đ.a.h. phù hợp với kết quả tìm 
được ở bước 1.
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Bài 15. Đ áp  số. Kết quả vẽ biểu đổ nội lực và các đ.a.h. cần tìm như trên 
hình 15. Giá trị các đại lượng tìm theo đ.a.h.: M ị = 3,017 kNm; M 2 = 0.

a)

'■ó
N?II
X

2

ĨỊ 1 U -

2 kN/m

0,862k

ZkN

0,862kN

N

1
. -¿/77 I 2,5 ị  2 ị  3m ' ếf  ị  

1,2 ỳ3 kN  ụ lv

9 1.293

.ỉ 707 
0,862̂

0
1 2

H 3  I
-  0 862 I

Ẹ  ! ® h  i i  
' 1 1 ' 1 

. 1  I I  0,965 I 1

ví /  1j207 £>.a.h.M, ^  .r
V

/  1207 ũ.a.h.M ,
ỵ  Cm)

i>)5172

d)

1,Z93,

a b3=

0,862 
- r

5,707

(/7) ịkN)

G

f)

Đ.a.h. M2 
(m)

©

J I

0,667

Hình 15

Bài 16. Bài giãi
Nhận xét: Hệ đối xứng, chịu nguyên nhân tác dụng đối xứng, được hình 
thành từ hai hệ chính KA, DB là hệ côngxôn và một hệ phụ là hệ ba khớp 
ACB (hình lóa).

1. Vẽ biểu đổ mòmen uốn

Ta có thể vẽ nhanh biêu đồ mômen uốn trên cơ sớ những nhận xét sau:

0  Tại khớp c có hai cặp thành phần phản lực: cặp thẳng đứng là phán 
xứng bằng khõns vì hệ đối xứng chịu nguyên nhàn tác dụng đối xứng;
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2. Vẽ các đ.a.h. mỏmen 
uốn và lực cát tại k

• K hi P=J d i dộng trên 
liệ clúnh BD: tiết diện 
k ờ tại một hệ chính 
khác nên không phát 
sinh nội lực, đ.a.h. 
trùng với đường chuẩn.

• Khi P=1 di dộng trên hệ chính KA: vẽ theo đ.a.h. nội lực trong hệ 
côngxôn.

• Khi P - ì  d i động trên AEC: đ.a.h. là đoạn thẳng kế tiếp nối tung dộ Ún« 
dưới khớp A với tung độ bằng không ứng dưới lưc p  có vị trí để sao cho 
nội lưc cán vẽ đ.a.h. tại k bằng không.

trong

cặp nằm ngang tồn tại nhung không gây ra mómcn uốn trong cac oạn 
thanh CE và CF. Do đó khi vẽ biểu đổ mômen uốn ta có the xem các
đoạn thanh này như các phần đầu thừa có đầu tự do tại c

- _ 2

0 Biểu đồ mỏmen uốn
đoạn thanh AE 

(BF) có dạng bậc nhất 
được xác định theo hai 
tung độ: tung độ bằng 
không tại khớp A (D) 
và tung độ tại E (F) có 
giá trị bằng mômen 
uốn tại E (F) thuộc 
đoạn EC (FC) xác định 
theo nguycn tắc cân 
bằng nút.

0  Bicu đồ mômen uốn 
trong đoạn thanh AK  
(BD) là đoạn thảng kéo 
dài của biểu đồ mômen 
uốn trong đoạn thanh 
AE (DF) vì tại A (B) 
không có lực tập trung.

Kết quá tìm được như 
trên hình lóa.

đa h.

Hình 16
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Để tìm điếm này (hình J6b) ta lập luận như sau: Khi p  di động trên
AEC, muốn cho mômen uốn tại k bằng không thì lực đặt tại A phai có 
phương Ak. Tương tự, muốn cho lực cắt tại k băng không thì lực đặt tại 
A phải có phương song song với tiếp tuyến tại k tức là phương Ak. Ta 
thấy trong cả hai trường hợp, lực đặt tại A tác dụng vào miếng cứng 
AEC đểu phải có phương Ak. Mặt khác, miếng cứng CFB  chí chịu tác 
dụng của hai lực nên lực đặt tại c tác dụng vào miếng cứng AEC  phai 
có phương CB. Như vậy, miếng cứng AEC cân bằng dưới tác dụng của 
ba lực là lực p, lực đặt tại A có phương Ak, lực đặt tại c  có phương CB, 
ba lực này phái đồng quy nên vị trí cần tìm cùa lực p  tương ứng với 
giao điểm s cùa các đường Ak và BC.

Đế xác định khoảng cách X theo phương ngang từ A đến giao điểm s 
(hình 16b) ta có điểu kiện:

SH = X tg a  = (2a-x) tgß, suy ra: X =
tga + tgß

= a /(a/3) = 3; tgß - a l a -  I , nên X = —  ̂ = — .
3 + 1 2

• 1\III r - j  UI động trên CFB: đ.a.h. là đoạn thảng kế tiếp nôi tung độ ứng 
dưới khớp c với tung độ bàng không ứng dưới khớp B

Kêt quá vẽ các đ.a.h. như trên hình 16c, d.

Bài 17. B à i g iả i

1. Vẽ biểu đổ inỏmen uốn. Có thể vẽ ngay biểu đồ mômen uốn mà không 
cần xác định các phản lực trên cơ sở các nhận xét sau:

• Đoạn AB vâ DE: Thực hiện như trong dầm có đầu thừa.

• Đoạn CB và C D : Sau khi phân tích lực p  thành hai lực đặt ớ hai bên 
khớp c ta thấy thành phần thắng đứng của phán lực tại khớp c bằng 
không vì phần bên trôn của hệ là đối xứng và chịu nguyên nhân đòi 
xứng. Do đó, khi vẽ ta có thể xem CR và CD  như các đầu thừa chí chịu 
các lực đã biết là P/2 = 30 kN.

• Đoạn BG và D U : Mômen uốn tại B và I)  xác định theo điểu kiện cân 
bằng nút còn mômen uốn tại G và H  bằng không.

• Đoạn ÌG và G H : Các thanh này có khớp ớ hai đầu và không chịu tái 
trọng trên thanh nên mômen uốn hằng không.

• Đoạn H K : Các áp lực truyền từ bộ phận đối xứng bên trên xuống các bộ 
phận bên dưới (GI và HK) phái có tính chất đối xứng. Do đó, nếu áp lực
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tại G có phương GI thì áp lực tại H  phải có phương H K. suy ra mômen 
uốn trong thanh H K  cũng bằng không.

Kết quả tìm được như
trên hình 17a.

2. Vẽ các đường ảnh
h ư ở n g  A

♦ Đ.a.h. M i (hình 
17b): vẽ theo đ.a.h. 
mômen uốn tại tiết 
diện ờ đầu thừa.

♦ Đ.a.h. M 2 (hình 
17c): vẽ theo đ.a.h. 
mômen uốn trong hệ 
ba khớp GCỈỈ. Khi p 
di động trên đoạn 2C, 
điem không của đ.a.h. 
ứng dưới giao điểm 
của HC  và G2 (hình 
17a). Chú ý là đoạn 
AB thuộc phần bên 
trái tiết diện 2.

♦ Đ.a.h. Mị  (hình 
17d): thực hiện tương 
tự như khi vẽ đ.a.h.
M 2. Cần chú ý đoạn 
AD lúc này thuộc 
phần bên phải tiết 
diện 3.

♦ Đ.a.h. M 4 (hình 
17e): Trước tiên, giả 
thiết lực p  di động 
trên hệ chịu lực chính 
là dầm côngxỏn HK, 
đ.a.h. M 4 là đường đứt 
nét trên hình 17e. Bộ 
phận ABCDEGH  là 
hệ phụ và hình thành
một miếng cứng. Hình 17
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Do đó khi p  di động trên ABCDE, đ.a.h. M 4 là một đường thắng trên 
toàn chiểu dài ABCDE. Đường thắng này được xác định từ hai tung độ:

•  Tung độ bằng -2  úng dưới khớp H  nối hệ phụ với hệ chính.

• Tung độ bằng không ứng dưới giao điểm của ỈG  và HK. Thật vậy, 
miếng cứng ABCDEGH  chịu tác dụng cúa ba lực: lực p, lực đặt tại G 
có phương IG  và lực đặt tại H. Muôn cho mômen uốn tại tiết diện 4 
bằng không thì lực đặt tại H  phái đi qua tiết diện 4 tức là có phương 
HK, cho nên vị trí của lực p  cho M 4 = 0 phải là giao điểm của IG và 
HK.

3. Xác định góc xoay tương đối giữa hai tiết diên A  và c
Trạng thái khả dĩ "k" và biếu đồ mỏmen uỏn tương ứng vẽ trên hình 17f.

ỌaB = { Mk ị M) = -
El

1 2  1
—8.4.1 -  — .3.4+ —12.4.1 
2 3 2

= - ặ r * ề . 
EI

Góc xoay tương đối ngược với chiều giả định của các lực Pk trên hình

Hệ đã cho (hình 18a) là hệ dàn ghép tĩnh định được hình thành từ các dàn 
đơn giản: hệ chính EACBF là hộ dàn ba khớp (/4, B, C); hệ phụ DE  nối với 
hệ chính tại khớp E; hệ phụ GH  nôi với hệ chính bằng hai thanh song song 
FG và ốd.

1. Vẽ các đường ảnh hướng

♦ Đ.a.h. N->.$ (hình 18b): vận dụng phương pháp tách mắt (mắt 2).
♦ Đ.a.lì. N 1-2 (hình 18c):

• Khi P = I d i động trên ECF: Thực hiện mặt cắt I-I qua ba thanh 1-2, 
Ị-3  4-3, chọn tâm mômen 3, ta có thể vẽ d.a.h. N 1-2 theo đ.a.h. 
mômen uốn tại tiết diện 3 trong vòm ba khớp phụ trợ ACB đi qua 
điếm 3 như sau:

đ.a.h. N ẳ-2 = -  - ịđ .a .h . m ]  ) .  
a

Trong trường hợp này, phần đ.a.h. tương ứng với khi p  di động trên 
CF  trùng với đường chuẩn.

Đ.a.h. tìm theo cách này chi thích nghi với khi p  di động ngoài đốt bị 
cắt trẽn đường xe chạy. Khi p  di động trên đốt bị cắt (đốt 1-2) ta sử 
dụng đường nối theo nguyên tấc truyển lực trong hệ có hệ thông 
truyển lực.
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à)

c)

d)

e)

ỉ )

3)

• Khi p=  l  d i dộng trên DE: đ.a.h. là đoạn thẳng kế tiếp nối tung độ ứng 
dưới khớp E  với tung độ bàng không ứng dưới gối D.

•  Khi P=1 d i động trên GH: hệ phụ GH được nối với hệ chính bàng hai 
thanh song song ncn khớp già tạo nối giữa hai hệ này ờ xa vỏ cùng. 
Do đó, đ.a.h. trong đoạn này là đoạn thẳng đi qua tung độ băng không 
ứng dưới gối H, song song với đ.a.h. tương ứng với khi p  di động trôn 
hệ CF  nôn cũng trùng với dường chuẩn.

•  K hi P=1 d i dộng trên đốt FG: đ.a.hẤ. là đoạn thảng nối hai tung dộ ứng 
dưới F  và G theo nguyên tắc truyền lực trong hộ có hệ thống truyén 
lực.

Hình 18

đ . a . h . N i _4 I

I
đ ạ h Nf_j_,

I
„ I .
Biêu 00 chuỵẽn VỊ

ỉ I Ỵ  ' 1 ị

, , r . |  ’ Ị

I 7 ^  1 1 '
1 đ  3  h  .
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• Khi P - Ị  d i dộng trên ECF: Cũng thực hiện mặt cắt i-i qua ha thanh 
1-2, 1-3, 4-3, tâm mỏmen đê xác định N 1-3 ở xa vỏ cùng nên ta có thế 
vẽ đ.a.h. N  ¡-3 theo đ.a.h. lực cắt trong vòm ba khớp pliu trợ ACB. Áp 
dụng phương pháp thực hành ta có:

đ.a.h. N ầ - 3  =yỈ2(đ.a.h. qỴ-2) •

với d.a.h. qỴ_ 1 là đ.a.h. lực cắt tại tiết diện trong phạm vi đốt hị cãi 
(/-2 ), có trục song song với phương của hai thanh 1-2, 4-3 (nằm 
ngang) trong vòm ba khớp phụ ượ ACB.

Đ.a.h. tìm theo cách này chỉ thích nghi với khi p  di động ngoài đõ! hi 
cắt trên dường xe chạy. Khi p  di động trên dốt bị cắt (dốt 1-2) la sử 
dụng đường nối theo nguyên tắc truyền lực trong hệ có hệ thống 
truyền lực.

• Khi P=1 d i dộng trên DE, GH, và trên dốt FG: thực hiện tương tự như
:m ì vs u.a.n. N 1 -2 .

(hình 18e>: Thực hiện lương tư như khi vẽ íl.a.h. N/ . i  song 
cần sử dụng mặt cắt II- II qua ba thanh 0-1 , 1-4, 4-3 và \ ’ẽ d.a.ìì. /V/ 4 
theo đ.a.h. lực cắt trong vòm ba khớp phụ trợ ACB theo hiếu thức:

d.a.li. N 1-4 = -(d.a. l i . Qo_ăl

với c ỉ . a . l ì .  Q ( ) _ I  là đ.a.h. lực cắt tại tiết diện trong phạm vi đốt hi cắt 
(0-1), có trục song song với phương cùa hai thanh 0-1, 4-3 (nám 
ngang) trong vòm ba klióp phụ trợ ACB.

♦ Đ.a.h. Nỹ.f) (hình 18f): Tách mắt 6, lập phương trình càn hãníỉ hình 
chiếu lên phương tháng đứng. Với mọi vị trí cua lực p, ta luôn luôn có:

Ns.fi = -N Í2 N f -6 suy ra d.a.li. Nỹ-6 =  - \ Í2  (íl.a.li. N F.h).

Đ.a.li. N f -ò tìm được dề dàng bằng cách tách mắt F.

2ề Vẽ biểu đồ chuyển vị thảng đứng của đường xe chạy
Khi thay đổi chicu dài các thanh a-c, b-c đường dàn hồi cua đường xe 
chạy có dạng dường đa giác. Do đó ta chi cán tìm chuyên vị tháng dứng 
tại các điểm thuộc đường xe chạy rồi nối các tung độ biểu thị các chuyển 
vi vừa tìm được bằns các đoạn thẳng trong phạm vi mỗi đốt.

Đê tìm chuyến vi thắng đứng tại mắt bất kỳ trên đường xe chạy ta cun tạo 
trạng thái kha dĩ "k", xác định lực dọc tương ứng trons các thanh có 
chiều dài thay đổi và áp dụng công thức chuyển vị. Trong trường hơp nàv

♦ Đ .a .h .  N / . J  (hình 18d):
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^k m  =  x ^ / * 4 m  = [ ^ ( a c ) k  + ^ ( b c ) k  X ^

Các thanh a-c, b-c thuộc hệ phụ GH nên lực dọc trong các thanh nay chi 
phát sinh khi lực Pk -1  đặt tại ư và b.
Như vậy, chuyển vị thẳng đứng tại các mắt thuộc đường xe chạy tư D đên 
F bằng không, biếu đồ chuyển vị thẳng đứng tương ứng trong phạm VI 
này trùng với đường chuẩn. Ta chí cần tìm chuyên vị thăng đứng tại mãt
a và b.

♦ Khi Pk = /  đặt tại a, áp dụng phương pháp tách mắt ta tìm được:

Ũ ( a c > k = - J 2 ’ ũ (b d k = 0 -  Suy ra: 4  = ( -  y í ì \ -  A )  =  y Í 2 A .

♦ Khi Pk = /  đặt tại b, áp dụng phương pháp tách mắt ta tìm được:

ũ(ac)k = 0 ; N(bc)k = - ỉ  ■ Suy ra: Ab = ( - ỉ )( -A )  = A

Biểu đồ chuyển vị cần tìm có dạng như trên hình 18g.

Bài 19. Chỉ dản
1. Xác định nội lực trong toàn bộ các thanh

Hệ đối xứng chịu nguyên nhân đối xứng (hình 19a) nên sau khi khảo sát 
r>ắt 5 ta dễ dàng nhận thấy Nsd = Nỹic =0. Vận dụng các nhận xét suy ra 
tử phương pháp tách mắt ta sẽ phát hiện được các thanh có lực dọc bằng 
không: các thanh biên thuộc đường biên trên; các thanh đứng và thanh 
xiên cùa hệ thanh bụng; các thanh 1-2, 2-3, 7-8, 8-9 thuộc biên dưới.

Tách mắt 3 hoặc mắt 7, ta sẽ tìm được nội lực trong các thanh còn lại:

N ỉh  = N 7i = -  p  42 ; N 34 = N 45 = N 5ỏ = N 67 =■- p.

2. Vẽ các đường ánh hưứng
♦ Đ.a.h. N 4-c (hình 19b>: trùng với đường chuẩn.

♦ Đ.a.lì. N 4.ỊỊ (hình 19c): Tách mắt 4 với chú ý là nội lực trong thanh 4-c 

và 4-d  luôn bằng không với mọi vị trí của lực p  trên đường xe chạy.

♦ Đ.a.lì. N 3.4 (hình 19d>: Thực hiện mặt cắt 1-1 (hình 19a), chọn tâm 
mômen g, vẽ theo đ.a.h. mômen uốn tại g trong hệ ba khớp phụ trợ 
A *C B *  có trục đi qua g theo biểu thức:

đ.a.h. N ỉ -4 = - ịđ .a .h . M \ ).
I X

Điếm không của phần đ.a.h. khi p  di động trên đoạn 4-5 ứns dưới giao

ta có:
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điẽm D  của đường B * c  và đường A*g  (hình 19a).

a)

^  I------I— h i--------1---------------------------—
I____ ____I  1 I
, 1 1 1

1 đ đ  h . N 4 c

! 1 1 ^  

6 d  \ \ 
r  13  " ỉ
_______  ’ - ^ - r - r r - r - r h p =

r

r r ĩ T T

đ -a -h .  N4 . g

W T T T T T ĩ T r r T - r - r - ^  1

1 ' Ỵ '  1 ỳ g  đ a h N ] - 4

■ - 1  _ _  J _

r J  1 1 ^ ĩ m T T r m T T r r r r r ^ - ^ 1

1 © 7 i ?

1 I 4  

. ^ - n ố T h s .  1 ^ r f í 1 ^

đ  ă. h  ■

\ Ế, ỵ i  1 

m T T n T T T r r r r ^ —

r2 ^
"  4

^ ^ - r r r m T ĩ T T  '

đ  3 h  Ne_b 1

l o  T T n T ỉ T r r r r T - r - r - ^ — i

da.h.
Hình 19

♦ Đ.a.h. Nc-g (hình 19e): Từ mắt c (hình 19a) ta thấy: „

đ.a.h. Nc-g = đ.a.h. yVj.fỀ

Cũng thực hiện mặt cắt 1-1, ta có thể vẽ đ.a.h. N c.g theo đ.a.h. lực cắt

trong hệ ba khớp phụ trợ A*CB* có đoạn song song với các thanh 3-4 
và /-£  trong phạm vi đốt bị cắt. Ta có:

đ.a.h. Nc-g = -yÍ2  ịđ.a.h. Qv).

Điểm không của phần đ.a.h. khi p  di động trên đoạn 4-5 ứng dưới giao
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điếm của đường B *c  và đường đi qua A *  song song với các thanh 3-4 

và f-ỊỊ (điểm B- trên hình 19a).

♦ D.a.li. N c-h (hình 190: Từ mắt b (hình 19a) ta tháy:

cl.a.h. Ne-b = d.ư.h. Nb-3- 

Thực hiện mặt cắt 2-2, kháo sát cân bằng của phần hệ bẽn trau ta CO the 
vẽ d.a.h. Nc-b theo đ.a.h. lực cắt trong hệ dầm đơn gian có gỏi trai la A, 

gối phái là gối giá tạo tại giao điếm D cúa thanh Iì3 VỚI đường nôi B" C 
(vì có thế thay nửa hôn phái cua hệ bàng phản lực có đường tác dụng là 

B'-' C) theo biếu thức:

d.a.h. Ne-b = yÍ2(d.ư.h. Q‘I),

tron2  đó ư.a./i. Qd là đ.a.h. lực cắt tại tiết diện thuộc đoạn có trục song 
song với các thanh e -f và 2-3, trong hệ dầm đơn giản đặt trên các gối A

và D.

♦ Đ.a.h. Nì-h (hình 19g): Có thể xác định N j-I, theo lực xô / /  trong vòm 

ba khớp A *C B *:

N.ì-h —— = II ,  do đó: đ.a.lì. Njt-h = -yj~2 (íl.a.li. lì).

Bài 20. Chi dẫn
1. Chứng m inh hẹ là hát biên hình. Điều kiện cần thòa mãn với dấu 

bằng, hệ đủ liên kết. Xét điều kiện đủ hằng cách phát trien dán miếng 
cứng, xuất phát từ trái đất. Kết luận: hệ hất biến hình, du liên kết.

2. Vẽ các biếu đó mònien uốn, lực cắt

Hệ đã cho là hệ có hệ thống truyền lực: hệ thống bên trên là dám. truyéri 
lực xuống kêt cấu chịu lực chính bên dưới qua ba liên kết thanh; két cấu 
chịu lực chính bên dưới là hệ ghép. Sơ đồ truyền lực và các bieu đồ nội 
lực tìm được như trên hình 20. la,h.

3ễ Vẽ các đưừng anh hưưng

♦ D.a.li. M i và đ.a.h. Qy. Lực p  di động trên dầm AB (hình 20.2a) sẽ 
truyền áp lực xuống kết câu chịu lực chính qua hai mát truvén lực: mắt
3 và mắt già tạo G* là giao điếm của hai thanh xiên tại F  và H. Tiết 
diện 1 và 3 không thuộc phạm vi của dầm AB nên đ.a.h. nội lưc tại các 
tiêt diện này chi là một đoạn thảng trên toàn chiều dài AB, do đó có the 
xác định theo hai tung độ tươna ứna với hai vị trí của lực P:
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•  K h i p  =1 đặt tạ i 3: M l = - a; Q j = 1; Q ? ‘ = 0.

• K h i P = 1  đặt tạ i G *: M j = 0; Q 'ỉ = 0; QjỊh = 0. 

Kêt quả như trên hình 20.2b, c, d.

Hình 20.1

♦ Đ.a.h. M i : Tiết diện 2 thuộc dầm phụ AD nên có thể cô lập dầm AB 
để khảo sát. Cách vẽ đ.a.h. \ Í2  được trình bày trên sơ đổ hình 20.2c. 
Kết quả như trên hình 20.2f.

4. Vận dung đường ảnh hưởng dê kiểm tra  các giá t r ị  nội lực

M ị  = P ( - ^ j - )  + P ( ^ )  = - P a ;

Q > ỉ = P ( ị ) +P ( - ị )  = P;

= p.o  + p.o  = 0;

M 2 = P (-0 ,2 5 a )  + P ( - 1,25a) = -7 ,5  Pa.

Phù hợp với kết quà trên các biểu đồ nội lực.
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Hình 20.2

Bài 21. Chỉ dan

1. Khảo sát sư cáu tạo hình học (hình 21a). Điều kiện cần thỏa mãn với
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dấu bằng, hệ đủ liên kết. Xét điều kiện đú bằng cách phát trien dần 
miếng cứng, xuất phát từ trái đất. Kết luận: hệ bất biến hình, đủ liên kết.

2. Vẽ các đường ảnh hưởng
♦ Đ.a.h. lực cắt tại tiết diện m: Tại m có liên kết thanh Cm nên cần phái 
vẽ hai đ.a.h. lực cắt:

❖ Đ.a.h. lực cắt tại tiết diện bên trá i liên kết thanh Cm (hình 2 lb): Khi 
p di động trên HI, vẽ theo đ.a.h. lực cắt tại tiết diện trong nhịp cùa 
khung đơn giản có gối cô định B và gối di động Cm. Khi p  di động 
trên IR và RS, áp dụng quy tắc vẽ đ.a.h. trong hệ ghép.

•VĐ.a.h. lực cất tạ i tiết diện bên phải liên kết thanh Cm (hình 21c): Khi 
p di động trên HI, vẽ theo đ.a.h. lực cắt tại tiết diện ớ phần đầu thừa 
bẽn phải của dầm đon giản. Khi p  di động trên ¡R và RS, áp dụng quy 
tắc vẽ đ.a.h. trong hệ ghép.

♦ Đ.a.lì. mámen uốn tạ i các tiết diện / ,  2, 3, 4 vù 5. Các tiết diện này 
thiiíV hê rh lij lực chính của hệ có hệ thống truyền lực, do đó ta cần thực

* »c u.aư». với giả thiết lực p  đặt trực tiếp trên hệ chịu lực chính.

• Giữ lại các tung độ đ.a.h. ứng dưới các mắt truyền lực và nối các tung 
độ đó với nhau bằng các đoạn thảng. Cần chú ý là trong bài toán này 
hệ thông truyền lực là các hệ dầm đơn giản có đầu thừa (hệ I I I  và IR) 
cho nên khi nối các tung độ ứng dưới các mắt truyền lực ta cần kéo 
dài mỗi đoạn thẳng nối đó cho tới hết phạm vi mỗi miếng cứng (H I và 

IR).
♦> Đ.a.h. M ỉ  (hình 2 le): vì p  di động có phương tháng đứng nên từ điều 

kiện cân bằng hình chiếu theo phương ngang của toàn hệ ta thây thành 
phần ngang cúa phàn lực tại A luôn luôn băng không. Do đó, với mọi 
vị trí của lực p, mômen uốn tại tiết diện 3 luôn luôn băng không và 
đ.a.h. trùng với đường chuẩn.

❖ Đ.a.lì. M i và đ.a.lì. M 2 (hình 2 Id): vì M ỉ luôn luôn bàng không nên 

từ điều kiện cân bằng nút ta có M ị -  ¡v¡2- Do đó chi cần vẽ d.a.h. M ị 

(hoặc đ.a.h. Mz) là đủ.

• K hi p d i dộng trực tiếp trên hệ chịu lực clúnli: vẽ theo đ.a.h. mômcn 
uốn tại tiết diện ờ đầu thừa bên trái (đường đứt nét trên hình 21d).

• Khi p  di dộng trên hệ tlìổng truyền lực: Điều chinh lại đ.a.h. theo 
quy tắc đã nêu ớ trên.
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Hình 21

♦ Đ.CÌ.ỈI. M 4 (hình 210'

K hi p  d i dộng trực tiếp trên hệ chịu lực chỉnh:

0  Trên CDEGF: Lúc này, bộ phận BAC khô 
phản lực tại A và c phải có phương AC. Nhưn 
đứng ncn thành phần ngang của phản lực tni A 
đó phản lực tại A và c chỉ có thổ bằng khí 
loại bỏ bộ phận DAC và vẽ đ.a.h. hí4 thcc 

diện ờ phần đáu thừa bên trái C4 (dưừng đi 

0  Trên BAC: Nối tung đô ứng dưới c với tunị

204



• Khi p di động trên hệ thống truyền lực: Điềư chỉnh lại đ.a.h. theo 
quy tắc đã nêu ở trên.

•  Đ.a.h. Ma (hình 2 lg):

• Klĩi p di động trực tiếp trên hệ chịu lực chính:

0 Trên CDEGF: Quan niệm hệ này làm việc như một hệ dầm có gối 
di động tại G và gối cô' định là giao điểm của AC  và DU. Vẽ đ.a.h. 
Mị  theo đ.a.h. mômen uốn tại tiết diện ớ trong nhịp hệ dầm nói trên 
(đường đứt nét trên hình 21g).

0 Trên BAC: Nối tung độ ứng dưới c  với tung độ bằng không ứng 
dưới A.

• Khi p di động trên hệ thống truyền lực: Điều chỉnh lại đ.a.h. theo 
quy tắc đã nêu ớ trên.

Bài 22ễ Bài giải

- inmiwun hộ là bất biến hình
ấn- Hệ nối với trái đất nên ta có điều kiện: 

n = T + 2K + 3H +c  - 3 D  >0.
Quan niệm hệ gồm năm miếng cứng (hình 22.1a): ADFG, GHEB, VI, 
IHK và LC được nối với nhau bới hai thanh DE, K L ắ, bôn khóp tại F, I, 
G, H và nối với trái đất bằng nãm liên kết tương đương loại một. Như 
vậy, D = 5; T=2; K = 4: H= 0; c= 5, ta có:

n = 2 + 2.4 + 3.0 + 5 -3 .5  = 0.

Điểu kiện cần thỏa mãn với dâu bàng, hệ đù liên kết.

*** Điều kiện đủ (hình 22 .la) - Trước tiên ta loại bỏ bộ đôi (LK -LC ) ra 
khỏi hệ. Khi đó, hai thanh gãy khúc IF  và / / /  giữ vai trò như bộ đôi nên 
được loại bỏ tiếp. Tính chất cấu tạo hình học cua hệ không thay dổi, chí 
cần xét tiếp phần còn lại. Miếng cứng ADFG  nối với miếng cứng BEUG 
bằng khớp G và thanh DE  không đi qua khớp G, tạo thành miếng cứng 
ADFGHEB. M iếng cứng này được nôi với trái đất bằng khớp A và liên 
kết thanh tại B không đi qua khớp A nên toàn bộ hệ là bất biến hình.

Kết luận: hệ bất biến hình, đủ liên kêt.

2. Vẽ các biểu đồ mỏmcn uốn, lực cắt
Ta nhận thấy hai thanh LK  và LC  là phần phụ (hình 22 .la), không chịu 
tải trong nên không làm việc, có thê loại bỏ ra khỏi hệ. Dẻ dàng nhận 
thấy thành phần ngang cùa phán lực tại A bằng không nên phần hệ còn
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lại trở thành đối xứng và chịu tải trọng tác dụng đối xứng. Vận dụng tin 
chất đối xứng, tách riêng phần phụ là hệ ba khứp RFIHK  để thực hiẹn, 
tính toán, tiếp đó tính hệ chính ADFGHED là hệ ba khớp có thanh cang 
chịu các áp lực truyền từ hệ phụ xuổng. Các biểu đồ mỏmen uỏn va lực 
cắt tìm được như trên hình 22.2a, b.

Hình 22.1

3. Vẽ các đưừng ảnh hưửng

♦ Đ.a.h. M ị , đ.a.h. ç>2, đ.a.h. M ị  (hình 22.lb , c, d); Các tiết diện 1 2  3 

thuộc hệ phụ nên khi lực p  di động tren RSIJK các đ.a.h. này được vẽ 

theo đ.a.h. nội lực trong hệ ba khớp FIH. Khi p  di độns trẽn KL, đ.a.h
là đường nối tung độ ứng dưới khớp K  với tung dộ bằng không ứng dưới 
L.
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♦ Đ.a.h. M4: Tiết diện 4 thuộc hệ chịu lực chính, lực p  di động trên hệ phụ. Nếu

xem hệ phụ như hệ thống truyền lực với các mắt truyền lực tại F  và H  (hình 
22. la) thì ta có thể áp dụng quy tắc vẽ đ.a.h. trong hệ có hộ thô'ng truyển lực.

p  di dộng trực tiếp trên hệ chịu lực chính: Vẽ đ.a.h. Mậ theo đ.a.h. 
ng hệ ba khớp có thanh căng ta được đường đứt nét trên hình 22.1 e.

• Khi p  di động trên hệ thống truyền lực: Giữ lại các tung độ ứng dưới mắt 
truyền lực tại F  và H. Trong phạm vi mỗi miếng cứng, đ.a.h. là một đoạn 
thẳng nên chỉ cần tìm thêm một tung độ ứng dưới khớp 1 là đủ để vẽ.

Đật lực p = l  tại i ta có bài toán hệ đối xứng chịu lực đối xứng và dẻ 
dàng tìm được M 4 = - a / 2 .  Nối các tung độ liên tiếp ứng dưới F, I, / /  
ta được đ.a.h. Mậ khi p  di động từ R đến K.

Khi p  di động trên KL,  đ.a.h. là đường nối tung độ ứng dưới khớp K  
với tung độ bằng không ứng dưới L.

Kết quả như trên hình 22.le.

4. Vận dụng đưcVng ảnh hưửng để kiổm tra các giá trị mỏmcn uốn

M l  =  CỊ
a'7 \

V

qa

M ỉ  =  q

Ma = q

ỉ  a l é a l a— .a.— -  — .2a — + —.a.—
2 4 2 4 2 4

= 0 ;

a

2
.4 a = -2 q a ‘

Các giá trị tìm được phù hợp với kết quả trên biểu đồ mômen uốn.
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Mục lục 
■ ■

Lời tựa
Chú thích

Phần đề bài
Chương 1. Phân tích cấu tạo hình học của các hệ 

phẳng

Chương 2. Xác định nội lực trong hệ phẳng tĩnh định 
chịu tải trọng bất động

Chương 3. Xác định nội lực trong hệ phẳng tĩnh định 
chịu tải trọng di động

Bài tập lớn 1. Tính hệ ghép tĩnh định

Chương 4. Xác định chuyển vị trong hệ thanh phẳng 
đàn hồi tuyến tính

Một số  bài trong các đề thi sau đại học

Phần đáp số và bài giải
Chương 1. Phân tích cấu tạo hình học của các hệ 

phẳng

Chương 2. Xác định nội lực trong hệ phẳng tĩnh định 
chịu tải trọng bất động

Chương 3. Xác định nội lực trong hệ phẳng tĩnh đinh 
chịu tải trọng di động 

Bài giải mẫu bài tập lởn 1. Tính hệ ghép tĩnh định 

Chương 4. Xác đinh chuyển vị trong hệ thanh phảng 
đàn hồi tuyên tính 

Một số  bài trong các đề thi sau đại học

3
4

5

8

22

34

37

45

55

60

92

143

151

166
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