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CACH GIAI CAC BAI TOAN HINH HOC HOA HINH

Trong méi bai toan, bude thi nhat la phian tich bai toan, buéc thi hai la
tim cach dung hinh khéng gian dé théa man véu cau cua bai toan va bude cudi
cung 1a dung hinh hoc hoa hinh dé thuc hién.

I. CAC BAI TOAN CO BAN

BAI 1: Xét xem diém A ¢ hinh 1 thuéc géc tu nao?

Phan tich: Trong ly
thuyét ta da biét: diem A
thude goc tw I thi c6 A, o
trén truc xx va A, d dudi

Ay

truc xx, con diém A thudc
goc tw IT thi A, va A, déu @
phia trén truc xx. Vay diém X X
A 6 hinh 1 thudc goc tw Il

D61 lai véi gée tu I, diém A Hinh 1.

thudc géc tuw I[IIthi A, ¢ phia

trén va A, ¢ phia dudi truc = 3

xx, vA nguge véi goc tu II,
diém thudc goc tw IV thi co
hai hinh chiéu A, va A, déu
¢ phia duédi truc xx. Vay A
thudc goc tu II. 450

BAI 2: Trong khoéng X
gian tim qui tich cac diém co

ba hinh chiéu trung nhau.

Phén tich: Cac diém
thude mit phing phan giac
II thi c¢6 hai hinh chiéu 1y
trung nhau. Mudn cho ca

T ) Hinh 2.
hinh chiéu canh A, cung



trung véi A, = A, thi ta phai van dung dén géc tam. Theo qui udc khi xoay mit
phdng &, quanh truc z dén trung véi m, thi cing tén tai mét mat phéng phéan
giac II khac di qua truc z, chia déi géc tam II va géc tam III, dong thoi chia déi
g6c tam V va géc tam VIIL. Giao tuyén ! cua hai mat phdng phan gidc trén
chinh 1a qui tich cac diém
c¢c6 ba hinh chiéu trung
nhau. Trén d6 thic d6 la
duong thang di qua goc O va
lam v@i truc x moét goc 45°
nhu trén hinh 2.

BAI 3: Tim trén dudng
théng d mot diém E c6 hai
hinh chiéu d8i xing qua truc
x, vd mot diém F c6 hai hinh
chiéu trung nhau. d,

Phan tich: Ta phai
tim duge E, trén d, va E,
trén d, sao cho E, va E, d6i Hinh 3.
xiing qua truc x. Réi lai
tim diém F, trén d, va F,
trén d, sao cho F, = F,.

Gidi todn: Dé tim E,
ta phai ké d' d6\ xing véi d,
qua truc x, d' cit d, tai E,,
déng xudng d, ta c6 E,. Vi d'
d6i xing véi d, nén E, doi X
xting v6i E,. Thuc chit E 1a
giao diém cua d véi mat
phan gidc 1. Dé tim F, chi
viée kéo dai d, cho cat 4, thi
'd6 1a F, = F,, thuc chit day
1a giao diém cua d véi mat
phan giac I1.

Bién lugn: Néud’'// d,
thi khéng tdn tai diém E c6
nghia 12 d / mat phing

Hinh 4.



phén giac I, va néu khéng
tim duge F (khi d, // d,) thi
tdc la d//mat phan giac II.
Mudn tim giao tuyén cua
mdt mat phing a véi mat
phing phén gidc I hoac II
thi ta chi cAn tim céc giao
diém ctia hai dudng nao d6
thuéc mat phing o véi mat
phéan giac I réi noi chung lai
thi d6 1a giao tuyén g cua o
v6i mat phing phan giac I
va tim céc giao diém cua hai
dudng théng d6 véi mat
phing phéan giac II réi néi
lai thi d6 1a giao tuyén [ cua

Hinh 5.

mit phdng « véi mit phdng phan giac II. Néu cho a cho bdng 2 vét thi giao

- R ~” - - ~ A v W 3 - x &
diém cua 2 vét dé da 14 mét diém cua giao tuyén cin tim.

BAI 4: Tim trén mat phing o mét diém M cé do cao bang 2 don vi va c6 d6

xa bang 2 don vi.

Phén tich: Trong mat phang o tap hdp cac diém c6 d6 cao déu bing 2

don vi ndm trén mot dudng
bang h (c6 d6 cao 1a 2 don
vi) va tap hop cac diém co
d6 xa déu bing 3 don vi thi
thuoc mot duong mat f (c6
dd xa bing 3 don vi). Vay
giao diém ctia h va f la diém
M c6 d6 cao la 2 don vi va ¢6
d6 xa bing 3 don vi.

Dung hinh: Ke duong
bdng h c6 dd cao 1a 2 don vi
va mot duong mat f c6 do xa
la 3 don vi. Chu y: f,//n® va
hy/m®. Giao diém ctia h va f
chinh la diém M cAn tim.
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Hinh 6.



BAI 5: Ké mét doan thiang AB ¢6 chiéu dai that 1a 6 don vi lam véi n, mét gée B

va lam véi 1, mot goc o cho trude.

Hinh 7.

Hinh 8.

Phaén tich: Nhu ta da hoc cach tim do 16n that cia mét doan thing biét.
trude hai hinh chiéu, thi ta thidy c6 quan hé gitia chiéu dai that cta AB, géc B,
chiéu dai A,B, cua hinh chiéu diing va Ay-trong tam giac vudéng AA,B,.

Tuong tu dudi hinh chiéu bang ta ¢6 quan hé gita chiéu dai that ctia AB, g6c

a, chiéu dai A,B, va Az.

Dung hinh: Lay mét
doan AB tuy y lam chiéu
dai that, vach duong tron
c6 dudng kinh 1a AB. Qua
A ké mot dudng thang lam
véi AB mét a cho trude.
Pudng nay cit dudng tron
tai B,.

Ta c6 A vuéng A,B,B
titc la c6 chiéu dai hinh
chiu biang A,B, va c6 Az
caa AB. Trong A vudng
AB,A,, v61 géc fB,lé. B cho
trude ching ta co A,B, la
chiéu dai hinh chiéu ding
va Ay 1a hiéu dé xa cua AB.

Hinh 9.



Ta dude A,B,, A,B,, Ay va Az Chi cin dung ba trong bén doan thing nay la
dung hinh dudc. Qua A, ké mét duong // truc x, rdi ké hai dudng song song vdi
né sao cho khoang cach 1a Ay. Véi tim la A, vdi ban kinh bing A,B, 14y trén
hinh 8 ta vach mét cung tron cit chiing tai B, va B',, B_, va "137; . Lay A, lam tdm
va véi ban kinh bing A B, (trén hinh 8), ta vach hai cung tron la qui tich cta
B,, Bi, B, va B,. Lay Az & hinh 8 dua 1én hinh chiéu ding ké hai dudng song
song vdi truc x, ta c6 cac diém B,, B,’ khac nita. Do tinh chat déi xing, néi
chung c6 tam doan thang théa man diéu kién bai toan. Chuing thing hang titng
déi mét. Néu ta diing hai hinh nén c6 gée day 1a a va B c6 chung dinh tai tdm
mét hinh cdu tiy y va hai day nén déu thudc mit ciu thi cac dudng sinh giao
tuyén cta hai nén 1a cac nghiém.

BAI 6: V& nét hinh chiéu bing cia doan AB, biét ring AB va CD ciing
thudc mét mit phdng va AB = CD.

)
S
D
1 A 64
; \Bf
X
X X
G
C;
D,
S <
AZ
r Ay
%ﬁ'
Hinh 10. Hinh 11.

Phan tich: Tit hai hinh chiéu ctia CD ta tim dude d6 dai that caa CD va
ciing 1 cia AB (theo ddu bai) bing phuong phap dung A vudng. Réi ké mot
doan B,t . A,B,. Lay A, lam tam va véi ban kinh bing chiéu dai that cia CD ta
vach mét cung tron cét B,t tai B, thi theo ly thuyét ¢ trén, B,B la Ay. Duéi hinh
chiéu bing trén dudng déng thang ditng qua B, ta dat Ay vao vi tri tiy ¥, ta c6



A.B',. Vay A,B, va A',B', l1a hai hinh chiéu ctia mot doan thiang nhan A,B, la
hinh chiéu diing va c6 d6 dai that bang d6 dai that cha AB. Nhung, doan nay
phai cit CD nita. AB phai cit CD tai diém I. Qua I ké mdt dudng thing //A,B’,
sé cét cac dudng déng tai A,B, cian tim. Néu ta lay B", xudng phia dudi cta B',
thi ta con mét huéng cua nghiém thit hai nia.

BAI 7: Hai dudng thang h va d cat nhau tai I va lam véi nhau mdt géc a.
Cho trude h,, d, va h,//xx. Hay vé not d,.

Hinh 12.

Phan tich: Dau bai
cho h 1a mét dudng bing nén
ta 1gi dung phép xoay quanh ' 4
dudng bang h dé giai. Ta ldy Jf g
mot hinh chiéu A, cta diém I L
A thuéc dudng thang d. Khi
xoay A quanh h cho téi vi tri A
A' ¢6 cung d6 cao véi h thi
mat phéng (d x h) thanh mat
phéng béng nén ta c6 ngay
d6 16n that cha goc a. Dong
thoi khi d6 A, chay trén

mét dudng b h, va téi vi tri
"_,.—""-.____
tri A', sao cho goc A',Lh, = a

0,A', chinh 14 d6 16n that
cia ban kinh xoay khi A
xoay quanh h. Tu A, ke mot
duong //h,.

Hinh 13.
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Lay O, lam tam véi khiu do compa bang O.A', ta vach mot cung tron cét
dudng thing vira ké tai A thi trong A vuong O,AA : 0,A, = 0,A", d6 16n that clia
ban kinh xoay ma hinh chiéu bang la O A,. v A,A la hiéu dd cao Az ciia tdm O
va diém A trudc khi xoay. Véi \z c6 dudge, tir A, dong thang 1én ta cé hai nghiém
A,. Chi viéc néi A1, thi d6 la d, can tim. Bai toan cé hai nghiém vi ¢6 hai gia tri
cua Az ngude dau nhau. Tom lai tu goc cho trude a suy ra dude Az cua A va h
nén suy ra dudc A, roi suy ra d, (I,A,).

BAI 8: Tim hai vét M va N cia mot dudng théng d.

Hinh 14. Hinh 15.

Phén tich: Vét ding

M la giao diém cta d véi
nén M c6 d6 xa bing khong.
Vay trén d, chi c6 M, la co
d6 xa bing khéng. Day
chinh 1a hinh chiéu bang
cua vét ding M,, tu do suy
ra M, trén d,. Tuong tu d,
cit truc xx tai N, 12 hinh

ditng cua vét bang N, roi tur

d6 suy ra N,. Suy ra cach

Hinh 16.

thao tac sau:

* Hinh chiéu ding
ctia duong thing (d,, 1) cdt truc xx tai N, roi déng xuéng dy, L,... c6 duge N,.

* Hinh chiéu bang cua duong thdang (d,, l,...) cdt truc xx tai M, réi suy ra
M,trénd, ...

11



g N=N; "
My X
L,
/)
Hinh 17. Hinh 18.

Hinh 15 va hinh 16 minh hoa cach tim cac vét M va N clia dudng théng
theo cach thao tac nhu trén mét cach nhanh chéng.

Theo cach trén d, cit truc xx cho ta N,. Nhung d, ciing qua d6 nén
N, = N,. Con d, ciit truc xx tai M, la chinh la diém N, nén ta cé:

N,=N,=M,=M,.

Vay hai vét M va N cua duong thing tring nhau tai mét diém. D6 chinh l1a
giao diém cia dudng thing d véi truc xx (hinh 17).

Trén hinh 18, chiing ta khéng thé tim dudc vét ditng M ciing nhu vét bing
N ctia dudng thing l. Vay duéng thing ! // truc xx, titc 1a // véi n, va I/ =,

BAI 9: Khong dung hinh chidu canh, hay tim hai vét M va N cta dudng
canh AB

Phan tich: A,B, 1a d, trén bai 7, A,B, 1a d,.

Ap dung cach dung hinh dé tim vét N ta kéo dai A,B, (tdc d,) cdt truc xx
tai N,, nhung khong thé dong xudng d, (tic A,B,) dé tim N, dudc ma phai tim
mot diém N, sao cho BBy Asth
B,N, B,N,
ty s6 dé xac dinh nét N,. Tudng tu ta kéo dai A,B, (tic d,) thi cit xx tai M,, con

. - B,A, BA
Ml dudc suy ra theo ty s§ —— = 17
AM, AM,

.Pa 6 A,, B,, N}, A,, B, rdi, vay ta sé dung

, ti d6 suy ra M, nhu sau:
Qua A,B,N, ké ba duong thiang song song theo mét phuong tiy ¥. Cac tia

qua A,B,M, cling song song nhau theo mét phudng khac. Tia qua A, va tia qua
A, cit nhau tai diém A'. Cac tia qua B, va B, cit nhau tai B'. Ta néi dudng

12



thing A'B'. Vi A, B, M va N thang hang vi cung thude dudng canh, nén tia qua
M, (// A,A") sé cit A' B' tai M'. Roi tir M' ké song song véi A'A, ta c6 M,. Va tit N'
ké tia // B,B' ta c6 N, trén A,B,. Theo Talét cac ty s6 dude thoa man.

Ay A
M
AI
B, B,
Nf f X
X % X % M, -

Az A,

NJ
32 8,

Hinh 19. Hinh 20.

B,
Ny
X X
M
g B’
!42 Nr
8
f\{'z‘
Hinh 21. Hinh 22.
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Vay (M,, M,) 1a vét diing cua AB va (N,, N,) 1a vét bang ctia AB. Thuc chat
day 14 phép chiéu xién theo phuong tuy y 1én mat phang phan giac II.
Ta c6 thé giai bang cach dua cac ty s6 da biét vao. Pa ¢6 A,B,N, thi N,
AB, A,B,

phdi thda man —' - =—-2 PEé cac ty s6 bang nhau ta lam nhu sau:

Qua A, ké mdt tia tuy ¥ roi trén dé dat cac doan A B, va BN, (A',B', =
A,B;; BN, = B,N,). Néi B, véi B;, roi tu N', ké // B,B’, ta ¢6 duge N, trén A,B,
kéo dai.

Trén hinh chi€u ding ta lam tudng tu. Qua B, ké mdt tia bat ky va dat
1én dé cac doan B'A', = B,A, va A',M', = A,M,. Noi A,A',, rdi tit M', ké // A A', cat
A,B, kéo dai tai M, va ta cling ¢6 két qua nhu trén.

BAI 10: Cho hai dudng théing a va b cit nhau d ngoai ban vé. Qua diém C
cho trude hay ké mot duong thiang d di qua giao diém ctia hai dudng a va b.

% 5 &
C?T I
b .
1 G E_%—_\\__
d s
1 f b’.FM”Jﬁ’/
A S
) | 2. | »2
152
b, Rz @
Hinh 23. Hinh 24.

Phan tich: Dau tién phai kiém tra xem a va b ¢é cdt nhau khéng. Néu
ching cdt nhau thi ching xac dinh mét mit phang. Vay néu ta ké hai doan
thdng PQ va RS tua 1én hai dudng a va b thi PQ va RS phai cit nhau tai I. Nhu
vy a, b va d tao thanh mét hinh chop.

Cach giai: Xét trong khéng gian mdt hinh chép dinh S, cac canh la a, b va
d. Trén a 18y mét diém E, trén b ldy mot diém F thi EFC 1a mdt thiét dién cta
chép. Trén a lai 14y E', trén b lai 14y . Réi qua E' ké // EC va qua F' ké // FC thi

14



ching phai cat nhau tai C' thude duong d. vi day la hai thiét dién song song nén

déng dang. Bay gid ta chi viée thuc hién trén dé thice dé ¢é diém C'. Néi C véi C'

thi d6 la d can tim.

BAI 11: Cho céac hinh chiéu a,. b,. b,. M. biét M thudc dudng thing a. Vé
néot a, dé cho hai duong thfmg a va b cat nhau (hinh 26).

Phan tich: Theo ly
thuyét da hoc thi hai duong
thdng a va b cat nhau thi
trén do thic ta phai co:

a, xb, =1,
a; xb,=1,

Gidi: Ta c6 a, cat b,
tai I,, réi déng xudng b, ta
¢6 I, (I 1a giao diém). Dé
thoa man diéu kién trén thi
A, phai qua I, va qua M,.
Vay dudng thang I,M, la a,
cAn tim.

Hinh 26.

Hinh 25.
a1
by
I
Mz
I
2 ,51'
Hinh 27
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BAI 12: Cho a, va a, ciia dudng thing a, va M, va M, cta diém M. Qua M
ké mot dudng thang b cit a dudi mét goe o cho trude (hinh 28).

Hinh 28. Hinh 29.

Phén tich: Ta phai bién ddi hinh chiéu dé mat phdng (M, a) thanh mat
phﬁng bing rdi méi c6 thé ké dude dudng thing b qua M va cét a theo mot géc ¢
cho trudc.

Gidi: Dung xoay quanh mét duong bang h cua mit phidng (M, a) dé bién
mait phing dé thanh mat bang. Trudc tién ta ké mot dudng biing h qua M va cét
atail.

Bay gio ta 14y mdt diém B trén duong thang a, rdi ta xoay B quanh dudng
bing h tdi vi tri méi B' ¢6 cing do cao vdi h thi B' va h tao thanh mét bang. Khi
xoay thi B, téi B', theo mot dudng thang qua B, va vudng géc véi h, (Iy thuyét
da hoc). Bay gio ta tim dé l6n that cua ban kinh xoay OB, bing phuong phap
tam giac. D6 la doan 02§. Cac diém M, 1 trén truc xoay h khéng déi vi tri, nén
a, (B,L,) thanh B'L, tic la a'. Tu M, ta ké M,N', va M,L', 1am véi a' mét géc ¢ cho
trude. Déng vé hinh chiéu bing ta c6 L, va N,, déng 1én hinh chiéu ditng ta ¢6 L,
va M,. I,M, 1a b,, L,M, la b, cia dudng thang b cin tim. Két qua thé hién trén
hinh 30. Mot nghiém nia 1a N\M, va N,M,.

16



BAI 13: Cho dudng bang b. mot ditm B (B, va By) va hinh chiéu dimng
A, cua diém A. Hiy xac dinh nét A, dé khoang cach giita b va AB1a 1 em
(hinh 31).
by &

Ay ,qf
by
hz
B,
3 X X
by
5,
Hinh 30. Hinh 31.

Hinh 32.
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Phdn 'tich: Khoang cach gitta b va AB chinh la dudng vuéng géc chung.
Ta phai thay déi mat phing hinh chiéu ding dé trén ', dudng thang b thanh
chiéu diing b', (suy bién thanh mét diém), khi dé khoang céach tit diém b', nay
dén A",B’, sé ding 1a 1 cm. T b’ lam tam, vé mdt dudng tron ban kinh 1a 1 cm,
roi tit B', ké hai ti€p tuyén véi dudng tron. A’, phai nim trén ti€p tuyén va phai
c6 d6 cao méi bang dé cao cii cua A,. Vay ké mét dudng d // xx' va cach xx' mot
doan bing z,. Puong thang d sé cit hai tiép tuyén tai hai diém A', néu B, &
ngoai dudng tron trén. Néu B', ¢ trén dudng tron thi c6 mét nghiém A',. Con néu
B', 0 trong duong tron thi khong ¢6 nghiém (hinh 32). Pua vé hinh chiéu bing
va hinh chiéu ding thi xem cach déng vé ¢ hinh 33. C6 hai dap s6 A,B,.

A'I
by /

Hinh 33.

BAI 14: Mit phang o cho béi dudng doc nhat s déi véi n,. A, 13 hinh chidu
biing cia diém A thuéc mit phiang o. Xéac dinh nét A, cta diém A.

Phén tich: Dé diém A thudc mat phing a thi A phai thude mét dudng
théng ctia a. St dung tinh chét ctia dudng déc nhat déi véi m, 1a né h_moi dudng
bing ctia mat phing, nén qua A, chi c6 thé ké h2JE|_ s, va giao diém la I,. Déng
1én ta c6 I, trén s,. Qua I, vé hinh chiéu ding h, cta dudng biing h. Tit A, déng
1én h, ta c6 dudc A, can tim.

18
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1:2//5:;
52
Az
-Az
- “?z

Hinh 34. Hinh 35

BAI 15: Tim hai vét
cia miat phdng dude xac N
dinh bdi hai dudng thing a
va b cit nhau tai mét diém
trén truc xx (h.36).

Phan tich: Moét mat
phéng théng thudng chi c¢6

L -~ b ‘:’
chung véi truc xx mot diém: b2

dz

doé 1a glao‘ diém cua }13.1 vét Hinh 36,
m va n cua mit phang do.

J day hai dudng théng a va

b cit nhau tai I thudc truc a m
xx, vay I la giao di€ém cua

hai vét m va n cua mat =~ B
phéng. l

Gidi: Vach mét duong Mz X

bdng h trong mat phéng

(a x b). Ta suy ra h,. Qual

ké n // h,. Tiép theo tim vét 52
ding M cua dudng bing h.
Né6i I, M'chinh 12 vét diing m
cia mat phing (hinh 37).

dz

Hinh 37.
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BAI 16: Tim hai vét ciia mét phing o, biét mét dudng thing d ctia mit
phing d6 va biét hinh chiéu ding p, cua duong déc nhit cia mat phing o dsi
vai T,

1,
4 di
!
b, Py
X Ny Ny
& /
dz
2
Ny -
Hinh 38. Hinh 39

Phan tich:
a. Hai dudng thing d va p cdt nhau tai I, nén hinh chiéu bing p, phai di
qua [,.

b. Tinh chat cia dudng déc nhat cho ta biét ring p, phai vuéng géc véi vét
bing n® clia mit phing.

c. Ta con biét vét bang n“phai di qua vét bang N cua d.

Két lu@n: n” phai qua N, va n“ phai vudng géc véi p, di qua I,. Mudn vay
vé mét dudng tron duong kinh N,I,. Tt N', ciia p, déng thing xuéng cit dudng
tron tai N', 1 vét bing cta p. N,N', 1a vét bang n® cia mat phing, LN', 1a p,.

Dé tim vét diing m® clia mit phing ta tim 2 vét ding M va M' cia d va p,
sau néi MM' ta c6 dude m®. Con mét nghiém n® qua N”, (hinh 40).

BAI 17: Cho mét dudng thing d. Qua d hdy lap mot méit phing a c¢6 hai
vét m® va n® d6i xtng qua truc x, ma mot mit phang B ¢6 hai vét nP va m® trung

nhau. C6 nhén xét gi vé vi tri cla cac mat phing dé (hinh 41).
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Phén tich: a) Qua d c6 vo
s6 mat phang.
b) Mit phing qua d thi vét
m® phai qua vét M cta d va vét .-

n® phai qua vét N cta d.
c¢) Vi m* va n* dé1 xtng %
qua truc xx nén néu m“ qua M
thi n® phai qua diém E 1a diém
d6i xiting cia M qua truc xx, va
néu n® qua N thi m® ciing phai HIRS s
qua F 1a diém d6i xtng cta N
qua truc xx. N61 FM 1a m® va EN la n“ D61 v6i mit phing B thi m® qua vét M
thi n? ciing qua d6 va n” qua N thi m" cang qua N. Vay chi viée néi M véi N (tic
M, véi N,) thi d6 1a ca vét ding m” va vét bang n” ciia mat phang B (hinh 43).
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Hinh 43.

Nhan xét vé tu thé ctia mat phang o va mat phang f:

1. Mat phéng o ¢6 hai vét d6i xiing qua truc x 1a mat phang vudng goc véi
mat phéng phén giac 1.

2. Mit phing B ¢6 hai vét tring nhau la mat phing vudng géc vdi mét
phéng phan giac II.

That vay bay gio ta vé hai vét m“ va n* déi xdng qua truc x. Rdi ta vé hai
hinh chiéu d, va d, cia mét dudng thang d va d, va d, déi xiing qua truc x va

dlh_ m?, dQJZL ¢ )

m 4
NI :
| X
& I 1, g
N
o &
i
nn(. d?-
Hinh 44. Hinh 45

Pay 1a mot dudng thdng d cia mat phang phan giac I. Theo dinh ly dudng
thing h mat phing:
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d]Jl m“
d, h n®

Vay mat phﬁng o dcta mat phang phan giac I, nén mat phang o vudng
goc voi mat phing phan giac 1.

Vi mat phéng B ¢6 hai vét trung nhau (m® = n®), ta ké {, va [, trung nhau
va b nf=m"

Theo dinh ly da hoc d, = d, thi d thudc mat phéng phan giae 1. Ma
mf b d, va nﬂJELdE, vay mit phing B vubng géc véi d cia mit phéng phan giac
11, do d6 mat phing BB v6i mat phang phan giac I1.

BAI 18: Tim giao tuyén cua hai mit phang trong cac trudng hdp sau:

a) Hai mit phang déu cho
bang cac vét (hinh 46).

Phan tich: Giao tuyén

cia hai mat phing la mot

dudng thang. Vay can phai tim

dude hai diém chung ctia hai

mit phing réi ndi hai diém doé 2 (]
lai.

1) Truong hdp nay ta
nhan thdy m® va mP cung Hinh 46.

thuéc mat phdng mn, nén cit
nhau tai mét diém P.

Vét ding m® c¢6 hinh
chiéu ding m] =m® va hinh

chiéu bing m§ = xx.

Tuong tu vét biang n® ¢b
hinh chiéu bing nj =n" con

hinh chiéu ding n{ = xx (xem
lai vét cia mat phang). Suy
cho cing m® va n® 1a hai duong

thdng dac biét cha hai mit
phang; ching cat nhau tai mét
diém trén truc xx. Hinh 47.
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Tuong tu hai vét bang
n“ va n” sé cat nhau tai mét
diém Q. Dudng thing PQ
chinh 1a giao tuyén ctia hai
mat phﬁng ma ta go1 la
duong thing g.

m? cdt mP tai P, thi P,
trén truc xx

n; cat n? tai Q, thi Q,
trén truc xx.

P,Q, la hinh chiéu ding
cua giao tuyén.

P,Q, l1a hinh chiéu bang
cua giao tuyén.

Vay tdt ca cac bai toan
giao tuyén ctia hai mat phang
¢ cac vét tudng ting cit nhau
déu tién hanh nhu vay.

Trudng hdp trén hinh 51
ta tim dugc ngay P, —» P,
Con hai vét bang song song
(n® // n) ¢6 nghia 1a ching cét
nhau tai diém Q3 & vo tan,
Q7 thi l1a diém vd tan trén

truc xx.

Hinh 48.

Hinh 49.
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PQ, —g
P,Q, - g,
Ngoai ra theo dinh 1y hai mit phing c6 hai dudng thdng song song thi
giao tuyén cua ching song song véi hai dudng thing dé: g // n® // mP.
Trudng hgp hinh 52, ta c tién hanh nhu hinh 48. Ta sé cé két qua cua
giao tuyén 1a mét dudng canh vudng géc véi mat phdng phan giac II: m® va m"
cit nhau tai P, > xx c6 P,. Hai vét bing n® va n® cit nhau tai Q, (= P,), déng
xudng truc xx ta c6 Q,.

Hinh 51.

P,Q, 1a hinh chiéu dung,
P,Q, 1a hinh chifu bing (day
la duong canh).

2) Truong hgp mét trong
hai mit phing 1a mét mit
phing chiéu ding a, (hoic X

X
chiéu bing), mit phing con % \
. o . . fi a
lai duge xac dinh bang hai o %‘—},ﬁ
dudng thing cit nhau (a x b)

(hinh 53). Nhu ta da biét giao

tuyén g cua hai mat phing Hinh 52.

phai ¢6 hinh chiéu ding g, = a,, (tinh chit mat phing chiéu dung). Ma g ciing
thude ca mit phing (a x b), nén ta cho g, cit a, va b, tai P, va Q, thi ta suy ra
P, va Q,, tic g,.
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Né&u mit phing thi hai cho bang hai v&t (m® va n® thi ciing tién hanh nhu
vay vi hai vét ciing 1a hai dudng thang ciia mit phang (xem hinh 54). Ngudi ta
hay dung trudng hdp 2) nay dé tim giao diém dudng thing v6i mat phang.

3) Truong hop hai mat phdng déu dude xac dinh bing cac dudng théng

(hai duong théng // hoac cét nhau).

q
Q, my
% s
I &y
! b, Q ¢
X \ L X X ' n, p
7
Q, ) mn,
| 9
8
;)
Q‘ancr
Hinh 53. Hinh 54,

Phén tich: Phudng hudng chung vén la tim cho dudc hai diém chung. Can
nhéc thém la ta c6 thé chuyén d6i cach xac dinh mat phdng nay sang cach khac

dé thuan tién cho viéc giai
bai toan. Thi du mat phing
xac dinh bdi ba diém A, B
va C c6 thé d6i thanh mat
phdng xac dinh bidng hai
dudng thing cit nhau AB
va AC v.v...

Trén hinh 55 mdt mat
phéng o cho bing hai vét
m va n, mdt mat phing cho
bang bl/c.

Trude tién ta ky hiéu
m=mvam,=XX;Nn,=nva
n, = Xx.

Bay gio ta dung mait
phu tr¢ chiéu ding (xem
trudng hdp b) bai 17).
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Day la mat phing bang ¢,. Nhu vay ¢, cit mit phing a theo mot duong
bing h, = ¢,, cit mat phing « (b // ¢) theo mét giao tuyén g, cing = ¢,. g dude
xac dinh bdi hai diém 1 va 2.

Hai giao tuyén phu h va g cting thuéc mit phang ¢, nén ching phai cat
nhau tai P (tim dugc P, trude, sau déng lén ¢, c6 dude P, )P la mét diém chung
thi nhat ctia hai mat phdng. Muén tim diém chung thit hai ta diing mat phang
bing phu trg ¢', va tién hanh dung hinh nhu d6i véi ¢, thi ta c6 dude diém
chung Q nita. (Xem cac budc dung hinh bang nét dut ¢ hinh 56).

PQ chinh 14 giao tuyén ctia hai mat phing.

Hinh 56.

BAI 19: Tim giao tuyén ctia mét phing a (cho bing vét) va mat phéng
ABM. (M, = M, trén truc xx). '

Phdn tich: M chinh 12 diém chung c6 sin clia hai mit phing. Cén tim
diém chung thi hai.

Gidi: DPAu tién ta biéu hién mit phing ABM bang tam giac A,B,M, va
A,B,M,. Sau dé ding mét bdng phu trg ¢, cit mat phing a theo mét dudng bang h
va cit mat phing ABM theo mdt giao tuyén g (c6 g, = ¢,). Tt d6 suy ra g,. Giao
di€m p ctia g va h 1a diém chung thit hai cAn tim. MP chinh la giap tuyén can tim.
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N}
Xz

TN

o

P

Hinh 58.

BAI 20: V& giao tuyén cfia m#t phing o (m® = n® véi mat phing phan giac
I. (hinh 59).

Phén tich: Mat phidng o (m® = n% va mat phing phan giac I déu cung
vudng gbéc véi mit phing phén giac I1. Vay giao tuyén IK cta chiing sé 1a mét
dudng canh vudng géc véi mat phdng phén giac II, ciing tic 1a IK 1a duong
canh thudéc mdt phding phén gide I, vi K 1a diém chung da c6 sin cia ching.
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Vay chi can 1dy mét diém I ¢o I, d8i xing véi I, qua truc xx lata cd giao tuyén
can tim IK.

mo{
m” &
K
X : x X % x
K, Az
o
4
n i £,
Hinh 59. Hinh 60.

BAI 21: V& nét vét ding m" cia mat phéng B biét rang mat phing a
vudng goc véi mit phang B (hinh 61).

Hinh 61

Phdn tich: Hai mat phang o va B vudng géc vdi nhau. Vay néu tir mot
diém A ctia mat phing B t61 ké mét dudng thiang d vuéng géc v6i mit phing a
thi d phai thudc mat phing B. Tit d6 suy ra vét ding N cua d, ciing tdc la suy ra
duge vét ding mP ctia méat phéang p.

Gidi: Lady mot diém A trén vét bang n? (A, € nfva A, € n} tic truc xx).
Sau d6 ké d, qua A, valh m® va qua A, ké d, b n, (chd ¥ m® = n® nén d, // d,).
Tim vét ding M cta d. Vay vét diing m® cia mat phang B phai qua M, va cat n®
tai mot diém P, trén truc xx.
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BAI 22: Tim giao diém ctua mot dudng thing d véi mdt mat phang xac

dinh bing hai dudng thing cit nhau (a x b).

Phéan tich: Ta da biét
muén tim giao diém cia mét
dudng thing d véi mdét mat
phéng (a x b), ta phai qua ba
buéde dung hinh.

1. Qua d lap mdét mat
phéng phu trg (théng thudng la
mit phdng chiéu ding hoic
chiéu bang).

2. Tim giao tuyén g cua
mét phdng phu trg (chiéu ding
ching han) véi mat phéing

Hinh 63.

(a x b) cho trude. Vi da chon mit phing phu trg chiéu ding ¢, nén theo tinh
chét clia mat phang chiéu diing ¢, = g, va ¢, =d,, do d6 ta ¢6 @, = d, = g,. Nhung

giao tuyén g ciing thudc mit phing (a x b) nén cho g, ciat a, va b, thi suy ra

dudc g..

3. g, sé cit d, tai I, 1a hinh chiéu bing cta giao diém I can tim. Tit I, suy

ra I, trén d,.
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Trudng hdp mat phang cho
bang hai vét m va n thi ta coi m va
n la hai dudng thang cit nhau, nén
phai phan tich ra m,, m, va n,, n,
roi tién hanh nhu 6 trén day.

BAI 23: Duong thing d 6
song song véi mat phang o khong ?
Tai sao? (hinh 65). Thu tim giao
diém caa d véi o (d, // dy // m* = n%).

Phén tich: Dau tién ta biéu
thi cac hinh chiéu cua m* va n°. Hinh 64.

Ta ¢é: d, // m} nhung d, X mj
(truc x).

Vay d khong // v61 m®.

Ta lai c6 d, / n nhung d, % n{ (xx).

Vay d cung khéng // v61 n”.

Két ludn: d khéng // véi dudng thing nao cia a. Vay d khéng // véi a.

Tim giao diém cta d véi mat phing o: theo bai 18, ta phai qua ba budc
dung hinh (hinh 66).

1. Qua d lap mit phiang chiéu ding o, (9, = d,).

2. ¢, cit mat phing o theo g ma g, thi = ¢,. Vi g cing 14 mét dudng cua a
vay g 1a 1 dudng mit ctia o nén ta suy ra g, // xx. g, cit d, tai I, 1a hinh chiéu
bang cla giao diém cin tim. Tit d6 suy ra I, trén d,.

» d, m
Chu

dz_ mz

Hinh 65. Hinh 66.
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BAI 24: Khéong diing hinh chiéu canh, tim giao diém cta dudng canh AB
v6i mit phing o.

Phén tich: AB la I «
duong canh. Qua AB ta lap
mot mat phéng phu tro bat

kj ABC, chii khéng dung 5
mit phdng phu trg chiéu : 8, !
ding 3 cac bai trén.
nﬁ
Ta 1y mot diém C trén
m® dé lap mat phéng phu trg A,
ABC. Hinh 67.

Bay gio tim giao tuyén
ciia mit phu trg ABC véi mit phing a. Ta da c6 mét diém chung cta ching la

C. Ta phai tim mét diém

chung thi hai. =

Mudn vay, ta lap mét A1
mit phdng phu trg chiéu P c,
ding ¢, qua A,. ¢, cat ABC fr"__,f- my
theo dudng thing g ttc AP. K’E{ 7
Co AP, ta 31:1y ra A2P,2 dudi & & | o
hinh chiéu bang. ¢, cat mat % Bz e, & 75
phéng o theo Q,R, ta suy ra KT y T
Q.R,. AP, cat Q,R, tai I, rdi P
dua 16n ¢, c6 1. I 1a diém V Rz :
chung thit hai. Vay ABC cét 4
mit phing a theo giao tuyén
CI (hai diém chung). C,I, cit Tl

AB, tai K, va C,I, cit A,B,
tai K,. Cudi cung K 1a giao diém clia dudng canh AB véi mit phang chiéu canh o.
BAI 25: Tim giao diém cta dudng canh AB véi mit phing o cho bing
hai vét.
Phén tich: Ta c6 thé dung phuong phap mit phing phu trg bat ky da
diing trong bai 15 dé giai. Sau day la mot cach giai khac dung phép chiéu xién
gbc theo mot phuong chiéu tuy chon.
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5

7

Hinh 69.

A_,_.\nor

Hinh 70.

Néu ta ¢6 mot diém A va ta mudn chiéu diém A theo phuong s (s,, s,) 1én

mat phing chiéu xién ma ta chon la =, thi giao diém cla tia chidu [ qua A véi
mit phing 7, 12 hinh chidu xién A' ctia diém A. O day thuc chat A' 1a vét bing

cta tia chiéu /.

Bay gio néu ta dung
phép chiéu xién lén mat
phéng m, theo phudng cua vét
ding (mj,m3) thi trén =,
mit phidng o dude chiéu
thanh vét bang nj cua né,
con AB thanh A’B’.

Giao diém I’ cia A’B’ véi
ny la hinh chiéu xién cua
giao diém cén tim. Sau dé
chi€u ngude lai, ta ¢6 I, trén
A B, val, trén A,B,. Ap dung
dung hinh nhu trén hinh 70,
ta sé c6 duge A'B’.

Hinh 71.
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BAI 26: Tim giao diém ctia dudng thing d (d, = d,) véi mit phing a.

Phén tich: Dau tién phan tich m® thanh m{ va mj va n® thanh n}va
n$ . Van tién hanh ba budc dung hinh.

1. Qua d, lap mat phang phu trg ¢,.

‘2. ¢, cit m tai P, dong xuéng m; ta c6 P,. ¢1 cit n} tai Q,, dong lén n?
ta c6 Q,. PQ la giao tuyén giita @, va a.

3. P,Q, cét d, tai I, = I, la giao diém I ctia d va mit phing a.

o
. 3
T m
X x X n
/ )
4
n
«
Hinh 72a. Hinh 72b.

BAI 27: Cho dudng
thing d va mét diém A.
Hay dung mot hinh thang
ABCD vudéng tai A biét
rdng day lén BC thudc
dudng thing d, day nhé AD
dai bang AB va canh bén
CD biang 1,15 AB (hinh 73).

Phén tich: Ta phai N2
lam sao dé dung dudc db
l6n thuc cua hinh thang
vudéng ABCD. Muédn vay ta
phai 14y hai diém M, N, tuy 07y,
¥ trén duong thing d dé c6 42
duge tam giac AMN.
C6 hai cach 'giai bai toan.

A

Hinh 73.

34



CachlI: Dung cach tim dé 16n that cta cac doan thang va dung ty s8 don
dudce bao toan.

M cdf MN Az NZ

B2 1
M2 Gd

d
P M cat AM A2

Hinh 74.

Trude tién ta tim dé dai that cha cac canh ctia tam gidc nén AMN bing
phudng phap tam giac.

Vdi chiéu dai that cia MN, AM va AN ta dung duge d6 16n that cia AAMN
(hinh 75) trén cd sd AAMN, ta ha ABR MN (day 14 dudng thing d). Vay AB la
moét canh vudéng cua hinh thang. Qua A ke / MN va dat AD = AB thi ta c¢6 day
nhé la AD. T D lam tdm véi ban kinh bing 1,15 AB ta vach mét cung tron céat
MN tai dinh C cua hinh thang.
Bay gio ta dat MN cua hinh 75
trang véi MN, & hinh 74. Ta biét
ring ABHD dude chiéu thanh
céc hinh binh hanh. C6 A,B.H,
va A,B,H,, ta sit dung tinh chat
song song cua cac canh d6i dé
xdy dung duge D, va D, Nai
A,B,C,D, va A,B,C,D, thi day 1a
2 hinh chiéu cta hinh thang
vuéng can dung. Hinh 76 trinh Hinh 75.
bay buéc dung hinh cuéi cing.
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Cach 2: Ta dung phép
xoay quanh dudng bing h ctaa
mat phing AMN dé tim d6
16n that cia AMN. Dua trén
hinh that nay ta dung dudc
d6 16n that caa hinh thang
vuéng. Ta xoay diém N
quanh h theo Iy thuyét da hoc
thi ta c¢6 vi tri sau khi xoay
cia N 1a N. Tt diém nay
déng vudng goc véi h, ta co N,
trén d,, M=M,, I= I, (hinh
77). Noi A,N, cét h, tai I,. N6i
N Lkéo dai, réi tu A, ké
vuéng géc véi h, sé cit NI,
tai A.

Mz,

d Z AZ

Hinh 76.
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Ti A ha vuéng géc véi d
taco B. Tit A k& AD// dva
AD = AB thita c6 D. Tu
lam tAm vach mét cung tron

1,15 AB cho cdt d thi d6 la

Rl w)

C. ABCD la dj 16n that cia
hinh thang vuéng theo yéu cau.
Béing cac duong déng b vai h,
ta suy ra B — B,; 5 - C,, A,
0, va D thang hang, vay
A,0,D, ciing thing hang, tir d6
suy ra D,  Tu d6 dong 1én cé
A,B,C,. Muén xac dinh D, thi
ke AD, // B,C, va dong tu D,
lén ta c6 D,. N6i1 cac dinh ABCD
ta ¢6 hai hinh chiéu cua hinh
thang vuéng cin dung (hinh 78).

4

X

ra

Df
0,

dz B,

4,
g
P
<
Az

Hinh 78.

BAI 28: V& mot dudng bing cét hai dudng thing a va b chéo nhau va lam

v6i chuing cac géc bang nhau.

2
1)!
) |
b J,'

b‘z’
by
dz
0,

Hinh 79.

Phén tich: Theo mot ménh dé néi rang: "cac dudng thing muén lam véi

hai dudng thing cho trudc cac géc bing nhau thi phai song song v6i mdt mat

37



phéng di qua mét trong hai
duong phin giac cua goc
tao bdi hai dudng thing cit
nhau tuong Ung song song
véi hai duong thing cho
trude va vudng goéc véi mat
phéng cta géc dé".

Vay trudc tién qua O
bit ky chaatakéb'// b (b,
//' b, va b’y // b,). Biy gid ta
ldy mo6t diém A trén a va
mét diém B trén b’ sao cho
OA = OB. Mt phéng trung
truc caa AB chinh 1a mit
phing cidn dung va duong
bing can tim phai / véi
mit phing nay thi méi cit
a va b theo cac géc bing
nhau. Liy A tay ¥ trén a,
réi tim d6 lén that OA.
Trén b' ldy B' tuy ¥y trén b’
roi tim d6 16n that OB'. T4t
nhién OA thuong khac OB'.
Trén d6 16n that cua OB’ ta
dat mét diém B sao cho
OA = OB. Déng ty 18 vé ta
c6 B, vi B,. Qua trung
diém I cha AB ta lap mat
phéng trung truc cua AB,
xac dinh bdi dudng bang h
sao cho h, 1 A,B, va dudng
mat f sao cho f, h A,B,.

Hinh 80.
\ 8 4,
A !
fi
X
7 -l
£ /
Az hy
Hinh 81.

Bay gid qua O ké mot dudng bing b’ / b (W, / h, va ', # h,). Dudng thing a va
dudng bing h' xac dinh m6t mat phing y. Rbi tim giao diém K cta b véi mat

phing nay. Sau d6 qua K ké mét dudng bing h" thi h" ciing cit ca a nia, vi

cing thudc mdt mit phing. Dé tim giao diém K clia b véi mét phing y, ta dung

mat phing phu trd chiéu bang ¢, cit y theo giao tuyén 1-2. Trén hinh chiéu

38



ding 1-2 cat b, tai giao diém K,. Qua K, ké dudng bang h", va qua K, ké h", //

P
/<1>N§ff _ﬁ\ by
V"\\ i Ny '
fi |

3y

Hinh 82.

BAI 29: (hinh 83).

Trong mat phing ABC
(v61 BC la duong canh), tim B
diém K cé db cao la 2 cm va
do xa la 1,5 cm.

Phén tich: Trén ABC, 2

tap hop cac diém cé cung dd X

cao 1a 2 cm la dudng bang h
c6 d6 cao la 2 cm. Ta xac
dinh h, réi suy ra h,. O hinh
chiéu bing h, chon mot £

diém K c6 dd xa la 1,5 cm.
Hinh 83
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Gidi: Dé vé dudc
dudng bing h ta ldy mot
diém D bat ky trén AB kéo
dai réi thay ABC bang
ADC 4@ giai toan.

BAI _30: Vé hinh
vuong ABCD trong d6 AB
la mét dudng bang thude
mit phing a, con CD thudc
mit phang n,. (hinh 85).

Phan tich: AB la
dudng bang clia o nén ta
gén vao mét dudng bang h
thi tim duge A,B,. Bay gio
xéc dinh dinh C; Vi ABR_BC
ma AB la dudng bang nén
A,B, h B,C,, vay C, nim
trén dudng thang b vei
A,B,. Ngoai ra C,D, ndm
trén truc xx (vi CD thudc
Ty).

Vay C, phai ¢ vi tri
sao cho dd 16n thuc caa BC
bang d6 1én thuc cua
AB = A,B,. Hon niia hiéu
d6 cao cua B va C l1a Az da
c6 trén hinh chiéu ding.

Két hgp do dai that caa BC va Az ta dung dude chiéu dai hinh chiéu bing B,C,.
Giai: Cho h, = A,B, - h, - A B,. Tt d6 ta c¢6 Az cua BC. Qua B, ké mot
dudng thingll A,B, réi ké mét dudng thing // thit nhét va cach mot doan 1a
Az. Tt B, lam tdm, vach cung trén ban kinh A,B, cat dudng thing vita vé tai
I. V& tam giac vuéng IB,C, thi canh B,C, la chiéu dai hinh chiéu bdng cua
canh BC. Hoan chinh hinh cht nhat A,B,C,D,. Déng lén truc xx ta c6 C,D,,
va hoan chinh hinh binh hanh A ,B,C,D,. D6 la hai hinh chiéu caa hinh

vudéng ABCD.
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BAI 31: Cho hai duong

thing a va b chéo nhau. Bang

cach thay déi mat phéng chiéu /

mét 1an d€ sao cho hai hinh \
chiéu méi cua ching song song

v61 nhau (hinh 87).

Phaén tich: Bay gio ta cét
b bdi mét dudng théng a' // a e
thi mat phiang (a' x b) // véi a.
Né&u mit phéng nay suy bién
thainh mét dudng thing thi
phai song song véi a. Hinh 87.

Gidi: Cit b bdi a' // a. V& mot duong béng h trong mit phing (a' x b). Bay
gio thay m, bdng 7', véi x'x' h, thi bing cach thay mat phang hinh chiéu ding
ta thdy mat phing (a' x b) suy bién thanh duong thing b', va dudng thing a
thanh a'; va a', // b', (hinh 88).

BAI 82: Cho hai dudng thing a va b chéo nhau. Hay ké mot dudng thang

C song song véi truc xx cat ca a va b (hinh 89).

4]



Phén tich: Cho mot
duong théng I // truc xx cét
a tai I dé xac dinh mét mat
phing a. Tim giao diém K
cua b véi mat phing o. Qua
K chi viéc ké 1" // I thi I' cAt
ca hai duong thing a va b.

Gidi: Lap mat phang
o bing cach cit a bdi I // xx.
Tim giao diém K cta b véi
mit phang a. Qua K ké I’ //
l. (xem hinh 90) tim K thi
xem lai bai 17 (hinh 52).

BAI 33: Cho hai
duong thing a va b chéo

bz

Hinh 89.

nhau. Dung mét hinh binh hanh ABCD c¢é day 16n BC thude ducng théng a,
dinh A thudc dudng thing b, canh bén AB dai hon dudng cao AK la 5 mm, con

day 16n BC bing 1,5 AK (hinh 91).

Phédn tich: Cac canh AB va BC déu phu thude vao chiéu dai cia duong
cao AK. Vay dau tién ta c6 chan vudng géc K roi: AK B BC tic a, ma a la dudng
bing. Vay A,K, b a, tai K,. Tt d6 c6 dinh A, trén b,, réi c6 A, trén b,. Sau dé
tim d6 16n that caa AK. Bay gid vach mét nia dudng tron duong kinh AB = AK
+ 5 mm. Vi B,C, phai trung véi a, nén hiéu dé cao giita A,B, ciing bing Az. Dat
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Az 1én nita dudng tron trén hinh 92 ta co chiéu dai cua hinh chiéu bang A,B,.
Pit 1én hinh chiéu bang ta dude B, va B',. Ta chi 14y B, dé giai nét bai toan. Pat
C, trén a, sao cho B,C, = 1,5 AK. C6 A, B, C thi xac dinh nét dinh D bang cach
161 dung tinh chét cua hinh binh hanh cé hai canh d6i song song.

Hinh 90. Hinh 91.

Hinh 92. Hinh 93.
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BAI 34: Cho mat phéng
o xac dinh bdi hai dudng
thing a va b song song, va
mét duong thing d. Tim trén
d mot didm M cach mat
phing o mét doan bang 1,5
cm (hinh 94).

Phaén tich: Qui tich cua
M 14 hai mat phing ¢ va y
song song vdi mit phing a
cho trude va cach o mot doan
bdng 1,5 cm. Phai thay mat
phing hinh chiéu diing dé ba

7
Hinh 94.

mit phéng / thanh ba dudng thing /. Cac giao diém ctia d v6i hai mat phang
qui tich sé la diém M can tim (hinh 95).

Gidi: Ké mot duong bang h cit a va b. Chon xx' b h,. Ly mét diém B
trén b va dua sang hinh chiéu ding méi 1a B';. Dudng thing h',B' 1a hinh chiéu
suy bién o', cia mat phang a. Sau d6 ké hai dudng thiang ¢', va y', song song

véi o, va cach 1,5 cm. Hai mit phing o', va y', sé cit d', tai hai diém M va M* la
hai nghiém cén tim. Sau d6 dua két qua vé hai hinh chiéu ci. (hinh 95).
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BAI 35: Tim nét hinh chiéu bing K, ctia diém K biét ring K cach déu A va
B (hinh 96).

Ay
" i & ke
1 8.
B, f 3
K
X 0 At X X Af - b4
3
A 4, 4 o4 \
% 5
Hinh 96. Hinh 97.

Phén tich: K phai
thuéc mat phing trung truc
cua AB. Vi AB la dudng canh
nén néu ta dung hinh chiéu

gian hon. Mat phdng trung X
truc cia AB 1a dudng thing
trung truc y, cua A;B,, va K,

5

|
canh d8 giai bai toan thi don L aig
A \2

Ay

phai thudc y,, Dung hinh 4,
ngudc trd lai ta ¢6 K,. Con c6

thé giai bai toan nay nhu sau Hinh 98.
(hinh 98) AB la mdt duong

canh thudc mat phang phan giac 1.

Vay mat phang trung truc y cia AB phai la mét mat phang di qua trung
diém I cia AB va song song véi mat phidng phan giac II. Vay qua I téi ké hai
duong d va [ cung song v6i mat phang phén giac hai (d, / d,) va (I, //1,) thid x
xac dinh mat phdng trung truc y cia AB. Cuéi cung chi viéc gin K vao mét
dudng thing bat ky cta y 1a ta tim duge K,.

BAI 36: Xac dinh d6 16n that cia géc gitia hai mat phing o va B cho bing
vét (hinh 99).
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Phan tich: Géc giia
hai mat phing la géc phing
nhi dién tao bdi hai mat
phing d6. Ta c6 thé tim giao
tuyén PQ cta hai mat phéng
d6, réi trén mit phing thu
nhét 18y mét diém A bat ky,
trén mat phing thi hai 18y
mot diém B. Ta c¢6 hai tam
giac APQB cat nhau theo
PQ. Sau d6 thay mit phing
hinh chidu hai ldn dé PQ
thanh dudng thing chiéu:
P 29_ Q',, suy bfg\zljanh mét
diém thi géc A’,P’,B’, 1a gbéc
cin tim. Nhung sau day 1a cach
giai bai toan ngén gon han.

Qua O bat ky khong
thudc hai mat phing trén,
takédl o valh B, thigéc
gitia d va [ 1a gbc o la goc bu
cua gbéc o' gita hai mit
phing. Dung xoay quanh
dudng bing dé tim 46 lén
that cha goéc o rbéi suy ra

goc o 2
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II. CAC BAI TOAN PHUC TAP

BAI 37: Cho hai doan thing AB va CD chéo nhau. Ké mét dudng bing h
ct AB va CD theo cung ty 1¢, hinh (102).

Cf
A,
33'
D‘.f
X X
Az
G
Hinh 102. Hinh 103.

Phén tich: Qua AC va BD phai lap dude hai mat phéng song song. Sau dé
dung dinh 1y Talét dé giai quyét.

Gidi: Ké DE // va = BA; ké CF // va = AB. Nhu vay ta c¢6 hai mat phing
AEC va BDF song song vdi nhau (hinh 103). '

Trong mit phing BDF ké mét dudng bing h. h, cit d,F, tai G,. Ké G,I, //
C,F,. Tul, ké LK, / h,, thi IK, 1a hinh chiéu ditng cia dudng béng cit AB tai K
liDl =I|G| =K|Bl .y IIDl =Kl‘-Bl -VayKvéI
CIDI CiFf AFBT ClDI AiBI
da chia AB va CD theo cing ty 18. Ciing cé thé ké AK // va = CD réi giai nhu
trén (hinh 104).

va CD tai I. Theo Talet ta cé:
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Hinh 104. Hinh 105.

BAI 88: Vé diém déi xing cta diém I qua dudng thing t (hinh 105).
Phén tich: Phai tim
chan vudng géc H ha tit I xuéng
duong thang t, (khong ha
vudng gbc ngay trén db thic 1
duge). Dé tim H, qua I ta lap 2
mdt mit phing y b x H bt If’ l
f, bt vah, b t,. Sau dé tim
giao diém cia y véi t. Mat
L

phing phu tr¢ chiéu ding
¢, = t,, cit y (b x f) theo giao
tuyén o6 g, =d,. g, cit h, va f, tai
hai diém 1 va 2 tit d6 suy ra g,.
gz‘-ﬁttztﬁinmYMHrBéY
gid chi viéc 18y T, d6i xting véi I,
qua Hy I') d6i xing véi I; qua
H,, thi I' 1A diém d61 xing ciia I
qua dudng thing t (hinh 106).

L,

Hinh 106.
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BAI 389: Ve duong thang x' déi xing vdi truc x qua méit phéng P ¢c6 m” = n*

(hinh 107).

Phén tich: Vé nguyén tic phai lay hai diém A va B trén xx rdi tim diém déi

xting A' va B' qua mat phang P sau d6 néi A'B'. Nhung & day truc x (x, = x, = X) ¢b

mot diém chung véi mat phang P roi. D6 la giao diém xx véi m” = n®. Ta goi la
K (K, = K,). Thi diém d6i xtng v6i K qua mat phéng P lai la chinh diém K.
Nén ta chi can ldy mét diém A trén truc xx (A, = A,) rdi tim diém déi xing A'
ctia A qua mat phang P. Dé tim A', tir A ha mét dudng théng d vuéng géc véi
mat phdng P: d, i m® va d, 1 n", va & day d, = d,. Sau d6 tim giao diém I cia
d v6i mat phéng P, réi 1dy A'T1 = IA. Chu ¥ 1a d i P ma PJa_mat phéng phan
giac I vi P c¢6 hai vét tring nhau nén d di qua I phai thudc mat phan giac II

nén d, = d, (hinh 108).

Hinh 107.

BAI 40: Vé tam giac
cin ABC, AB = AC, dinh A
thudc truc xx (hinh 109).

Phan tich: Quy tich
cua diém A la mit phang
trung truc cuaa BC. Sau dé
tim giao diém cla truc xx
véi mat phing trung tryc
thi d6 1a diém A céan tim.

& o
Zs
AzA, NG 9>
EI?.
x f?;a Kf 'LAf
K, 7 A, mj
B
P
Hinh 108.
1
By
5
5,
&
Hinh 109.
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Gidi: Lap mat phing
tru-ng truc y caa BC (hinh 110).
Qua trung diém I cta BC ké
mét duong biang h va mét dudng
mit f sao cho h, b B,C, va f,
B,C, thi bt x D tao ra mat
phiéng trung truc y. Mat phéng
trung truc c6 mot diém chung
vél truc xx, d6 chinh la giao
diém cta 2 vét cia mat phang
trén truc xx. Vi vay chi can tim
mot vét n' ciia mit trung truc
va vét nay cit truc xx tai chinh
diém A cdn tim. Vét bang N,
cua duong mat f cho ta moét
diém ctia n?, rdi ké n' // h, thi c6
A, = A, trén truc xx.

BAI 41: Qua diém K ké
mét duong thing d cit ca truc xx
va dudng canh CD, (hinh 111).

Phédn tich: Qua K va AB
lap mit phdng KAB. Sau d6 tim
giao diém I cta truc xx véi mit
phdng KAB. I, K va AB déu
thude mét phdng KAB nén IK sé
cat AB tai E. Mudn tim vét bang
n®48 thi tim vét bing N cta KA,
sau d6 tim vét bang N' caa KB.
N6i N va N' thi d6 1a vét bing
n®® clia mit phing KAB. n¥48

cit truc xx tai I (I, = L) K/I, cét

A,B, tai E, va K,I, cit A,B, tai E, (hinh 112).

Hinh 110.

5

Hinh 111.

BAI 42: Cho mét diém A va (hinh 113) mot mat phéng (h x f). Xoay A quanh
A truc xoay chiéu bing dé A téi vi tri méi A' thudc mat phéng cho trude (h x ).
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Hinh 112.
ff }ff
0y ﬁf “ Q?‘
ﬂf
A ’
A 1 ’f'f N /’ q‘; ﬁ’
by
hs h
f2 \ £z
ay 0, aF A 0z
} A, P
A
Hinh 113. Hinh 114.

Phén tich: Khi xoay diém A quanh A chi€u bang thi A vach nén mét
dudng tron thude mét mat phing bing ¢, nén hinh chiéu ding cta duong tron

3



14 mé6t doan thing // truc xx, con hinh chi€u bing 12 mét dudng tron cé ban kinh
la A,A,. Mat phéang béng ¢, chita dudng tron sé cit mat phang (h x f) theo mdt
dudng bang h'. Giao diém clia dudng tron véi h', 1a vi tri mdi A' cia A. Xem dung
hinh trén hinh 114, ta ¢6 hai vi tri A' va A", vay bai toan nay ¢6 hai nghiém.

Chi y: Néu truc xoay A la mét dudng bang, duong mat, hoic dudng thiang
bt ky thi phai thay d6i mit phing hinh chiéu mét 1an hoic hai 1an dé cho true
xoay A thanh chi€u bang hoic chiéu diing réi tién hanh nhu trén.

BAI 43: Cho hai dudng thing D va A chéo nhau va mdt truc t chiéu bing
cit D tai I. Quay D quanh t dé dén vi tri méi D'E A (hinh 115).

Phén tich: Moi dudng thing D' di qua I ma vudng goc véi A thi phai thude
mot mit phéng o qua I vahb A (fllg_ﬂh.1 va hzjﬂ_ A,). Khi xoay, D ¢6 diém I khong
d6i. Vay sang vi tri mdi D' ciing qua 1. Bay gid lay mot diém A trén D dé xoay
quanh t thi A vach nén mét dudng tron thude mét mit phang bang ¢, nén hinh
chidu bing cia dudng tron van la tron. Mit bang ¢, cit méat phing a theo mot
dudng bing h cb hgjﬂ_ A,. Chi cAn ké qua I mét dudng mat f cha mat phing o
(f, JEI_AI). h, cét f, tai O,, suy ra O, thudc f, qua O, ké h, JELA2. Dudng tron trén
cit h, 6 dau thi d6 12 vi tri mdi A' ciia A. T4t nhién khi d6 A' thude a. IA' 1a D'
can tim (hinh 116).

Pudng tron cit h, tai hai diém bén ta c6 hai nghiém IA’ va IA”

. |
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Hinh 115. Hinh 116.
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BAI 44: Tim trén duong thiang AB diém C cach mat phang DEF mét doan
bang a cho trude (hinh 118),

Phén tich: Nhing diém
trong khéng gian ma cach mat
phidng DEF mét doan bing a
1a hai mat phang o va B song
song vél DEF va cach DEF
mot doan bing a. Tim giao
diém ctia AB véi a va B chinh
1a cac diém C can tim. Dé gidi
bai toan dé dang, ta thay mat
phang hinh chiéu ding thi khi
d6 3 mit phang sé c6 thé
thanh 3 dudng thing song
song va bai toan tré thanh tim

giao diém cha AB véi hai

dudng thing o', va B',. Hink 117.
E
i 8,
Df
A F
X X
.Dz E.?
5,
Az
£
Hinh 118. Hinh 119.

] 2 . - -~ n LY -
Gidi: Dé DEF thanh mit phang chiéu ding trong hé —-, ta ding mét

2

dudng bing h thudéc DEF, réi 14y truc x'x' vudng goc véi h, thi h', sé thanh
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mét diém va mat phing DEF
thanh mét dudng thing E,F, di
qua h';, va hai mat phing a va p
sé thanh o', / E,F, // B'i(hinh
119). Giao diém C', va C*, cua
A'.B', v6i o', va B, chinh la hai
nghiém cin tim. Sau dé6 dua két
qua vé hai hinh chiéu ban dau
(hinh 120).

BAI 45: Cho mét hinh chép
SABC, c¢6 BC//n,. Xac dinh dudng
cao SH cua hinh chép (hinh 121).

Ay

Hinh 121. Hinh 122.

Phaén tich: Bay gio ta phai ha mot dudng thang vudng géc d tir S xudng
mit phdng ABC, sau d6 tim giao diém H cta d véi mat phing ABC. SH la
dudng cao cin tim.

Gidi: d qua S ma vuong géc véi ABC thi d, L f, va d, Bi_h, ctia ABC. Dau
bai cho BC la dudng mat f rdi nén d, b B,C,. Phai vé h, d€ ¢6 h,. Sau d6 ké
dzjﬂ_hz. R6i diung mit phéng phu trd chidu biing @, = d, dé tim giao diém H cta
d v61 mit ABC. Cé H, suy ra H,(hinh 122, 123).
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BAI 46: Cho mét mat phang chidu canh o va mot diém A ngoai mat phing
a.. Khong ding cac phép bién d6i va khéng dung hinh chiéu canh, ha mét dudng
thdng vudng goc tit A xuéng mat phing « va tim chan H dudng vuéng géc dé.
(hinh 124)

Phan tich:

a) o 12 mat phang chiéu canh (b n,) nén duong vudng goc AHh « tic AH
/Il m;, va AH la m6t duong canh, do d6 chan dudng vuéng géc (H,, H,) phai trén
dudng thing A A,.

b) H phai thugc giao tuyén g véi a cia moi mat phiang qua A va vudng géc
véi o. Nén dudng thang A A, cit g, tai H, va cit g, tai H,, va (AH,, A,H,) 1a
dudng vudng géc can dung.

A
mﬂ(
X X
n"f
A
Hinh 123. Hinh 124.

Gidi: Dau tién ké mot dudng thing bat ky d thudc mat phing o. Sau dé
qua A lap mdt méat phing B vudng géc véi d tic 1a B cing b véi o. DE xac dinh
B, qua A ta ké mét dudng mat f sao cho f, b d, va mot dudng bang h sao cho
h, b d, (hinh 125).

Bay gi¢ ta phai tim giao tuyén g clia mat phiang B véi mit phing «. Muén
vay ding mét mit phing phu trg chiéu bing ¢, = h, dé tim giao diém I cta h véi
mit phéng a. Sau dé dung mit phﬁng chiéu diing 0, = f, dé tim giao diém K ctia
f véi o. Ké K1, cit dudng dong A A, tai H, va K,I, cit A,A, tai H,. A,H, va A,H,
chinh 14 hai hinh chiéu ctia dudng vudng géc ha tir A xudng mat phing o (KI 1a
giao tuyén ctia mat phang P véi mat phing a) (hinh 126).
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BAI 47: Tim giao diém ctia dudng canh AB véi mét mit nén tron xoay
thang ding (hinh 127).

Phan tich: Theo ly thuyét da hoc, phai lap mét mat phing phu trg qua
AB va phai qua dinh S ca nén thi giao tuyén ctia mat phang phu trg (S, AB)
v6i mat nén méi 14 mot tam giadc cAn. Néu mit phing phu trg khéng qua S thi
sé cAt non theo cac dudng conic (ellip, parabén, hypecbén), khi d6 xac dinh giao
di€m khéong chinh xac. Vay mit phing phu trg phai la SAB (hinh 128). Dé tim
tam giac caAn giao tuyén cua SAB véi nén, ta tim giao tuyén ctia SAB véi day
nén (4 day 12 mat phing bing) bing cach tim giao diém N va N' ciia SA va SB
v6i mat day nén rdi néi lai va cho cat vong tron day nén tai E, F thi SEF la tam
gidc can giao tuyén. A,B, cit S,F, va E,F, tai [, va K, thi d6 1a cac giao diém cta
AB véi hinh nén. Chi y K, thudc E,F, nén K, thuéc day nén @ hinh chiéu diing
(hinh 129).

Hinh 127. Hinh 128.

BAI 48: Cho mit cdu tdm O, ban kinh R va dudng bing h. Qua h dung
mdt mit phdng a (blng vét) sau cho né cit mat cdu theo dudng tron 16n nhét,
roi vé cac hinh chiéu cua giao tuyén dé (hinh 130).
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Hinh 129. Hinh130.

Phén tich: Mat phing o mudn cit duge hinh cdu theo dudng tron 1én
nhat thi o phai qua tdm cdu. Vay mit phing o chinh 1a mat phing (h, O).

Gigi: Viéc ddu tién 1a tim hai vét n® vA m® cia mit phang o (h; 0), vét
bing n® phai song song vdi h, vi mat phéng a di quanh.

Muén vay ta ké mot dudng thdng OF bat ky ctia mit phing a (h; 0). Tim
vét bing N, cia OF. Qua N, ké n® / h,. Muén tim vét ding m® cia a thi ta ké
thém dudng bing h' // h qua O. Tim vét ding M, va M', ctia h va h' thi dudng
thidng M,M', chinh la v&t ditng m® ctia . Néu vét bang n° cit truc xx tai o, thi
chi cin tim M, cta h réi n6i M,a, thi d6 1a vét ditng m®. D& vé giao tuyén cua
mit phing a (h; O) véi mit ciu ta sé tién hanh nhu sau. Ta xoay diém O quanh
dudng bang h thi sau khi xoay (O, h,) 1a 5 16n that va giao tuyén la dudng tron
tdm O va ban kinh R. O, thanh O; A,B, thanh A B Muén tim C, thi ké B C
cit truc xoay h, tai I, khong déi khi xoay. Réi ké B,I,, tit C déng b h, cét B,
tai C,. V& nguyén téc c6 truc 1én A,B, va truc nhd C,D, thi elip da dude xéc
dinh, day 14 hinh chiéu bing cia giao tuyén ctia mit phing o (h; 0) véi mit
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cAu. Néu muén dua vé hinh chi€u bing diém P ctia giao tuyén, thi ké O P cit
h, tai K,. N&i O,K, réi déng P vé O,K, thi c6 duge P,. D8i véi diém Q ciing lam
tuong tu. Déng thdi 10i dung tinh chit d6i xting qua tdm cua ellip, dé vé nét cac
diém khac. Mudn dua cic diém cta giao tuyén vé hinh chiéu ding thi coi cac
diém d6 hodc 1a thudc mat phing (h / h') nhu diém P va diém Q, hosc 1a thude
mit cAu nhu cac diém A, Bv.v...
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Hinh 131.

BAI 49: Canh AD cta hinh vuéng ABCD 1a mét dudng bing cia mit
phing a chia hinh vuéng ABCD. Cho trudc A,B,C,D, va n® hiy vé nét hinh
chiéu ditng cua hinh vuéng dé (hinh 133).
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Hinh 132. Hinh 133.

Phén tich: Hinh chiéu bing ctia hinh vudng phai 1a hinh chit nhat
A,B,C,D, (dinh ly hinh chiéu ctua géc vudng). Vi AD la dudng béing nén chiéu
dai A,D, 1a dd 16n that cua canh hinh vuéng. Dya vao A,B, va dua vao do dai
that cua AB chinh 12 A,B, ta dung tam giac vuéng A,B,B, thi trong d6 B,B, la
Az giita A va B. Nhung ta chua biét d6 cao cu thé ctia ching. Vay tam 18y vi tri
A',B', lién hé chiéu véi A,B, cho truéc va sao cho hiéu d6 cao bing Az. Dya vao
hai dudng bing AD va BC ta tim céc vét ding ctia ching 1a M, va M',, réi néi
vao thi néi chung vét m* khéng cét n® trén truc xx. Vay m® chua phai 1a vét
ding m* cin tim (hinh 134).

Bay gid ké m®// m*™ va qua diém o, trén truc xx, thi dady mdi la vét ding
cua o (hinh 135). Vay phai diéu chinh hinh chiéu ding cua A,B,. T M,, déng
tiép 1én m” thi c6 M, tit d6 xac dinh duge A,. Tuong tu cho B,, Dya vao nhén xét
la hinh chiéu ding la hinh binh hanh, ta hoan chinh dugc hinh chiéu ding
AB,C,D,.
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BAI 50: Thay mit phing hinh chigu dé hinh chiéu bing méi A',B',C',D', 1a
hinh binh hanh (hinh 136).

Hinh 136. Hinh 137.

Dy

Hinh 139.
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Phén tich: Bon diém
A, B, C va D tao thanh mét tu
giac ghénh (hinh 137). Mudhn
cho ABCD chiéu thanh mdt
hinh binh hanh thi phai chiéu
theo phudng xac dinh bdi hai

trung diém cua hai cip canh

d61 nao d6. Ta c6 ba cip canh
déi, vay c6 3 phuong chiéu. O
day ta chon cdp canh AB va
CD, nén phucng chiéu la
duong thing néi cac trung
diém I va J (hinh 138).

Muén bién IJ thanh
duong chiéu thi phai thay
mat phing hinh chiéu ding
trude dé IJ thanh dudng mat

trong hé thong méi i Sau
n,

d6 thay mat phing =, dé
duong thing IJ thanh duong
thing chiéu bing trong hé

théng ’;‘ti I, tring véi J,
2
thanh mét diém nén hinh
chiéu méi A,C',B,D', thianh
mét hinh binh hanh vi ¢6 hai
dudng chéo cit nhau tai diém
gitta. Trude tién chon x'x' //
I,J,. Sau dé chon x"x" vudng
géc véi I',J', thi s& c6 I"y = J',
sau khi dung hinh theo qui
tic thay mat phing chidu: do
cao cii bing d6 cao mdi, d6 xa
cit bing d6 xa méi (hinh 139).

A;

Hinh 140

Ay

5

Hinh 141
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BAI 51: Vé hinh chiéu bing cta tam giac déu ABC c6 hinh chidu ding la
tam giac cén, canh bén nho hon canh day.

Phén tich: Vi ABC la déu néu ba canh déu c6 d6 16n that bang nhau.
Nhung A,B, = B,C, theo ddu bai, vay dé c6 46 dai that bing nhau (phuong
phap tam giac) thi hiéu d6 xa ctia chiing phai bang nhau (Ay cta A,B, = Ay
cua B,C,), ciing co nghia la AC 1a mdt duong mat, va A,C, phai // xx va A C,
12 d6 dai that ctia ba canh ctia A déu ABC. Ké B,B, h_ B,C, réi dat C,B, =
C,A, thi ta ¢6 ngay B,B_ 1a Ay cia A,B, va B,C,. Theo hinh ta c6 hai nghiém
1a A,B,C, va A,B',C,.

BAI 52: V& cac vét clia mit phéng P chita dudng théng t va P nghiéng véi
n, mot goc 60° (hinh 142).

Hinh 142.

Phén tich: Mit phing P chita dudng thing t, trén vét bing n® ctia mit
phéng P phai chita vét bing N, cta t va vét ditng m” phai chita vét ditng M, cta
t. Bay gid 14y mot diém S bat ky trén t. Lap mot hinh nén thing ding tron xoay
c6 dinh 1a S c6 géc day la 60° va day thude m, (hinh 143). Mat phdng P ma lam
véi m, modt gée 60° thi mat phing P phai tiép xic véi mit nén trén. Pinh S thude
t tic thude P. Vay chi cdn vach vét bing nf di qua N, va tiép xic véi day nén
trén. n® cit truc xx tai mét diém a,, néi a, véi M, 1a vét ditng m® ctia mat phing
P. Con mot nghiém n* nda. Chi §: néu N, 6 ngoai dudng tron day noén thi cé hai
nghiém. Néu N, thudc day nén thi c6 mdt nghiém, con néu N, § trong duong
tron day nén thi vé nghiém.
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Hinh 143.

BAI 53: Tim khodng cach tir A dén dudng thing [ (hinh 144).
(Chii y: A, = A,).

Phan tich: Qua A lap -
mot mit phing o b1 Sau @
d6 tim giao diém H cha !
v6i mat phdng o thi AH la H,
khoang cach. Vi A thudc x

nén day la giao diém cua
hai vét cia mit phang P, 9,
mét phing P mudnhi/ thi

n"h ,vanth L, Bt ol 1

Bay gio tim giao diém
caa [ véi P, bing dung mat
phéng phu trg chiéu ding nf
¢, =1, = g, (g 1a giao tuyén cua
¢, vO1 mat phéng P). Ta suy ra
g, cit I, tai H, tir d6 suy ra
H,. AH chinh 14 khoang cach
tit A dén I Tim d6 16n that 2
cia AH bing phuong phap
tam giac vuong. Hinh 144,
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BAI 54: Cho dudng thing d va mat phing P bing hai vét. Hay xoay d
quanh mot dudng thang chiéu bing t tu xac dinh dé d téi vi tri méi d' song song
v6i P va cach P mét khoang bang 1 cm (hinh 145).

Phén tich: Duong thing d sau khi xoay thanh d' thi d' phai thudc mét
mat phing P' song song véi P va cach 1 cm. Bdy gio tim giao diém I caa d véi
mit phing P'. Qua I ké mot duosng thing chiéu bing t (t, = 1,). Vay truée khi
xoay d da c6 mot diém chung I ¢6 dinh véi P’ vi I thudc t. Sau d6 chi viée xoay
vét bing N, ctia d quanh t, t6i triing véi n® 1a d thude mat phiang P’ (hinh 146).

?
d, «
Ty
X X
,
dz
Pl
Hinh 145. Hinh 146.

ferm

Term

Hinh 147.
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Gidi: Trude hét thay mat phing n, dé mat phang P thanh chiéu ding
(hinh chiéu ding méi thanh mot duong thang) va khi d6 P va P' thanh 2 dudng
// va cach nhau 1 em (hinh 147). Dua cac vét cua P' vé (n” // n¥; m® // m®). Dung
mit phdng phu trg ¢, dé tim giao diém I ciia d véi P’. Qua I ké truc xoay t chiéu
bang (t, = I,). Véi I, lam tdm va ban kinh I,N, (vét bang ctua d) vach mot cung
tron cat n® tai N’, va N”,. ,N’, va I,N”, 1a hai nghiém. Pudng tron khéng cat n*
nén khéng ¢6 nghiém trén P".

BAI 55: Dung mét mat phang chita dudng bang h sao cho né cit hai
mat phang chiéu ding o, va chiéu bang B, theo hai giao tuyén vuéng géc
nhau (hinh 148).

Phaén tich: Trude hét phai tim giao diém K va L ca h véi a, va B,. Sau d6
lap hinh cdu duong kinh KL. Réi tim giao tuyén g cia a va B, g, = o, va g, = f3,
(hinh 150). Cudi cung tim giao diém I va J cua g vdi hinh cAu trén thi hai mat
phang (KLI) va (KLJ) la nghiém ctia bai toan (hinh 149).

Gidi: Vi a, 12 mit phing chiéu ditng (suy bién thanh dudng thing) nén
ta c6 ngay K, cua giao diém (K, = o, x h,). Suy ra K, trén h,. Tudng tu ta lai c6
L, = B, x h,, rdi suy ra L, trén h,. Bdy gid lap mait cau dudng kinh la KL = K,L,
(dudng bing). Bay gio tim giao tuyén g cia hai mat phing a, va B,. Vi hai mat
phing déu mat phéng chiéu nén duong nhién g, = a, va g, = B,.

Van dé con lai 1a tim giao diém g vdi mat cdu (hinh 151). Thay mat phang
hinh chidu ding véi truc x'x' // g,. Trén g 14y hai diém A va B dé chuyén sang
A.B' la g',. Dé tim IJ, lap mat phang phu trg chiéu bing y,. Trén hinh chiéu
ditng méi thiét dién 12 mét dudng tron ban kinh 1a R, sé cit A',B', tai I', va J',.
Pua vé hinh chiéu cit: (IKJ) va (ILJ) l1a hai mit phdng nghiém cén tim.

Xy

5y

/

P2 Hinh 148.
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Hinh 149, Hinh 150.

BAI 56: Tim trén dudng thing AB mot diém I cach déu hai mat phing P
va Q, déu cho béng cac vét(hinh 152).

A

Hinh 151
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Phan tich: D6 la
giao diém I chia AB véi mét
mit phing phan giac cua
nhi dién tao bdi P va Q.

Giai: Dau tién tim
giao tuyén MN cta P va Q
(xem bai 17). Trén m’ ta
14y mét diém F va trén
m?, ta ldy mot diém E.
(MNE) chinh 12 mit phéng
Q va (MNF) 1a mat phang
P. Thay d6i mat phang
chiéu hai lan (x'x' / M,N,
va x"x” . M',N') thi MN
thanh mét diém M', =N/, ;

M',E', chinh 1a mit phing Q', suy bién va M,F', la
phéng phén giac s& 1a dudng phén giac M',f', cia géc E',

Hinh 153.

Hinh 152.

?Q;h&ng P', suy bién. Mit
ML, (hinh 153).
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Pudng phan giac M',f', cit A',B', tai I',. T d6 dung dudng cham gach
déng vé I'; thuée A',B',. I, thudc A,B, va I, thuéc A,B,. I 1a mot diém cua
AB nhung thudc mat phing phan giac cia nhi dién tao bffli/P\vﬁ Q nén I

cich déu P va Q. Néu vé dudng phén giac ngoai cta géc E',M',F', thi con

mot nghiém I nda.

Q)?-

Hinh 154,

w—b

S
&

S

Hinh 155.

BAI 57: Qua diém I vach mét mit phing y thing géc véi ca hai mat phang

chi€u a, va B, da cho. Sau dé xac dinh diém chung cta ca ba mit phang dé

(hinh 154).

Phén tich: Mt phdng y mudn
vudng géc véi mit phang chiéu ding
o, thi phai chita mét duong thing b a..
3 day o, 1a chidu ding nén dudng
thdng b v6i né phai 1a mét dudng
mit f sao cho f, i «,. Mat phang y
mudén kB, thi cing phai chia mot
dudng bing h sao choh, b B, . Mit
phing y 1a mat phing chia f va h cét
nhau tai I cho trude.

Mudn xac dinh diém chung cia
3 miat phdng thi ta phai tim giao

70
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diém O ctia hai giao tuyén cia hai cap mit phang, thi du: o, Xy =g va o, X B, = 1.
Giao tuyén g cit giao tuyén / tai O la diém chung cho ba mit phéing dé.

Vi a, la chiéu ding nén giao tuyén g, = a,, ta suy ra dudc g, bing cach cho
noé cat f va h. Con giao tuyén ctia o va f thi vi «, la chiéu ding nén [, = o, va B,
la chiéu bing nén I, = B,. Duéi hinh chiéu bang, I, cit g, tai O,, rdi suy ra O,
trén /,. O chinh la diém chung cia ba mat phéng a, 3 va y (hinh 155).

BAI 58: Cho dudng mit AB. V& mét tam giac vudng cin ABC, vudng tai A,
AC = AB va sao cho AC lam vdi mit phang hinh chiéu n, mot gée 45° (hinh 156).

Phédn tich: AABC vuéng tai A va AB la duong miat nén phuong cua
A,C, phai vubdng gée v6i A,B,. Ngoai ra AC phai lam véi n, mdt géc 45° nén
AC phai la dudng sinh cia mat nén tron xoay thang ding dinh la A va géc
day la 45°. Dudi hinh chiéu béng ¢6 4 huéng cua A,C,. O day, dé don gian, chi
ldy mot hudng, trén d6 lay thi mot diém C',, va tim do 16n that cia AC thi
nhan thay khong bang A B, (chiéu dai that cia hai canh bén). Chuyén chiéu
dai A,B, sang thanh A,C réi déng vé hinh chiéu ding C, va xudng hinh chiéu
bing C, trén hudéng da chon, thi ta ¢é hai hinh chiéu A,B,C, va A,B,C, cta
tam giac vuéng ciAn ABC cin dung. Bai toan c¢6 4 nghiém C, d6i xing ting
d61 mot qua A,.

Hinh 157. Hinh 158.
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BAI 59: Thay mat phéng hinh chiéu dé tim khoing cich ngin nhat tu
diém A dén mat nén thing ding tron xoay dinh S (hinh 158).

Phén tich: Khoang cach AH phai thuée miat phiang chia A va qua truc
trén xoay cua hinh nén. Ta phai thay mat phang hinh chiéu ding dé c6 db 16n
that cta thiét dién do.

Cho x'x' di qua A, va S,. Sau dé tu A', ha vudng gbc té1 duong sinh bién
gan nhat clia nén thi ta c6 chan vuéng goc H', va AH la khoang cach ngan nhat.

A'H', 1a d6 dai that cia AH. Gan H vio dudng sinh ctia hinh nén ta dua
vé hai hinh chiéu cho trudc thi sé c6 H, va H,.

BAI 60: Tim giao diém ctia dudng canh AB véi hinh chép dinh S (hinh 160).

Hz

Hinh 159. Hinh 160.

Phaén tich: Trudc tién dé d3 nham lan ta ky hiéu day chép la DEF.

Qua AB lap mdt mat phéng phu trg bt ky sé cit chép theo mot thiét dién
la mot tam giac (dé x4c dinh chinh xac), réi tam giac nay cat AB ¢ dau thi dé la
cac giao diém. Thudng dung hai cach sau:

Cdch 1: Lap mét mat phing phu trg 1a mat phéng canh ¢ (vita l1a chiéu
dtng vita 13 chiéu bing) qua AB dé cit SE tai diém 1, SD tai diém 2 va SF tai
diém 3. Thiét dién 12 A123 (hinh 161, 162).
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Nhung ¢ diay hinh chiéu cta
thiét dién lai trang véi AB nén
khéng xac dinh dude giao diém, nén A~
ta lam thém moét dong tac nita la i N
chiéu AB va thiét dién 123 theo mét 4
phuong bat ky § 16n mat phing
phéan giac II thi khi d6 tim dudc giao %2
diém. Hinh 161 trinh bay cach chiéu
mdt diém A 1én mat phan giac II
theo mdt huéng 5. Chiéu nhu vay ta
c6 duge A'B’ va tam giac 1'2'3". Hinh 161.

Hinh 162.

Sau khi A'B' cat tam gidc 1'2'3' tai I', J' thi dua I' va J' vé cac hinh chiéu
ding va bang rat dé dang.

Cdch 2: Lap mat phing phu trg qua AB va qua dinh S (gi6ng nhu trudng
hgp hinh nén 6 bai 47) titc mat phang SAB.

Vi mét phing phu trg qua S nén chéc chén cit chép theo mét tam giac ma
mot dinh la S. Bay gio tim giao tuyén cia SAB véi day DEF béng cach tim giao
diém N ctia SA véi day DEF 6 hinh chiéu ding suy bién thanh mot dudng thang
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nén ta c6 ngay N, rdi suy ra N, trén S,A,; tuong tu tim duge gino diém N', cla
SB véi day D,E,F,, tit @6 ¢o N' trén S,B,. Né1 N,N".. thi day la giao tuyén cua
SAB véi day hinh chép. N,N', cit AD,E,F, tai hai diém 1 va 2, day 1a chan cha
hai dudng sinh mang cac giao diém I va J. Thiét dién S,, cat AB tai I va J.

N\&

A \

: B

[ Oy \f
4
N\,

X il X
8
0, - mz
J/ D,
A
£s
Hinh 163. Hinh 164.
Py

BAI 61; Tim trén dudng thing m mét diém C sao cho géc ACB = 90° (hinh
164). AB la duong bang.
i
Phédn tich: Mudn géc ACB = 90° thi C phai thudc mit cau duong kinh

AB. AB la dudng bing nén A,B, 1a d6 16n that. Hinh chi€u bing ctia hinh ciu la
dudng tron duong kinh A,B,.

Mudn tim giao diém C ctia dudng thadng m vdi hinh cau thi ta phai dung
mit phang phu trd @, = m,, réi thay mit phing hinh chiéu diing va chon x'x' = m,.
P& thay mit phing hinh chiéu, 14y hai diém D va E trén m d€ di chuyén. Sang
hinh chiéu diing méi, ¢, cit ciu theo dudng tron 1-2. m', cit dudng tron nay tai
C', va E', chinh 1a hai giao diém cia m véi mat cdu duong kinh AB. Hai

P i R

nghiém la ACB = AC B = 90° (hinh 165).

BAI 62: Tim nét hinh chiéu ding ctia hinh binh hanh ABCD biét rang
mat phadng ABCD lam véi 1, mot géc 45° (hinh 166).
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Hinh 166.

Phén tich: Duong thing C,D, chinh la vét bing n ctia mat phang ABCD.

Tit B, ké B,K, 1a hinh chiéu bing cla dudng doc nhit d6i véi mat phing 7, nén

B.K, JEI-C/R\ Dung tam giac vudéng BBEE dé tim d6 dai that cua BK. nhung

dat goc B,K,B = 45° thi ta ¢6
B,B 12 Az hiéu db cao cua B va

K, nhung K€CD nén do cao

cuia K bing khéng. Vay
Az chinh la dé cao cua B. Tu B,
déng thing 1én véi 46 cao B2§
ta xac dinh duge B,. Tu d6 ta
hoan thianh nét duge hinh chiéu
ding A.3,C,D, (mét hinh binh
hanh) (i:i0 167).

BB': 63: Vé hinh chiéu

vuonres or cua doan thing AB
lén m.a: phing o cho bang vét

m® =n" (hinh 168).

Ay
N

R

B

%
\ |

Hinh 167.



Phan tich: Hinh
chiéu cha diém A 1én mat
phing o la chan duong
vudng géc A' ha tir A xudng
mit phing o. Tuong tu B’
1a chan dudng vuéng géc ha
td B. Noi A'B' thi do la
hinh chiéu vuéng goéc cua
AB 1én mit phing a.

Giai: Mudn tim A', ti
A ké duong thing | b «
(, h m* val, h n%. Sau dé6
tim giao diém A' cta [ véi
mit phing «. Dung mat
phing phu trg ¢, = [,. Ta
duge A',, rdi suy ra A', € [,
(hinh 170).

Tuong tu qua B ta ké
dh o b m%d, hn,
roi tim giao diém B' bing
mit phang phu trg 6, = d,.
A',B', va A',B'; 1a hai hinh
chiéu cua A'B' ciAn tim
(hinh 170).

BAI _64: Cho hai
duong théng a va b chéo
nhau. Hay thay mit phing

I
=
G Y

Hinh 168,

Hinh 169,

chiéu sao cho hai hinh chiéu méi cia chiing song song nhau (hinh 171).

Phén tich: Bay gid néu ta cit b tai diém O bdi mét dudng thing d / a thi
mit phang (d x b) // dudng thing a. ké mot dudng bang h trong mat phéng (d x b).
Thay =, va lay x'x'_h_h,, thi sang hinh chiéu diing méi h thanh mot diém h', mat
phgng suy bi&n thanh mét dudng thing d’, =b’; va a thanh mdt duong thang a’,
/l v6i mat phing suy bién, tic lag a’, // b’, (hinh 172).
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Hinh 170. Hinh 171.

BAI 65: Cho doan théng AC va dudng thing m (hinh 173). Hay vé mdt hinh
thoi ABCD nhan AC 1a mét dudng chéo, con dinh B thi thude dudng thing m.

Phén tich: Day la mdt hinh thoi nén hai duong chéo vudéng géc nhau.
Vay nita dudng chéo OB phai thudc mét mat phang y vudng géc véi AC tai trung
diém O cta AC. Pé xac dinh y, ké qua O mdt dudng bang h sao choJa_hzjzl_A.zCz, va
mét duong mit f sao cho f; -8 A,C, (hinh 174).

Sau dé dung mat
phang phu tro chidu diing

¢, = m, dé tim giao diém
cua m véi mat phing v.
D6 chinh la dinh B céan
tim (hinh 175). Lgi dung
tinh chat cia hinh chiéu
cua hinh thoi 1a hinh
binh hanh ta hoan thanh
nét hai hinh chiéu.

BAI 66: V& phan
glac cua goéc tao bdi m*®
vad n® clia mat phing o
(hinh 176).

Phan tich: Phai
tim duge dé 16n that caa Hinh 172.
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géc d6 thi méi ké duge dudng thing phan giac. Mudn vay trén m* ta 14y mét
diém A va trén n® ta ldy mét diém B, rdi tim d6 16n that ctia A(Aa,B) sau dé vé

duong phan giac.

/?}'f

’41

€y

X
Az
7
Cz
Hinh 173.

Bay gid ta xoay diém
A quanh vét bang n® vi n®
ciing 1a mot duong bing c6
dd cao bang khéng. Khi d6
A, di chuyén téi A', theo
phudng_h_ng. Tim d6 16n
that caa ban kinh xoay R
cia diém A. Hai diém o,
va B khéng déi vi thudc
truc xoay n” nén df 16n
thuc cuia ABa,A chinh 1a
Bya,Al.

Vé duong phéan giac
o,E's. E thuée canh A’,B,
nén dua vé hai hinh chiéu
cti khéng khé khéan gi.
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B

Hinh 176.

-

— T

Hinh 177.

BAI 67: Tim giao diém cta dudng thing AB véi mat tru (hinh 178).

Phan tich: Mat day
cua tru la mat phing chiéu
ding. Theo nguyén tdc
chung, mudn tim giao diém,
qua AB lap mét mat phang
phu trg sao cho né cat tru
theo cac dudng sinh thi méi
vé dudgc chinh xac. Vay qua
A va B ké [ va d song song
v6i dudng sinh cua hinh tru
d€ lam mat phing phu trg.
Bay gic tim giao tuyén cua
mat phe‘:?mg phu trg véi day
tru bing cach tim giao diém
E va F cual va d véi day tru
roi néi EF. D6 1a giao tuyén

TN
P

Hinh 178
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cua mit phu trg véi day tru. E,F, cit dudng tron day tai 1 va 2 la chan hai
dudng sinh giao tuyén cua mét phu trg v6i mit bén ctia tru. Hai duong sinh nay
cét AB tai hai giao diém I va K ctia AB vdi tru (hinh 179).

s
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Hinh 179

\

BAI 68: Cho hai dudng thing d va [ chéo nhau. Hay ké mét dudng bing
cat d tai E va cét [ tai F sao cho EF ¢6 chiéu dai 1a 15 mm (hinh 180).

Phén tich: Néu qui tich cia E 1a duong thang d thi qui tich cia F 12 mot
mit tryu xién truc 1a d, day 12 mot dong tron ban kinh 15 mm thudc n, (hinh
181). Vi vay phai tim giao diém F va F’ clia [ véi hinh tru trén thi ta c6 thé vé
duge EF = 15 mm tya 1én d va ! va 1a dudng bang. Tuong tu ¢6 EF’ = 15 mm.

Chuyén sang bai toan tim giao diém cta ! v6i hinh tru xién (hinh 182).
Lap mat phﬁng phu trd qua [ (tic AB) va // v6i d. Ta tim dudc hinh chiéu bang
g, cua mat phang phu trg véi mat day (n,) cha tru. g, cat day trutacé 1 va 2 1a
chén hai dudng sinh thiét dién do mat phu trg cit mat bén cua tru. Hai dudng
sinh nay cat / tai F va F'. C6 F, va F', ta ké F,E, va F',E', song song véi truc xx
sé cat d, tai E, va E'|. Déng xuéng hinh chiéu c6 E,F, va E,F', 1a hai dap s6
(hinh 182). Ciing c¢6 thé 14y / 1am truc mét hinh tru nhu vay va tim giao diém
ctia d véi tru nay thi van cé ciing dap sé.
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Hinh 180. Hinh 181.
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Hinh 182.
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BAI 69: Tim diém xa nhat, diém gin nhat, diém cao nhat va diém thap
nhét cia giao tuyén giita mét phdng o va mat nén tron xoay dinh S ma khéng
can vé giao tuyén (hinh 183).

S¢ B
m
X X
52
\ p
n
Hinh 183.

Phén tich: Diém xa nhit va gdn nhit cua giao tuyén giita mit phing o
véi mat nén ndm trén 2 dudng sinh tiép xic ctia hai mat phdng P va Q song
song véi vét ding m® va tiép xic véi nén. DE c6 hai dudng sinh tiép xic dé ta
phai xac dinh hai mit phing P va Q. Giao diém ctia hai dudng sinh dé véi mat
phing o 12 diém xa nh4t va gAn nhat.

Gidi: Dé lap P va Q, qua dinh S ctia nén ké d /m® (d, // m¥, d, // m$ tdc //
truc xx). Réi tim vét bang N ctia d. Vay cac vét bang n® va n® phai qua N, va
tiép xidc véi day nén (hinh 184) tai 1 va 2, thi S1 va S2 12 hai dudng sinh tiép
xtc phai tim. Bay gid tim céc giao diém cua chiing véi o thi c6 diém xa nhdt X
va diém gin nh4 G cda giao tuyén. Dung mat phang phu trg chiéu ding ¢, ta
tim duoge X va G.
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Hinh 184,

Muén tim diém cao nhét C va thap nhét T, ta thay mat phdng hinh chiéu
véi xX'x' h_n? . a suy bién thanh dudng thdng o, cit hai dudng sinh bién tai T,
va C',. Pua vé hai hinh chiéu cii ta c6 diém cao nhit C va dudng thap nhat T.
Pé tim C va T ta ciing c6 thé 1ap hai mat phdng / n® va tiép xic véi nén, suy ra
hai dudng sinh tiép xic khac. Tim giao diém cac duong sinh nay véi mat phing
o thi ta cting ¢6 diém C va diém T.

BAI 70: Tim céc giao tuyén ctia mit phing phan gidge I va mat phing
phan giac II v4i hinh chép SABC (hinh 185).
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Phdén tich: Ta phai tim giao diém cda ting canh cua hinh chép véi cac
mét phin giac rdi néi lai. Hinh 186 trinh bay cach tim giao diém ctia mot dudng
thdng d véi cac mit phing phéan giac I va II. M 1a giao diém véi mit phing
phén giac I va N la giao diém véi mat phdng phan giac I1.

b,

Hinh 185. Hinh 186.
Gidi: Ké d'1a dudng d6i xiing véi d, qua truc xx.

Bing phuong phap trén ta tim dudc giao diém M va N cta SA va SC vdi
mit phéng phén gi4c I. Con giao diém P ctia SB véi phan giac I ta lam nhu sau.
SBC da ¢6 1 diém chung N véi mit phéng phan gide I. Néu kéo dai B,C, (vét
biing ctia mat phdng SBC) cho cét truc xx tai diém X, = X, thi X 1a diém chung
thit hai. N&i X,N, 1a hinh chi&u bing cla giao tuyén ctia SBC véi mit phing
phan giac I. Kéo dai X,N, cét S,B, tai P, cdn tim. N&i XN, ta c6 P,. Thiét dién
1a MNP.
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Hinh 187

D6i véi mat phing phan giac II: S|A, x S,A, = Q, = Q, giao diém SA véi
mit phing phan giac II; S,C, x S,C, = R, = R, giao diém ctia SC. Piém X ciing 1a
diém chung ctia SBC véi mat phing phéan giac II, do d6 néi X,R, cét S,B, kéo
dai tai T, = T, la giao diém ciia SB véi mat phing phéan giac II. Thiét dién la
QTR c6 hai hinh chiéu trung nhau.

BAI 71: Tim giao tuyén cua mit phing a véi hinh chép (hinh 188).
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Phén tich: Tim giao diém tiung canh ctia hinh chép véi mat phing o
(hinh 189). Lap mat phing phu trd ¢, = S,A, dé tim giao diém M. Kéo dai A,B,
(chinh 13 vé&t bing cha mit |
phing SAB) cho cit n? tai e

o
X, 1a mét diém chung niia. 4 B, / ¢,
Giao diém giita SAB va a la : 7
XM. Kéo dai X,M, cit S,B,
tai N, 1a hinh chiéu bing
ciia giao diém cta SB véi a.
N&i X,M, thi ¢6 N, trén S,B,.

Mat bing ABC cit
mit phdng o« theo mot
dudng bing h. Nhung giao
tuyén chi 1ay trong gidi han.
cua AABC. D6 1a doan PQ
(hinh 189). N&i M,Q, va
N,P, 1a hai canh d6i cua
thiét dién MNPQ.

Tu P,Q, déng lén h,
ta c6 P,Q,.

Vi chép co6 day
huéng lén trén nén dudi
hinh chiéu bing chi cé
doan P,Q, la thdy. Trén
hinh chiéu ding mit
SAC khuit phia sau nén
doan M,Q, cua giao
tuyén 1a khuat.

N
o

Ta ciing ¢6 thé tim
giao diém ctia SC vdi mat
phing a. Giao diém nay
¢ phan SC kéo dai, sau

dé6 gidi han tai P va Q thi
ciing tim dudc giao tuyén
(hinh 189).
Hinh 189 %

86



PHUONG PHAP HINH CAU NOI TIEP TRONG HiNH NON

D4iy 12 mét céng cu hitu hiéu dé giai moét sé bai toan trong hinh hoc hoa
hinh, déi lic phuong phap théng thudng khéng giai duge.

Mot s6 tinh chat

Khi hinh cdu néi tiép trong hinh nén ta c6 cac tinh chit sau:

a) C6 thé thay th& dudng tron day nén tron xoay bdi mét hinh cdu néi tiép
méa dudng tron tiép xic 1a duong tron day nén, do dé6 khéng phai vé céc ellip 1a
hinh chiéu ctia day nén.

b) Néu mét méat phéng ti€p xic véi nén thi cling tiép xic véi cau.

Ngude lai mdt mat phédng qua dinh nén va tiép xic véi cAu ciling ti€p xuc
vd1 non.

¢) Hinh nén tiép xic véi nén, hinh ciu tiép xic vdi cdu, hoc hinh ciu tiép
xtc véi hinh nén déu ¢6 mdt mat phing tiép xic chung qua tiép diém.

d) Hai hinh nén déng dang phéi canh thi c6 hai mat phang tiép xic chung
di qua tAm déng dang phdi canh.

Hinh 190

BAI 72: Hay vé cac dudng sinh bién trén hai hinh chiéu cia mét hinh nén
tron xoay c6 dudng cao SH va géc day a cho trude (hinh 191).

Phén tich: Trén hai hinh chiéu, day ctia nén dudge chiéu thanh hai ellip,
cac dudng sinh bién ti€p xuc vdi cac ellip d6. Nhung vé ellip thi khéng chinh x4c
nén cic dudng sinh bién ciing khong duge chinh xac.

Bay gid ta lap mét hinh cAu néi tiép sao cho dudng tron tiép xiic chinh
Ia dudng tron day nén. Dau tién ta tim d¢ 16n that caa SH. Sau d6 dung nia
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thiét dién qua SH (d6 16n that). D6 1a A vuéng SHN, véi géc N 1a goc day a.
Ti N ké vudrig géc véi SN ciat SH tai O thi O 1a tAm cAu ndi ti€p vdi ban kinh
12 ON. Dua O vé O, trén S,H,, suy ra O, trén S,H,. Tt O, va O, lam tdm vé
hai dudng trén ban kinh ON, réi tit S, va S, vé& cac dudng sinh tiép xtc véi
hai duong tron trén thi d6 l1a cac dudng sinh bién cén tim trén hai hinh chiéu
(hinh 192).

Hinh 191. Hinh 192.

BAI 73: Qua diém E cho trudc lap mét mit phing Q nghiéng véi T, mot
goc a va véi n, mot goc B.

Phén tich: Mot mat phing Q qua E ma lam véi n, mét goc bing o thi
phai 13 bao Hinh cha mot mit nén tron xoay thing ding géc day 1a a. Q qua
E ma lam véi n, mét géc B thi ciing 12 bao hinh cia mét hinh nén dinh E c6
truc b n,. Mt phing Q phai tiép xic véi ca hai hinh nén d6. Nhung néu ching
c6 chung dinh E thi x4ac dinh mit phing tiép xdc chung rit khé. Ta ding hinh
cdu néi tiép trong hinh nén dé giai quyét nhu sau: ta ding hinh chiéu canh dé
dung hinh. Diu tién v& mét hinh nén dinh E géc day bang o; sau dé néi tiép
trong nén moét hinh ciu tiy ¥ tdm O thudc dudng cao ctia hinh nén dinh E.
Ngoai tiép cho hinh cdu tdm O mét hinh nén thit hai dinh T, ¢6 truc h n, va cé
géc day 1a B. Pudng thing néi hai dinh nén TE ¢6 vét ding va vét bing 1a M va
N. Vay mét mit phing Q chia TE ma tiép xidc véi cAu tdm O thi sé tiép xuc
vdi ca hai nén, va vét diing m® phai qua M, va tiép xic véi dudng tron day cta
nén cé dinh la T, va vét bing n9 phai qua N, va ti&p xic véi dudng tron day cta
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nén dinh E. Nhu vay'ta c¢6 hai mit phang Q va Q' thoa méan diéu kién bai toan
(hinh 193).

BAI 74: Cho hai diém M va N. Qua M lap mét mét phing Q lam véi n, mot
goc o va cach diém N mot khoang cach bang r cho trude (hinh 194),
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Hinh 193.

Phén tich: Mit phiang Q phai tiép xic mdét mat nén dinh M, truc vuéng
goc véi m,, va goc day 1a o, dong thoi Q phai tiép xtc véi mot mit cAu tAm N ban
kinh r cho trudc. M6t mat phang tiép xuc véi cdu lai tiép xdc véi nén thi khé
giali quyét. Bay gio thay viéc "

t1€p xuc véi cau tdm N, ta cho Q 1

tiép xuc véi mdt hinh nén tron

xoay thang dung cé géc ciing 1a Ny

a c6 dinh la T va ngoai tiép cho
cAdu. Mot mat phing qua dinh

nén ma tiép xic véi nén thi

M.

cling tiép xtc vdi cau. Bai toan b
o 2 /2
thanh ra lap mét miat phang Q

Hinh 194
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tiép xdc chung cho hai hinh nén déng dang phéi canh. Pudng thing néi hai
dinh nén MT cé vét bang la N,. Vét bang n® qua N, va tiép xtc véi mét trong
hai dudng tron day nén. Con mét nghiém n® nita (hinh 195) (TM x n%) 12 mat
phéng Q (TM x n®) 12 mat phing Q'.

M,
X —F X
Q' M
/” )
/ s
—
N

Hinh 195.

BAI 75: Cho 3 diém A, O va P cung thudc mét mat phang bing. Qua A
ké mét dudng thing cach O mét doan bing r va cich P mét doan bing r,
(hinh 196).

Phén tich: Pudng thiang can dung phai qua A, cach O mét doan r va cach
P mot doan r,, titc 1a n6 phai qua A va ti€p xuc véi hai hinh cdu tdm O ban kinh
r va hinh cau tAm P ban kinh r,, BAy gid ta ngoai tiép cho hai ciu hai hinh nén
tron xoay c6 chung dinh A, thi cac dudng sinh cta nén thit nhat déu cach O mot
doan r, va cac dudng sinh ctia nén thit hai thi déu cAch P mot doan bang r,. Vay
vi hai nén c¢6 chung dinh nén chiing ciat nhau theo hai dudng sinh chinh la hai
nghiém g va g' cin tim. D& tim giao tuyén cua hai nén, ta vach m@-t mit cau
tdm A, ban kinh R tuy §. Vi 3 tdm cdu déu thudc mit phang bang nén ciu ban
kinh R cdt hinh nén thit nh&t theo mét dudng tron ma hinh chiéu bing la doan
1 -2, va cét hinh nén thi hai theo dudng tron cé hinh chiéu béang la doan 3 - 4.
Doan 1 -2 cAt doan 3 -4tai5=5thiA-5lagva A-51ag, gvag lahai

dudng sinh giao tuyén cta hai mit nén trén. Gan 5 va 5' vao mét dudng tron
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cua cAu tdm A ban kinh R thi tim dugde hinh chiéu ding 5, va 5', ctua ching. o]
day ta da gin 5 va 5' vao mot dudng tron thude cAu tim A va thude mdt mat
phang ¢, // n,. D6 1a dudng tron tam A, ban kinh R, (< R).

g"/ﬁ’.f
Af ./
\_ gf;
\, 3
Rf |
AN
h [s73 \ '
Ap o '
r V2
,F
%
Hinh 196

BAI 76: Cho ba diém A,
O, P khéng thdng hang. Qua A
lap mét mat phing cach O mét
khoang biang r va cach P mét
khoang bing r,.

Phdn tich: Goi T 1a tdm
dong dang phoi canh ngoai va

S la tAm déng dang ph{fl cani}' Hinh 197

trong cua hai hinh cau. Dé

cach O mdt doan r va cach P

mot doan r, thi miit phang dé phai tiép xudc véi hai hinh ciu, vay phai qua mét

trong hai tAm déng dang phdi canh. O day ta diing tAm T dé giai bai toan. Do dé
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mit phing cAn dung phai chita TA. Vi hai cAu déu ndi tiép trong hinh nén dinh
T nén mdt mat phing chita TA chi cdn tiép xtc véi mdt trong hai hinh cau thi

tiép xuc véi ca hai cau.

Mét phajn_g #ép xue
TAQ

Hinh 198.

Giai: Xac dinh tAm dong dang phdi canh ngoai T (hinh 198). Néi TA. Bay
gid 1ap mét mit phéng chita TA va tiép xic véi cAu tAm P ban kinh r,. Thay mat
phéng chiéu hai lan d& bién TA thanh dudng théng chi€u bing T', = A',. Dung
maét bing ¢, cit ong song véi x"x" thi n6 cdt mit cAu tAm P theo dudng tron 1én
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nhét, cit TA theo diém I',. Qua I', vé hai tiép tuyén I',QQ’, va I',R’; véi dudng
tron 16n. Hai mat phéng TAR va TAQ chita TA, tiép xic v6i cAu nén hai mat
phéng nay qua A va cach O va P nhiing doan r va r, cho trude. Dya vao sy bang
nhau giiia cac toa d6 cii va méi, ta dua vé hai hinh chiéu ban dau. Néu ta dung
tAm déng dang phdi canh trong S thi ta lai ¢6 hai mat phang nghiém nia.

BAI 77: Cho ba hinh cAu dudng kinh khéac nhau, ¢6 3 tAm ciing nam trén
mdbt mit phang bing, va khéng cit nhau. Trinh bay cach l4p mat phing tiép
xuc v6i ba hinh cdu trén. Bién luan s6 nghiém.

Hinh 199.

Phan tich: Ching ta chi cin biéu dién bai toan trén hinh chidu bing dé
trinh bay cach 1ap mit phing tiép xic chung. Theo nhan xét d trén, mdi cip
hinh cau c6 hai mét nén ngoai tiép chung cé dinh la tdim déng dang phdi canh
trong va ngoai. Nhu vay ¢ diy cé tat ca 1a 6 dinh hinh nén ma 3 méot lai thing
hang. Pudng thing A, chita T, S va R, dudng thing A, chia S, T' va R', dudng
théng A, chita T, S' va R' va dudng thing A, chita RS'T'. M&i mat phéng chi cdn
di qua hai dinh nén, thi du T va S 1a ¢6 thé tiép xuc véi hai nén, vay tiép xic véi
ba hinh ciu (vi hai nén cliing ngoai tiép cho 1 hinh ciu ndi tié€p). Tém lai mét
mit phéng chi cAn chita mét trong bén dudng A,, A,, A, hodc A, va tiép xuc vdi
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mét hinh cAu théi 1a ti€p xdc véi ca ba hinh ciu. Vay téi da c6 tam mat phing
ti€p xtc chung cho ba hinh cdu, mdi cap mat phing chita mét dudng A. Theo
dung hinh nhu trén, néu hai hinh cdu cit nhau thi c6 hai dudng A cat hinh cdu
nén khéng ding dude chi con bdn mit phdng nghiém. Néu hai cip hinh cdu cét
nhau hoic ca ba cat nhau thi chi con hai nghiém.

BAI 75: Cho mit phéng P bing hai vét (nf va mP), mét dudng théng chidu
bing A, va mét diém A. Hay xoay mat phdng P quanh dudng thing A téi vi tri
mdi P' cach diém A mét khoang bang r (hinh 200).

Phan tich: M6t mat

phdng mudn cach diém A mbét /

khoang bang r thi phai tiép 41

xtic véi mat cdu tdm A ban Ry A

kinh r. Mot mét phing P khi .

¥oay quanh A thi luén ludén p P

tiép xuc v61 modt hinh nén
dinh 12 giao diém S cta A véi
mit phang P, dudng sinh la lﬂz Az
duong doc nhédt dé1 véi n, di

qua S. Mat phing P' ciing

phai ti€p xdc v6i hinh nén ‘5

dinh S nay, dong thoi tiép xic

véi cAu tdm A ban kinh r. Dé Hinh 200.

giai duge bai toan mat phing

tiﬁ;p xtic vdi nén va véi ciu, ta chuyén né thanh méit phing ti€p xtc véi hai nén
dong dang bing cach ngoai tiép cho cAdu mot hinh nén thing ding dinh T déng
dang véi hinh nén dinh S.

Gigi: Tim giao diém S cta A v6i mat phang P, thi S, = A,, dung dudng
bang h cta P tim duge S,. Qua S, ké S,R, hh_mP thi d6 1a hinh chiéu bang dudng
doc nhat caa P d6i véi n,. Ly S, 1am tdm vach mdt dudng tron ban kinh S,R,
thi d6 1a day nén dinh S tiép xic véi mat phang P theo dudng sinh SR. Véi ban
kinh S,R, ta vé dugc hinh chiéu ding ctia hinh nén nay. Sau d6 vé mét hinh nén
déng dang véi hinh nén dinh S va ngoai tiép cho hinh ciu tdm A ban kinh r. T
d6 suy ra duge hinh chiéu bing ctia day nén d6. N6i ST kéo dai ta c6 vét bing N.
Qua N, ta ké m" va m" 12 tiép tuyén chung cua hai dudng tron day nén. Vay vét

mP phai xoay quanh A mét géc ¢ (R,S,R’,) dé dén vi tri m” hodc mFthi tiép xde
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vol non dinh T, tuc la clng tiép xdc véi cAu tAm A ban kinh r. 0 day c6 hai
nghiém: mat phang P’ va mat phing P”. Vi tri méi la P’(S, m®) va P’(S, m™).

Hinh 201.

BAI 78: Cho mét hinh nén dinh S va mét dudng théng d. Qua d lap mét
mit phang P cit hinh nén theo mot duong parabén. Cé6 may nghiém? (hinh 202).

Phén tich: Mot mat phéing P mudn cit hinh nén theo parabon thi P
phai song song véi mét dudng sinh ctia hinh nén. Muén vay qua dinh nén ta ké
d’ // d, rdi tim vét bang N, clia d'. Qua N, ta lap dugc hai vét biang n® va n% cua
hai méat phang // d va tiép xic vdi hinh nén theo mét duong sinh ST va ST'. Vay
bay gid ta ké qua vét bang L, ctia d mét vét bang n” // n® thi mat phang P xac
dinh bdi d va n® s& / mot duong sinh ST cia hinh nén, sé cit nén theo mét
parabén. Nghiém thit hai n” / n?. Mat phang P' xac dinh bdi d va n” (hinh 204).
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Hinh 202. Hinh 203.

BAI 79: Vé hai vét bing
n® va vét ding m® cua mat
phing « biét ring o di qua
dudng mit f va cit hinh ciu b
tdm O ban kinh R cho trude ¢
theo mot dudng tron duong

kinh la 3—? (hinh 205). Ly

Phén tich: Phai bién
d6i hinh chiéu dé mat phing
cdt o thanh mét dudng b3
thing thi méi xac dinh duge

g | S (.
dudng kinh T cua tiét dién

va méi xac dinh duge vi tri
cAn thiét cia mit phing o.
Sau dé mdi dua vé hinh
chiéu bang cho trudc. Bay
gid ta xem cach giai cu thé Hinh 204.
trén hinh 206.

Trude tién thay mat phng n, véi truc x'x'h1_f,. Khi d6 f thanh mot diém
f, = N’,. Hinh cdu thanh dudng tron tam O’, ban kinh R. Bay gid vach diy cung

3R LY " 2 . At . n A -~ k]  ® 2 - -
AB = £l = duodng kinh cua thiét dién theo yéu céu cua bai toan. Goi I 1a trung
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diém cta AB. Vach dudng
tron tdm O’, ban kinh O’,1.
Moi dudng thing tiép xic
véi dudng tron nay sé cit
duong tron l6n theo mét

3R

didy cung bing AB = 5
Qua f, ke o', va B, tiép
xuc vdi dudng tron nho thi
d6 12 hinh chidu suy bién
cia hai mat phing cin
dung (x¢ va (). Tai giao
diém cta o', véi truc x'x’ ta
ké m® // f,, tai m® cit truc
xx ta ké n® di qua N, cuaf.

f1

.
#
)

Hinh 205.

Hinh 206.

X

Tuong tu, qua f', ké B’, tiép xtc véi dudng ban kinh 0’,1. Tai giao diém
cta B’, véi truc x'x' ké mP // f,, réi tai giao diém m® vdi truc xx ta ké n® di qua
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diém N, Nhu vay ta da
lap dude hai mat phang o 1
(m® n®) va B (m®, n’) qua f &

va cit cau tAm O theo mét /

duong tron c6 dudng kinh A

. 3R
bang —.
ng =

BAI 80: Vé nét hinh A
chiéu C, ctia diém C biét ring
mét phing ABC cach diém I I,
mét doan bing 1,5 cm, véi %
AB Il my (hinh 207). Hinh 207.

1L

EN
LW
.

Hinh 208.
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Phdn tich: Phai bién déi hinh chiéu dé mat phiang ABC suy bién thanh
mét dudng thang thi khoang cach tir diém I dén mit phang dude thé hién bing
dd 16n that. Vi AB la dudng bing nén néu ta thay mat phang hinh chiéu ding
vél truc x'x' f A,B, thi hinh hoac chiéu ditng méi cia AB thanh mét diém
A', = B',, vi mat phing ABC thanh 1 dudng thing qua diém nay va tiép xuc véi
mét dudng tron tdm I', va ban kinh bing 1,5 em. Hal dudng tiép tuyén nay la
quy tich cia C',. Dua dd cao cii cua C, sang hinh chiéu ding méi ta cé duge C',
va E'I . Déng tit C, xudng, réi tir C', va C',, dong vuéng goc véi x'x' va cho cit
duong déng cua C, thi ta duge C, va E‘J cua diém C can tim.

BALI 81: V& nét vét bing n® clia mit phang B biét ring mat phang B vudng
gbe véi mat phang o (hinh 209).

Phédn tich: Dé mat me (g
phang B vudng géc véi mat
phéng o thi mat phing B phai
chia thém mot dudng thang 5 p
d cit m" va d phai_h véi mat
phang a, taclad, b m®
d, h n®
&

(m” x d) 1a mat phang B.
Trude tién 14y diém A
thudée m" (hinh 210).

Hinh 209.

A,em!| qua A, ké d, h m"
A,em?| qua A, ké d, b n°
Mat phang B chia d

nén vét bing n® phai qua

vét bang N, cua d. Ngoai ra
n® phéi cit m® trén truc xx.
Nhu vay ta dd xac dinh
dudc n.

BAI 82: Cho mét
dudng bang AB. Hay vé hai

Hinh 210.

hinh chiéu cua tam giac
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can ABC nhan AB lam day, con dudng cao CH = AB va CH hdp véi mit phing
n, mot géc 45° (hinh 211).

Phén tich: AABC cén c6 dudng cao 12 CH nén H la trung di€ém cua AB.
Ngoai ra CH lam véi n, mét géc 45° nén CH phai thudc mot dudng sinh cua mit
nén tron xoay cé dinh 1a H va c6 géc day 1a 45°. Dudng cao CH phai_b AB, ma
AB la dudng bing thi hinh chiéu bing cia CH phai thude mdt dudng thing
H,t b A,B, tai H,. Réi ké mot dudng thing lam véi H,t mot goc 45° (xem hinh
212) trén d6 ta dat H,C = A,B, (chiéu dai that). T C ké vudng géc vdi H,t ta c6
dude C,. Gidn C vao mét dudng sinh HE ta tim duge C,. A,B,C, va A,B,C, 1a hai
hinh chiéu cua tam giac cdn tim. Con mot nghiém C', d61 xing véi C, qua H,.
Céach tim C’, cing tuong tu.

’4|1 8 Ay H; 8,
X X X 450, _ﬂ\ r X
| H\ 1R\
8, / %
/ =
4_5
Az AN
e, A c
@\ ¢
Hinh 211. Hinh 242,

BAI 83: Cho dudng m#t AB. Dung mét A déu ABC sao cho dinh C thude
mat phing a (hinh 213).

Phan tich: AB 1a dudng mit, A B, 1a d6 dai that. Theo dinh 1y hinh chiéu
ctua géc vudng, qui tich cta C, 12 mét duong théng_l:l_ A,B, tai trung diém H,.

V3

Ngoai ra CH la dudng cao cia A déu nén CH = AB 5 Bay gio ta thay
mit phing hinh chidu bing va &y truc x'x'_h_ AB, thi & hinh chifu bing méi

V3

AB thanh mét diém A’, = B', va khoang cach giita A’,B’, va C', 1a AB, " Vay
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C’, phai nam trén duong
tron tam A’, = B’, ban kinh
la AIBI-Y; vA niam trén
duong thing o, (hinh chiéu
suy bién ctia mat phing «).
Giao diém cta o, va dudng
tron 1a C', (va C',) can tim.
Tu C', déng vé qui tich caa
C, ta ¢6 duge C,. Dua d¢ xa
mdi vé do xa ca ta c6 C,. Doi
véi C, ciing déng vé tudng
tu. Chu y & day do xa ctia C
la 4m (hinh 214).

Bai toan c¢6  hai
nghiém.

Hinh 213.
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BAI 84: Cho mdt doan thédng AB va mot diém S. Qua S lap mét mit
phing P // AB va lam véi mat phdng n, mét géc ¢ cho trude (hinh 215).

. / \
¢
X T X X M L h ¥ X

%

N2

Hinh 215. Hinh 216.

Phén tich: Mat phing P qua S ma mudn // AB thi phai chita SN // AB. SN
¢6 vét bing 1a N,, vét ditng 14 M,. Mt phing P mudn lam mét géc @ véi n, thi
phai tiép xic véi mét hinh nén dinh S géc day 1a ¢. Vay vét bang nf phai qua N,
va tiép xic vdi dudng tron day nén.

Ddu tién ké S,N, // A,B, va S,N, // A,B, va SN c6 vét bing 1a N, va vét
ding 1a M,. Qua S, vé mdt tam giac cdn day trén xx va gbc day 1a ¢, tit d6 suy
ra hinh chiéu bing ctia day la dudng tron cé6 dudng kinh la canh day cta A trén.
Cuéi cing qua N, ké nf tiép xtc v8i dudng tron day. Nghiém thd hai 1a n®. Sau
d6 noi M, véi giao diém ctia n® vdi truc xx thi d6 1a vét diing m® clia mat phéng
P. Va ta ciing ¢6 n® ctia mit phing P’ 1a nghiém thit hai.(hinh 216).
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: Ny
BAI _85: Cho mit B,=8,

phing P xac dinh bdi doan
AB va diém C. Qua duong
canh MN hay lap moét mat
phéng Q vudng gbc véi mit
phang P.

Phan tich: Trude tién
ta noi cac hinh chiéu cla
tam giac ABC tudng trung
cho m#t phdng P. Mat
phéng Q muén vuéng géc véi
mét phing P(ABC) thi phai

Hinh 217

5 d, b f coa P
chita mét duong thang d sao cho: ! ! . db P
vad, - h, cua P

Hinh 218

Biy gid qua A, ta ké h, // xx, déng diém 1 xudng B,C, ta cé h,. Ta lai ké
qua A f, cit B,C, tai 2, déng lén ta c6 f,.

Cuédi cung qua M, ké d, _f, va qua M, ké d,:L_h, thi d i (ABC)P. MN cit
d tai M xac dinh méat phing Q cAn dung.

BAI 86: Tim giao tuyén cua mit phing (h x f) véi hinh nén thing ding
tron xoay (hinh 219).
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Phadn tich: Co nhiéu
cach giai bai toan.

) 51 h
1. Thay mat phang
hinh chiéu ding, xoay
quanh truc cua hinh nén, b
—

chiéu xién dé mat phang /

suy bién thanh dudng e
thing va thiét dién c6 hinh - \ k2
chiéu 14 moét doan thing. : 2,

Tt d6 dua vé hinh chiéu ci.

2. Tim giao diém ting
du?ng 51}1h ?Tla ?on va1 mat Hinh 219
phang cat ro1 nai lai.

3. Ding mat phing phu trg cit nén theo giao tuyén phu cé hinh chiéu la
dudng tron hodc tam giac va cdt mat phing theo mdt dudng thing. Duong
thing nay cit dudng tron hay tam giac tai hai diém l1a thudc giao tuyén can tim.
Hinh 220 trinh bay thu tu giai bai toan bang phéi hdp cac phucng phap trén.

Gidi: Trude hét lap mat phiang bang ¢, cit nén theo dudng tron, cit mat
phang theo dudng bing h’, h’, cit duong tron tai A, va B, 1a hai diém cua giao
tuyén. Déng tra lén ¢, ta cé A, va B,.

Sau dé dung mat phdng chiéu bang 0, qua dinh S, ctia nén; 0, cit nén theo
hai dudng sinh 81 va S2, cit mat phing theo g. g, cit 8,1 va S,2theo C, va T,
déng xudng c6 C, va T,. C la diém cao nhéat, T la diém thdp nhat. Chu y la 0,
phfii.}ﬂ_ h, thi g 1a dudng doc nhat cia mat phang.

Tudng tu dung a, ta cé hai diém E, va F, la cac diém gidi han thdy khuat
trén ducng sinh bién.

Mit phdng day nén cdt mat phang cit theo duong bing h”, do d6 ta c6 hai
diém gidgi han I va K cia giao tuyén. Néi cac diém tim dude ta ¢6 hinh chiéu cta
giao tuyén can tim.

Mot cach giai khac dude trinh bay trén hinh 221. Bay gio néu ta chiéu theo
phuong cta dudng mit f xudng mat phang n,, thi mit phang (h x f) sé ¢6 hinh
chiéu xién trén n, 1a ch:nh vét badng n” ctia né. Pinh S chiéu xién thanh S,
dudng trdn day nén thi tring véi hinh chiéu xién cba né. Hinh chiéu xién cta
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Hinh 220

hinh nén 1a hinh nén dinh $’ day van 12 hinh chiéu bdng day nén da cho. Pudng
sinh S,1 ¢6 hinh chiéu xién 1a S'1. Thiét dién suy bi&n thanh doan thing
A'B'.S'1 mang diém G' ctia thiét dién. Tt G' ké // truc xx cit S,1 tai G,, déng lén
S,1 ta ¢6 G,. Tuong tu S'2 mang diém A, ké / xx vé 8,2 ta c6 diém A,, tit 46 suy
ra A,. Ta thay hinh chiéu béng ctia 1 dudng sinh c¢é chin chung vdi hinh chiéu
xién ctia dudng sinh d6, va chan chung d6 ndm trén dudng tron day nén. Tudng
ty ta tim duge nhiéu diém cla giao tuyén rdi néi lai. Hai dudng sinh bién S, va
S, ¢6 hinh chiéu xién trang nhau va mang hai diém E’ = F’ Chiéu ngudc lai ta c6
E, va F, trén cac dudng sinh bién. D6 14 cac diém gidi han thay khudt. S5 cho ta
diém C, la diém cao nhat, va S6 cho ta diém thadp nhat T, (ndm & phan kéo dai
cua S6). V&t bing N, cta f cho ta vét bing n® ciia mat phang (h x f) va n® 1a hinh
chiéu xién suy bién cia mit phdng dé6 nén né chita moi hinh chiéu xién ctia cac
diém thudc giao tuyén. V&t bing n® cit duong tron day tai I va K 1a hai diém
giéi han cua giao tuyén. Cung ellip ITK khong thudc ellip giao tuyén nita vi mat
phéng cdt day nén theo doan IK.
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Hinh 221

BAI 87: Tim giao tuyén ctia mit phang o véi hinh tru xién (hinh 222).

Phén tich: Ta cing dung phép chiéu xién // véi m* xuéng mat phang m,.
Tam O cta dudng tron day cé hinh chiéu xién trang véi né. Chiéu mét diém P
cua truc Ot thanh P'. Hinh chiéu xién cua truc Ot thanh O,t’. Thi du dudng sinh
bién / ¢6 hinh chiéu bang 7, va hinh chiéu xién I’ ¢c6 chan chung la diém 3. Hinh
chiéu xiéncua thiét dién 1a A'B'. I' cadt A'B' tai C', ta déng ngang vé I, thi ¢6 C,
rdi dong 1én I, c6 C,. Cac diém khac ta lam tuong tu roi ndi lai ta ¢6 hai hinh
chiéu cua giao tuyén la hai ellip (hinh 222) (tham khao hinh 221 cua bai 86).

BAI 88: Khong dung hinh chiéu canh tim giao tuyén ctia mat phang phan
giac I véi mat cdu tam O (hinh 223).

Phaén tich: Ta dung phuong phap mat phéng phu trg 1a mit phing bing
ho#c mit phdng mat. Ching cdt cAu theo mot dudng tron ma mét hinh chiéu la
tron va cdt mat phing phan giac I theo mdt dudng thing cé hai hinh chiéu dsi
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Hinh 222

xing qua truc xx. Pudng tron va dudng thiang cit nhau tai cac diém cua giao
tuyén can tim. Thi du mat bang 0, cAt mat cau theo mdt dudng tron ban kinh la
r, va cit mit phan giac I theo dudng m cé m, = 0,. Con m, ddi xing véi m, qua
truc xx. Pudng tron ban kinh r, cit m, tai G, va H,, suy ra trén 0,G, va H, 1a
hai diém cta giao tuyén.

Dung méat bang ¢, ta 6 hai diém tiép xic A, va B, ¢ hinh ¢hiéu bing. Ding
mit phéng mit a, thi ta ¢6 hai diém tiép xic R, va S, ¢ hinh chiéu diing, suy ra R,,
S,. Tuong tu ta c6 cac diém khac réi nai lai thanh giao tuyén (hinh 224).

BAI 89: Tim giao tuyén ctia mat phiang o véi mét nia hinh xuyén
(hinh 225).

Phaén tich: Ta ding mit phing phu trg 1 cac mat phing mat dé cit hinh
xuyén theo cac dudng tron va cit o theo mot dudng mait. Pudng mit cit céc
dudng tron tai nhiing diém thudc giao tuyén cua hai mat.
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Hinh 223. Hinh 224,

Thi du trén hinh 225 trinh bay cach dung mit phang mat I cit mat phing
theo mdt dudng mat f, va cit hinh xuyén theo hai dudng tron C va C. O day f,
cit C, tai hai diém 1 va cit C’, tai mét diém 1’. Ta cét nhiéu lat cat I, II, I11..., ta
sé ¢6 nhiéu diém cha giao tuyén (hinh 226). Mat cit IV cit xuyén theo dudng
tron 16n nhat va cho ta diém 4
trén hinh chiéu ding 1a diém
tiép xuc gidi han phan thdy ctua
giao tuyén. Mt cét I trén hinh
226 cho ta diém 1 1a dudng tiép
xtc giéi han phan thay ¢ hinh
chiéu bang (hinh 226).

Dé xét thay khudt ta xem
diém nao c6 hinh chiéu ding
thuéc vung gach gach trén
hinh chiéu ding thi diém d6
khuit ¢ hinh chiéu bang. Thi
du & hinh chiéu bing A, = B,, Hinh 225
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nhung B, d viing gach gach nén B khut ¢ hinh chiéu bing, con A 1a thiy. Trén
hinh chiéu ding C, = D,, nhung D, & ving gach gach dudi hinh chiéu bing nén
D khu4t @ hinh chiéu diing, tit nhién C la thay (hinh 227).
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Hinh 226
BAI 90: Cho mét hinh
chép SABCDE ndm & goc tu
tha hai, hay tim giao tuyén A, | — O

ctia mat phidng phan giac II
v61 hinh chép trén (hinh 228).

Phéan tich: Ta sé phai
tim giao diém titng canh cla
hinh chép véi mit phéng phan
giac II. Trén hinh 228, giao
diém M ctia canh SA véi mit
phan giac II chinh 14 giao diém
ciia hai hinh chiéu cua SA:

S,A; xS,A, =M, =M,

\

K BA R AIKES
N\ N

Hinh 227
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Hinh 228. Hinh 229.

Tuong tu trén hinh 229 S,\E, x S,E, = N, = N,, S,D, x S,D, = P, = P, va 8,C, x
S,C, = Q, = Q,. Riéng SB c6 hai hinh chiéu tring nhau thi khéng tim dudc giao
diém. Bay gid ta ké mot dudng thing SX trén mat bén SBC, va ta ¢6 S,X, x S,X,
= F, = F,. QF chinh 12 giao tuyén ciia mat SBC véi mat phan giac I1. Do dé néu
SB cét mat phan giac II tai R thi Q, F va R phai thidng hang. T d6 ta tim dudge
giao diém R. Giao tuyén la ngii giac MNPQR c6 hai hinh chiéu trung nhau.

I11. KHAI TRIEN CAC MAT

Khai trién mot mit 1a trai mat d6 1én mdt mat phang ma khong c¢é hién
tuong gap nép hodc rach mat d6. Pay 1a mdt phép bién d6i moét-mot bao toan goe
gitia hai duong cong va bao toan cac chiéu dai. Sau day 1a mot s6 bai toan vé khai
trién cac mat thong dung, trong phan nay chung t6i ¢6 néu mot s cach tinh toan
cac chiéu dai dé tién viéc xac dinh cac hinh khai trién c6 kich thude 16n.,

BAI 91: Khai trién moét hinh chép déu day 1a mét luc giac (hinh 230).

Phdn tich: Ta phai tinh toan d6 dai that cia cac canh bén cta hinh chép
roi dung cac tam giac can ké tiép nhau. Hinh 231 1a cac hinh khai trién cta cac
hinh chép déu cé s6 canh day 1a chén (6) va 1é (5).

Lién hé gitta cac kich thude:

2 2
B=4h?+R’ ;K=,/Bz—% =‘jh3 +Rz—a‘T
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tgﬁ:j_: G

2 2K :

2Jh‘”+R2—a~

4

x=2Bsin £=2./h’ +R’.sin>

2 2
f2=Bcos§:dh2+R2.cos%

Jh*4R? (I*CGSEJ

2

b

3
|
2
" S
Hinh 230. T @
l e
h
|

Hinh 231.b)

V6i s6 canh day n chan: ¢ = n.p (hinh 231a).
Vi s6 canh lé thita c6: f, = K - f, (hinh 231b).
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Biét R, h va B, va s canh day n, ta tinh dudc tat ca cac yéu t8 dé dung
hinh khai trién.

BAI 92: Khai trién o1
mot hinh nén cut tron xoay.

Phén tich: Hinh | o,
khai trién cta cd mét hinh
nén tron xoay la mét hinh
quat cé gbée tdm la 0° duge
tinh nhu sau: (hinh 232).

L.B=2nR-+B=¥

(R ban kinh day, L chiéu
dai dudng sinh). | Hinh 232.

Bay gid ta nghién ciltu
khai trién hinh nén cut tron xoay cé cac ban kinh day 1a R va R,, chiéu cao 1a H,
chiéu dai dudng sinh 1a L (hinh 233).

Lién hé gilia cac kich thudc:

AB=L-L, = /H*+(R-R,)?. Hai tam giac AfO va ABC déng dang:
Af'  AO AO R

—=——.TudésuyraAf=L=—XxX AB= L-1,).
AB AC AC R -R,
5 %
L 8
% L by
L 24‘-.1 SIn ::
s 1 - N )
Z)Lf ! N
| 8
ol
N/ B i . =
A, K Ao P
: .|/ ;
2 3
40 M-
Al ¢ B 4
2R ) . . 2L Sin z -

Hinh 233
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Con goéc 6 = 360° %hoac 360° —L—' . Kh1 hinh kha1 trién qua to, khong theé
|
xac dinh duge F,, ta phai dung hinh nhu sau:

Sau khi da tinh duge L ; L,; 0: A A,; BB, (véi A,A, =2 L sin g va

——— . b g . i
B,B, =2 L;sin E), bat dau dung hinh thang can A B,B,A, w61 chiéu cao la

. N
(L - L) cos -2— Ro61 dung cung ANA, nhu hinh 233. Sau d6 dung cung B B..
s 3 > o I - - o
Hoac xac dinh mot s6 diém M cua cung A NA, véi cac toa dé nhu trén hinh 233:

g f Ty —Lcos-g- hoac y = 4/ L =x’ —(L—-h) v6i 6 1a géc tam hinh
khai trién va h=NK =L (1 - cos g).

BAI 93: Khai trién mét hinh nén xién (hinh 234).

Ta chi c6 thé khai trién gan ding bang cach chia mat bén ra thanh nhiing
tam giac roi tim do 16n that cia cac canh cta tam giac sau dé ghép lai thanh
hinh khai trién mit nén xién.

52

Chiéu dar thét cua
cac dsong simh

I 2V

)
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Thi du ta chia ddy ra 12 phan bing nhau. Bay gid ta tim d6 16n that cia
cdc canh cia mot tam giac S12 chidng han. Dya vao dudng tron day nén c6 ban
360°

12

) —_—

kinh R, ta c6: canh day 1 2 ctia A S12 bing 2Rsin% = =30° cung 12 =

l 2 2 o " 2 . ‘ .
R.9. Tu d6 (p=?—-> canh day | 2 cua A bang 2Rsin % Khi khai trién ta

thudng thay cung bang diy cung tudng ting, chdp nhan mot sai s& nhat dinh.
Néu ¢ = 30° thi sai s6 la khoang 1,14%, néu ¢ = 15° sai sb la 0,29%, con néu
@ = 7°30’ (n = 48) thi sai s6 chi con 0,07%.

Vay canh day 1 2 da biét. Muén tim dé 16n that hai dudng sinh S1 va SC
ta xoay chung quanh mét truc chiéu bang di qua S, sang thanh cac dudng mat
thi hinh chiéu ding méi 1a cac chiéu dai that tudng tu cho cac dudng sinh khac,
sau dé ghép lai ta c6 hinh khai trién trén hinh 235. Cha § tinh chat d6i xdng
caa hinh khai trién (hinh 235).

BAI 94: Khai trién
mét hinh tru bi cit vat
theo mét géc o, cé6 ban
kinh 1a R.

Phan tich: Ta cing
chia day tru ra 12 phén
béing nhau. Pudng tron day
tru khai trién thanh mét
doan thdng 00 =2nR. Vi
tru thing ding nén trén
hinh khai trién cic dudng
sinh la nhitng doan thang
vudng goéc véi doan 00.

Hinh chiéu ding cua chung

chinh la d6 1dn that, vi vay

ta chi viéc déng sang hinh khai trién 1a xac dinh dudc céc diém ctua duong bao

cia hinh khai trién (1°,2°,...6°). Chd ¥ tinh chit d6i xing ctia hinh. Thiét dién 1a
- x’cos’a vy’

v b =R ; phuodng trinh la = e

cosa R R

Hinh 235

=1.

mot ellip c6 a =
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¥
5.!' 5"_ 1'5! 6’
4, £ e
S
kS J & \ 7/
2, il ig o
; Z 4
o e ol R
=
B
¥
5 b
N N
. |
o 1 2 3 4 5 6
2R
g U "
0 8
% B
0 \ [
f< jz Hinh 236. Budng bao phia trén 1a mot dudng sin cb
P) 7 chiéu dai la 2xR, bién d6 1a Rtga ; z = Rtga.sing
PR Nn=12] 16 |24 32 |48

¢ = 30°(22°30'|15° [ 1°15' 7°30' (o 1a gbc mui chia).

BAI 95: Dung mat tru ngoai tiép, hay khai trién mét hinh ciu c¢é bin

kinh R.
y
y=RlgZ sing
* Y
= s / % 5
F N 0 b X
Zn in _37 g/ 2l0[ ¢ : - ’;k_‘:_
™ \4’__
' wR
n | 8 12 | 16 | 24 | 48
T
'g— | 04142 | 02680 | 0.1989 | 0,1316 | 0,0655 Hinh 237.
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Phadn tich: Ta ciing phai chia hinh cdu thanh n mui dude xac dinh bdi hai
mat phang kinh tuyén cat hinh tru ngoai tiép cho cdu. Gée giiia hai mat phang

, L 2
kinh tuyén 1a =X
n

Dé vé duong bao, chia doan 7R ra n, phan bing nhau. Trén doan ﬁ[, vé
mét duong tron nhan 33° lam dudng kinh réi chia dudng tron nay ra 2n, phan
bang nhau. Trén hinh 237, n, = 6 va 2n, = 12, tit dudng tron nay suy ra dude géc

2n 0w : 360°

=—,dday ¢ =

= =30°.
2n, n,

¢

Duong bao duge xac dinh bdi nlia bude séng cia mot dudng sin c6 phuong

. S i T AT : =
trinh y = Rtg — . sin ¢, trong d6 bién do la 2Rtg —, tic la chiéu rong cua mui
n n
chia tai duong xich dao. Ghép céc mii lai ta c6 hinh khai trién ctia hinh cau.

BAI 96: Khai trién hinh xuyén bing cac doan hinh tru ngoai tiép.

i

/ l H\\ |r
b s
K_-N /// | \\

Hinh 238

Phadn tich: Néu ta dung cac mat phing di qua truc tron xoay cia xuyén
dé chia xuyén ra n phan bing nhau, réi thay mdi doan bdi mét hinh tru ngoai
tiép cho doan d6, bi cat bdi hai mat phing chia mui. Nhu vay hai mat phfmg
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nay lam vé1 nhau mot géc -2—75. Duong kinh tdm hinh xuyén la 2R, dudng kinh
n

thiét dién vudng goéc 1a 2r. Doan tru thay thé cling c¢6 dudng kinh la 2r, chiéu

dai dudng sinh ngin nhat 14 2 (R - r) tg =, dai nhit 1a 2 (R + 1) tg —.
n n

Hinh khai trién dugc gidi han bdi hai dudng sin: y = Rtgzt— + rth. sing.

n n
Cach vé dudng sin da trinh bay & bai 93. Duéi day 14 hinh khai trién cia mét
mui cia hinh xuyén. S8 chia n cang lén thi hinh cang chinh xac. Theo hinh khai
trién, ta thdy dién tich clia m6t mui suy cho cing la dién tich mét hinh chi

nhat ABCD c6 chidu dai 12 2nr vA chiéu rong 12 2Rtg ™ : S, = 4nR.rtg " 13 dién
n n

- . . -2 5 a ’
tich hinh khai trién cua mét mui.

IV. GIAO TUYEN CUA HAI MAT

Cach tim giao tuyén cua hai mat da dudc trinh bay diy du trong sach giao
khoa vé hinh hoc hoa hinh. Sau diy trinh bay mét cach don gian dé tim giao
tuyén trong trudng hop dic biét, khi da biét mét hinh chiéu cua giao tuyén, chi
con tim nét hinh chiéu thi hai. Trong trudng hgp nay ta nhan thiy:

a) M6t trong hai mit phai la chiéu ding hoic chiéu bang nén c6 mét hinh
chiéu suy bién thanh mét da gidc hodc dwong tron.

b) M6t hinh chidu da biét ctia giao tuyén la "phdn chung trén hinh chiéu
suy bién" (phan dugc té dam).

¢) Gén cac diém cua giao tuyén vio mat tha hai (khong suy bién) ta c6
dude hinh chiéu con lai cua giao tuyén.

BAI 97: Tim giao tuyén cia mét hinh chép SABC véi mét lang tru chidu
béng (def).

Phaén tich: Vi lang tru chiéu bing nén hinh chiéu bing suy bién cta né la
Am,n,p,. Nhung giao tuyén da biét 12 phin chung cho ca hai méat trén hinh
chiéu suy bién (phén té6 dam: 1-2-3-4 va 6-7-8). Bay gid ta gn doan giy khic
1-2-3 va doan 7-8 vao méat SAB. 1 va 8 trén SA, 3 va 7 trén SB. Diém 2 khéng
thudc canh nao eia SAB nén ta gin né vao SF. Déng 1én A;B, c6 F, tic la c6
S,F, cit m, tai diém 2. Chi viéc néi 1,-2,-3, va 7,-8, la ta c¢6 hinh chiéu ding
ctia giao tuyén trong pham vi mat SAB. Mat SBC c6 hai doan 3-4 va 6-7 déu
thudc cac canh SB va SC nén tim hinh chiéu ding dé dang. D6 1a hai doan 3,-4,
va 6,-7,. Biy gid dén mit SCA thi mat nay cé chung véi cac mat trén céc diém
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1, 4, 6 va 8 da xac dinh. Chi con diém 5 (giao diém ctuia m véi SAC) thi ta gin
vao SE ctia SAC ta suy ra dude S,E, cat m, tai 5,. Péi véi SAC ta néi: 1,-5,—4,
va 6,-8, 12 xong ca giao tuyén cua hai mit.

Bay gio ta xét thay khuat ting mit cua hai hinh. Muén xét thay khuat ¢
hinh chiéu diing thi phai quan sat dudi hinh chiéu bang. Theo huéng chiéu hinh
chiéu ding thi mat bén mp cua lang tru bi hai miat mn va np che khuit phia
trudc nén mat mp khut, vi vay cac doan cua giao tuyén 1,2, va 1,5, déu khuAt.
Bay gio lai xét hinh chép thi ta thdy SC c¢6 d6 xa 16n nhidt (nhé ra phia trudc)
nén SAB 1a mit khuét nén cac doan 3,2,1, va 7,8, thudéc SAB déu khuit. Téng
két lai trén hinh chiéu ding cac doan 3,2,1,5, va 7,8, 1a khuat. Canh néo cua
cac hinh c6 hai giao diém thi doan gitia hai giao diém la khudt. Hai canh chéo
nhau nhu S,B, va p, thi quan sat hinh chiéu bang thi p, c6 d6 xa nho hon nén
doan p, khudt (st dung cac diém déng tia dé xét thay khudt hai dudng thang
chéo nhau). Rd rang ta da dua bai toan khéng gian thanh cac bai toan phéing dé
giai quyét d& dang hon va khéng phai lap bang dé ndi giao tuyén.

— %

m, =255 |

L—"]

2 ; o
2 Huong chigy cva
42 hint Thiél dung

T2

(N3

Hinh 239
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BAI 98: Tim giao
tuyén cua hinh lang tru

chiéu bang véi hinh cau.

Phan tich: Theo
nhén xét trén, hinh chiéu
bing da biét cua giao
tuyén la phan chung (té
dam 1-2-3-4-5-6-7) trén
hinh chiéu suy bién (hinh

thang d.e,f,g,) cua ling tru
(hinh 240). Nhu vay lang
tru dd cho ta biét hinh
chiéu bang ctua giao tuyén
(duong t6 dam), bay gio chi
viéc gédn cac di€m cha giao

n . e 2 A g
tuyén vao mat cau dé tim

noét hinh chidu ding cua

giao tuyén. Mat phang mat
@, cat mat cau theo dudng
tron gidi han bdi canh d tai
hai diém 2. Mat o, cit cau

Hinh 240.

theo hai cung tron xac dinh g

bdi hai diém 4 va 5 (tdc 12 cung 4,-5,). Mat phing mat B, mang hai diém 3, 1a
cac diém ti€p xuc trén hinh chidu ding. Piém 7 thudce dudng tron xich dao. Dé
tim hinh chiéu ding diém 6 ta dung dudng tron ban kinh r ta sé c6 hai diém 6,.

Néu quan sat dudi hinh chiéu bing thi trén hinh chiéu ding mat d,g, 1a
”, n ~ 2 - ats P A - - N A
khuit nén cung tron 16n 2,1,2, khuit. Poi véi mit cau, nua phia sau 1a khuét

nén cung 3-2 la khuat. Cac canh cua lang tru cat mat cau thi khuat o gitia 2
giao diém (2,-2,, 4,4, va 5,-5,) con cac phan khac thi dua vao cac diém déng
tia dé xét nét thay khuit (hinh 240).

BAI 99: Tim giao tuyén ctia hinh nén va hinh tru chidu dung (hinh 241).

Phdn tich: Hinh chiéu ding da biét cua giao tuyén la phan chung trén
hinh chiéu suy bién ctia tru chiéu diing (cung tron té6 dam 1,....9,). Bay gid chi
con gin cac diém 1, 2, 3....9 vao cac duong sinh hay duong tron ctia hinh nén la
tim dude hinh chiéu bing céc diém dé. Cha y phai tim diém 5 la diém giéi han
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thdy khuit dudi hinh chiéu

bing. Dung dudng sinh cho %

cac diém 2, 8 va 4; con

dang dudng tron cho céac

diém 3, 5 va 6. '3,*" g

Piém 1 va 9 thudc
dudng sinh bién. Hai diém 7
thuéc dudng tron day cua

hinh nén. Sau d6 nd cac 4

SSEF
/o IN
Voo | <
1

diém lan can lai mdt cach
tron tru va déu din. Nhung
mat ddu phia trude con cit
vao mit bén cua hinh nén,

nén ta dung mit phing mit
@, cAt mit nén theo mét
cung hypecbdn @, ma ta
biét duge A va B thudc day
nén; dang mot ducng tron ‘
tim duge dinh C, va mot % AN, 75,
duong tron khac tim dudc ﬂ i

hai diém trung gian E va F.

%‘\ =
s

Ta ldy phan cung hypecbén

nim bén trong dudng tron

trén hinh chiéu ding (hinh 241). Duéi hinh chi€u bing cac diém 1. 2. 3,4 85
nidm & phia trén cta hinh tru 1a thay.

BAI 100: Tim giao tuyén ctia hinh tru chiu ding véi mét nifa hinh xuyén
(hinh 242).

Phén tich: Theo qui téc la hinh chiéu da biét cua giao tuyén la phdn
chung trén hinh chiéu suy bién ctia tru (cung tron té6 dam). Vi vay ta chi viéc
14n lugt gén cac diém cua giao tuyén da biét vao cac dudng tron cia hinh xuyén -
thi ta duge cac diém cia giao tuyén duéi hinh chidu bing. Diém 1 thudc dudng
tron 16n nhat (xich dao) cia xuyén, con diém 7 thudc dudng tron nhd nhat
(dudng tron hong) ctiia xuyén ma ta tim dude ngay 6 dudi hinh chiéu bing. Phai
xé4c dinh diém 4 d€ gidi han phan thdy va khudt (xem lai x4c dinh thay khuat
cua hinh xuyén & bai 89). Piém 7 1a diém ti€p xic cta hai mit nén giao tuyén tu
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cét tai diém d6. Loi dung tinh chit déi xing qua hai truc ta c6 thé hoan thanh
duge hinh chiéu bang ctia giao tuyén.

D61 véi hinh xuyén, theo hinh chiu ding, cac diém 4, 5, 6, 6', 7 1a khuit
duéi hinh chiéu bing, nhung d6i vai hinh tru thi doan 4, 3, 2 vin ndm phia dudi
cua hinh try nén cing khuét nita. Do d6 chi con c6 cung 2?2 1a thdy ¢ hinh
chiéu bing (hinh 242).

Hinh 242

V. TOAN CHUA GIAI

1. Cho hinh chiéu ditng A,, v& nét hinh chiéu bing A, biét rdng A thudc mat
phing phén giac cia nhi dién tao béi mat phing n, va mat phang phén giac
tha nhat. '
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2. Cho dudng canh AB va mét diém M. Kiém tra xem M c6 thuéc AB khong?

(hinh 243).
3. AB va CD c6 vudng géc v4i nhau khéng ? Tai sao ? (hinh 244).
Ay
Ay
M, 8,
8
X X X X
8, [‘i
D
L 4,= Bz\l 2
M, l
Az Cf D{
Hinh 243. Hinh 244,

4. Cho dudng canh MN va mét diém A. Vé nét hai hinh chiéu cia diém B dé
dudng canh AB // MN va AB = 3 cm (hinh 245).

5. Tim dudng vudng géc chung cua hai dusng canh MN va AB (hinh 248).

M,
" G
Af
Ny Ny
X X
M, A
M, l Az .
N> Nz
&
Hinh 245. Hinh 246.

6. Cho dudng thang d va hinh chiéu bing A, ctia diém A. Xac dinh nét A, biét
rang A cach d mot khoang bang 3 don vi (hinh 247).

7. Xét vi tri tuong quan gitta AB va CD (hinh 248).
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Hinh 247. Hinh 248.

8. Duong thang d c6 cit EF va AB khéng ? Tai sao ? (hinh 249).
9. Vach mét duong thing d qua diém M cit ca AB, CD va EF (hinh 250).

A, M D
% 4 * :
Sf ﬁ A/ Cf E’f = F‘;’
X X X X
£,
Az
G P
AN )
> "
i 'g £y *ia N
£ Zi

5
Hinh 249. Hinh 250.

10. Xac dinh nét A, biét ring AB lam B,
véi 1, mét goc 45° (hinh 251).

11. Cho duong thidng d va diém A.
Qua A ké méot dudng thing [ X
cat d theo mét goc ¢ cho trude A
(hinh 252).

12. Chod va diém A, tim trén d mét
diém M cach A mét doan bing r 8
cho trude (hinh 252). Hinh 251.

¢
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13. Tim A'B' d6i xiing vé1 AB:
a) qua mat phang
b) Qua mét phéng =,
¢) Qua mat phéng phén giac I
d) Qua mit phang phéan gic II (hinh 253).

dy 8,
Af ,4/
X )( X =l h X
5
d;
’42
A

Hinh 252, Hinmh 253.

14. Tim cac vét cua dudng thang d va xét xem d qua cac goéc tu nao ?
(hinh 254).

&

Hinh 254



15. Qua A ké mdt dudng thing d sao cho vét diing va vét bing cuia né cach truc
x nhiing doan bang nhau va d, lam véi xx mdt géc 45°. Pudng thiang nay cé
song song véi mat phing nao khong ? Tai sao ? (hinh 255).

16. Khong dung hinh chiéu canh tim cac vét cua dudng canh AB. Xét xem AB
qua cac goc tu nao ? (hinh 256).

Af
¢ Ay 8, {
X X X X
4
$ A 8,
Hinh 255. Hinh 256.
17. Vach qua diém A (tuy 4
chon) mdt duong f
thing lam véi n, mot
géc B va n, mot géc a.
e 5
S0 nghiém ?
18. Dung mot tam giac can X X
ABC c6 day la AB, As
dinh C thuéc truc x
(hinh 257). 5,
19. -Chfmg minh réng mat Hinh 257

phiang P thi vudng goc :
v6i mat phang phéan gidc I va mat phang Q thi vudng géc véi mit phing
phéan giac II (hinh 258).

20. Qua diém A ké mot mit phéng song song vdi mat phing phan giac I va qua
diém B ké mot mat phing // véi mat phang phan giac II (hinh 259).

21. Xac dinh nét d, biét ring d thuéc mat phang o (hinh 260).
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e

X X
e
=2
Hinh 258
mq
4 Af r Bf
iy
x -X
"~
B,
A.Z
Hinh 259. Hinh 260.

22, Xét xem AB c6 thude mit phing o khong ? Tai sao (hinh 261).

B &
T

Se

Hinh 261
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23. Xac dinh hai vét m® va n“ cia mat phiang xac dinh bdi dudng bang h va
dudng mit f cat nhau tai O (hinh 262).

£2

Hinh 262

24, Tim giao tuyén ctia hai mat phing a va f (hinh 263).

25. Cho dudng bing ctia mdt mit phiang a biét ring o lam mét géc 60° dbi véi
n,. Hiy vé& mot dudng dée nhit déi véi n, cia mit phang a (hinh 264).

m iy

Hinh 263. Hinh 264.

26. Tim giao tuyén ctia mat phang « véi mat phing ABC réi xét thdy khuit
(hinh 265).

127



Hinh 285
27. Tim giao diém ctia AB véi mit phing o (hinh 266).

28. Vé nét d, biét ring d di qua A va d // mat phdng o (hinh 267).

B
i
N
x
>
&

\AZJ\

Hinh 266. Hinh 267.

29. Qua A ké mot dudng théng d cét ca b va ¢ (hinh 268).
30. Tim chan dudng vudng géc ha tit A xuéng dudng thing k (hinh 269).
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Nt A
b, "AN //

Hinh 268. Hinh 269.

31. Tim tép hdp cic duong thing di qua A va song song véi mit phing d
(hinh 270).

Hinh 270

32. Hay dung mot dudng thing cét ba dudng thing chéo nhau a, b, ¢ lin lugt
tai cac diém A, B, C sao cho AB = BC (hinh 271).

33. Xac dinh géc nghiéng ciia mat phing o véi mat phing n, (hinh 272).

34, Vé not vét ding m® cia mit phing o biét ring a cach diém A mét doan r
(hinh 273).

85. Tim khodng cach tit diém A dén mat phang (h x f) (hinh 274).

86. Tim hinh chifu vudng géc ctia AB 1én mét phang a (hinh 276).
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X

&
/
x g

/
S

bj \
i
bz
C2

Hinh 271

Ay
. L
-
4 h=
!
Hinh 272. Hinh 273.
« Af ff m
A
0y hy
X / 8=8,
0, Z
A;
Hinh 274. Hinh 275.
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37. Cho mit phang a bing hai vét, Lap mat phang B bang hai vét biét rang B
cach o ba don vi (hinh 276).
38. Vé noét cac hinh chiéu cia mét hinh chi nhat ABCD (hinh 277).

B‘F
o
@ A,
Dy
X X X 1 X
J
Ag\l
d.
Q0
B,
Hinh 276. Hinh 277,

39. Dung tam giac ABC vuodng tai A, sao cho canh AC thudc duong thang d va
AC = 1,5 AB (hinh 278).

40. Thay mit phing hinh chi€u mét lan dé hinh chiu méi ctia hai dudng thing
chéo nhau trd thanh vuéng géc nhau (hinh 279).

d
5
A \
>
K X
” dz
)
3, b,
Hinh 278. Hinh 279.

41. Tim dudng vudng goéc chung cia hai dudng thiang chéo nhau a va b
(hinh 280).

42, Tim géc gitta d véi mat phang o (hinh 281).
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R

qﬂzl

4 &
X X
/

A
Hinh 280. Hinh 281.

43, Tim géc gitia hai mit phing o va B (hinh 282).

44, Tim giao tuyén ciia mit phing o véi mat nén xién (hinh 283). Xét
thay khuat.

% S
Y \
X - X %
/

Hinh 282. Hinh 283.

132



45. Tim giao tuyén clia mat phing o véi mat cdu (hinh 184). Xét thay khudt,

46. Tim giao tuyén ctia mat phang o véi hinh xuyén. Xét thay khuit cta giao
tuyén (hinh 285).

nc
n

oy =2 \

ERANEANNY 4R N

LJ
% Ve
Y [
> e
mﬂ(
Hinh 284. Hinh 285.

47. Cho mét mat nén va
mét duong thing d.
Qua d hay lap mét mat
phing cidt mat nén theo
mot parabdn (hinh 286).

48. Tim giao tuyén cua mit
phing (h x f) véi ling
tru xién. Xét thay
khuat (hinh 287).

49. Tim giao tuyén cua mit
phing a véi mat noén. Xét
thay khuit (hinh 288).

50. Tim giao tuyén cia mit
phidng xac dinh bdi

diém A va truc x véi
mat cau. Xét thdy
khuat (hinh 289). Hinh 286.
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Hinh 288. Hinh 289.
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51. Tim giao diém cua duong thing d véi lang tru. Xét thay khuat (hinh 290).
52. Tim giao diém cta d véi hinh nén (hinh 291). Xét thay khuat.

V /
q, |
, 3
b; 51
dy .
d 2 32 / | 5

@CZ i
)

Hinh 290. ' Hinh 291.

53. Tim giao diém ctia dudng thang d véi mat xuyén (hinh 292). Xét thay khuat.

e

54. Khai trién hinh nén cut (hinh 293).

&

Hinh 292. Hinh 293.
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55. Khai trién lang tru xién (hinh 294).
56. Tim giao tuyén ctia hinh tru véi ban cau. Xét thay khuat (hinh 295).

N
J N\

1)

y W

Hinh 294, Hinh 295.

57. Tim giao tuyén cua nén va ling tru (hinh 296).
58. Tim giao tuyén cua tru va ling tru xién (hinh 297).

yd »
N |7
\@){ ] }@

Hinh 296. Hinh 297.

[ S

X
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59. Tim giao tuyén cua chép vdi lang tru (hinh 198).

60. Tim giao tuyén cua xuyén, tru va ban cau (hinh 299).

Hinh 298.
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TAI LIEU THAM KHAO

1. Hinh hoc hoa hinh cta C. Roubaudi
2. Baitap hinh hoc hoa hinh cla K. A. Aruxtamép
3. Bai tap hinh hoc hoa hinh clia B6 mén Hinh hoa - VKT, tridng DHBK  Ha Néi

4. Cac dé thi hinh hoc hoa hinh da s dung clia B mén Hinh hoa - VKT
truong Dai hoc Bach khoa Ha Noi
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Phén I.
Phén 11.
Phan III.
Phan IV.
Phin V.

MUC LUC

Céc bai toan cd ban

Cac bai toan phuc tap

Céac bai toan vé khai trién cac mat

Céc bai toan vé giao tuyén cua hai mat

Céc bai toan chua giai

Tai liéu tham khao
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