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CHÆÅNG MÅÍ  ÂÁÖU 
§ 1. ÂÄÚI TÆÅÜNG NGHIÃN CÆÏU VAÌ NHIÃÛM VUÛ CUÍA MÄN HOÜC 
 

I. Âäúi tæåüng nghiãn cæïu vaì nhiãûm vuû cuía män hoüc: 
1. Âäúi tæåüng nghiãn cæïu: laì váût ràõn biãún daûng âaìn häöi, tæïc laì coï thãø thay âäøi hçnh 

daûng dæåïi taïc duûng cuía caïc nguyãn nhán bãn ngoaìi. 
2. Phaûm vi nghiãn cæïu: 
Phaûm vi nghiãn cæïu cuía män Cå hoüc kãút cáúu laì giäúïng män Sæïc bãön váût liãûu 

nhæng gäöm nhiãöu cáúu kiãûn liãn kãút laûi våïi nhau. Do váûy, trong kãút cáúu hay duìng tãn goüi 
laì hãû kãút cáúu. 

II. Nhiãûm vuû cuía män hoüc: 
Nhiãûm vuû chuí yãúu cuía män Cå hoüc kãút cáúu laì âi xaïc âënh näüi læûc, biãún daûng vaì 

chuyãøn vë trong cäng trçnh nhàòm xáy dæûng cäng trçnh thoía maîn caïc yãu cáöu: 
- Âiãöu kiãûn vãö âäü bãön:  Âaím baío cho cäng trçnh khäng bë phaï hoaûi dæåïi taïc duûng 

cuía caïc nguyãn nhán bãn ngoaìi 
- Âiãöu kiãûn vãö âäü cæïng: Âaím baío cho cäng trçnh khäng coï chuyãøn vë vaì biãún daûng 

væåüt quaï giåïi haûn cho pheïp nhàòm âaím baío sæû laìm viãûc bçnh thæåìng cuía cäng trçnh. 
- Âiãöu kiãûn vãö äøn âënh: Âaím baío cho cäng trçnh coï khaí nàng baío toaìn vë trê vaì 

hçnh daûng ban âáöu cuía noï dæåïi daûng cán bàòng trong traûng thaïi biãún daûng. 
Våïi yãu cáöu vãö âäü bãön, cáön âi xaïc âënh näüi læûc; våïi yãu cáöu vãö âäü cæïng, cáön âi 

xaïc âënh chuyãøn vë; våïi yãu cáöu vãö äøn âënh, cáön âi xaïc âënh læûc tåïi haûn maì kãút cáúu coï thãø 
chëu âæåüc. 

III. Caïc baìi toaïn män hoüc giaíi quyãút: 
1. Baìi toaïn kiãøm tra: ÅÍ baìi toaïn naìy, ta âaî biãút træåïc hçnh daûng, kêch thæåïc cuû 

thãø cuía caïc cáúu kiãûn trong cäng trçnh vaì caïc nguyãn nhán taïc âäüng.  
Yãu cáöu: kiãøm tra cäng trçnh theo ba âiãöu kiãûn trãn (âäü bãön, âäü cæïng & äøn âënh)  

coï âaím baío hay khäng? Vaì ngoaìi ra coìn kiãøm tra cäng trçnh thiãút kãú coï tiãút kiãûm nguyãn 
váût liãûu hay khäng? 

2. Baìi toaïn thiãút kãú: ÅÍ baìi toaïn naìy, ta måïi chè biãút nguyãn nhán taïc âäüng bãn 
ngoaìi. Yãu cáöu: Xaïc âënh hçnh daûng, kêch thæåïc cuía caïc cáúu kiãûn trong cäng trçnh mäüt 
caïch håüp lyï maì váùn âaím baío ba âiãöu kiãûn trãn. 

Âãø giaíi quyãút baìi toaïn naìy, thäng thæåìng, dæûa vaìo kinh nghiãûm hoàûc duìng 
phæång phaïp thiãút kãú så bäü âãø giaí thiãút træåïc hçnh daûng, kêch thæåïc cuía caïc cáúu kiãûn. Sau 
âoï tiãún haình giaíi baìi toaïn kiãøm tra nhæ âaî noïi åí trãn. Vaì trãn cå såí âoï nguåìi thiãút kãú âiãöu 
chènh laûi giaí thiãút ban âáöu cuía mçnh, tæïc laì âi giaíi baìi toaïn làûp. 

IV. Vë trê cuía män hoüc: 
Laì män hoüc kyî thuáût cå såí laìm nãön taíng cho caïc män hoüc chuyãn ngaình nhæ: kãút 

cáúu bã täng, kãút cáúu theïp & gäù, kyî thuáût thi cäng... 
Trang bë cho ngæåìi laìm cäng taïc xáy dæûng nhæîng kiãún thæïc hæîu êch. 
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§2. PHÆÅNG PHAÏP NGHIÃN CÆÏU 
I. Så âäö cäng trçnh: 
1. Khaïi niãûm: Så âäö cäng trçnh laì hçnh aính âån giaín hoïa maì váùn âaím baío phaín 

aính âæåüc chênh xaïc sæû laìm viãûc thæûc tãú cuía cäng trçnh vaì phaíi duìng âãø tênh toaïn âæåüc. 
2. Caïc yãúu täú aính hæåíng âãún viãûc choün så âäö tênh: 
- Hçnh daûng, kêch thæåïc cuía cäng trçnh. 
- Tyí lãû âäü cæïng cuía caïc cáúu kiãûn. 
- Táöm quan troüng cuía cäng trçnh. 
- Khaí nàng tênh toaïn cuía ngæåìi thiãút kãú. 
- Taíi troüng vaì tênh cháút taïc duûng cuía noï. 
- v.v.v 
3. Caïc bæåïc læûa choün så âäö tênh: 
a. Bæåïc 1: Âæa cäng trçnh thæûc vãö så âäö cäng trçnh: 
- Thay caïc thanh bàòng âæåìng truûc thanh. 
- Thay caïc baín vaì voí bàòng caïc màût trung gian. 
- Thay tiãút diãûn, váût liãûu bàòng caïc âaûi læåüng âàûc træng: diãûn têch (F), mämen quaïn 

tênh (J), mäâun âaìn häöi (E), hãû säú daîn nåí vç nhiãût (α) ... 
- Thay thiãút bë tæûa bàòng caïc liãn kãút lyï tæåíng. 
- Âæa taíi troüng taïc duûng lãn màût cáúu kiãûn vãö truûc cáúu kiãûn. 

 Vê duû: 
 
 

 
 
b. Bæåïc 2: Âæa så âäö cäng trçnh vãö så âäö tênh: 
Trong mäüt säú træåìng håüp, så âäö cäng trçnh âæa vãö chæa phuì håüp våïi khaí nàng tênh 

toaïn, ta loaûi boí nhæîng yãúu täú thæï yãúu âãø âån giaín baìi toaïn vaì âæa vãö så âäö tênh, tênh 
âæåüc. 

Vê duû: 

H.1 E, J, F, h, α...⇒

⇒
 (Bæåïc 1) 

(Bæåïc 2) 

⇒ 

H.2
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§ 3. CAÏC GIAÍ THIÃÚT ÂÃØ TÊNH TOAÏN VAÌ NGUYÃN LYÏ CÄÜNG 
TAÏC DUÛNG 

I. Caïc giaí thiãút tênh toaïn: 
1. Âiãöu kiãûn váût lyï cuía baìi toaïn: 
Giaí thiãút ràòng váût liãûu laì âaìn häöi tuyãût âäúi vaì tuán theo 

âënh luáût Hook, nghéa laì quan hãû giæîa näüi læûc vaì biãún daûng laì 

quan hãû tuyãún tênh (
E
σε = ). 

Chuï yï: Nãúu cháúp nháûn giaí thiãút naìy thç baìi toaïn goüi laì  
âaìn häöi tuyãún tênh (tuyãún tênh váût lyï). Nãúu khäng cháúp nháûn giaí thiãút naìy thç baìi toaïn goüi 
laì âaìn häöi phi tuyãún (phi tuyãún váût lyï). 

2. Âiãöu kiãûn hçnh hoüc cuía baìi toaïn: 
Chuyãøn vë vaì biãún daûng âæåüc xem nhæ laì nhæîng âaûi 

læåüng vä cuìng beï. Do váûy khi tênh toaïn, xem cäng trçnh laì 
khäng coï biãún daûng. 

Chuï yï: Nãúu cháúp nháûn giaí thiãút naìy thç baìi toaïn goüi laì 
tuyãún tênh hçnh hoüc. Nãúu khäng cháúp nháûn giaí thiãút naìy thç baìi 
toaïn goüi laì phi tuyãún hçnh hoüc. 

II. Nguyãn lyï cäüng taïc duûng: 
1. Phaït biãøu: Mäüt âaûi læåüng nghiãn cæïu S (näüi læûc, phaín læûc, chuyãøn vë...) do mäüt 

säú caïc nguyãn nhán âäöng thåìi taïc duûng gáy ra seî bàòng täøng âaûi säú hay hay täøng hçnh hoüc 
cuía âaûi læåüng S do tæìng nguyãn nhán taïc duûng riãng reî gáy ra. 

Láúy täøng âaûi säú khi âaûi læåüng S laì âaûi læåüng 
vä hæåïng, láúy täøng hçnh hoüc khi âaûi læåüng S laì âaûi 
læåüng veïc tå. 
  Vê duû: Xeït dáöm chëu taïc duûng cuía 2 læûc P1 & 
P2 vaì âaûi læåüng nghiãn cæïu S laì phaín læûc VA trãn 
hçnh (H.5a) 

Xeït chênh dáöm âoï nhæng chëu taïc duûng riãng 
reî cuía 2 læûc P1, P2 trãn hçnh (H.5b) &  (H.5c). 

Theo nguyãn lyï cäüng taïc duûng: 
 21 AAA VVV += . 

 Vaì nãúu xeït toaìn diãûn, thç hãû (H.5a) bàòng 
täøng cuía hai hãû (H.5b) & (H.5c). 

2. Biãøu thæïc giaíi têch cuía nguyãn lyï cäüng taïc duûng: 
              S(P1, P2,..... Pn) = S(P1) + S(P2) +.....+ S(Pn)  
- S(P1, P2,..... Pn): laì âaûi læåüng S  do caïc nguyãn nhán P1, P2,..... Pn âäöng thåìi taïc 

duûng lãn hãû gáy ra. 
- S(Pk): laì âaûi læåüng S do riãng Pk taïc duûng lãn hãû gáy ra. 

H.3O ε

σ

H.4

∆ ≈ 0∆ ≈ 0

VA

VA1

P1

VA2

A
P2 B 

BA

A B 
P1 P2

H.5a

H.5b

H.5c
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Goüi kS laì âaûi læåüng S do riãng Pk = 1 gáy ra. Tæïc laì S(Pk) = kS .Pk 
      Váûy S(P1, P2,..... Pn)  = nn PSPSPS ........ 2211 ++  
Chuï yï: Nguyãn lyï cäüng taïc duûng chè aïp duûng cho hãû tuyãún tênh váût lyï cuîng nhæ 

tuyãún tênh hçnh hoüc. 
 

§ 4. PHÁN LOAÛI CÄNG TRÇNH 
I. Phán loaûi theo så âäö tênh: 
1. Hãû phàóng: khi táút caí caïc 

cáúu kiãûn cuìng thuäüc mäüt màût phàóng 
vaì taíi troüng taïc duûng cuîng nàòm 
trong màût phàóng âoï. 

Caïc loaûi hãû phàóng: 
- Dáöm (H.6) 
- Daìn (H.7) 
- Voìm (H.8) 

- Khung (H.9) 
- Hãû liãn håüp (H.10) 

 
 
 
 

 
2. Hãû khäng gian: khi caïc cáúu kiãûn khäng cuìng nàòm trong mäüt màût phàóng, hoàûc 

cuìng nàòm trong mäüt màût phàóng nhæng taíi troüng taïc duûng ra ngoaìi màût phàóng âoï. 
Caïc loaûi hãû khäng gian: 
- Hãû dáöm træûc giao (H.11) 
- Khung khäng gian (H.12) 
- Daìn khäng gian (H.13) 
- Baín (H.14) 
- Voí (H.15) 

H.6b H.6a 

H.7a H.7b 

H.10b H.10a 

H.11

H.12 H.13 H.15H.14 

H.9a 
H.9b 

H.8a H.8b 
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II. Phán loaûi theo phæång phaïp tênh: 
1. Dæûa vaìo sæû cáön thiãút hay khäng phaíi sæí duûng âiãöu kiãûn âäüng hoüc khi xaïc 

âënh toaìn bäü caïc phaín læûc vaì näüi læûc trong hãû, ngæåìi ta chia ra hai loaûi hãû: 
a. Hãû ténh âënh: laì loaûi hãû maì chè bàòng caïc âiãöu kiãûn ténh hoüc coï thãø xaïc âënh 

âæåüc toaìn bäü näüi læûc vaì phaín læûc trong hãû. Vê duû caïc hãû trãn hçnh a tæì  (H.6) âãún (H.10). 
b. Hãû siãu ténh: laì loaûi hãû maì chè bàòng caïc âiãöu kiãûn ténh hoüc thç chæa âuí âãø xaïc 

âënh toaìn bäü caïc näüi læûc vaì phaín læûc maì coìn phaíi sæí duûng thãm âiãöu kiãûn âäüng hoüc vaì 
âiãöu kiãûn váût lyï. Vê duû caïc hãû trãn hçnh b tæì (H.6) âãún (H.10). 

2. Dæûa vaìo sæû cáön thiãút hay khäng phaíi sæí duûng âiãöu kiãûn cán ténh hoüc khi 
xaïc âënh biãún daûng trong hãû khi hãû chëu chuyãøn vë cæåîng bæïc, ngæåìi ta chia ra hai 
loaûi hãû: 

a. Hãû xaïc âënh âäüng: laì loaûi hãû 
khi chëu chuyãøn vë cæåîng bæïc, coï thãø 
xaïc âënh biãún daûng cuía hãû chè bàòng caïc 
âiãöu kiãûn âäüng hoüc (hçnh hoüc). Vê duû hãû 
cho trãn hçnh (H.16).  

 b. Hãû siãu âäüng: laì loaûi hãû khi chëu chuyãøn vë cæåîng bæïc, nãúu chè bàòng caïc âiãöu 
kiãûn âäüng hoüc thç chæa thãø xaïc âënh âæåüc biãún daûng cuía hãû maì cáön phaíi sæí duûng thãm 
âiãöu kiãûn ténh hoüc.Vê duû hãû cho trãn hçnh (H.17). 

III. Phán loaûi theo kêch thæåïc tæång âäúi cuía caïc cáúu kiãûn: 
 - Thanh: nãúu kêch thæåïc mäüt phæång khaï låïn hån hai phæång coìn laûi (H 18a). 
- Baín: nãúu kêch thæåïc cuía hai phæång khaï låïn hån phæång coìn laûi (H.18b). 
- Khäúi: nãúu kêch thæåïc cuía ba phæång gáön bàòng nhau (H.18c) 

 
 
 
 
 

IV. Phán loaûi theo khaí nàng thay âäøi hçnh daûng hçnh hoüc: 
- Hãû biãún hçnh. 
- Hãû biãún hçnh tæïc thåìi. 
- Hãû báút biãún hçnh. 

 
 
 
 
 
 
 

H.18a 
H.18b H.18c 

∆ 

B  C  

A' A

H.16 

∆ ∆

A B

C DC' D'

H.17 
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§ 5. CAÏC NGUYÃN NHÁN GÁY RA NÄÜI LÆÛC, BIÃÚN DAÛNG VAÌ 
CHUYÃØN VË 

I. Taíi troüng: gáy ra näüi læûc, biãún daûng vaì chuyãøn vë trong táút caí caïc loaûi hãû. 
Phán loaûi taíi troüng: 
- Theo thåìi gian taïc duûng: taíi troüng láu daìi (nhæ troüng læåüng baín thán cäng 

trçnh...) coìn âæåüc goüi laì ténh taíi vaì taíi troüng taûm thåìi (nhæ taíi troüng do gioï, do con ngæåìi 
âi laûi khi sæí duûng..) coìn âæåüc goüi laì hoaût taíi. 

- Theo sæû thay âäøi vë trê taïc duûng: taíi troüng báút âäüng vaì taíi troüng di âäüng. 
- Theo tênh cháút taïc duûng coï gáy ra læûc quaïn tênh hay khäng: taíi troüng taïc duûng 

ténh vaì taíi troüng taïc duûng âäüng. 
Ngoaìi ra, coìn phán loaûi taíi troüng theo hçnh thæïc taïc duûng cuía taíi troüng: taíi troüng 

táûp trung, taíi troüng phán bäú... 
II. Sæû thay âäøi nhiãût âäü: chênh laì sæû thay âäøi nhiãût âäü taïc duûng lãn cäng trçnh khi 

laìm viãûc so våïi luïc chãú taûo ra noï. 
Âäúi våïi hãû ténh âënh, taïc nhán naìy chè gáy ra biãún daûng vaì chuyãøn vë, khäng gáy 

ra näüi læûc, coìn âäúi våïi hãû siãu ténh thç gáy ra âäöng thåìi caí ba yãúu täú trãn. 
III. Chuyãøn vë cæåîng bæïc cuía caïc gäúi tæûa (luïn) vaì do chãú taûo làõp raïp khäng 

chênh xaïc. 
Âäúi våïi hãû ténh âënh, taïc nhán naìy chè gáy ra chuyãøn vë, khäng gáy ra biãún daûng 

vaì näüi læûc; coìn âäúi våïi hãû siãu ténh thç gáy ra âäöng thåìi caí ba yãúu täú trãn. 
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CHÆÅNG 1 

PHÁN TÊCH CÁÚU TAÛO HÇNH HOÜC CUÍA HÃÛ PHÀÓNG 
§ 1. CAÏC KHAÏI NIÃÛM 

I. Hãû báút biãún hçnh (BBH): laì hãû khäng coï sæû thay âäøi hçnh daûng hçnh hoüc dæåïi 
taïc duûng cuía taíi troüng nãúu xem caïc cáúu kiãûn cuía hãû laì tuyãût âäúi 
cæïng. 

Vê duû: Phán têch hãû hçnh veî (H.1.1a) 
Nãúu quan niãûm AB, BC, traïi âáút laì tuyãût âäúi cæïng, tæïc laì 

lAB, lBC, lCA = const thç tam giaïc ABC laì duy nháút, nãn hãû âaî cho 
laì hãû BBH. 
  - Mäüt hãû BBH mäüt caïch roî rãût goüi chung laì miãúng cæïng (táúm cæïng) 
  - Caïc loaûi miãúng cæïng: (H.1.1b) 

- Kyï hiãûu miãúng cæïng: (H.1.1c) 
 
 

* Chuï yï: Do hãû BBH coï khaí nàng chëu læûc taïc duûng nãn noï âæåüc sæí duûng laìm caïc 
kãút cáúu xáy dæûng vaì thæûc tãú laì chuí yãúu sæí  duûng loaûi hãû naìy. 

II. Hãû khäng báút biãún hçnh: 
1. Hãû biãún hçnh (BH): laì hãû coï sæû thay âäøi 

hçnh daûng hçnh hoüc mäüt læåüng hæîu haûn dæåïi taïc duûng 
cuía taíi troüng màûc duì xem caïc cáúu kiãûn cuía hãû laì 
tuyãût âäúi cæïng. 

Vê duû: Hãû ABCD cho trãn hçnh (H.1.2a) coï 
thãø âäø thaình hãû AB'CD, nãn hãû âaî cho laì hãû BH. 

* Chuï yï: Do hãû BH khäng coï khaí nàng chëu taíi troüng taïc duûng nãn caïc 
kãút cáúu xáy dæûng khäng sæí duûng loaûi hãû naìy. 
 Hãû BH trãn hçnh (H.1.2b) cho pheïp sæí duûng vç theo phæång âæïng, taíi 
troüng taïc duûng lãn hãû åí traûng thaïi cán bàòng. 

2. Hãû biãún hçnh tæïc thåìi (BHTT): laì hãû coï sæû thay âäøi hçnh daûng hçnh 
hoüc mäüt læåüng vä cuìng beï dæåïi taïc duûng cuía taíi troüng màûc duì xem caïc cáúu 
kiãûn cuía hãû laì tuyãût âäúi cæïng. 

Vê duû: Hãû ABC coï cáúu taûo nhæ trãn hçnh (H.1.3a), khåïp A coï thãø âi xuäúng mäüt 
âoaûn vä cuìng beï δ, nãn hãû âaî cho laì hãû BHTT. 

*Chuï yï: Caïc kãút cáúu xáy dæûng khäng sæí duûng 
hãû BHTT hay hãû gáön BHTT (laì hãû maì chè cáön thay âäøi 
mäüt læåüng vä cuìng beï hçnh daûng hçnh hoüc seî tråí thaình 
hãû BHTT, vê duû hãû BA'C trãn hçnh (H.1.3a) vç näüi læûc 

B C

A

H.1.1a 

H.1.1b 
H.1.1c 

A D

B

B' 

C
H.1.2a 

H.1.2b 

H.1.3a 

B C
A

A' δ
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trong hãû gáön BHTT ráút låïn. 
 Tháût váûy, xeït hãû trãn hçnh (H.1.3b). 
Læûc doüc trong hai thanh AB vaì AC laì N. 
  N = 

αsin.2
P

− . 

 Khi α → 0, hãû BAC tiãún âãún hãû  gáön 
BHTT. 

N = ∞→−
→

)
sin.2

(lim
0 αα

P . 

III. Báûc tæû do: laì säú caïc thäng säú âäüc láûp âuí âãø xaïc âënh vë trê cuía mäüt hãû so våïi 
mäüt hãû cäú âënh khaïc. 

Trong hãû phàóng, mäüt cháút 
âiãøm coï báûc tæû do bàòng 2 ( 
H.1.4a); mäüt miãúng cæïng coï báûc 
tæû do bàòng 3 (H.1.4b). 
 
 

 

§ 2. CAÏC LOAÛI LIÃN KÃÚT VAÌ TÊNH CHÁÚT CUÍA LIÃN KÃÚT 
I. Liãn kãút âån giaín: laì liãn kãút näúi hai miãúng cæïng våïi nhau. 
Caïc loaûi liãn kãút âån giaín 
1. Liãn kãút thanh: (liãn kãút loaûi mäüt) 
a. Cáúu taûo: Gäöm mäüt thanh thàóng khäng chëu taíi troüng coï 

hai khåïp lyï tæåíng åí hai âáöu. (H.1.5a) 
b. Tênh cháút cuía liãn kãút: 
+ Vãö màût âäüng hoüc: liãn kãút thanh khäng cho miãúng 

cæïng di chuyãøn theo phæång doüc truûc thanh, tæïc laì khæí âæåüc 
mäüt báûc tæû do 

+ Vãö màût ténh hoüc: taûi liãn kãút chè coï thãø phaït sinh mäüt 
thaình pháön phaín læûc theo phæång doüc truûc thanh (H.1.5b). 

* Kãút luáûn: liãn kãút thanh khæí âæåüc mäüt báûc tæû do vaì laìm phaït sinh mäüt thaình 
pháön phaín læûc theo phæång liãn kãút. 

* Træåìng håüp âàûc biãût: mäüt miãúng 
cæïng coï hai âáöu khåïp vaì khäng chëu taíi 
troüng thç coï thãø nhæ mäüt liãn kãút thanh, 
coï truûc thanh laì âæåìng näúi hai khåïp 
(H.1.5c). 

* Chuï yï: liãn kãút thanh laì måí räüng cuía khaïi niãûm gäúi di âäüng näúi âáút (H.1.5d). 
2. Liãn kãút khåïp: (liãn kãút loaûi 2) 
a. Cáúu taûo: Gäöm hai miãúng cæïng näúi våïi nhau bàòng mäüt khåïp lyï tæåíng (H.1.6a). 

O x 

y
M (xo,yo) 

xo

yo

H.1.4a H.1.4b 

yo

O

y

MC (xo,yo,α) 

xo x 

α 

H.1.5a (A) (B) 

H.1.5b 

N

N(A) (B)

H.1.5c 
Truûc thanh(A) (B) 

(A) 

R
H.1.5d 

 
α α 

α 

H.1.3b 

P

A

B C

A
N N

P
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b. Tênh cháút: 
+ Vãö màût âäüng hoüc: liãn kãút khåïp khäng cho miãúng cæïng 

chuyãøn vë thàóng (nhæng coï thãø xoay), tæïc laì khæí âæåüc hai báûc tæû 
do. 

+ Vãö màût ténh hoüc: taûi liãn kãút coï thãø phaït sinh mäüt thaình 
pháön phaín læûc coï phæång chæa biãút. Phaín læûc naìy thæåìng âæåüc 
phán têch thaình hai thaình pháön theo hai phæång xaïc âënh 
(H.1.6b). 

* Kãút luáûn: liãn kãút khåïp khæí âæåüc hai báûc tæû do vaì laìm 
phaït sinh hai thaình pháön phaín læûc. 

* Træåìng håüp âàûc biãût: hai liãn kãút thanh coï thãø xem laì 
mäüt liãn kãút khåïp (khåïp giaí taûo), coï vë trê 
taûi giao âiãøm âæåìng näúi hai truûc thanh 
(H.1.6c). 

* Chuï yï: liãn kãút khåïp laì måí räüng 
cuía khaïi niãûm gäúi cäú âënh näúi âáút 
(H.1.6d) 

3. Liãn kãút haìn: (liãn kãút loaûi 3) 
a. Cáúu taûo:  Gäöm hai miãúng cæïng näúi våïi nhau bàòng 

mäüt mäúi haìn (H.1.7a). 
b. Tênh cháút: 
+ Vãö màût âäüng hoüc: liãn kãút haìn 

khäng cho miãúng cæïng coï chuyãøn vë, tæïc laì 
khæí âæåüc 3 báûc tæû do. 

+ Vãö màût ténh hoüc: liãn kãút coï thãø laìm 
phaït sinh mäüt thaình pháön phaín læûc coï phæång 
vaì vë trê chæa biãút. Thæåìng âæa phaín læûc naìy 
vãö taûi vê trê liãn kãút vaì phán têch thaình ba 
thaình pháön ( yx RRM ,, )(H.1.7b) 

* Kãút luáûn: liãn kãút haìn khæí âæåüc ba báûc tæû do vaì laìm phaït 
sinh ba thaình pháön phaín læûc. 

* Chuï yï:  
 - Liãn kãút haìn tæång âæång våïi ba liãn kãút thanh hoàûc mäüt 

liãn kãút thanh vaì mäüt liãn kãút khåïp âæåüc sàõp xãúp mäüt caïch håüp lyï. 
 - Liãn kãút haìn laì måí räüng cuía khaïi 

niãûm liãn kãút ngaìm näúi âáút (H.1.7c) 
II. Liãn kãút phæïc taûp: laì liãn kãút näúi 

nhiãöu miãúng cæïng våïi nhau, säú miãúng cæïng 
låïn hån hai. 

(B) (A) 

Mäúi haìn 
H.1.7a 

Khåïp 

(A) (B) 

H.1.6a 

(A) Rx 

Ry 
R

H.1.6b 
yx RRR +=

(A)
(B
) 

(C) 

H.1.8a 

(A) (B) 

(D)

Mäúi haìn

(C)

H.1.8b 

H.1.6c (B) (A) 

Khåïp giaí (A) 

Ry 
Rx 

H.1.6d 

Ry 
(A) 

H.1.7b R

Rx 

R

M = R.d 

{ }

dRM
RRR

MRRR

yx

yx

.

,,

=
+=

d

Rx 

Ry 
 

H.1.7c 
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Vãö màût cáúu taûo, chè coï liãn kãút khåïp phæïc taûp (H.1.8a) vaì haìn phæïc taûp (H.1.8b). 
* Âäü phæïc taûp cuía liãn kãút: laì säú liãn kãút âån giaín cuìng loaûi, tæång âæång våïi 

liãn kãút âaî cho. Kyï hiãûu p. 
* Cäng thæïc xaïc âënh âäü phæïc taûp:    (1 - 1) 

 D: säú miãúng cæïng quy tuû vaìo liãn kãút.  
* Vê duû: Xaïc âënh âäü phæïc taûp cuía liãn kãút haìn trãn hçnh 

(H.1.8c) 
  p = D - 1 = 4 - 1 = 3. 

Coï nghéa laì liãn kãút haìn phæïc taûp âaî cho tæång âæång våïi 
ba liãn kãút haìn âån giaín. 
 
 

§.3 CAÏCH NÄÚI CAÏC MIÃÚNG CÆÏNG THAÌNH HÃÛ BÁÚT BIÃÚN 
HÇNH 

I. Näúi mäüt âiãøm (màõt) vaìo mäüt miãúng cæïng: 
a. Âiãöu kiãûn cáön: âãø näúi mäüt âiãøm vaìo miãúng cæïng cáön phaíi khæí hai báûc tæû do 

cuía noï. Nghéa laì cáön duìng hai liãn kãút 
thanh (H.1.9a). 

b. Âiãöu kiãûn âuí: hai liãn kãút 
thanh khäng âæåüc thàóng haìng. 

Hai liãn kãút thanh khäng thàóng 
haìng näúi mäüt âiãøm vaìo miãúng cæïng goüi 
laì bäü âäi (H.1.9a).  

* Tênh cháút cuía bäü âäi: khi thãm hay båït láön læåüt caïc bäü âäi thç tênh cháút âäüng 
hoüc cuía hãû khäng thay âäøi. Tênh cháút naìy âæåüc sæí duûng âãø phán têch cáúu taûo hçnh hoüc 
cuía hãû, vaì phán têch theo hai hæåïng sau: 

 + Phæång phaïp thu heûp miãúng cæïng: tæì hãû ban âáöu, láön læåüt loaûi boí dáön caïc bäü 
âäi âãø âæa vãö hãû âån giaín cuäúi cuìng. Nãúu hãû thu âæåüc laì BBH hay BH thç hãû ban âáöu 
cuîng BBH hay BH. Vê duû hãû trãn hçnh (H.1.9c) 

 
 
 
 

 
 

+ Phæång phaïp phaït triãøn miãúng cæïng: tæì miãúng cæïng ban âáöu, thãm láön læåüt caïc 
bäü âäi thç cuäúi cuìng thu âæåüc miãúng cæïng. Vê duû hãû trãn hçnh (H.1.9d) 
 
 

p = D - 1    

(A) (B)

(D)

Mäúi haìn 

(C) 

H.1.8c 

H.1.9a 

(A) 

Màõt 

Bäü âäi 

H.1.9b 

Hãû BHTT 

Loaûi boí caïc bäü âäi
1

1
2

2
3

34
4

5

5

Hãû BBH Hãû BBH 

H.1.9c 
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II. Caïch näúi hai miãúng cæïng: 
1. Âiãöu kiãûn cáön: Xem mäüt miãúng cæïng laì cäú âënh. Âãø näúi miãúng cæïng coìn laûi 

vaìo miãúng cæïng cäú âënh cáön khæí ba báûc tæû do cuía noï, nghéa laì cáön sæí duûng täø håüp caïc 
liãn kãút: 

+ Ba liãn kãút thanh (H.1.10a). 
  + Mäüt liãn kãút thanh cäüng mäüt liãn kãút khåïp (H.1.10b).  
  + Mäüt liãn kãút haìn (H.1.10c). 

 
 
 
 
2. Âiãöu kiãûn âuí: 
a. Nãúu sæí duûng ba liãn kãút thanh: yãu cáöu ba thanh khäng âæåüc âäöng quy hoàûc 

song song (H.1.10d, H.1.10e & H.1.10f). 
 
 
 
 
 
 
b. Nãúu sæí duûng mäüt liãn kãút thanh cäüng mäüt liãn kãút khåïp: yãu cáöu khåïp 

khäng âæåüc nàòm trãn âæåìng truûc thanh (H.1.10g). 
c. Nãúu sæí duûng liãn kãút haìn: thç âoï cuîng laì âiãöu kiãûn 

âuí. 
III. Caïch näúi ba miãúng cæïng: 
1. Âiãöu kiãûn cáön: xem mäüt miãúng cæïng laì cäú âënh. Âãø 

näúi hai miãúng cæïng coìn laûi vaìo miãúng cæïng cäú âënh cáön phaíi 
khæí saïu báûc tæû do, nghéa laì cáön phaíi sæí duûng täø håüp caïc liãn 
kãút: 

 + Ba liãn kãút khåïp (H.1.11a). 
 + Saïu liãn kãút thanh (H.1.11b). 
 + Hai liãn kãút haìn (H.1.11c). 
 + Mäüt liãn kãút thanh cäüng mäüt liãn kãút khåïp cäüng mäüt liãn kãút haìn (H.1.11d) . 
 + v.v.v. 

H.1.9d Thãm caïc bäü âäi 

1

1
2

2
3

3

4

4

5

5 

Hãû BBH Hãû BBH 

H.1.10a(A) (B) H.1.10b(A) (B) H.1.10c 

Mäúi haìn 
(A) (B) 

H.1.10d 

(A) (B) 

H.1.10e 

(A) (B) (B) (A) 

H.1.10f 

(BHTT) (BHTT) (BH) 

Hãû BHTT 
H.1.10g 

(A) 

(B) 
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2. Âiãöu kiãûn âuí: 
  + Nãúu caïc miãúng cæïng näúi láön læåüt våïi nhau: tråí vãö 
laûi baìi toaïn näúi hai miãúng cæïng. Vê duû (H.1.11e). 

 + Nãúu caïc miãúng cæïng näúi âäöng thåìi våïi nhau (nãúu 
loaûi boí mäüt miãúng cæïng báút kyì, hãû 
coìn laûi bë biãún hçnh): luïc naìy hãû cáön 
sæí duûng ba liãn kãút khåïp (thæûc hoàûc 
giaí taûo) tæång häù (H.1.11f). Vaì yãu 
cáöu caïc liãn kãút khåïp khäng cuìng 
nàòm trãn mäüt âæåìng thàóng 
(H.1.11g). 

IV. Caïch näúi nhiãöu miãúng cæïng: 
1. Âiãöu kiãûn cáön: 
a. Træåìng håüp hãû báút kyì khäng näúi âáút: 
Xeït mäüt hãû khäng näúi âáút gäöm D miãúng cæïng. Caïc liãn kãút giæîa caïc miãúng cæïng 

laì: T liãn kãút thanh, K liãn kãút khåïp âaî quy vãö khåïp âån giaín vaì H liãn kãút haìn âaî quy 
vãö haìn âån giaín. 

Xem mäüt miãúng cæïng laì cäú âënh. Näúi (D - 1) miãúng cæïng coìn laûi vaìo miãúng cæïng 
cäú âënh, nghéa laì cáön phaíi khæí 3.(D-1) báûc tæû do. Âoï laì yãu cáöu. 

Vãö khaí nàng: T , K, H khæí âæåüc T + 2.K + 3.H báûc tæû do. 
Nhæ váûy, âiãöu kiãûn cáön âãø hãû BBH laì 
                                                                              (1 - 2) 
 

* Caïc træåìng håüp cuía n: 
 + n = 0 vaì hãû âaî cho laì hãû BBH thç hãû laì hãû ténh. 

  + n > 0 vaì hãû âaî cho laì hãû BBH thç hãû laì hãû siãu ténh. 
  + n < 0 thç hãû laì hãû BH. 

b. Træåìng håüp hãû báút kyì coï näúi âáút: 
Xeït mäüt hãû näúi âáút gäöm D miãúng cæïng. Caïc liãn kãút giæîa caïc miãúng cæïng laì: T 

liãn kãút thanh, K liãn kãút khåïp âaî quy vãö khåïp âån giaín vaì H liãn kãút haìn âaî quy vãö haìn 
âån giaín. Liãn kãút giæîa hãû vaì traïi âáút gäöm C liãn kãút âaî quy vãö liãn kãút loaûi mäüt. 
 Xem traïi âáút laì cäú âënh. Näúi D miãúng cæïng coìn laûi vaìo trê âáút, nghéa laì phaíi khæí 
3.D báûc tæû do. Âoï laì yãu cáöu. 
 Vãö khaí nàng: T, K, H, C khæí âæåüc T + 2.K + 3.H + C báûc tæû do. 

 n = T + 2.K + 3.H - 3.(D -1) ≥ 0  

(C) (A) (B) 

H.1.11e 

(B) (A) 

(C) 

H.1.11a H.1.11b 
(A) 

(B) 

(C) 

H.1.11c 

(A) (B) 

(C) 
(C) 

(A) (B) 

H.1.11d 

(A) 

(B) 

(C) 

H.1.11f 
Hãû BHTT 

(A) 

(B) 

H.1.11g 

(C) 
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 Váûy âiãöu kiãûn cáön âãø hãû BBH laì 
                                                                      (1 - 3) 
 

* Caïc træåìng håüp cuía n: tæång tæû nhæ trãn 
* Caïc loaûi liãn kãút näúi âáút (H.1.12a): 
 
 
 
 
 
2. Âiãöu kiãûn âuí: 
Thæåìng sæí duûng tênh cháút cuía bäü âäi, caïch näúi hai hoàûc ba miãúng cæïng nhàòm thu 

heûp hoàûc phaït triãøn hãû âãún mæïc täúi âa cho pheïp. Nãúu kãút quaí thu âæåüc: 
+ Mäüt miãúng cæïng: hãû âaî cho laì BBH. 
+ Hai hoàûc ba miãúng cæïng: sæí duûng âiãöu kiãûn âuí cuía baìi toaïn näúi hai, ba miãúng 

cæïng âaî biãút âãø phán têch tiãúp. 
Vê duû: 

 * Ngoaìi ra coìn sæí duûng phæång phaïp taíi troüng bàòng khäng hoàûc phæång phaïp 
âäüng hoüc âãø khaío saït. Xem giaïo trçnh män Cå hoüc kãút cáúu - Lãöu Thoü Trçnh. 

 V. Træåìng håüp âàûc biãût: Hãû daìn. 
Hãû daìn laì hãû gäöm nhæîng thanh thàóng liãn kãút våïi nhau chè bàòng caïc khåïp åí hai 

âáöu mäùi thanh. 
 
 
 
 
 

* Âäúi våïi hãû daìn cuîng cho pheïp aïp duûng cäng thæïc (1 - 2) hoàûc (1 - 3) âãø khaío saït 
âiãöu kiãûn cáön. Tuy nhiãn, trong hãû daìn, caïc liãn kãút khåïp thæåìng laì khåïp phæïc taûp cáön 
quy âäøi vãö khåïp âån giaín. Caïch laìm nhæ váûy thæåìng dãù nháöm láùn. Dæåïi âáy seî trçnh baìy 
mäüt caïch khaïc thuáûn låüi hån maì khäng phaíi quan tám âãún âäü phæïc taûp cuía caïc liãn kãút 
khåïp. 

 n = T + 2.K + 3.H + C - 3.D ≥ 0  

Gäúi di âäüng 
C =1 

Gäúi cäú âënh 
C = 2 

Ngaìm træåüt 
C = 2 

Ngaìm 
C = 3 

H.1.12a 

H.1.12d 

Khäng phaíi hãû daìn 

Màõt 

Hãû daìn 

H.1.12b 

(A) 

(C) 

(B) 

(D
) 

(Phaït triãøn miãúng cæïng) 
H.1.12c 

Loaûi boí caïc bäü âäi
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Hãû BBH 

4
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4
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Hãû BBH
   (Thu heûp miãúng cæïng) 
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1. Træåìng håüp hãû daìn khäng näúi âáút: 
Xeït hãû daìn khäng näúi âáút gäöm D thanh daìn vaì M màõt.  
Xem mäüt thanh daìn laì miãúng cæïng cäú âënh, coìn laûi (D - 1) thanh. Vaì âi näúi (M - 

2) màõt coìn laûi vaìo miãúng cæïng cäú âënh, nghéa laì cáön phaíi khæí 2.(M - 2) báûc tæû do.  
Xem caïc thanh daìn laì caïc liãn kãút thanh. Nhæ váûy, (D -1) thanh coìn laûi coï khaí 

nàng khæí âæåüc (D -1) báûc tæû do. 
Váûy âiãöu kiãûn cáön âãø hãû BBH laì: 

                                                                       (1 - 4) 
 
2. Træåìng håüp hãû daìn näúi âáút: 

 Xeït hãû daìn gäöm D thanh daìn vaì M màõt. Ngoaìi ra hãû daìn coìn näúi âáút bàòng säú liãn 
kãút tæång âæång C liãn kãút loaûi mäüt. Näúi M màõt vaìo miãúng cæïng cäú âënh. Nghéa laì cáön 
khæí 2.M báûc tæû do. 

Xem caïc thanh daìn laì caïc liãn kãút thanh. Nhæ váûy, D thanh daìn coï khaí nàng khæí 
âæåüc D báûc tæû do. Ngoaìi ra caïc liãn kãút näúi âáút khæí âæåüc C báûc tæû do. 

Váûy âiãöu kiãûn cáön âãø hãû BBH laì: 
                                                 (1 - 5) 

 
* Chuï yï: - Caïc træåìng håüp cuía n vaì âiãöu kiãûn âuí váùn nhæ træåìng håüp täøng quaït. 

  

CAÏC VÊ DUÛ 
*Vê duû 1:Phán têch cáúu taûo hçnh hoüc cuía hãû cho trãn hçnh H.1.13a 

 1. Âiãöu kiãûn cáön: Hãû âaî cho thuäüc hãû báút kyì näúi âáút nãn âiãöu kiãûn cáön sæí duûng 
biãøu thæïc (1 - 3). Coï thãø giaíi baìi toaïn theo nhiãöu quan 
niãûm khaïc nhau: 
 a. Quan niãûm mäùi âoaûn thanh thàóng laì mäüt 
miãúng cæïng: 

Luïc naìy D = 5, T = 0, K = 1, H = 3, C = 4. Thay 
vaìo (1 - 3) 

         n = T + 2.K + 3.H + C - 3.D = 0 + 2.1 + 3.3 + 4 - 3.5 = 0 
⇒ Hãû âaî cho coï khaí nàng BBH. 
b. Quan niãûm mäùi thanh gaîy khuïc laì mäüt miãúng cæïng (quan niãûm säú miãúng 

cæïng täúi thiãøu): 
Luïc naìy D = 2 (ab, bce), T = 0, K = 1, H = 0, C = 4. Thay vaìo (1 - 3) 

         n = 0 + 2.1 + 3.0 + 4 - 3.2 = 0 
 ⇒ Hãû âaî cho coï khaí nàng BBH. 
 c. Quan niãûm traïi âáút laì mäüt miãúng cæïng: 
 Luïc naìy xem hãû laì khäng näúi âáút nãn âiãöu kiãûn cáön sæí duûng biãøu thæïc (1 - 2). 
 Luïc naìy D = 3 (ab, bce vaì traïi âáút), T = 2, K = 2, H = 0. Thay vaìo (1 - 2) 

n = (D - 1) - 2.(M - 2) = D - 2.M + 3 ≥ 0   

H.1.13a 

a

b

c
d

f

e

n = D - 2M + C 
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e 

a

H.1.13d 

b 

c d

f

(I) 

H.1.13e 

a

b

c

(II) 

d 

fe

O

          N = 2 + 2.2  + 3.0 - 3.(3 - 1) = 0 
⇒ Hãû âaî cho coï khaí nàng BBH. 
* Nháûn xeït: - Coï nhiãöu caïch quan niãûm miãúng cæïng khaïc nhau, vaì coï aính hæåíng 

âãún säú læåüng miãúng cæïng vaì caïc liãn kãút. 
              -  Nãn quan niãûm säú miãúng cæïng täúi thiãøu vç säú læåüng D, T, K, H seî êt 
nháút. 
 2. Âiãöu kiãûn âuí: Coï nhiãöu caïch quan niãûm. 

a. Âæa hãû vãö thaình baìi toaïn näúi hai miãúng cæïng: traïi âáút (II) vaì bce (I). Hai 
miãúng cæïng naìy näúi våïi nhau bàòng ba thanh ab, cd, ef (H.1.13b). Ba thanh naìy khäng 
âäöng quy hay song song nãn hãû âaî cho laì hãû BBH (hãû ténh âënh). 

b. Âæa hãû vãö thaình baìi toaïn näúi ba miãúng cæïng: 
Traïi âáút (II), bce (I) vaì ab (III). Ba miãúng cæïng naìy näúi nhau bàòng ba khåïp (1,2 åí 

xa vä cuìng), (2,3), (3,1). Ba khåïp naìy khäng thàóng haìng nãn hãû âaî cho laì hãû BBH 
(H.1.13c).  

 
 
 
 
 
 
 
 

* Læu yï: Khi khaío saït âiãöu cáön vaì âuí cho mäüt hãû, chè cáön sæí duûng mäüt quan niãûm 
laì âuí. 

* Vê duû 2:Näüi dung giäúng vê duû 1 nhæng thanh e-f nghiãng âi 45o (hçnh H.1.13d). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
1. Âiãöu kiãûn cáön: khäng thay âäøi so våïi vê duû 1. 
2. Âiãöu kiãûn âuí: Âæa hãû vãö thaình baìi toaïn näúi hai miãúng cæïng:  
Âoï laì traïi âáút (II) vaì bce (I). Hai miãúng cæïng naìy näúi våïi nhau bàòng ba thanh ab, 

cd, ef (H.1.13e). Ba thanh naìy âäöng quy taûi O nãn hãû âaî cho laì hãû BHTT. 
*Vê duû 3:Phán têch cáúu taûo hçnh hoüc cuía hãû cho trãn hçnh H.1.13f. 

(I) 

H.1.13c 

a

b 

c

(II) 

d

f
e

(III) (3,1)

(2,3
) 

(1,2)→  ∞

e

a

H.1.13b 

b
c d

f

(II) 

(I) 
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1. Âiãöu kiãûn cáön: Hãû âaî cho thuäüc hãû báút kyì näúi âáút. Sæí duûng biãøu thæïc (1 - 3) âãø 
khaío saït âiãöu kiãûn cáön. 

Quan niãûm hãû gäöm caïc miãúng cæïng: (A), (B), (C), (D), (E), (F). 
Váûy D = 6, T = 4, K = 3, C = 8, H = 0. Thay vaìo (1 - 3) 
 n = T + 2.K + 3.H + C - 3.D = 4 + 2.3 + 3.0 + 8 - 3.6 = 0. 
Hãû âaî cho coï khaí nàng BBH. 
2. Âiãöu kiãûn âuí: Âæa hãû vãö thaình baìi toaïn näúi ba miãúng cæïng (I), (II) & (III) nhæ 

trãn hçnh (H.1.13g). Ba miãúng cæïng naìy näúi våïi nhau bàòng ba khåïp (1,2), (2,3) & (3,1) 
khäng thàóng haìng nãn hãû âaî cho laì BBH (ténh âënh).  

*Vê duû 4:Phán têch cáúu taûo hçnh hoüc cuía hãû cho trãn hçnh (H.1.13h). 
1. Âiãöu kiãûn cáön: Hãû âaî cho thuäüc hãû 

báút kyì näúi âáút. Sæí duûng biãøu thæïc (1-3) âãø 
khaío saït âiãöu kiãûn cáön. 

Quan niãûm hãû gäöm caïc miãúng cæïng 
(A), (B), (C). 

Váûy D = 3, T = 2, K = 1, H = 0, C = 5. 
Thay vaìo (1 - 3) 

 n = T + 2.K + 3.H + C - 3.D = 2 + 2.1 + 3.0 + 5 - 3.3 = 0. 
Hãû âaî cho coï khaí nàng BBH. 
2. Âiãöu kiãûn âuí: 
Duìng phæång phaïp phaït triãøn miãúng cæïng: 

Váûy hãû âaî cho laì hãû BBH (hãû ténh âënh). 
* Vê duû 5:Phán têch cáúu taûo hçnh hoüc cuía hãû cho trãn hçnh (H.1.13i). 
1. Âiãöu kiãûn cáön: Hãû âaî cho thuäüc hãû báút kyì näúi âáút. Sæí duûng biãøu thæïc (1-3) âãø 

khaío saït âiãöu kiãûn cáön. 

(A) + Traïi âáút 
ngaìm (1) 

MC  +  (B) 
khåïp 2 

thanh 3 
MC  +  (C) 

3 thanh 
MC duy nháút. 

(4) vaì (5) 

H.1.13f 

(E) (F) 

(D) 

(C) (B) 

(A) 

H.1.13g 

(II) (III) 

(I) 

(1,2) (3,1) 
(2,3)

H.1.13h 

1
2 4

53

A B

C
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Quan niãûm hãû gäöm caïc miãúng cæïng (af), (eb), (bg), (fh), (hc). 
Váûy D = 5, T = 0, K = 5, H = 0, 

C = 5. Thay vaìo (1 - 3) 
n = T + 2.K + 3.H + C - 3.D  
= 0 + 2.5 + 3.0 + 5 - 3.5 = 0. 
Hãû âaî cho coï khaí nàng BBH. 
2. Âiãöu kiãûn âuí: 
Duìng phæång phaïp phaït triãøn miãúng cæïng: 

Váûy hãû âaî cho laì hãû BBH (hãû ténh âënh). 
* Vê duû 6:Phán têch cáúu taûo hçnh hoüc cuía hãû cho trãn hçnh (H.1.13j). 

1. Âiãöu kiãûn cáön: Hãû âaî cho thuäüc hãû daìn näúi âáút. Sæí duûng biãøu thæïc (1 - 5) âãø 
khaío saït âiãöu kiãûn cáön. 

Váûy D = 11, M = 7, C = 3. Thay vaìo (1 - 5)  
 n =  D - 2.M + C = 11 - 2.7 + 3 = 0 
Hãû âaî cho coï khaí nàng BBH. 
2. Âiãöu kiãûn âuí: 
Duìng phæång phaïp phaït triãøn miãúng cæïng (H.1.13k). 
 
 
 
Tæång tæû, (2-3-7-5) laì miãúng cæïng (II) 
 
 
H

ãû 

H.1.13i 

e

dc

f ga
b

k

h

(af) + Traïi âáút 
ngaìm (a) 

MC  +  (eb) 
khåïp e 

MC  +  (fh) 

khåïp f 
MC + (hc) 

(thanh bg) 

MC duy nháút. 
khåïp h 

thanh cd 

thanh k 

(1-4-6) 
bäü âäi (1-2) & (2-4)  

MC (I) 

(I) + (II) 
khåïp 2 

MC  +  Traïi âáút 
khåïp A 

MC duy nháút 
thanh B thanh 4-5 

1

6

4

2 3

7

5
H.1.13j 

1

6

4

2 3

7

5
(I) (II)H.1.13k 

A
B

A B
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âaî cho laì hãû BHTT (hãû ténh âënh). 
* Vê duû 7:Phán têch cáúu taûo hçnh hoüc cuía hãû cho trãn hçnh (H.1.13l) 
1. Âiãöu kiãûn cáön: Hãû âaî cho thuäüc hãû daìn näúi âáút. Sæí duûng biãøu thæïc (1 - 5) âãø 

khaío saït âiãöu kiãûn cáön. 
Váûy T = 18, M = 10, C = 4. Thay vaìo (1-5)  
 n =  D -2.M + C = 18 - 2.10 + 4 = 2 > 0. 
Hãû âaî cho coï khaí nàng BBH vaì thæìa liãn kãút. 

2. Âiãöu kiãûn âuí: 
Âæa hãû vãö thaình baìi toaïn näúi ba miãúng cæïng. 
+ Traïi âáút: (I). 
+ (1, 2, 5, 6, 9): (II). Dãù tháúy (II) thæìa mäüt liãn kãút thanh. 
+ Tæång tæû  (3, 4, 7, 8, 10) laì miãúng cæïng (III) cuîng thæìa mäüt liãn kãút thanh. 
Ba miãúng cæïng naìy näúi våïi nhau bàòng ba khåïp (1,2 åí xa vä cuìng), (2,3), (3,1). Ba 

khåïp naìy thàóng haìng (H.1.13m). 
Váûy hãû âaî cho laì BHTT. 
 

1 2 3 4

5 6 7 8

109
A B

H.1.13l 

(1,2) → ∞

(I) (II)

(III) 

(3,1) (2,3)
H.1.13m 



 CÅ HOÜC KÃÚT CÁÚU I             Page 1 

   

CHÆÅNG MÅÍ  ÂÁÖU 
§ 1. ÂÄÚI TÆÅÜNG NGHIÃN CÆÏU VAÌ NHIÃÛM VUÛ CUÍA MÄN HOÜC 
 

I. Âäúi tæåüng nghiãn cæïu vaì nhiãûm vuû cuía män hoüc: 
1. Âäúi tæåüng nghiãn cæïu: laì váût ràõn biãún daûng âaìn häöi, tæïc laì coï thãø thay âäøi hçnh 

daûng dæåïi taïc duûng cuía caïc nguyãn nhán bãn ngoaìi. 
2. Phaûm vi nghiãn cæïu: 
Phaûm vi nghiãn cæïu cuía män Cå hoüc kãút cáúu laì giäúïng män Sæïc bãön váût liãûu 

nhæng gäöm nhiãöu cáúu kiãûn liãn kãút laûi våïi nhau. Do váûy, trong kãút cáúu hay duìng tãn goüi 
laì hãû kãút cáúu. 

II. Nhiãûm vuû cuía män hoüc: 
Nhiãûm vuû chuí yãúu cuía män Cå hoüc kãút cáúu laì âi xaïc âënh näüi læûc, biãún daûng vaì 

chuyãøn vë trong cäng trçnh nhàòm xáy dæûng cäng trçnh thoía maîn caïc yãu cáöu: 
- Âiãöu kiãûn vãö âäü bãön:  Âaím baío cho cäng trçnh khäng bë phaï hoaûi dæåïi taïc duûng 

cuía caïc nguyãn nhán bãn ngoaìi 
- Âiãöu kiãûn vãö âäü cæïng: Âaím baío cho cäng trçnh khäng coï chuyãøn vë vaì biãún daûng 

væåüt quaï giåïi haûn cho pheïp nhàòm âaím baío sæû laìm viãûc bçnh thæåìng cuía cäng trçnh. 
- Âiãöu kiãûn vãö äøn âënh: Âaím baío cho cäng trçnh coï khaí nàng baío toaìn vë trê vaì 

hçnh daûng ban âáöu cuía noï dæåïi daûng cán bàòng trong traûng thaïi biãún daûng. 
Våïi yãu cáöu vãö âäü bãön, cáön âi xaïc âënh näüi læûc; våïi yãu cáöu vãö âäü cæïng, cáön âi 

xaïc âënh chuyãøn vë; våïi yãu cáöu vãö äøn âënh, cáön âi xaïc âënh læûc tåïi haûn maì kãút cáúu coï thãø 
chëu âæåüc. 

III. Caïc baìi toaïn män hoüc giaíi quyãút: 
1. Baìi toaïn kiãøm tra: ÅÍ baìi toaïn naìy, ta âaî biãút træåïc hçnh daûng, kêch thæåïc cuû 

thãø cuía caïc cáúu kiãûn trong cäng trçnh vaì caïc nguyãn nhán taïc âäüng.  
Yãu cáöu: kiãøm tra cäng trçnh theo ba âiãöu kiãûn trãn (âäü bãön, âäü cæïng & äøn âënh)  

coï âaím baío hay khäng? Vaì ngoaìi ra coìn kiãøm tra cäng trçnh thiãút kãú coï tiãút kiãûm nguyãn 
váût liãûu hay khäng? 

2. Baìi toaïn thiãút kãú: ÅÍ baìi toaïn naìy, ta måïi chè biãút nguyãn nhán taïc âäüng bãn 
ngoaìi. Yãu cáöu: Xaïc âënh hçnh daûng, kêch thæåïc cuía caïc cáúu kiãûn trong cäng trçnh mäüt 
caïch håüp lyï maì váùn âaím baío ba âiãöu kiãûn trãn. 

Âãø giaíi quyãút baìi toaïn naìy, thäng thæåìng, dæûa vaìo kinh nghiãûm hoàûc duìng 
phæång phaïp thiãút kãú så bäü âãø giaí thiãút træåïc hçnh daûng, kêch thæåïc cuía caïc cáúu kiãûn. Sau 
âoï tiãún haình giaíi baìi toaïn kiãøm tra nhæ âaî noïi åí trãn. Vaì trãn cå såí âoï nguåìi thiãút kãú âiãöu 
chènh laûi giaí thiãút ban âáöu cuía mçnh, tæïc laì âi giaíi baìi toaïn làûp. 

IV. Vë trê cuía män hoüc: 
Laì män hoüc kyî thuáût cå såí laìm nãön taíng cho caïc män hoüc chuyãn ngaình nhæ: kãút 

cáúu bã täng, kãút cáúu theïp & gäù, kyî thuáût thi cäng... 
Trang bë cho ngæåìi laìm cäng taïc xáy dæûng nhæîng kiãún thæïc hæîu êch. 
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§2. PHÆÅNG PHAÏP NGHIÃN CÆÏU 
I. Så âäö cäng trçnh: 
1. Khaïi niãûm: Så âäö cäng trçnh laì hçnh aính âån giaín hoïa maì váùn âaím baío phaín 

aính âæåüc chênh xaïc sæû laìm viãûc thæûc tãú cuía cäng trçnh vaì phaíi duìng âãø tênh toaïn âæåüc. 
2. Caïc yãúu täú aính hæåíng âãún viãûc choün så âäö tênh: 
- Hçnh daûng, kêch thæåïc cuía cäng trçnh. 
- Tyí lãû âäü cæïng cuía caïc cáúu kiãûn. 
- Táöm quan troüng cuía cäng trçnh. 
- Khaí nàng tênh toaïn cuía ngæåìi thiãút kãú. 
- Taíi troüng vaì tênh cháút taïc duûng cuía noï. 
- v.v.v 
3. Caïc bæåïc læûa choün så âäö tênh: 
a. Bæåïc 1: Âæa cäng trçnh thæûc vãö så âäö cäng trçnh: 
- Thay caïc thanh bàòng âæåìng truûc thanh. 
- Thay caïc baín vaì voí bàòng caïc màût trung gian. 
- Thay tiãút diãûn, váût liãûu bàòng caïc âaûi læåüng âàûc træng: diãûn têch (F), mämen quaïn 

tênh (J), mäâun âaìn häöi (E), hãû säú daîn nåí vç nhiãût (α) ... 
- Thay thiãút bë tæûa bàòng caïc liãn kãút lyï tæåíng. 
- Âæa taíi troüng taïc duûng lãn màût cáúu kiãûn vãö truûc cáúu kiãûn. 

 Vê duû: 
 
 

 
 
b. Bæåïc 2: Âæa så âäö cäng trçnh vãö så âäö tênh: 
Trong mäüt säú træåìng håüp, så âäö cäng trçnh âæa vãö chæa phuì håüp våïi khaí nàng tênh 

toaïn, ta loaûi boí nhæîng yãúu täú thæï yãúu âãø âån giaín baìi toaïn vaì âæa vãö så âäö tênh, tênh 
âæåüc. 

Vê duû: 

H.1 E, J, F, h, α...⇒

⇒
 (Bæåïc 1) 

(Bæåïc 2) 

⇒ 

H.2
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§ 3. CAÏC GIAÍ THIÃÚT ÂÃØ TÊNH TOAÏN VAÌ NGUYÃN LYÏ CÄÜNG 
TAÏC DUÛNG 

I. Caïc giaí thiãút tênh toaïn: 
1. Âiãöu kiãûn váût lyï cuía baìi toaïn: 
Giaí thiãút ràòng váût liãûu laì âaìn häöi tuyãût âäúi vaì tuán theo 

âënh luáût Hook, nghéa laì quan hãû giæîa näüi læûc vaì biãún daûng laì 

quan hãû tuyãún tênh (
E
σε = ). 

Chuï yï: Nãúu cháúp nháûn giaí thiãút naìy thç baìi toaïn goüi laì  
âaìn häöi tuyãún tênh (tuyãún tênh váût lyï). Nãúu khäng cháúp nháûn giaí thiãút naìy thç baìi toaïn goüi 
laì âaìn häöi phi tuyãún (phi tuyãún váût lyï). 

2. Âiãöu kiãûn hçnh hoüc cuía baìi toaïn: 
Chuyãøn vë vaì biãún daûng âæåüc xem nhæ laì nhæîng âaûi 

læåüng vä cuìng beï. Do váûy khi tênh toaïn, xem cäng trçnh laì 
khäng coï biãún daûng. 

Chuï yï: Nãúu cháúp nháûn giaí thiãút naìy thç baìi toaïn goüi laì 
tuyãún tênh hçnh hoüc. Nãúu khäng cháúp nháûn giaí thiãút naìy thç baìi 
toaïn goüi laì phi tuyãún hçnh hoüc. 

II. Nguyãn lyï cäüng taïc duûng: 
1. Phaït biãøu: Mäüt âaûi læåüng nghiãn cæïu S (näüi læûc, phaín læûc, chuyãøn vë...) do mäüt 

säú caïc nguyãn nhán âäöng thåìi taïc duûng gáy ra seî bàòng täøng âaûi säú hay hay täøng hçnh hoüc 
cuía âaûi læåüng S do tæìng nguyãn nhán taïc duûng riãng reî gáy ra. 

Láúy täøng âaûi säú khi âaûi læåüng S laì âaûi læåüng 
vä hæåïng, láúy täøng hçnh hoüc khi âaûi læåüng S laì âaûi 
læåüng veïc tå. 
  Vê duû: Xeït dáöm chëu taïc duûng cuía 2 læûc P1 & 
P2 vaì âaûi læåüng nghiãn cæïu S laì phaín læûc VA trãn 
hçnh (H.5a) 

Xeït chênh dáöm âoï nhæng chëu taïc duûng riãng 
reî cuía 2 læûc P1, P2 trãn hçnh (H.5b) &  (H.5c). 

Theo nguyãn lyï cäüng taïc duûng: 
 21 AAA VVV += . 

 Vaì nãúu xeït toaìn diãûn, thç hãû (H.5a) bàòng 
täøng cuía hai hãû (H.5b) & (H.5c). 

2. Biãøu thæïc giaíi têch cuía nguyãn lyï cäüng taïc duûng: 
              S(P1, P2,..... Pn) = S(P1) + S(P2) +.....+ S(Pn)  
- S(P1, P2,..... Pn): laì âaûi læåüng S  do caïc nguyãn nhán P1, P2,..... Pn âäöng thåìi taïc 

duûng lãn hãû gáy ra. 
- S(Pk): laì âaûi læåüng S do riãng Pk taïc duûng lãn hãû gáy ra. 

H.3O ε

σ

H.4

∆ ≈ 0∆ ≈ 0

VA

VA1

P1

VA2

A
P2 B 

BA

A B 
P1 P2

H.5a

H.5b

H.5c
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Goüi kS laì âaûi læåüng S do riãng Pk = 1 gáy ra. Tæïc laì S(Pk) = kS .Pk 
      Váûy S(P1, P2,..... Pn)  = nn PSPSPS ........ 2211 ++  
Chuï yï: Nguyãn lyï cäüng taïc duûng chè aïp duûng cho hãû tuyãún tênh váût lyï cuîng nhæ 

tuyãún tênh hçnh hoüc. 
 

§ 4. PHÁN LOAÛI CÄNG TRÇNH 
I. Phán loaûi theo så âäö tênh: 
1. Hãû phàóng: khi táút caí caïc 

cáúu kiãûn cuìng thuäüc mäüt màût phàóng 
vaì taíi troüng taïc duûng cuîng nàòm 
trong màût phàóng âoï. 

Caïc loaûi hãû phàóng: 
- Dáöm (H.6) 
- Daìn (H.7) 
- Voìm (H.8) 

- Khung (H.9) 
- Hãû liãn håüp (H.10) 

 
 
 
 

 
2. Hãû khäng gian: khi caïc cáúu kiãûn khäng cuìng nàòm trong mäüt màût phàóng, hoàûc 

cuìng nàòm trong mäüt màût phàóng nhæng taíi troüng taïc duûng ra ngoaìi màût phàóng âoï. 
Caïc loaûi hãû khäng gian: 
- Hãû dáöm træûc giao (H.11) 
- Khung khäng gian (H.12) 
- Daìn khäng gian (H.13) 
- Baín (H.14) 
- Voí (H.15) 

H.6b H.6a 

H.7a H.7b 

H.10b H.10a 

H.11

H.12 H.13 H.15H.14 

H.9a 
H.9b 

H.8a H.8b 
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II. Phán loaûi theo phæång phaïp tênh: 
1. Dæûa vaìo sæû cáön thiãút hay khäng phaíi sæí duûng âiãöu kiãûn âäüng hoüc khi xaïc 

âënh toaìn bäü caïc phaín læûc vaì näüi læûc trong hãû, ngæåìi ta chia ra hai loaûi hãû: 
a. Hãû ténh âënh: laì loaûi hãû maì chè bàòng caïc âiãöu kiãûn ténh hoüc coï thãø xaïc âënh 

âæåüc toaìn bäü näüi læûc vaì phaín læûc trong hãû. Vê duû caïc hãû trãn hçnh a tæì  (H.6) âãún (H.10). 
b. Hãû siãu ténh: laì loaûi hãû maì chè bàòng caïc âiãöu kiãûn ténh hoüc thç chæa âuí âãø xaïc 

âënh toaìn bäü caïc näüi læûc vaì phaín læûc maì coìn phaíi sæí duûng thãm âiãöu kiãûn âäüng hoüc vaì 
âiãöu kiãûn váût lyï. Vê duû caïc hãû trãn hçnh b tæì (H.6) âãún (H.10). 

2. Dæûa vaìo sæû cáön thiãút hay khäng phaíi sæí duûng âiãöu kiãûn cán ténh hoüc khi 
xaïc âënh biãún daûng trong hãû khi hãû chëu chuyãøn vë cæåîng bæïc, ngæåìi ta chia ra hai 
loaûi hãû: 

a. Hãû xaïc âënh âäüng: laì loaûi hãû 
khi chëu chuyãøn vë cæåîng bæïc, coï thãø 
xaïc âënh biãún daûng cuía hãû chè bàòng caïc 
âiãöu kiãûn âäüng hoüc (hçnh hoüc). Vê duû hãû 
cho trãn hçnh (H.16).  

 b. Hãû siãu âäüng: laì loaûi hãû khi chëu chuyãøn vë cæåîng bæïc, nãúu chè bàòng caïc âiãöu 
kiãûn âäüng hoüc thç chæa thãø xaïc âënh âæåüc biãún daûng cuía hãû maì cáön phaíi sæí duûng thãm 
âiãöu kiãûn ténh hoüc.Vê duû hãû cho trãn hçnh (H.17). 

III. Phán loaûi theo kêch thæåïc tæång âäúi cuía caïc cáúu kiãûn: 
 - Thanh: nãúu kêch thæåïc mäüt phæång khaï låïn hån hai phæång coìn laûi (H 18a). 
- Baín: nãúu kêch thæåïc cuía hai phæång khaï låïn hån phæång coìn laûi (H.18b). 
- Khäúi: nãúu kêch thæåïc cuía ba phæång gáön bàòng nhau (H.18c) 

 
 
 
 
 

IV. Phán loaûi theo khaí nàng thay âäøi hçnh daûng hçnh hoüc: 
- Hãû biãún hçnh. 
- Hãû biãún hçnh tæïc thåìi. 
- Hãû báút biãún hçnh. 

 
 
 
 
 
 
 

H.18a 
H.18b H.18c 

∆ 

B  C  

A' A

H.16 

∆ ∆

A B

C DC' D'

H.17 
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§ 5. CAÏC NGUYÃN NHÁN GÁY RA NÄÜI LÆÛC, BIÃÚN DAÛNG VAÌ 
CHUYÃØN VË 

I. Taíi troüng: gáy ra näüi læûc, biãún daûng vaì chuyãøn vë trong táút caí caïc loaûi hãû. 
Phán loaûi taíi troüng: 
- Theo thåìi gian taïc duûng: taíi troüng láu daìi (nhæ troüng læåüng baín thán cäng 

trçnh...) coìn âæåüc goüi laì ténh taíi vaì taíi troüng taûm thåìi (nhæ taíi troüng do gioï, do con ngæåìi 
âi laûi khi sæí duûng..) coìn âæåüc goüi laì hoaût taíi. 

- Theo sæû thay âäøi vë trê taïc duûng: taíi troüng báút âäüng vaì taíi troüng di âäüng. 
- Theo tênh cháút taïc duûng coï gáy ra læûc quaïn tênh hay khäng: taíi troüng taïc duûng 

ténh vaì taíi troüng taïc duûng âäüng. 
Ngoaìi ra, coìn phán loaûi taíi troüng theo hçnh thæïc taïc duûng cuía taíi troüng: taíi troüng 

táûp trung, taíi troüng phán bäú... 
II. Sæû thay âäøi nhiãût âäü: chênh laì sæû thay âäøi nhiãût âäü taïc duûng lãn cäng trçnh khi 

laìm viãûc so våïi luïc chãú taûo ra noï. 
Âäúi våïi hãû ténh âënh, taïc nhán naìy chè gáy ra biãún daûng vaì chuyãøn vë, khäng gáy 

ra näüi læûc, coìn âäúi våïi hãû siãu ténh thç gáy ra âäöng thåìi caí ba yãúu täú trãn. 
III. Chuyãøn vë cæåîng bæïc cuía caïc gäúi tæûa (luïn) vaì do chãú taûo làõp raïp khäng 

chênh xaïc. 
Âäúi våïi hãû ténh âënh, taïc nhán naìy chè gáy ra chuyãøn vë, khäng gáy ra biãún daûng 

vaì näüi læûc; coìn âäúi våïi hãû siãu ténh thç gáy ra âäöng thåìi caí ba yãúu täú trãn. 
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CHÆÅNG 1 

PHÁN TÊCH CÁÚU TAÛO HÇNH HOÜC CUÍA HÃÛ PHÀÓNG 
§ 1. CAÏC KHAÏI NIÃÛM 

I. Hãû báút biãún hçnh (BBH): laì hãû khäng coï sæû thay âäøi hçnh daûng hçnh hoüc dæåïi 
taïc duûng cuía taíi troüng nãúu xem caïc cáúu kiãûn cuía hãû laì tuyãût âäúi 
cæïng. 

Vê duû: Phán têch hãû hçnh veî (H.1.1a) 
Nãúu quan niãûm AB, BC, traïi âáút laì tuyãût âäúi cæïng, tæïc laì 

lAB, lBC, lCA = const thç tam giaïc ABC laì duy nháút, nãn hãû âaî cho 
laì hãû BBH. 
  - Mäüt hãû BBH mäüt caïch roî rãût goüi chung laì miãúng cæïng (táúm cæïng) 
  - Caïc loaûi miãúng cæïng: (H.1.1b) 

- Kyï hiãûu miãúng cæïng: (H.1.1c) 
 
 

* Chuï yï: Do hãû BBH coï khaí nàng chëu læûc taïc duûng nãn noï âæåüc sæí duûng laìm caïc 
kãút cáúu xáy dæûng vaì thæûc tãú laì chuí yãúu sæí  duûng loaûi hãû naìy. 

II. Hãû khäng báút biãún hçnh: 
1. Hãû biãún hçnh (BH): laì hãû coï sæû thay âäøi 

hçnh daûng hçnh hoüc mäüt læåüng hæîu haûn dæåïi taïc duûng 
cuía taíi troüng màûc duì xem caïc cáúu kiãûn cuía hãû laì 
tuyãût âäúi cæïng. 

Vê duû: Hãû ABCD cho trãn hçnh (H.1.2a) coï 
thãø âäø thaình hãû AB'CD, nãn hãû âaî cho laì hãû BH. 

* Chuï yï: Do hãû BH khäng coï khaí nàng chëu taíi troüng taïc duûng nãn caïc 
kãút cáúu xáy dæûng khäng sæí duûng loaûi hãû naìy. 
 Hãû BH trãn hçnh (H.1.2b) cho pheïp sæí duûng vç theo phæång âæïng, taíi 
troüng taïc duûng lãn hãû åí traûng thaïi cán bàòng. 

2. Hãû biãún hçnh tæïc thåìi (BHTT): laì hãû coï sæû thay âäøi hçnh daûng hçnh 
hoüc mäüt læåüng vä cuìng beï dæåïi taïc duûng cuía taíi troüng màûc duì xem caïc cáúu 
kiãûn cuía hãû laì tuyãût âäúi cæïng. 

Vê duû: Hãû ABC coï cáúu taûo nhæ trãn hçnh (H.1.3a), khåïp A coï thãø âi xuäúng mäüt 
âoaûn vä cuìng beï δ, nãn hãû âaî cho laì hãû BHTT. 

*Chuï yï: Caïc kãút cáúu xáy dæûng khäng sæí duûng 
hãû BHTT hay hãû gáön BHTT (laì hãû maì chè cáön thay âäøi 
mäüt læåüng vä cuìng beï hçnh daûng hçnh hoüc seî tråí thaình 
hãû BHTT, vê duû hãû BA'C trãn hçnh (H.1.3a) vç näüi læûc 

B C

A

H.1.1a 

H.1.1b 
H.1.1c 

A D

B

B' 

C
H.1.2a 

H.1.2b 

H.1.3a 

B C
A

A' δ
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trong hãû gáön BHTT ráút låïn. 
 Tháût váûy, xeït hãû trãn hçnh (H.1.3b). 
Læûc doüc trong hai thanh AB vaì AC laì N. 
  N = 

αsin.2
P

− . 

 Khi α → 0, hãû BAC tiãún âãún hãû  gáön 
BHTT. 

N = ∞→−
→

)
sin.2

(lim
0 αα

P . 

III. Báûc tæû do: laì säú caïc thäng säú âäüc láûp âuí âãø xaïc âënh vë trê cuía mäüt hãû so våïi 
mäüt hãû cäú âënh khaïc. 

Trong hãû phàóng, mäüt cháút 
âiãøm coï báûc tæû do bàòng 2 ( 
H.1.4a); mäüt miãúng cæïng coï báûc 
tæû do bàòng 3 (H.1.4b). 
 
 

 

§ 2. CAÏC LOAÛI LIÃN KÃÚT VAÌ TÊNH CHÁÚT CUÍA LIÃN KÃÚT 
I. Liãn kãút âån giaín: laì liãn kãút näúi hai miãúng cæïng våïi nhau. 
Caïc loaûi liãn kãút âån giaín 
1. Liãn kãút thanh: (liãn kãút loaûi mäüt) 
a. Cáúu taûo: Gäöm mäüt thanh thàóng khäng chëu taíi troüng coï 

hai khåïp lyï tæåíng åí hai âáöu. (H.1.5a) 
b. Tênh cháút cuía liãn kãút: 
+ Vãö màût âäüng hoüc: liãn kãút thanh khäng cho miãúng 

cæïng di chuyãøn theo phæång doüc truûc thanh, tæïc laì khæí âæåüc 
mäüt báûc tæû do 

+ Vãö màût ténh hoüc: taûi liãn kãút chè coï thãø phaït sinh mäüt 
thaình pháön phaín læûc theo phæång doüc truûc thanh (H.1.5b). 

* Kãút luáûn: liãn kãút thanh khæí âæåüc mäüt báûc tæû do vaì laìm phaït sinh mäüt thaình 
pháön phaín læûc theo phæång liãn kãút. 

* Træåìng håüp âàûc biãût: mäüt miãúng 
cæïng coï hai âáöu khåïp vaì khäng chëu taíi 
troüng thç coï thãø nhæ mäüt liãn kãút thanh, 
coï truûc thanh laì âæåìng näúi hai khåïp 
(H.1.5c). 

* Chuï yï: liãn kãút thanh laì måí räüng cuía khaïi niãûm gäúi di âäüng näúi âáút (H.1.5d). 
2. Liãn kãút khåïp: (liãn kãút loaûi 2) 
a. Cáúu taûo: Gäöm hai miãúng cæïng näúi våïi nhau bàòng mäüt khåïp lyï tæåíng (H.1.6a). 

O x 

y
M (xo,yo) 

xo

yo

H.1.4a H.1.4b 

yo

O

y

MC (xo,yo,α) 

xo x 

α 

H.1.5a (A) (B) 

H.1.5b 

N

N(A) (B)

H.1.5c 
Truûc thanh(A) (B) 

(A) 

R
H.1.5d 

 
α α 

α 

H.1.3b 

P

A

B C

A
N N

P
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b. Tênh cháút: 
+ Vãö màût âäüng hoüc: liãn kãút khåïp khäng cho miãúng cæïng 

chuyãøn vë thàóng (nhæng coï thãø xoay), tæïc laì khæí âæåüc hai báûc tæû 
do. 

+ Vãö màût ténh hoüc: taûi liãn kãút coï thãø phaït sinh mäüt thaình 
pháön phaín læûc coï phæång chæa biãút. Phaín læûc naìy thæåìng âæåüc 
phán têch thaình hai thaình pháön theo hai phæång xaïc âënh 
(H.1.6b). 

* Kãút luáûn: liãn kãút khåïp khæí âæåüc hai báûc tæû do vaì laìm 
phaït sinh hai thaình pháön phaín læûc. 

* Træåìng håüp âàûc biãût: hai liãn kãút thanh coï thãø xem laì 
mäüt liãn kãút khåïp (khåïp giaí taûo), coï vë trê 
taûi giao âiãøm âæåìng näúi hai truûc thanh 
(H.1.6c). 

* Chuï yï: liãn kãút khåïp laì måí räüng 
cuía khaïi niãûm gäúi cäú âënh näúi âáút 
(H.1.6d) 

3. Liãn kãút haìn: (liãn kãút loaûi 3) 
a. Cáúu taûo:  Gäöm hai miãúng cæïng näúi våïi nhau bàòng 

mäüt mäúi haìn (H.1.7a). 
b. Tênh cháút: 
+ Vãö màût âäüng hoüc: liãn kãút haìn 

khäng cho miãúng cæïng coï chuyãøn vë, tæïc laì 
khæí âæåüc 3 báûc tæû do. 

+ Vãö màût ténh hoüc: liãn kãút coï thãø laìm 
phaït sinh mäüt thaình pháön phaín læûc coï phæång 
vaì vë trê chæa biãút. Thæåìng âæa phaín læûc naìy 
vãö taûi vê trê liãn kãút vaì phán têch thaình ba 
thaình pháön ( yx RRM ,, )(H.1.7b) 

* Kãút luáûn: liãn kãút haìn khæí âæåüc ba báûc tæû do vaì laìm phaït 
sinh ba thaình pháön phaín læûc. 

* Chuï yï:  
 - Liãn kãút haìn tæång âæång våïi ba liãn kãút thanh hoàûc mäüt 

liãn kãút thanh vaì mäüt liãn kãút khåïp âæåüc sàõp xãúp mäüt caïch håüp lyï. 
 - Liãn kãút haìn laì måí räüng cuía khaïi 

niãûm liãn kãút ngaìm näúi âáút (H.1.7c) 
II. Liãn kãút phæïc taûp: laì liãn kãút näúi 

nhiãöu miãúng cæïng våïi nhau, säú miãúng cæïng 
låïn hån hai. 

(B) (A) 

Mäúi haìn 
H.1.7a 

Khåïp 

(A) (B) 

H.1.6a 

(A) Rx 
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R

H.1.6b 
yx RRR +=
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(C) 
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(D)
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(C)
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Vãö màût cáúu taûo, chè coï liãn kãút khåïp phæïc taûp (H.1.8a) vaì haìn phæïc taûp (H.1.8b). 
* Âäü phæïc taûp cuía liãn kãút: laì säú liãn kãút âån giaín cuìng loaûi, tæång âæång våïi 

liãn kãút âaî cho. Kyï hiãûu p. 
* Cäng thæïc xaïc âënh âäü phæïc taûp:    (1 - 1) 

 D: säú miãúng cæïng quy tuû vaìo liãn kãút.  
* Vê duû: Xaïc âënh âäü phæïc taûp cuía liãn kãút haìn trãn hçnh 

(H.1.8c) 
  p = D - 1 = 4 - 1 = 3. 

Coï nghéa laì liãn kãút haìn phæïc taûp âaî cho tæång âæång våïi 
ba liãn kãút haìn âån giaín. 
 
 

§.3 CAÏCH NÄÚI CAÏC MIÃÚNG CÆÏNG THAÌNH HÃÛ BÁÚT BIÃÚN 
HÇNH 

I. Näúi mäüt âiãøm (màõt) vaìo mäüt miãúng cæïng: 
a. Âiãöu kiãûn cáön: âãø näúi mäüt âiãøm vaìo miãúng cæïng cáön phaíi khæí hai báûc tæû do 

cuía noï. Nghéa laì cáön duìng hai liãn kãút 
thanh (H.1.9a). 

b. Âiãöu kiãûn âuí: hai liãn kãút 
thanh khäng âæåüc thàóng haìng. 

Hai liãn kãút thanh khäng thàóng 
haìng näúi mäüt âiãøm vaìo miãúng cæïng goüi 
laì bäü âäi (H.1.9a).  

* Tênh cháút cuía bäü âäi: khi thãm hay båït láön læåüt caïc bäü âäi thç tênh cháút âäüng 
hoüc cuía hãû khäng thay âäøi. Tênh cháút naìy âæåüc sæí duûng âãø phán têch cáúu taûo hçnh hoüc 
cuía hãû, vaì phán têch theo hai hæåïng sau: 

 + Phæång phaïp thu heûp miãúng cæïng: tæì hãû ban âáöu, láön læåüt loaûi boí dáön caïc bäü 
âäi âãø âæa vãö hãû âån giaín cuäúi cuìng. Nãúu hãû thu âæåüc laì BBH hay BH thç hãû ban âáöu 
cuîng BBH hay BH. Vê duû hãû trãn hçnh (H.1.9c) 

 
 
 
 

 
 

+ Phæång phaïp phaït triãøn miãúng cæïng: tæì miãúng cæïng ban âáöu, thãm láön læåüt caïc 
bäü âäi thç cuäúi cuìng thu âæåüc miãúng cæïng. Vê duû hãû trãn hçnh (H.1.9d) 
 
 

p = D - 1    

(A) (B)

(D)

Mäúi haìn 

(C) 

H.1.8c 

H.1.9a 

(A) 

Màõt 

Bäü âäi 

H.1.9b 

Hãû BHTT 

Loaûi boí caïc bäü âäi
1

1
2

2
3

34
4

5

5

Hãû BBH Hãû BBH 

H.1.9c 
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II. Caïch näúi hai miãúng cæïng: 
1. Âiãöu kiãûn cáön: Xem mäüt miãúng cæïng laì cäú âënh. Âãø näúi miãúng cæïng coìn laûi 

vaìo miãúng cæïng cäú âënh cáön khæí ba báûc tæû do cuía noï, nghéa laì cáön sæí duûng täø håüp caïc 
liãn kãút: 

+ Ba liãn kãút thanh (H.1.10a). 
  + Mäüt liãn kãút thanh cäüng mäüt liãn kãút khåïp (H.1.10b).  
  + Mäüt liãn kãút haìn (H.1.10c). 

 
 
 
 
2. Âiãöu kiãûn âuí: 
a. Nãúu sæí duûng ba liãn kãút thanh: yãu cáöu ba thanh khäng âæåüc âäöng quy hoàûc 

song song (H.1.10d, H.1.10e & H.1.10f). 
 
 
 
 
 
 
b. Nãúu sæí duûng mäüt liãn kãút thanh cäüng mäüt liãn kãút khåïp: yãu cáöu khåïp 

khäng âæåüc nàòm trãn âæåìng truûc thanh (H.1.10g). 
c. Nãúu sæí duûng liãn kãút haìn: thç âoï cuîng laì âiãöu kiãûn 

âuí. 
III. Caïch näúi ba miãúng cæïng: 
1. Âiãöu kiãûn cáön: xem mäüt miãúng cæïng laì cäú âënh. Âãø 

näúi hai miãúng cæïng coìn laûi vaìo miãúng cæïng cäú âënh cáön phaíi 
khæí saïu báûc tæû do, nghéa laì cáön phaíi sæí duûng täø håüp caïc liãn 
kãút: 

 + Ba liãn kãút khåïp (H.1.11a). 
 + Saïu liãn kãút thanh (H.1.11b). 
 + Hai liãn kãút haìn (H.1.11c). 
 + Mäüt liãn kãút thanh cäüng mäüt liãn kãút khåïp cäüng mäüt liãn kãút haìn (H.1.11d) . 
 + v.v.v. 

H.1.9d Thãm caïc bäü âäi 

1

1
2

2
3

3

4

4

5

5 

Hãû BBH Hãû BBH 

H.1.10a(A) (B) H.1.10b(A) (B) H.1.10c 

Mäúi haìn 
(A) (B) 

H.1.10d 

(A) (B) 

H.1.10e 

(A) (B) (B) (A) 

H.1.10f 

(BHTT) (BHTT) (BH) 

Hãû BHTT 
H.1.10g 

(A) 

(B) 
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2. Âiãöu kiãûn âuí: 
  + Nãúu caïc miãúng cæïng näúi láön læåüt våïi nhau: tråí vãö 
laûi baìi toaïn näúi hai miãúng cæïng. Vê duû (H.1.11e). 

 + Nãúu caïc miãúng cæïng näúi âäöng thåìi våïi nhau (nãúu 
loaûi boí mäüt miãúng cæïng báút kyì, hãû 
coìn laûi bë biãún hçnh): luïc naìy hãû cáön 
sæí duûng ba liãn kãút khåïp (thæûc hoàûc 
giaí taûo) tæång häù (H.1.11f). Vaì yãu 
cáöu caïc liãn kãút khåïp khäng cuìng 
nàòm trãn mäüt âæåìng thàóng (H.1.11g). 

IV. Caïch näúi nhiãöu miãúng 
cæïng: 

1. Âiãöu kiãûn cáön: 
a. Træåìng håüp hãû báút kyì khäng näúi âáút: 
Xeït mäüt hãû khäng näúi âáút gäöm D miãúng cæïng. Caïc liãn kãút giæîa caïc miãúng cæïng 

laì: T liãn kãút thanh, K liãn kãút khåïp âaî quy vãö khåïp âån giaín vaì H liãn kãút haìn âaî quy 
vãö haìn âån giaín. 

Xem mäüt miãúng cæïng laì cäú âënh. Näúi (D - 1) miãúng cæïng coìn laûi vaìo miãúng cæïng 
cäú âënh, nghéa laì cáön phaíi khæí 3.(D-1) báûc tæû do. Âoï laì yãu cáöu. 

Vãö khaí nàng: T , K, H khæí âæåüc T + 2.K + 3.H báûc tæû do. 
Nhæ váûy, âiãöu kiãûn cáön âãø hãû BBH laì 
                                                                              (1 - 2) 
 

* Caïc træåìng håüp cuía n: 
 + n = 0 vaì hãû âaî cho laì hãû BBH thç hãû laì hãû ténh. 

  + n > 0 vaì hãû âaî cho laì hãû BBH thç hãû laì hãû siãu ténh. 
  + n < 0 thç hãû laì hãû BH. 

b. Træåìng håüp hãû báút kyì coï näúi âáút: 
Xeït mäüt hãû näúi âáút gäöm D miãúng cæïng. Caïc liãn kãút giæîa caïc miãúng cæïng laì: T 

liãn kãút thanh, K liãn kãút khåïp âaî quy vãö khåïp âån giaín vaì H liãn kãút haìn âaî quy vãö haìn 
âån giaín. Liãn kãút giæîa hãû vaì traïi âáút gäöm C liãn kãút âaî quy vãö liãn kãút loaûi mäüt. 
 Xem traïi âáút laì cäú âënh. Näúi D miãúng cæïng coìn laûi vaìo trê âáút, nghéa laì phaíi khæí 
3.D báûc tæû do. Âoï laì yãu cáöu. 
 Vãö khaí nàng: T, K, H, C khæí âæåüc T + 2.K + 3.H + C báûc tæû do. 

 n = T + 2.K + 3.H - 3.(D -1) ≥ 0  

(C) (A) (B) 

H.1.11e 

(A) 

(B) 

(C) 

H.1.11f 
Hãû BHTT 

(A) 

(B) 

H.1.11g 

(C) 

(B) (A) 

(C) 

H.1.11a H.1.11b 
(A) 

(B) 

(C) 

H.1.11c 

(A) (B) 

(C) 
(C) 

(A) (B) 

H.1.11d 
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 Váûy âiãöu kiãûn cáön âãø hãû BBH laì 
                                                                      (1 - 3) 
 

* Caïc træåìng håüp cuía n: tæång tæû nhæ trãn 
* Caïc loaûi liãn kãút näúi âáút (H.1.12a): 
 
 
 
 
 
2. Âiãöu kiãûn âuí: 
Thæåìng sæí duûng tênh cháút cuía bäü âäi, caïch näúi hai hoàûc ba miãúng cæïng nhàòm thu 

heûp hoàûc phaït triãøn hãû âãún mæïc täúi âa cho pheïp. Nãúu kãút quaí thu âæåüc: 
+ Mäüt miãúng cæïng: hãû âaî cho laì BBH. 
+ Hai hoàûc ba miãúng cæïng: sæí duûng âiãöu kiãûn âuí cuía baìi toaïn näúi hai, ba miãúng 

cæïng âaî biãút âãø phán têch tiãúp. 
Vê duû: 

 * Ngoaìi ra coìn sæí duûng phæång phaïp taíi troüng bàòng khäng hoàûc phæång phaïp 
âäüng hoüc âãø khaío saït. Xem giaïo trçnh män Cå hoüc kãút cáúu - Lãöu Thoü Trçnh. 

 V. Træåìng håüp âàûc biãût: Hãû daìn. 
Hãû daìn laì hãû gäöm nhæîng thanh thàóng liãn kãút våïi nhau chè bàòng caïc khåïp åí hai 

âáöu mäùi thanh. 
 
 
 
 
 

* Âäúi våïi hãû daìn cuîng cho pheïp aïp duûng cäng thæïc (1 - 2) hoàûc (1 - 3) âãø khaío saït 
âiãöu kiãûn cáön. Tuy nhiãn, trong hãû daìn, caïc liãn kãút khåïp thæåìng laì khåïp phæïc taûp cáön 
quy âäøi vãö khåïp âån giaín. Caïch laìm nhæ váûy thæåìng dãù nháöm láùn. Dæåïi âáy seî trçnh baìy 
mäüt caïch khaïc thuáûn låüi hån maì khäng phaíi quan tám âãún âäü phæïc taûp cuía caïc liãn kãút 
khåïp. 

 n = T + 2.K + 3.H + C - 3.D ≥ 0  

Gäúi di âäüng 
C =1 

Gäúi cäú 
âënh 
C = 2

Ngaìm træåüt 
C = 2 

Ngaìm 
C = 3 

H.1.12a 

H.1.12d 

Khäng phaíi hãû daìn 

Màõt 

Hãû daìn 

H.1.12b 

(A) 

(C) 

(B) 

(D
) 

(Phaït triãøn miãúng cæïng) 
H.1.12c 

Loaûi boí caïc bäü âäi

5 2 1
Hãû BBH 

4

5 
3

4
3 12

Hãû BBH
   (Thu heûp miãúng cæïng) 
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1. Træåìng håüp hãû daìn khäng näúi âáút: 
Xeït hãû daìn khäng näúi âáút gäöm D thanh daìn vaì M màõt.  
Xem mäüt thanh daìn laì miãúng cæïng cäú âënh, coìn laûi (D - 1) thanh. Vaì âi näúi (M - 

2) màõt coìn laûi vaìo miãúng cæïng cäú âënh, nghéa laì cáön phaíi khæí 2.(M - 2) báûc tæû do.  
Xem caïc thanh daìn laì caïc liãn kãút thanh. Nhæ váûy, (D -1) thanh coìn laûi coï khaí 

nàng khæí âæåüc (D -1) báûc tæû do. 
Váûy âiãöu kiãûn cáön âãø hãû BBH laì: 

                                                                       (1 - 4) 
 
2. Træåìng håüp hãû daìn näúi âáút: 

 Xeït hãû daìn gäöm D thanh daìn vaì M màõt. Ngoaìi ra hãû daìn coìn näúi âáút bàòng säú liãn 
kãút tæång âæång C liãn kãút loaûi mäüt. Näúi M màõt vaìo miãúng cæïng cäú âënh. Nghéa laì cáön 
khæí 2.M báûc tæû do. 

Xem caïc thanh daìn laì caïc liãn kãút thanh. Nhæ váûy, D thanh daìn coï khaí nàng khæí 
âæåüc D báûc tæû do. Ngoaìi ra caïc liãn kãút näúi âáút khæí âæåüc C báûc tæû do. 

Váûy âiãöu kiãûn cáön âãø hãû BBH laì: 
                                                 (1 - 5) 

 
* Chuï yï: - Caïc træåìng håüp cuía n vaì âiãöu kiãûn âuí váùn nhæ træåìng håüp täøng quaït. 

  

CAÏC VÊ DUÛ 
*Vê duû 1:Phán têch cáúu taûo hçnh hoüc cuía hãû cho trãn hçnh H.1.13a 

 1. Âiãöu kiãûn cáön: Hãû âaî cho thuäüc hãû báút kyì näúi âáút nãn âiãöu kiãûn cáön sæí duûng 
biãøu thæïc (1 - 3). Coï thãø giaíi baìi toaïn theo nhiãöu quan 
niãûm khaïc nhau: 
 a. Quan niãûm mäùi âoaûn thanh thàóng laì mäüt 
miãúng cæïng: 

Luïc naìy D = 5, T = 0, K = 1, H = 3, C = 4. Thay 
vaìo (1 - 3) 

         n = T + 2.K + 3.H + C - 3.D = 0 + 2.1 + 3.3 + 4 - 3.5 = 0 
⇒ Hãû âaî cho coï khaí nàng BBH. 
b. Quan niãûm mäùi thanh gaîy khuïc laì mäüt miãúng cæïng (quan niãûm säú miãúng 

cæïng täúi thiãøu): 
Luïc naìy D = 2 (ab, bce), T = 0, K = 1, H = 0, C = 4. Thay vaìo (1 - 3) 

         n = 0 + 2.1 + 3.0 + 4 - 3.2 = 0 
 ⇒ Hãû âaî cho coï khaí nàng BBH. 
 c. Quan niãûm traïi âáút laì mäüt miãúng cæïng: 
 Luïc naìy xem hãû laì khäng näúi âáút nãn âiãöu kiãûn cáön sæí duûng biãøu thæïc (1 - 2). 
 Luïc naìy D = 3 (ab, bce vaì traïi âáút), T = 2, K = 2, H = 0. Thay vaìo (1 - 2) 

n = (D - 1) - 2.(M - 2) = D - 2.M + 3 ≥ 0   

 

H.1.13a 

a

b

c
d

f
e
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e 

a

H.1.13d 

b 

c d

f

(I) 

H.1.13e 

a

b

c

(II) 

d 

fe

O

          N = 2 + 2.2  + 3.0 - 3.(3 - 1) = 0 
⇒ Hãû âaî cho coï khaí nàng BBH. 
* Nháûn xeït: - Coï nhiãöu caïch quan niãûm miãúng cæïng khaïc nhau, vaì coï aính hæåíng 

âãún säú læåüng miãúng cæïng vaì caïc liãn kãút. 
              -  Nãn quan niãûm säú miãúng cæïng täúi thiãøu vç säú læåüng D, T, K, H seî êt 
nháút. 
 2. Âiãöu kiãûn âuí: Coï nhiãöu caïch quan niãûm. 

a. Âæa hãû vãö thaình baìi toaïn näúi hai miãúng cæïng: traïi âáút (II) vaì bce (I). Hai 
miãúng cæïng naìy näúi våïi nhau bàòng ba thanh ab, cd, ef (H.1.13b). Ba thanh naìy khäng 
âäöng quy hay song song nãn hãû âaî cho laì hãû BBH (hãû ténh âënh). 

b. Âæa hãû vãö thaình baìi toaïn näúi ba miãúng cæïng: 
Traïi âáút (II), bce (I) vaì ab (III). Ba miãúng cæïng naìy näúi nhau bàòng ba khåïp (1,2 åí 

xa vä cuìng), (2,3), (3,1). Ba khåïp naìy khäng thàóng haìng nãn hãû âaî cho laì hãû BBH 
(H.1.13c).  

 
 
 
 
 
 
 
 

* Læu yï: Khi khaío saït âiãöu cáön vaì âuí cho mäüt hãû, chè cáön sæí duûng mäüt quan niãûm 
laì âuí. 

* Vê duû 2:Näüi dung giäúng vê duû 1 nhæng thanh e-f nghiãng âi 45o (hçnh H.1.13d). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
1. Âiãöu kiãûn cáön: khäng thay âäøi so våïi vê duû 1. 
2. Âiãöu kiãûn âuí: Âæa hãû vãö thaình baìi toaïn näúi hai miãúng cæïng:  
Âoï laì traïi âáút (II) vaì bce (I). Hai miãúng cæïng naìy näúi våïi nhau bàòng ba thanh ab, 

cd, ef (H.1.13e). Ba thanh naìy âäöng quy taûi O nãn hãû âaî cho laì hãû BHTT. 
*Vê duû 3:Phán têch cáúu taûo hçnh hoüc cuía hãû cho trãn hçnh H.1.13f. 

(I) 

H.1.13c 

a

b 

c

(II) 

d

f
e

(III) (3,1)

(2,3
) 

(1,2)→  ∞

e

a

H.1.13b 

b
c d

f

(II) 

(I) 
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1. Âiãöu kiãûn cáön: Hãû âaî cho thuäüc hãû báút kyì näúi âáút. Sæí duûng biãøu thæïc (1 - 3) âãø 
khaío saït âiãöu kiãûn cáön. 

Quan niãûm hãû gäöm caïc miãúng cæïng: (A), (B), (C), (D), (E), (F). 
Váûy D = 6, T = 4, K = 3, C = 8, H = 0. Thay vaìo (1 - 3) 
 n = T + 2.K + 3.H + C - 3.D = 4 + 2.3 + 3.0 + 8 - 3.6 = 0. 
Hãû âaî cho coï khaí nàng BBH. 
2. Âiãöu kiãûn âuí: Âæa hãû vãö thaình baìi toaïn näúi ba miãúng cæïng (I), (II) & (III) nhæ 

trãn hçnh (H.1.13g). Ba miãúng cæïng naìy näúi våïi nhau bàòng ba khåïp (1,2), (2,3) & (3,1) 
khäng thàóng haìng nãn hãû âaî cho laì BBH (ténh âënh).  

*Vê duû 4:Phán têch cáúu taûo hçnh hoüc cuía hãû cho trãn hçnh (H.1.13h). 
1. Âiãöu kiãûn cáön: Hãû âaî cho thuäüc hãû 

báút kyì näúi âáút. Sæí duûng biãøu thæïc (1-3) âãø 
khaío saït âiãöu kiãûn cáön. 

Quan niãûm hãû gäöm caïc miãúng cæïng 
(A), (B), (C). 

Váûy D = 3, T = 2, K = 1, H = 0, C = 5. 
Thay vaìo (1 - 3) 

 n = T + 2.K + 3.H + C - 3.D = 2 + 2.1 + 3.0 + 5 - 3.3 = 0. 
Hãû âaî cho coï khaí nàng BBH. 
2. Âiãöu kiãûn âuí: 
Duìng phæång phaïp phaït triãøn miãúng cæïng: 

Váûy hãû âaî cho laì hãû BBH (hãû ténh âënh). 
* Vê duû 5:Phán têch cáúu taûo hçnh hoüc cuía hãû cho trãn hçnh (H.1.13i). 
1. Âiãöu kiãûn cáön: Hãû âaî cho thuäüc hãû báút kyì näúi âáút. Sæí duûng biãøu thæïc (1-3) âãø 

khaío saït âiãöu kiãûn cáön. 

(A) + Traïi âáút 
ngaìm (1) 

MC  +  (B) 
khåïp 2 

thanh 3 
MC  +  (C) 

3 thanh 
MC duy nháút. 

(4) vaì (5) 

H.1.13f 

(E) (F) 

(D) 

(C) (B) 

(A) 

H.1.13g 

(II) (III) 

(I) 

(1,2) (3,1) 
(2,3)

H.1.13h 

1
2 4

53

A B

C
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Quan niãûm hãû gäöm caïc miãúng cæïng (af), (eb), (bg), (fh), (hc). 
Váûy D = 5, T = 0, K = 5, H = 0, 

C = 5. Thay vaìo (1 - 3) 
n = T + 2.K + 3.H + C - 3.D  
= 0 + 2.5 + 3.0 + 5 - 3.5 = 0. 
Hãû âaî cho coï khaí nàng BBH. 
2. Âiãöu kiãûn âuí: 
Duìng phæång phaïp phaït triãøn miãúng cæïng: 

Váûy hãû âaî cho laì hãû BBH (hãû ténh âënh). 
* Vê duû 6:Phán têch cáúu taûo hçnh hoüc cuía hãû cho trãn hçnh (H.1.13j). 

1. Âiãöu kiãûn cáön: Hãû âaî cho thuäüc hãû daìn näúi âáút. Sæí duûng biãøu thæïc (1 - 5) âãø 
khaío saït âiãöu kiãûn cáön. 

Váûy D = 11, M = 7, C = 3. Thay vaìo (1 - 5)  
 n =  D - 2.M + C = 11 - 2.7 + 3 = 0 
Hãû âaî cho coï khaí nàng BBH. 
2. Âiãöu kiãûn âuí: 
Duìng phæång phaïp phaït triãøn miãúng cæïng (H.1.13k). 
 
 
 
Tæång tæû, (2-3-7-5) laì miãúng cæïng (II) 
 
 
          
 

H.1.13i 

e

dc

f ga
b

k

h

(af) + Traïi âáút 
ngaìm (a) 

MC  +  (eb) 
khåïp e 

MC  +  (fh) 

khåïp f 
MC + (hc) 

(thanh bg) 

MC duy nháút. 
khåïp h 

thanh cd 

thanh k 

(1-4-6) 
bäü âäi (1-2) & (2-4)  

MC (I) 

(I) + (II) 
khåïp 2 

MC  +  Traïi âáút 
khåïp A 

MC duy nháút 
thanh B thanh 4-5 

1

6

4

2 3

7

5
H.1.13j 

1

6

4

2 3

7

5
(I) (II)H.1.13k 

A
B

A B
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Hãû âaî cho laì hãû BHTT (hãû ténh âënh). 
* Vê duû 7:Phán têch cáúu taûo hçnh hoüc cuía hãû cho trãn hçnh (H.1.13l) 
1. Âiãöu kiãûn cáön: Hãû âaî cho thuäüc hãû daìn näúi âáút. Sæí duûng biãøu thæïc (1 - 5) âãø 

khaío saït âiãöu kiãûn cáön. 
Váûy T = 18, M = 10, C = 4. Thay vaìo (1-5)  
 n =  D -2.M + C = 18 - 2.10 + 4 = 2 > 0. 
Hãû âaî cho coï khaí nàng BBH vaì thæìa liãn kãút. 

2. Âiãöu kiãûn âuí: 
Âæa hãû vãö thaình baìi toaïn näúi ba miãúng cæïng. 
+ Traïi âáút: (I). 
+ (1, 2, 5, 6, 9): (II). Dãù tháúy (II) thæìa mäüt liãn kãút thanh. 
+ Tæång tæû  (3, 4, 7, 8, 10) laì miãúng cæïng (III) cuîng thæìa mäüt liãn kãút thanh. 
Ba miãúng cæïng naìy näúi våïi nhau bàòng ba khåïp (1,2 åí xa vä cuìng), (2,3), (3,1). Ba 

khåïp naìy thàóng haìng (H.1.13m). 
Váûy hãû âaî cho laì BHTT. 
 

1 2 3 4

5 6 7 8

109
A B

H.1.13l 

(1,2) → ∞

(I) (II)

(III) 

(3,1) (2,3)
H.1.13m 
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CHÆÅNG 2 
XAÏC ÂËNH NÄÜI LÆÛC TRONG HÃÛ PHÀÓNG TÉNH ÂËNH CHËU 

TAÍI TROÜNG BÁÚT ÂÄÜNG 
§ 1. CAÏC KHAÏI NIÃÛM. 

 

I. Näüi læûc: 
1. Khaïi niãûm: Näüi læûc laì âäü biãún thiãn læûc liãn kãút cuía caïc pháön tæí bãn trong 

cáúu kiãûn khi cáúu kiãûn chëu taïc duûng cuía ngoaûi læûc vaì caïc nguyãn nhán khaïc. 
* Chuï yï: Khaïi niãûm vãö näüi læûc vaì phaín læûc laì coï thãø âäöng nháút våïi nhau nãúu 

quan niãûm tiãút diãûn laì mäüt liãn kãút haìn hoàûc liãn kãút tæång âæång näúi hai miãúng cæïng åí 
hai bãn tiãút diãûn. Vç váûy, sau naìy ta coï thãø âäöng nháút viãûc xaïc âënh näüi læûc våïi viãûc xaïc 
âënh phaín læûc trong caïc liãn kãút. 

2. Caïc thaình pháön näüi læûc: Män Cå hoüc kãút cáúu chuí yãúu xaïc âënh 3 thaình pháön 
näüi læûc: 

- Mämen uäún. Kyï hiãûu M. 
- Læûc càõt. Kyï hiãûu Q. 
- Læûc doüc. Kyï hiãûu N. 
3. Quy æåïc dáúu caïc thaình pháön näi læûc:  
- Mämen uäún quy æåïc xem laì dæång khi noï laìm càng thåï dæåïi vaì ngæåüc laûi 

(H.1a). 
- Læûc càõt quy æåïc xem laì dæång khi noï laìm cho pháön hãû xoay thuáûn chiãöu kim 

âäöng häö vaì ngæåüc laûi (H.1b). 
- Læûc doüc quy æåïc xem laì dæång khi noï gáy keïo vaì ngæåüc laûi (H.1c). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

*
 Chuï yï: 

- Caïch quy æåïc dáúu näüi læûc laì giäúng män Sæïc bãön váût liãûu. 
- Quy æåïc choün vë trê ngæåïi âæïng quan saït coï hæåïng nhçn tæì dæåïi lãn âäúi våïi 

thanh ngang; tæì phaíi sang traïi âäúi våïi thanh âæïng vaì thanh xiãn khi xeït dáúu näüi læûc 
(H.1d). 

4. Caïch xaïc âënh näüi læûc (phaín læûc): 

M > 0M > 0 M < 0 M < 0
H.1a 

Q > 0Q > 0 Q < 0 Q < 0
H.1b 

N > 0N > 0 N < 0 N < 0
H.1c H.1d 
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Näüi læûc (phaín læûc) âæåüc xaïc âënh bàòng phæång phaïp màût càõt. Caïc bæåïc tiãún 
haình nhæ sau: 

* Bæåïc 1: Thæûc hiãûn mäüt màût càõt qua tiãút diãûn cáön xaïc âënh näüi læûc (qua liãn kãút 
cáön xaïc âënh phaín læûc). Màût càõt phaíi chia hãû thaình hai pháön âäüc láûp. Giæî laûi mäüt pháön 
báút kyì. 

* Bæåïc 2: Thay thãú taïc duûng cuía pháön hãû bë loaûi boí bàòng caïc thaình pháön näüi læûc 
(phaín læûc) tæång æïng. Caïc thaình pháön naìy coï chiãöu chæa biãút, coï thãø giaí thiãút coï chiãöu 
dæång, vaì chuïng cuîng laì caïc âaûi læåüng cáön tçm. 

* Bæåïc 3: Thiãút láûp caïc âiãöu kiãûn cán bàòng dæåïi daûng caïc biãøu thæïc giaíi têch. 
Xem baíng caïc âiãöu kiãûn cán bàòng. 

Daûng hãû læûc Daûng âiãöu 
kiãûn cán bàòng Hãû læûc âäöng quy taûi O Hãû læûc song song Hãû læûc báút kyì 

Daûng I 

∑X = 0; ∑Y = 0.  
Yãu cáöu: Truûc X 
khäng âæåüc song 
song våïi truûc Y 

 ∑X = 0; ∑Y = 0; ∑MA 
= 0. 
Yãu cáöu: Truûc X 
khäng âæåüc song song 
våïi truûc Y 

Daûng II 

∑X = 0; ∑MA = 0. 
Yãu cáöu: Truûc X 
khäng âæåüc vuäng 
goïc våïi OA. 

∑X = 0; ∑MA = 0. 
Yãu cáöu: Truûc X 
khäng âæåüc vuäng 
goïc våïi phæång caïc 
læûc 

∑X = 0; ∑MA = 0; 
∑MB = 0;  
Yãu cáöu: Truûc X 
khäng âæåüc vuäng goïc 
våïi AB. 

Daûng III 

∑MA = 0; ∑MB = 0. 
Yãu cáöu: A, B, O 
khäng âæåüc thàóng 
haìng 

∑MA = 0; ∑MB = 
0. 
Yãu cáöu: A, B 
khäng âæåüc song 
song våïi phæång 
caïc læûc 

∑MA = 0; ∑MB = 0; 
∑MC = 0. 
Yãu cáöu: A, B, C 
khäng âæåüc thàóng 
haìng 

Baíng 1. Baíng caïc âiãöu kiãûn cán bàòng. 
* Bæåïc 4: Giaíi hãû phæång trçnh caïc âiãöu kiãûn cán bàòng seî xaïc âënh âæåüc caïc 

thaình pháön näüi læûc (phaín læûc). Nãúu kãút quaí mang dáúu dæång thç chiãöu cuía näüi læûc (phaín 
læûc) âuïng chiãöu âaî giaí âënh vaì ngæåüc laûi. 

* Vê duû: Xaïc âënh caïc thaình pháön phaín læûc vaì näüi læûc taûi tiãút diãûn k (H.2a). 
1. Xaïc âënh caïc thaình pháön phaín læûc: { }CAA VHV ,,  

∑X = 0    ⇒ HA + P = 0 ⇒ HA = -P = -2(T) < 0. 
∑MI = 0  ⇒ 4.VA + 4.P - 4.q.2 = 0. 

     ⇒ 4.VA + 4.2 - 4.1,2.2 = 0 ⇒ VA = 0,4(T) > 0. 
∑MA = 0  ⇒ -4.VC + 4.P + 4.q.2 = 0 
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           ⇒ -4.VC + 4.2 + 4.1,2.2 = 0 ⇒ VC = 4,4(T) > 0 
 * Kiãøm tra: ∑Y = 0 ⇒ VA + VC - 4.q = 0 ⇔ 0,4 + 4,4 - 4.1,2 = 0 (âuïng) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2. Xaïc âënh näüi læûc taûi tiãút diãûn k:{ }kkk NQM ,,  
Thæûc hiãûn màût càõt (1-1), giæî laûi vaì xeït cán bàòng pháön bãn phaíi (H.2b).  

  ∑Mk = 0  ⇒ Mk + 2.q.1 - 2.VC = 0  
     ⇒ Mk = 2.VC - 2.q.1 = 2.4,4 - 2.1,2.1 = 6,4(T.m) > 0. 

  ∑Y = 0    ⇒ Qk -2.q + VC = 0  
     ⇒ Qk = 2.q - VC = 2.1,2 - 4,4 = -2(T) < 0. 

 ∑X = 0    ⇒ Nk = 0(T) 
II. Biãøu âäö näüi læûc: 
1. Khaïi niãûm: Biãøu âäö näüi læûc laì âäö thë biãøu diãùn quy luáût biãún thiãn cuía näüi læûc 

doüc theo chiãöu daìi cáúu kiãûn. 
2. Caïc thaình pháön cuía biãøu âäö näüi læûc: 
- Âæåìng chuáøn: laì hãû truûc duìng âãø duûng caïc tung âäü. 
- Tung âäü: tung âäü cuía biãøu âäö näüi læûc taûi mäüt vë trê naìo âoï laì biãøu thë cho näüi 

læûc taûi tiãút diãûn tæång æïng. 
- Âæåìng biãøu âäö: laì âæåìng näúi caïc tung âäü. 

 3. Caïc quy æåïc khi veî biãøu âäö näüi læûc: 
 - Âæåìng chuáøn: thæåìng choün laì âæåìng truûc thanh. 
 - Tung âäü phaíi dæûng vuäng goïc våïi âæåìng chuáøn. 
 - Biãøu âäö mämen: tung âäü dæång dæûng vãö phêa dæåïi, tung âäü ám dæûng lãn trãn 
âæåìng chuáøn. Âiãöu naìy coï nghéa laì tung âäü dæûng vãö phêa thåï càng. 
 - Biãøu âäö læûc càõt: tung âäü dæång dæûng lãn trãn âæåìng chuáøn vaì ngæåüc laûi. 
 - Biãøu âäö læûc doüc: tung âäü dæång thæåìng dæûng lãn trãn dæåìng chuáøn vaì ngæåüc 
laûi. 
 - Ghi kyï hiãûu ⊕, ( Θ ) vaìo miãöm dæång (ám) cuía biãøu âäö læûc càõt vaì læûc doüc. 
 - Ghi tãn vaì âån vë trãn caïc biãøu âäö âaî veî âæåüc. 
 4. Caïch veî biãøu âäö näüi læûc: 

A
HA

P = 2T

kB

4m
 

x 

VA
I

q = 1,2T/m 

O

y VC

C

2m 2m

1

1

H.2a 

k

VC = 4,4

C

Mk 

Qk

Nk

q = 1,2T/m

H.2b
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 Theo män Cå hoüc kãút cáúu, veî biãøu âäö näüi læûc tiãún haình theo caïc bæåïc sau: 
 * Bæåïc 1: Xaïc âënh caïc thaình pháön phaín læûc (nãúu cáön). 
 * Bæåïc 2: Xaïc âënh näüi læûc taûi caïc tiãút diãûn âàûc træng. 
 - Tiãút diãûn âàûc træng: laì nhæîng tiãút diãûn chia hãû thaình nhæîng âoaûn thanh thàóng 
sao cho trãn âoaûn thanh âoï hoàûc laì khäng chëu taíi troüng hoàûc laì chè chëu taíi troüng phán 
bäú liãn tuûc. 
 Nhæ váûy, vë trê caïc tiãút diãûn âàûc træng thæåìng laì: åí nuït (nåi giao nhau caïc thanh) 
, åí vë trê læûc táûp trung, åí hai âáöu taíi troüng phán bäú, taûi vë trê caïc gäúi tæûa....Vê duû,û våïi hãû 
cho trãn hçnh (H.3a & H.3b), vë trê caïc tiãút diãûn âàûc træng laì nåi ghi kyï hiãûu bàòng caïc 
chæî hoa A, B, C, E, F. 

- Xaïc âënh näüi læûc: tiãún haình theo nguyãn tàõc âaî trçnh baìy. Tuy nhiãn, sau khi 
phán têch caïc âiãöu kiãûn cán bàòng, ta tháúy coï thãø xaïc âënh nhæ sau: 
 + Mämen uäún taûi tiãút diãûn k (Mk): coï giaï trë âæåüc xaïc âënh bàòng täøng mämen 
cuía taíi troüng taïc duûng lãn pháön hãû giæî laûi láúy âäúi våïi troüng tám tiãút diãûn k.  
 + Læûc càõt taûi tiãút diãûn k (Qk): coï giaï trë âæåüc xaïc âënh bàòng täøng hçnh chiãúu cuía 
caïc taíi troüng taïc duûng lãn pháön hãû âæåüc giæîa laûi lãn phæång vuäng goïc våïi tiãúp tuyãún 
truûc thanh taûi tiãút diãûn k (phæång cuía Qk). 
 + Læûc doüc taûi tiãút diãûn k (Nk): coï giaï trë âæåüc xaïc âënh bàòng täøng hçnh chiãúu cuía 
caïc taíi troüng taïc duûng lãn phán hãû âæåüc giæî laûi lãn phæång tiãúp tuyãún våïi truûc thanh taûi 
tiãút diãûn k (phæång cuía Nk). 
 - Dáúu cuía caïc âaûi læåüng trong biãøu thæïc xaïc âënh näüi læûc: 
 + Taíi troüng gáy càng thåï dæåïi taûi tiãút diãûn k seî cho Mk mang dáúu dæång vaì 
ngæåüc laûi. 
 + Taíi troüng taïc duûng lãn pháön bãn traïi coï chiãöu hæåïng lãn hay pháön bãn phaíi coï 
chiãöu hæåïng xuäúng seî cho Qk mang dáúu dæång vaì ngæåüc laûi. 
 + Taíi troüng gáy keïo taûi tiãút diãûn k seî cho Nk mang dáúu dæång vaì ngæåüc laûi. 
 * Bæåïc 3: Veî biãøu âäö näüi læûc. 
 Sæí duûng caïc liãn hãû vi phán âãø veî. Chi tiãút seî âæåüc trçnh baìy sau bæåïc 4. 
 * Bæåïc 4: Kiãøm tra laûi kãút quaí. 
 Giäúng män hoüc Sæïc bãön váût liãûu. 
 * Vê duû: Xaïc âënh näüi læûc taûi caïc tiãút diãûn k, m, n cuía hãû cho trãn hçnh (H.4a). 
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q
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A
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 &. Sæí duûng caïc liãn hãû vi phán âãø veî biãøu âäö näüi læûc: 
1. Mäúi liãn hãû gæîa näüi læûc vaì taíi troüng: 
 

ds
dMQ

ds
dNq

ds
dQq p ==−= ;; τ  

 Mäúi liãn hãû vi phán cho ta tháúy taíi 
troüng q keïm Q & N mäüt báûc vãö màût toaïn 
hoüc; keïm M hai báûc vãö màût toaïn hoüc. 
 Màûc khaïc, våïi mäüt hãû âaî cho thç báûc 
cuía taíi troüng trãn mäùi âoaûn thanh laì hoaìn toaìn xaïc âënh, nghéa laì daûng âæåìng biãøu âäö 
(M), (Q), (N) cuîng hoaìn toaìn xaïc âënh. 
 2. Træåìng håüp trãn âoaûn thanh khäng chëu taíi troüng taïc duûng: (H.5b) 
 Tæïc laì q = 0. Nhæ váûy, (Q) & (N) trãn âoaûn naìy seî song song våïi âæåìng chuáøn;  

(M) seî laì âoaûn âæåìng thàóng âæåüc veî qua hai âiãøm. 

q q qP

qτ 

H.5a thanhq

thanhq

qqq

p

p

//

τ

⊥

+=

Ntr 

Qtr Qph 

Nph 

s

l

Mtr 
Mph 

α 

s/2

f

s/2
M 

Q

N

H.5c

l

α s

Mtr
 Mph 

Qtr 

Ntr 

Qph 

Nph 

H.5b
M 

Q

N

q

q

a b

P1 P2 

P3 k m

n

H.4a

n

P1 

H.4d

q P2 

Nn Qn 

Mn

P3 H.4.b 
k

q

P3 

P2 

Nk 
Qk

Mk

m 

P1
Mm

Qm 

Nm 
H.4.c

h

Mm = -P1.a 
 

Qm = -P1 
 

Nm = 0 

 Mn = P1.a - P2.b + P3.h - 
2

.. bbq  

Qn = -P3 
Nn = -P1 - P2 - q.b. 
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 Mäúi quan hãû näüi læûc åí 2 âáöu âoaûn thanh: trph
trph

phtr NN
s

MMQQ =
−

== ;  

3. Træåìng håüp trãn âoaûn thanh chëu taíi phán bäú âãöu: (H.5c) 
 Tæïc laì q = const. Nhæ váûy, (Q) & (N) trãn âoaûn naìy seî laì âoaûn âæåìng thàóng 
âæåüc veî qua hai âiãøm; (M) seî laì âæåìng parabol âæåüc veî qua ba âiãøm. 

          
8
. 2lqf =  (goüi laì tung âäü treo); f treo vuäng goïc våïi âæåìng chuáøn vaì theo chiãöu q. 

 Mäúi quan hãû giæîa mämen vaì læûc càõt taûi hai âáöu thanh: 

αα cos...
2
1;cos...

2
1 lq

s
MMQlq

s
MMQ

trph
ph

trph
tr −

−
=+

−
=  

4. Træåìng håüp trãn âoaûn thanh chëu taíi trong phán bäú hçnh tam giaïc: (H.5c 
& H.5d) 

Tæïc laì q coï daûng báûc nháút. Nhæ váûy, (Q) & (N) trãn âoaûn naìy seî laì âoaûn âæåìng 
parabol âæåüc veî qua ba âiãøm; (M) seî laì âæåìng báûc ba, cho pheïp veî qua ba âiãøm. 

 -
16
. 2lqf M = ; fM treo vuäng goïc våïi âæåìng chuáøn vaì treo theo chiãöu q. 

- αcos.
8
.lqfQ = , fQ treo vuäng goïc våïi âæåìng chuáøn vaì coï chiãöu sao cho taûi vë trê 

q = 0, tiãúp tuyãún våïi âæåìng biãøu âäö song song våïi âæåìng chuáøn. 

- αsin.
8
.lqf N = , fN treo vuäng goïc våïi âæåìng chuáøn vaì coï chiãöu sao cho taûi vë trê 

q = 0, tiãúp tuyãún våïi âæåìng biãøu âäö song song våïi âæåìng chuáøn. 
* Mäúi quan hãû giæîa mämen vaì læûc càõt taûi hai âáöu thanh: 
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- Khi taíi phán bäú tam giaïc coï âaïy bãn phaíi (H.5c): 

 ;cos..
3
1;cos..

6
1

αα lq
s

MMQlq
s

MMQ
trph

ph
trph

tr −
−

=+
−

=  

- Khi taíi phán bäú tam giaïc coï âaïy bãn traïi (H.5d): 

 ;cos..
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s

MMQlq
s

MMQ
trph

ph
trph

tr −
−
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5. Træåìng håüp trãn âoaûn thanh chëu taíi trong phán bäú hçnh thang: 
Daûng âæåìng cuía caïc biãøu âäö khäng thay âäøi so våïi træåìng håüp taíi phán bäú hçnh 

tam giaïc. Coï thãø âæa vãö thaình täøng cuía hai baìi toaïn âaî biãút (H.5e). 

6. Træåìng håüp trãn âoaûn thanh chëu taíi troüng phán bäú quy luáût báút kyì: 
Duìng caïch treo biãøu âäö (H.5f). 
- Âäúi våïi (Q), (N), caïch thæûc hiãûn tæång tæû. 

* Caïc chuï yï: 
- Træåìng håüp taíi troüng 

phán bäú theo chiãöu daìi xiãn 
cuía truûc thanh, coï thãø âæa vãö 
theo phæång ngang bàòng 
caïch chia taíi troüng âoï cho 
cosα (H.6a). 

- Taûi vë trê chëu taíi 
troüng táûp trung, näüi læûc coï sæû thay âäøi: 

+ Mämen táûp trung (H.6b & H.6c) 
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+ Læûc táûp trung coï phæång vuäng goïc våïi truûc thanh (H.6d). 

+ Læûc táûp trung coï phæång truìng truûc thanh (H.6e). 
+ Læûc táûp trung coï phæång báút kyì: coï thãø âæa vãö täøng cuía hai baìi toaïn (H.6f). 

§ 2. DÁÖM, KHUNG ÂÅN GIAÍN. 
 

I. Dáöm âån giaín: 
1. Phán têch cáúu taûo hãû: 
a. Âënh Nghéa: Dáöm âån giaín laì hãû gäöm mäüt thanh thàóng näúi våïi traïi âáút bàòng 

säú liãn kãút tæång âæång våïi ba liãn kãút loaûi mäüt âãø taûo thaình hãû BBH. 
b. Phán loaûi: 
- Dáöm âån giaín hai âáöu khåïp. (H.7a) 
- Dáöm âån giaín coï âáöu thæìa. (H.7b) 
- Dáöm cäng xån. (H.7c) 
 
 
2. Xaïc âënh caïc thaình pháön phaín læûc: 
Trong hãû dáöm âån giaín, täön laûi ba thaình pháön phaín læûc. Caïch xaïc âënh âaî âæåüc 

trçnh baìy trong pháön xaïc âënh phaín læûc. Tuy nhiãn, âãø traïnh viãûc giaíi hãû phæång trçnh 
toaïn hoüc, nãn thiãút láûp sao cho trong mäùi phæång trçnh chè coï mäüt áøn säú. Caïch thæûc 
hiãûn nhæ sau: 

- Nãúu hai áøn coìn laûi âäöng quy taûi mäüt âiãøm I, phæång trçnh cáön thiãút láûp laì täøng 
mämen toaìn hãû âäúi våïi âiãøm I bàòng khäng. (ΣMI = 0) 
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- Nãúu hai áøn coìn laûi song song nhau, phæång trçnh cáön thiãút láûp laì täøng hçnh 
chiãúu toaìn hãû lãn phæång vuäng goïc phæång hai áøn song song bàòng khäng. (ΣZ = 0, Z 
coï phæång vuäng goïc våïi phæång hai áøn song song) 

- Nãúu hai áøn coìn laûi laì mäüt læûc vaì mäüt mämen, phæång trçnh cáön thiãút láûp laì 
täøng hçnh chiãúu lãn phæång vuäng goïc cuía áøn  læûc bàòng khäng. (ΣZ = 0, Z coï phæång 
vuäng goïc våïi phæång áøn læûc) 

* Minh hoüa: 
1. Xaïc âënh phaín læûc cuía hãû cho trãn 

hçnh (H.7d): 
 Caïc thaình pháön phaín læûc gäöm{ }BAA VHV ,,  
- HA: ∑X = 0   ⇒ f1(HA) = 0 ⇒ HA. 
- VA :∑MI = 0 ⇒ f2(VA) = 0 ⇒ VA. 
- VB :∑MA = 0 ⇒ f3(VB) = 0  ⇒ VB. 
2. Xaïc âënh phaín læûc cuía hãû cho trãn hçnh (H.7e): 
 Caïc thaình pháön phaín læûc gäöm{ }AAA MHV ,,  
- HA: ∑X = 0    ⇒ f4(HA) = 0 ⇒ HA. 
- MA :∑MA = 0 ⇒ f5(MA) = 0 ⇒ MA. 
- VA :∑Y = 0    ⇒ f6(VA) = 0  ⇒ VA. 
3. Xaïc âënh vaì veî caïc biãøu âäö näüi læûc: 
- Xaïc âënh näüi læûc taûi caïc tiãút diãûn âàûc træng: âaî trçnh baìy 
- Dæûng tung âäü biãøu âäö taûi caïc tiãút diãûn âàûc træng. 
- Veî biãøu âäö näüi læûc trãn tæìng âoaûn thanh theo caïc liãn hãû vi phán giæîa näüi læûc 

vaì ngoaûi læûc. 
4. Kiãøm tra laûi biãøu âäö näüi læûc: âaî trçnh baìy. 

CAÏC VÊ DUÛ VÃÖ DÁÖM ÂÅN GIAÍN 
* Vê duû 1:Veî caïc biãøu âäö näüi 

læûc cuía dáöm cho trãn hçnh (H.8a) 
 
1. Xaïc âënh caïc thaình 

pháön phaín læûc:{ }BAA VHV ,,  
- ΣX = 0 ⇒ HA = 0. 
- ΣMA = 0  
⇒ 8.VB - 6.30 - 10.4.2 = 0 
⇒ VB = 32,5 (> 0) 
- ΣMB = 0  
⇒ 8.VA - 2.30 - 10.4.6 = 0 
⇒ VA = 37,5 (> 0) 

 * Kiãøm tra: ΣY = 0  
⇔ - q.4 - P + VA + VB = 0 

y

x 
H.7d 

P

A

B

HA 
VA 

VB 

I

x 

y

P

VA 

A
BHA 

MA 

H.7e 

q = 10kN/m
P = 30kN

4m 2m 2m

A
DC B

VA

HA 

VB 

Q

N

M  

37,5
2,5 32,5

65
7020

(kN)

(kN)

(kN.m)

y

O x

H.8a 



 CÅ HOÜC KÃÚT CÁÚU 1 Page 28 

 

⇔ -4.10 - 30 + 37,5 + 32,5 = 0     (âuïng) 
 2. Xaïc âënh näüi læûc taûi caïc tiãút diãûn âàûc træng: 
 Taûi A: MA = 0; QA = +VA = 37,5; NA = HA = 0. 
 Taûi B: MB = 0; QB = - VB = -32,5; NB = 0. 
 Taûi C: MC = VA.4 - q.4.2 = 37,5.4 - 10.4.2 = 150 - 80 = 70. 
   QC = VA - q.4 = 37,5 - 10.4 = 2,5; NC = 0. 
 Taûi D: MD = +VB.2 = 32,5.2 = 65. 
  Taûi D coï læûc táûp trung nãn biãøu âäö (Q) coï bæåïc nhaíy. 
  QDC = +VA - q.4 = - 2,5; QDB = -VB = 32,5. 
 3. Veî caïc biãøu âäö näüi læûc cuäúi cuìng: 
 a. Biãøu âäö mämen (M): 
 - Trãn âoaûn AC coï q phán bäú âãöu nãn coï tung âäü treo: 

  20
8
4.10

8
. 22

===
lqf  

 - Trãn caïc âoaûn coìn laûi laì nhæîng âoaûn thàóng. 
 b. Biãøu âäö læûc càõt (Q): 
 - Laì nhæîng âoaûn âæåìng thàóng. 

c. Biãøu âäö læûc doüc (N): 
- Laì nhæîng âoaûn âæåìng thàóng. 
4. Kiãøm tra laûi caïc biãøu âäö âaî veî: Tæû kiãøm tra. 
* Vê duû 2:Veî caïc biãøu âäö näüi læûc cuía dáöm cho trãn hçnh (H.9a) 
 
Quy taíi troüng phán bäú âãöu vãö taïc 

duûng trãn âæåìng nàòm ngang: 
    qtâ = 309,2

30cos
2

cos
== o

q
α

. 

1. Xaïc âënh caïc thaình pháön phaín 
læûc: { }BAA VHM ,,  

- ΣX = 0     ⇒ HA = 0. 
- Σ 0=IM    

   ⇒ MA + M - 2.P - qtâ.2.1 = 0. 
   ⇒ MA + 3,5 - 2.3 - 2,309.2.1 = 0. 

⇒ MA = +7,118 (> 0) 
- ΣY = 0    ⇒ VB - P - qtâ.2 = 0  
        ⇒ VB - 3 - 2,309.2 = 0 
        ⇒ VB = +7,618 (> 0) 
2. Xaïc âënh näüi læûc taûi caïc tiãút 
diãûn âàûc træng: 
- Taûi A: MA = 7,118; Q A = 0; 

   NA = 0. 

 α = 30o
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I
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- Taûi B: MB = 0; QB = -VB.cosα  
               = -7,618.cos30o = -6,597.  
    NB = VB.sinα = 7,618.sin30o = 3,809. 
- Taûi C:  MCA = 7,118; MCD = MA + M  = 7,118 + 3,5 = 10,618. 
              QCA = QCD = 0, NCA = NCD = 0. 
- Taûi D: MD = MA + M  = 10,618; QDC = 0; QDB = -P.cosα = -3.cos30o = -2,598. 
    NCD = 0; NDB = P.sinα = 3.sin30 = 1,5 
3. Veî caïc biãøu âäö näüi læûc cuäúi cuìng: 

 a. Biãøu âäö mämen (M): 
 - Trãn âoaûn DB coï qtâ phán bäú âãöu nãn coï tung âäü treo: 

  154,1
8

2.309,2
8
. 22

===
lqf

td

. 

 - Trãn caïc âoaûn coìn laûi laì nhæîng âoaûn thàóng. 
 b. Biãøu âäö læûc càõt (Q): 
 - Laì nhæîng âoaûn âæåìng thàóng. 

c. Biãøu âäö læûc doüc (N): 
- Laì nhæîng âoaûn âæåìng thàóng. 
4. Kiãøm tra laûi caïc biãøu âäö âaî veî: Tæû kiãøm tra. 
* Vê duû 3:Veî caïc biãøu âäö näüi læûc cuía dáöm cho trãn hçnh H.10 
* Nháûn xeït ràòng nãúu ta giæî laûi pháön bãn 

phaíi khi xeït cán bàòng mäüt pháön hãû thç khäng 
cáön quan tám âãún phaín læûc. 

1. Xaïc âënh näüi læûc taûi caïc tiãút diãûn 
âàûc træng: 

Taûi C: MC = 0; QC = P1 + P2.sin45o  
                QC = 2.(1 + sin45o) = 3,414;  
NC = - P2.cos45o = - 2.cos45o  = -1,414. 
Taûi B: MBC = -(P1 + P2.sin45o).2 = 
                 = -2.(1 + sin45o).2 = -6,828;  
MBA = MBC + M = -3,828;  
QB = P1 + P2.sin45o  = 3,414;  
NB = - P2.cos45o = -1,414. 
Taûi A: MA = -(P1 + P2.sin45o).4 + M +  
+ 2.q.1 = -(2 + 2.sin45o).4 + 3 + 2.2.1 = 
                  = -6,656;  
QA = P1 + P2.sin45o -2.q = 2 + 2.sin45o - 2.2 = -0,586; NA = -P2.cos45o = -1,414. 
2. Veî biãøu âäö näüi læûc cuäúi cuìng: 
a. Biãøu âäö mämen: 
- Trãn âoaûn AB coï taíi troüng q phán bäú âãöu, coï tung âäü treo: 
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 - Trãn caïc âoaûn coìn laûi laì nhæîng âoaûn thàóng. 
 b. Biãøu âäö læûc càõt (Q): 
 - Laì nhæîng âoaûn âæåìng thàóng. 

c. Biãøu âäö læûc doüc (N): 
- Laì nhæîng âoaûn âæåìng thàóng. 
4. Kiãøm tra laûi caïc biãøu âäö âaî veî: Tæû kiãøm tra.  
II. Khung âån giaín: 
1. Âënh nghéa: Khung âån giaín laì hãû gäöm mäüt thanh gaîy 

khuïc näúi våïi traïi âáút bàòng caïc liãn kãút tæång âæång ba liãn kãút loaûi 
mäüt taûo thaình hãû BBH. 

2. Xaïc âënh caïc thaình pháön phaín læûc: Gäöm ba thaình pháön 
vaì âæåüc xaïc âënh nhæ træåìng håüp dáöm âån giaín. 

2. Xaïc âënh vaì veî caïc biãøu âäö näüi læûc: 
Tæång tæû træåìng håüp dáöm âån giaín. 
3. Kiãøm tra laûi caïc biãøu âäö näüi læûc. (âaî trçnh baìy) 
 * Chuï yï:  
Nuït khung coï tênh cháút: täøng mämen ngoaûi læûc vaì näüi læûc taûi caïc âáöu thanh quy 

tuû vaìo nuït khung bàòng khäng (cán bàòng mämen nuït). Thæåìng sæí duûng tênh cháút naìy âãø 
kiãøm tra sæû cán bàòng mämen nuït cho kãút quaí tênh toaïn. 

Træåìng håüp âàûc biãût: mäüt nuït coï hai âáöu thanh quy 
tuû vaì khäng chëu mämen ngoaûi læûc, mämen näüi læûc taûi hai 
âáöu thanh âoï bàòng nhau vãö giaï trë vaì cuìng laìm càng thåï 
bãn trong hay bãn ngoaìi. 

 

CAÏC VÊ DUÛ VÃÖ KHUNG ÂÅN GIAÍN 
* Vê duû 1: Veî caïc biãøu âäö näüi læûc cuía dáöm cho trãn hçnh H.13a 
 
1. Xaïc âënh caïc thaình pháön phaín 

læûc:{ }DAA VHV ,,  
- ΣX = 0    ⇒ HA = 0. 
- ΣMI = 0  ⇒ 4.VA - 4.q.2 - 6.P = 0  

      ⇒ 4.VA - 4.2.2 - 6.3 = 0. 
      ⇒ VA = 8,5 (> 0) 

- ΣMA = 0⇒ -4.VD + 4.q.2 - 2.P = 0  
     ⇒ -4.VD + 4.2.2 - 2.3 = 0. 

       ⇒ VD = 2,5 (> 0) 
 * Kiãøm tra: ΣY = 0  
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     ⇔ - q.4 - P + VA + VD = 0 
                 ⇔  -2.4 - 3 + 8,5 + 2,5 = 0 (âuïng) 

 2. Xaïc âënh näüi læûc taûi caïc tiãút diãûn âàûc træng: 
 Taûi A:  MA = 0; QA = -HA = 0; NA = -VA = -8,5. 
 Taûi B:  MB = 0;QB = -P = -3; NB = 0. 
 Taûi C:  MCA = -3.HA = 0; MCB = -2.P = -6; MCD = -2.P -3.HA = -6; 

   QCA = -HA = 0; QCB = -P = -3; QCD = -P + VA = -3 + 8,5 = 5,5. 
   NCA = -VA = -8,5; NCB = 0; NCD = -HA = 0. 
Kiãøm tra sæû cán bàòng mämen nuït C (H.13b). 

 Taûi D: MD = 0, QD = -VD = -2,5; ND = 0. 
 3. Veî caïc biãøu âäö näüi læûc cuäúi cuìng: 

 a. Biãøu âäö mämen (M): 
 - Trãn âoaûn CD coï q phán bäú âãöu nãn coï tung 
âäü treo: 

  4
8
4.2

8
. 22
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 - Trãn caïc âoaûn coìn laûi laì nhæîng âoaûn thàóng. 
 b. Biãøu âäö læûc càõt (Q): 
 - Laì nhæîng âoaûn âæåìng thàóng. 

c. Biãøu âäö læûc doüc (N): 
- Laì nhæîng âoaûn âæåìng thàóng. 
4. Kiãøm tra laûi caïc biãøu âäö âaî veî: Tæû kiãøm tra. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
* Vê duû 2:Veî caïc biãøu âäö näüi læûc cuía dáöm cho trãn hçnh H.14a. 
 
1. Xaïc âënh caïc thaình pháön phaín læûc:{ }BCA HVV ,,  
- ΣX = 0⇒ HB = -P  
              ⇒ HB = -2 (< 0). 
- ΣMI = 0  ⇒ -8.VC + 4.P +  

 +  4.q.2 + 
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            ⇒ -8.VC + 4.2 + 4.1,2.2 +  

 + 



 + 4
3
4.

2
2,1.4  = 0     

             ⇒ VC = 3,8 (> 0) 
- ΣMC = 0  ⇒ 8.VA + 4.P - 

4.q.6 - 



 4.

3
2.

2
.4 q  = 0 

       ⇒ 8.VA + 4.2 - 

4.1,2.6 - 



 4.
3
2.

2
2,1.4  = 0. 

         ⇒ VA = 3,4 (> 0) 
 * Kiãøm tra: ΣY = 0 ⇔  VA + VC - 4.q -

2
.4 q = 0 

              ⇔  3,4 + 3,8 - 4.1,2 - 
2

2,1.4  = 0 (âuïng) 

 2. Xaïc âënh näüi læûc taûi caïc tiãút diãûn âàûc træng: 
  Taûi A: MA = 0; QA = VA = 3,4; NA = -P = -2. 
  Taûi B: MB = 0; QB = -HB = -(-2) = 2; NB = 0 
  Taûi D: MDA = 4.VA - 4.q.2 = 4.3,4 - 4.1,2.2 = 4. 
              MDB = -4.HB = -4.(-2) = 8. 
    MDE = 4.VA - 4.q.2 - 4.HB = 4.3,4 - 4.1,2.2 - 4.(-2) = 12 
* Kiãøm tra cán bàòng mämen nuït D: (tæû kiãøm tra) 
     QDA = VA - 4.q = 3,4 - 4.1,2 = -1,4 
   QDB = -HB = -(-2) = 2; QDE = VA - 4.q = -1,4. 
   NDA = -P = -2; NDB = 0; NDE = -P - HB = 0. 
  Taûi E:  MED = 0; MEC = 0; QED = -VC = -3,8; QEC = 0. 
    NED = 0; NEC = -VC = -3,8. 
3. Veî caïc biãøu âäö näüi læûc cuäúi cuìng: 

 a. Biãøu âäö mämen (M): 
 - Trãn âoaûn AD coï q phán bäú âãöu nãn coï 
tung âäü treo: 

  4,2
8
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8
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- Trãn âoaûn DE coï q phán bäú tam giaïc 
nãn coï tung âäü treo: 

  2,1
16

4.2,1
16
. 22

===
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 - Trãn caïc âoaûn coìn laûi laì nhæîng âoaûn 
thàóng. 
 b. Biãøu âäö læûc càõt (Q): 
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- Trãn âoaûn DE coï q phán bäú tam giaïc nãn coï tung âäü treo: 
  6,01.

8
4.2,1cos.

8
.

=== αlqf  

 - Trãn caïc âoaûn coìn laûi laì nhæîng âoaûn thàóng. 
c. Biãøu âäö læûc doüc (N): 
- Trãn âoaûn DE coï q phán bäú tam 

giaïc nãn coï tung âäü treo: 

  00.
8

4.2,1sin.
8
.

=== αlqf  

 - Trãn caïc âoaûn coìn laûi laì nhæîng 
âoaûn thàóng. 

4. Kiãøm tra laûi caïc biãøu âäö âaî veî: 
Tæû kiãøm tra. 
* Vê duû 3:Veî caïc biãøu âäö näüi læûc cuía dáöm cho trãn hçnh H.15a 
 
Quy taíi troüng phán bäú âãöu vãö 

taïc duûng trãn âæåìng nàòm ngang: 
    qtâ = 346,1

30cos
2,1

cos
== o

q
α

. 

1. Xaïc âënh caïc thaình pháön 
phaín læûc:{ }CAA VHV ,,  

- ΣX = 0    ⇒ HA = 0. 
- ΣMI = 0   
⇒ 6.VA - 4.qtâ.4 + 2.P = 0  
⇒ 6.VA - 4.1,346.4 + 2.2 = 0. 
⇒ VA = 2,922 (> 0) 
- ΣMA = 0  ⇒ -6.VC + 4.qtâ.2 + 8.P = 0 ⇒ -6.VC + 4.1,346.2 + 8.2  = 0. 
         ⇒ VC = 4,461 (> 0) 

 * Kiãøm tra: ΣY = 0 ⇔ - qtâ.4 - P + VA + VC = 0 
              ⇔  -1,346.4 - 2 + 2,922 + 4,461 = 0 (âuïng) 
 2. Xaïc âënh näüi læûc taûi caïc tiãút diãûn âàûc træng: 
 Taûi A:  MA = 0; QA =VA.cosα = 2,922.cos30o = 2,530; NA = -VA.sinα = -1,461. 
 Taûi B:  MB = 2.VC - 4.P = 2.4,461 - 4.2 = 0,922. 
    QBA = VA.cosα - 4.qtq.cosα = -2,132; QBC = P - VC = -2,461. 
    NBA = -VA.sinα + 
4.qtâ.sinα = 1,231; NBC = 0. 
 Taûi C:   MC = -2.P = -2.2 = -4;  
                         QCB = -   VC + P = -
2,461;  
                         QCD = P = 2; NC = 2. 

N
(T) H.14d

2

3,8

H.15a
4m

A
HA

VA

I

qtâ = 1,346T/m 

O

y
P = 2T

D
x

VC 

C

2m 2m

B
q = 1, 2T/m

30o

M 
(T.m)

H.15b
2,692

0,922

4
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Taûi D:   MD = 0; QD = P = 2; ND = 0. 
Kiãøm tra sæû cán bàòng mämen nuït B: Tæû kiãøm tra 

 3. Veî caïc biãøu âäö näüi læûc cuäúi cuìng: 
 a. Biãøu âäö mämen (M): 
 - Trãn âoaûn AB coï qtâ phán bäú âãöu nãn coï tung âäü treo: 

  692,2
8

4.346,1
8
. 22

===
lqf

td

. 

 - Trãn caïc âoaûn coìn laûi laì nhæîng âoaûn thàóng. 
 b. Biãøu âäö læûc càõt (Q): 
 - Laì nhæîng âoaûn âæåìng thàóng. 

c. Biãøu âäö læûc doüc (N): 
- Laì nhæîng âoaûn âæåìng thàóng. 
 
 
 
 
 
 
 
4. Kiãøm tra laûi caïc biãøu âäö âaî veî: Tæû kiãøm tra. 
 

§3. HÃÛ BA KHÅÏP. 
 

 I. Phán têch cáúu taûo hãû: 
 1. Âënh nghéa: Hãû ba khåïp laì hãû gäöm hai miãúng cæïng 
näúi våïi nhau bàòng mäüt khåïp vaì liãn kãút våïi traïi âáút bàòng hai 
khåïp (gäúi cäú âënh) âãø taûo thaình hãû BBH. 

2. Tênh cháút cuía hãû ba khåïp: 
- Trong hãû luän täön taûi thaình pháön phaín læûc nàòm ngang ngay caí khi taíi troüng chè 

taïc duûng theo phæång thàóng âæïng. 
- Näüi læûc trong hãû ba khåïp (mämen uäún vaì læûc càõt) noïi chæng laì nhoí hån trong 

hãû âån giaín cuìng nhëp, cuìng chëu taíi troüng. 
3. Phán loaûi hãû ba khåïp: 
a. Voìm ba khåïp: Khi caïc miãúng cæïng cuía hãû laì nhæîng thanh cong (H.17a). 

Trong voìm ba khåïp, noïi chung phaït sinh âáöy âuí ba thaình pháön näüi læûc. 
b. Khung ba khåïp: Khi caïc miãúng cæïng cuía hãû laì caïc thanh gaîy khuïc (H.17b). 

Trong khung ba khåïp, noïi chung phaït sinh âáöy âuí ba thaình pháön näüi læûc.  
c. Daìn ba khåïp: Khi caïc miãúng cæïng cuía hãû laì nhæîng daìn phàóng ténh âënh 

(H.17c). Trong daìn ba khåïp, caïc thanh chè täön taûi læûc doüc. 

Q
(T) H.15c

2,530

2

2,4612,132

(T)
N H.15d

1,461

1,231

(B)(C)

H.16
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c. Hãû ba khåïp coï thanh càng: Hãû gäöm hai miãúng 
cæïng näúi våïi nhau bàòng mäüt khåïp vaì mäüt thanh càng, tiãúp 
âoï näúi våïi traïi âáút bàòng mäüt gäúi cäú âënh vaì mäüt gäúi di âäüng 
âãø taûo thaình hãû BBH (H.17d). Thanh càng coï taïc duûng tiãúp nháûn læûc xä ngang. 
 4. Æu, nhæåüc âiãøm cuía hãû ba khåïp: 
 a. Æu âiãøm:  
 - Tiãút kiãûm váût liãûu. 
 - Coï thãø væåüt qua âæåüc nhæîng nhëp låïn. 
 - Hçnh daïng kiãún truïc âeûp. 
 b. Nhæåüc âiãøm: 

- Khoï thi cäng. 
- Trong hãû luän täön taûi thaình pháön læûc xä ngang nãn kãút cáúu moïng phæïc taûp. Âãø 

khàõc phuûc âiãöu naìy, coï thãø sæí duûng hãû ba khåïp coï thanh càng. 
II. Xaïc âënh phaín læûc: 
Xeït hãû voìm ba khåïp nhæ trãn hçnh veî (H.18). Goüi BA RR ,  laì phaín læûc taûi gäúi tæûa 

A, B. BA RR ,  coï phæång báút kyì, coï thãø phán têch chuïng thaình hai thaình pháön theo hai 
phæång xaïc âënh. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
1. Phán têch theo phæång AB vaì phæång thàóng âæïng: 





 d

AAA VZR & ;  




 d

BBB VZR &  

 a. Xaïc âënh 
d
B

d
A VV & : 

  -ΣMB = 0  ⇒ f1(VA ) = 0 ⇒ VA. 
 -ΣMA = 0  ⇒ f2(VB ) = 0 ⇒ VB. 

H.17c

H.17a H.17b

H.17d
Thanh càng 

H.18

β

P1 

P2 P3 

h

A

C

B

d
BV

A B 

P1 P2 P3

C 

RA

HA

ZA 

VA 
d

AV

VB
RB 

ZB 
HB 

d
BV

d
AV
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Trong træåìng håüp taíi troüng chè taïc duûng theo phæång thàóng âæïng, dãù tháúy ràòng 
caïc thaình pháön d

B
d

A VV ,  giäúng nhæ caïc phaín læûc trong dáöm âån giaín tæång æïng. Vç váûy 
caïc phaín læûc naìy goüi laì phaín læûc dáöm vaì âæåüc kyï hiãûu nhæ åí trãn. 

b. Xaïc âënh BA ZZ , : 
Càõt qua C, giæî laûi pháön bãn traïivaì viãút phæång trçnh cán bàòng mämen âäúi våïi C. 

ΣMC = 0  ⇒ -ZA.h + tr
CM  = 0 ⇒ ZA = 

h
M tr

C . 

 Trong âoï, tr
CM laì täøng mämen cuía caïc læûc taïc duûng lãû pháön hãû bãn traïi C, khäng 

kãø ZA. Trong biãøu thæïc xaïc âënh tr
CM , caïc ngoaûi læûc laìm cho pháön hãû xoay thuáûn chiãöu 

kim âäöng häö quanh C láúy dáúu dæång. 

 Tæång tæû, xeït cán bàòng mämen cho pháön hãû bãn phaíi C⇒ ZA = 
h

M ph
C . ph

CM laì 

täøng mämen cuía caïc læûc taïc duûng lãn pháön hãû bãn phaíi C, khäng kãø ZB. Trong biãøu 
thæïc xaïc âënh ph

CM , caïc ngoaûi læûc laìm cho pháön hãû xoay ngæåüc chiãöu kim âäöng häö 
quanh C, láúy dáúu dæång. 

- Caïc thaình pháön BA ZZ ,  goüi laì phaín læûc voìm. 
 2. Phán têch theo phæång thàóng âæïng vaì phæång ngang: 

{ }AAA HVR & ;  { }BBB HVR &  
 a. Xaïc âënh BA HH , : 

Tæì quan hãû hçnh hoüc trãn hçnh veî.  HA = ZA.cosβ;  HB = ZB.cosβ. 
 - HA, HB goüi laì caïc læûc xä. 

- Trong træåìng håüp taíi troüng taïc duûng theo phæång âæïng, dãù tháúy H A = HB = H, 
nãn ZA = Z B = Z. 
  b. Xaïc âënh BA VV , : 
 Tæì quan hãû hçnh hoüc trãn hçnh veî. 
  VA = d

AV  + ZA.sinβ;  VB = d
BV  - ZB.sinβ. 

 Hay VA = d
AV  + HA.tgβ;  VB = d

BV  - HB.tgβ. 
 3. Xaïc âënh caïc phaín læûc toaìn pháön BA RR , : 
  AAA

d
AA HVZVR +=+=  

BBB
d
BB HVZVR +=+=  

Vãö giaï trë (âäü låïn): 22
AAA HVR += ; 22

BBB HVR +=  
 * Chuï yï: 
 - β > 0 nãúu gäúi B cao hån gäúi A vaì ngæåüc laûi. 

- Coï thãø xaïc âënh âæåüc { }BBAA HVHV &,,  thäng qua giaíi hãû phæång trçnh: 
+ Viãút phæång trçnh cán bàòng mämen toaìn hãû âäúi våïi gäúi B: 
 ΣMB = 0  ⇒ f1(VA, HA) = 0 (a) 
+ Taïch qua C, viãút phæång trçnh cán bàòng mämen cuía næîa hãû bãn traïi âäúi våïi C: 
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Σ tr
CM  = 0  ⇒ f2(VA, HA) = 0 (b) 

 Giaíi hãû phæång trçnh (a), (b) seî âæåüc { }AA HV ,  
 + Tæång tæû  

ΣMA = 0  ⇒ f3(VB, HB) = 0 (c) 
Σ ph

CM  = 0  ⇒ f4(VB, HB) = 0 (d) 
 Giaíi hãû phæång trçnh (c), (d) seî âæåüc { }BB HV ,  
 - Nãúu hãû ba khåïp sæí duûng caïc khåïp giaí taûo, phán têch caïc phaín læûc xuáút hiãûn taûi 
caïc liãn kãút âãø viãút phæång trçnh cán bàòng håüp lyï. Xem vê duû hãû trãn hçnh (H.19). 
 
 
 
 
 
 
 

- ΣU = 0   ⇒ f1(VA, HA) = 0 (1) 
- Σ trY  = 0 ⇒ f2(VA, HA) = 0 (2) 

 Giaíi hãû (1), (2) xaïcâënh âæåüc (VA, HA). Vaì âãø xaïc âënh (RB, MB), phán têch phaín 
læûc âãø thiãút láûp càûp phæång trçnh tæång tæû. 
 III. Xaïc âënh näüi læûc taûi caïc tiãút diãûn âàûc træng vaì veî biãøu âäö näüi læûc: 
  ÅÍ âáy âi trçnh baìy cho hãû voìm vaì khung ba khåïp. 

 1. Biãøu thæïc mämen uäún (Mk):  
Giaí sæí cáön xaïc âënh mämen uäún taûi tiãút diãûn k cuía voìm ba khåïp chëu taíi troüng 

taïc duûng thàóng âæïng nhæ trãn hçnh veî. (H.20a) 
 Duìng màût càõt qua k, giæî laûi vaì xeït cán bàòng pháön bãn traïi. 
  Mk = d

AV .zk - P1.a - ZA.hk   (a) 

B

C 

A

VA 
HA MB

RB

P1 

u

H.19a

VA

HA

A

P1 

H.19b

C

HC 

MC 

y

a

A

AZA

P1

P1 

Bh

P2

H.20a 

β
P3

B

P2 C 
P3

 d
AV

k 

d
BV

ZB 

y

x 

f
k

k

a

yk
hk

β
αk 

 d
AV

k 
d
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k

A

A

ZA 
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d
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d
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β x
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d
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Qk = d
kQ .cosαk - H.(sinαk - tgβ.cosαk) 

Mk = d
kM  - H.yk. 

Nk = - d
kQ .sinαk - H.(cosαk + tgβ.sinαk) 

Mk =Mk = d
kM  - H.yk. 

Qk = d
kQ .cosαk - H.sinαk. 

Nk = - d
kQ .sinαk - H.cosαk. 

 Goüi d
kM laì mämen uäún taûi tiãút diãûn k trãn dáöm âån giaín cuìng nhëp, cuìng chëu taíi 

troüng. 
 Dãù tháúy 

  d
kM  = d

AV .zk - P1.a (b) 

 Ta biãút:  ZA = 
βββ coscoscos

HHH BA == ; maì yk = 
βcos

kh  

 Suy ra ZA.hk = H.yk   (c) 
 Tæì (a), (b), (c) suy ra:  

Biãøu thæïc chæïng toí ràòng mämen uäún trong voìm ba khåïp nhoí hån mämen uäún 
trong dáöm âån giaín cuìng nhëp, cuìng chëu taíi troüng mäüt læåüng H.yk. Vaì nãúu kheïo choün 
hçnh daûng cuía voìm (yk) sao cho d

kM  = H.yk thç mämen uäún taûi moüi tiãút diãûn âãöu bàòng 
khäng. Luïc naìy trong voìm chè täön taûi læûc doüc nãn tiãút kiãûm váût liãûu. 

2. Biãøu thæïc læûc càõt (Qk):  
Tæång tæû nhæ trãn nhæng âi thiãút láûp phæång trçnh hçnh chiãúu lãn phæång Qk 

(phæång vuäng goïc våïi tiãúp tuyãún truûc voìm taûi tiãút diãûn k). 
  
 
Trong âoï 
- d

kQ : læûc càõt taûi tiãút diãûn k trong dáöm âån giaín tæång æïng cuìng nhëp, cuìng chëu 
taíi troüng. 

  - Qk: læûc càõt trong voìm taûi tiãút diãûn k. 
  - α: goïc håüp båíi tiãúp tuyãún våïi truûc voìm taûi tiãút diãûn k våïi phæång ngang. 
3. Biãøu thæïc læûc doüc (Nk): 
Tæång tæû nhæ xaïc âënh læûc càõt nhæng âi thiãút láûp phæång trçnh hçnh chiãúu lãn 

phæång Nk (phæång cuía tiãúp tuyãún truûc voìm taûi tiãút diãûn k). 
  
* Chuï yï: 
- β > 0 khi gäúi B cao hån gäúi A vaì ngæåüc laûi. 
- αk > 0 khi y'(zk) > 0 vaì ngæåüc laûi. 
- yk = y(zk) - zk.tgβ. 
- Khi β = 0 (gäúi A & B cuìng cao âäü) 

  
 
 
 

 - Caïc biãøu thæïc trãn âæåüc thiãút láûp cho taíi troüng taïc duûng theo phæång thàóng 
âæïng. 
 3. Veî caïc biãøu âäö näüi læûc cuäúi cuìng:  

- Âäúi våïi khung ba khåïp: Tiãún haình giäúng hãû dáöm, khung âån giaín. 
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- Âäúi våïi voìm ba khåïp: Sau khi choün vaì xaïc âënh näüi læûc taûi caïc tiãút diãûn trãn 
kãút cáúu. Caïc tiãút diãûn thæåìng choün laì caïc tiãút diãûn âàûc træng vaì mäüt säú tiãút diãûn trung 
gian âãø tàng tênh chênh xaïc. Biãøu âäö näüi læûc âæåüc veî gáön âuïng bàòng caïch näúi caïc tung 
âäü liãn tiãúp bàòng caïc âoaûn thàóng.  

Quaï trçnh tênh toaïn coï thãø láûp thaình baíng sau: (Baíng tham khaío) 
Tiãút 
diãûn 

zk yk tgαk = y'(zk) sinαk cosαk 
d
kM  d

kQ  Mk Qk Nk 

- - - - - - - - - - - 
Baíng 2. Baíng phán têch näüi læûc trong voìm ba khåïp. 

* Chuï yï: Coï thãø choün âæåìng chuáøn laì âæåìng nàòm ngang khi veî biãøi âäö näüi læûc. 
* Chuï thêch: Âäúi våïi hãû daìn voìm ba khåïp, caïch tênh âæåüc thæûc hiãûn nhæ sau: 
+ Xaïc âënh phaín læûc taûi caïc gäúi tæûa theo caïch âaî trçnh baìy åí trãn. 
+ Näüi læûc trong caïc thanh daìn chè laì læûc doüc. Xem caïch xaïc âënh trong baìi hãû 

daìn. 

CAÏC VÊ DUÛ VÃÖ HÃÛ BA KHÅÏP. 
* Vê duû 1: Xaïc âënh näüi læûc taûi tiãút diãûn k cuía voìm ba khåïp cho trãn hçnh veî (H21) 
Cho biãút phæång trçnh truûc voìm 

laì parabol y(z) = mlzzl 10;).(
5
1

=−  

1. Caïc säú liãûu suy ra tæì âãö baìi: 
- zk =3m; yk = y(3) = 4,2m; β = 0.  

         - tgαk = y'(3) = 3).2(
5
1

=− Zzl =  0,8. 

⇒ sinαk = 

   = 624,0
8,01

8,0
1 22

=
+

=
+ k

k

tg

tg

α

α  

⇒ cosαk = 
   = 780,0

8,01
1

1
1

22
=

+
=

+ ktgα
 

2. Xaïc âënh caïc thaình pháön phaín læûc: { }BABABA
d

B
d

A HHVVZZVV ,,,,,,,  
Do β = 0 vaì taíi troüng chè taïc duûng theo phæång thàóng âæïng nãn 

BABAB
d

BA
d

A HHZZVVVV ===== ,, . 
a. Xaïc âënh VA, HA: 
        ΣMB = 0   ⇒ 10.VA - 5.8 - 5.2.2,5 = 0 ⇒ VA = 6,5 (> 0). 
       Σ tr

CM  = 0  ⇒ 5.VA - 5.HA - 5.3 = 0 ⇒ 5.HA = 5.6,5 - 5.3⇒ HA = 3,5 (> 0). 
b. Xaïc âënh VB, HB: 
        ΣMA = 0   ⇒ -10.VB + 5.2 + 5.2.7,5 = 0 ⇒ VB = 8,5 (> 0). 
       Σ ph

CM  = 0  ⇒ -5.VB + 5.HB + 5.2.2,5 = 0 ⇒ 5.HB = 5.8,5 - 5.2.2,5. 

H.21 

2m 5m2m1m
10m 

y

z
VA

HA 
A

VB 

HBB

P = 5T

αk 
 

k

q = 2T/m

C

5m
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⇒ HB = 3,5 (> 0). 
 * Kiãøm tra: ΣX = 0 ⇒ HA - HB = 0 ⇒ 3,5 - 3,5 = 0 (âuïng) 
          ΣY = 0 ⇒ VA + VB - P - 5.q = 0 ⇒ 6,5 - 8,5 - 5 - 5.2 = 0 (âuïng) 
 * Kãút luáûn: 5,6== d

AA VV ; 5,8== d
BB VV ; ZA = ZB = HA = HB = H = 3,5. 

 3. Xaïc âënh näüi læûc taûi caïc tiãút k: 
  Mk =Mk = d

kM  - H.yk = 6,5.3 - 5.1 - 3,5.4,2 = - 0,2 ( d
kM  = 6,5.3 - 5.1). 

Qk = d
kQ .cosαk - H.sinαk = (6,5 - 5).0,780 - 3,5.0,624 = -1,014. 

Nk = - d
kQ .sinαk - H.cosαk  = -(6,5 - 5).0,624 - 3,5.0,780 = -3,666. 

 * Vê duû 2: Näüi dung vaì hçnh veî giäúng vê duû 1 nhæng P nghiãng 1 goïc 450(H.22a) 
 
 Caïc säú liãûu suy ra tæì baìi toaïn 
giäúng vê duû trãn. 

1.Xaïc âënh caïc thaình pháön 
phaín læûc: 
  { }BABABA

d
B

d
A HHVVZZVV ,,,,,,,  

Do β = 0 nãn 
BBAAB

d
BA

d
A HZHZVVVV ==== ;,,

. ΣMB = 0⇒ 10.VA - P.sin45o.8 + 
         + P.cos45o.3,2 - 5.q.2,5 = 0. 
             ⇒ 10.VA - 5.sin45o.8 + 
          + 5.cos45o.3,2 - 5.2.2,5 = 0  
             ⇒ VA = 4,197(>0) 
         Σ tr

CM  = 0 ⇒ 5.VA - 5.HA - P.sin45o.3 -P.cos45o.(5 - 3,2) = 0. 
               ⇒ 5.4,197 - 5.HA - 5.sin45o.3 - 5.cos45o(5 - 3,2) = 0 

   ⇒ HA = 0,802. 
ΣMA = 0⇒ -10.VB + P.sin45o.2 + P.cos45o.3,2 + 5.q.7,5 = 0. 
    ⇒ 10.VB + 5.sin45o.2 + 5.cos45o.3,2 + 5.2.7,5 = 0. 
               ⇒ VB = 9,338 (> 0). 

         Σ ph
CM  = 0 ⇒  

  -5.VB + 5.HB + 5.q.2,5 = 0. 
     ⇒ -5.9,338 + 5.HB + 5.2.2,5 = 0 
     ⇒ HB = 4,338. 

* Kiãøm tra: ΣX = 0  
     ⇒ HA - HB + P.cos45o = 0  
     ⇒ 0,802 - 4,338 - 5.cos45o = 0 

 (âuïng) 
      ΣY = 0  
      ⇒ VA + VB - P.sin45o - 5.q = 0. 
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      ⇒ 4,197 + 9,338 - 5.sin45o - 2.5 = 0 (âuïng) 
* Kãút luáûn: 197,4== d

AA VV ; 338,9== d
BB VV ; ZA = HA = 0,802; ZB = HB = 3,338. 

2. Xaïc âënh näüi læûc taûi tiãút diãûn k: 
Vç coï taíi troüng taïc duûng khäng theo phæång thàóng âæïng nãn khäng sæí duûng caïc 

biãøu thæïc thiãút láûp sà ôn åí trãn. ÅÍ âáy, cáön phaíi âi thiãút láûp caïc phæång trçnh cán bàòng 
nhæ trong træåìng håüp täøng quaït xaïc âënh näüi læûc. 

+ Mk = 7.VB - 4,2.HB -5.q.4,5 = 7.9,338 - 4,2.4,338 - 5.2.4,5 = 2,146. 
+ Qk = -VB.cosαk + 5.q.cosαk - HB.sinαk  
         = -9,338.0,780 +5.2.0,780 - 4,338.0,624 = -2,190. 
+ Nk = VB.sinαk - 5.q.sinαk - HB.cosαk = 9,338.0,624 - 5.2.0,624 - 4,338.0,78 = 
            = - 3,797. 
* Vê duû 3: Veî caïc biãøu âäö näüi læûc cuía hãû voìm ba khåïp. Phæång trçnh cuía truûc 

voìm coï daûng parabol y(z) = ).(..4
2 zlz

l
f

− ; cho f = 4m, l = 10m (H.23a) 

  
Näüi læûc trong hãû voìm ba khåïp 

coï hai gäúi A, B cuìng cao âäü vaì chëu taíi 
troüng taïc duûng theo phæång thàóng âæïng 
âæåüc xaïc âënh bàòng biãøu thæïc: 

Mk = Mk = d
kM  - H.yk. 

Qk = d
kQ .cosαk - H.sinαk. 

Nk = - d
kQ .sinαk - H.cosαk. 

 Âãø veî biãøu âäö näüi læûc, ta seî tênh näüi læûc taûi caïc tiãút diãûn A, 1, 2, 3, 4, 5, C, 6, 7, 
8, 9 vaì B. Kãút quaí tênh toaïn thãø hiãûn trong baíng tênh (B.3). Caïc biãøu âäö näüi læûc thãø hiãûn 
trãn hçnh veî (H.23b). 
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Tiãút 
diãûn 

zk 
(m) 

yk 

(m) 
tgαk = 
y'(zk) 

sinαk cosαk 
d
kM  

(T.m) 

d
kQ  

(T) 
Mk 

(T.m) 

Qk 

(T) 

Nk 

(T) 

A 0 0 1,60 0,848 0,529 0 3,75 0 0,66 -4,01 
1 1,0 1,44 1,28 0,788 0,615 3,75 3,75 1,50 1,08 -3,92 
2 2,0 2,56 0,96 0,721 0,692 7,50 3,75 3,50 1,47 -3,78 
3tr 2,5 3,00 0,80 0,624 0,781 9,37 3,75 4,69 1,95 -3,56 
3ph 2,5 3,00 0,80 0,624 0,781 9,37 -1,25 4,69 -1,95 -0,44 
4 3,0 3,36 0,64 0,539 0,642 8,75 -1,25 3,50 -1,88 -0,65 
5 4,0 3,84 0,32 0,305 0,952 7,50 -1,25 1,50 -1,68 -1,10 
C 5,0 4,00 0 0 1,000 6,25 -1,25 0 -1,25 -1,56 
6 6,0 3,84 -0,32 -0,305 0,952 5,00 -1,25 -1,00 -0,71 -1,87 
7 7,0 3,36 -0,64 -0,539 0,842 3,75 -1,25 -1,50 -0,81 -2,00 
8 8,0 2,56 -0,96 -0,721 0,692 2,50 -1,25 -1,50 -0,25 -2,00 
9 9,0 1,44 -1,28 -0,788 0,615 1,25 -1,25 -1,00 0,46 -1,95 
B 10 0 -1,60 -0,848 0,529 0 -1,25 0 0,67 -1,89 

 B3. Baíng minh hoüa tênh toaïn 
* Vê duû 4: Veî caïc biãøu âäö näüi læûc cuía hãû trãn hçnh veî (H.24a). 

  
 1. Xaïc âënh caïc thaình pháön 
phaín læûc:{ }BBAA HVHV ,,,  

ΣMB = 0  ⇒ -1.HA + 5.VA - 
            -  4.q.5 - 3.P + M = 0 
⇒ -1.HA + 5.VA - 

- 4.2.5 - 3.4 + 3,2 = 0 
  ⇒ -HA +5.VA -48,8 = 0 (a) 
 Σ tr

CM  = 0 ⇒ -4.HA + 2.VA - 
- 4.q.2 = 0  

⇒ -4.HA + 2.VA - 4.2.2 = 0. 
 ⇒ -4.HA + 2.VA -16 = 0 (b) 
 Tæì (a), (b) giaíi ra VA = 9,955; HA = 0,977. 

ΣMA = 0  ⇒ -1.HB - 5.VB + 2.P + M = 0 
     ⇒ -1.HB - 5.VB + 2.4 + 3,2 = 0 
     ⇒ -HB - 5.VB + 11,2 = 0 (c) 

 Σ ph
CM  = 0 ⇒ 3.HB - 3.VB + M = 0  

       ⇒ 3.HB - 3.VB + 3,2 = 0.(d) 
 Tæì (c), (d) giaíi ra VB = 2,044; HB = 0,977. 
 * Kiãøm tra:  

ΣX = 0 ⇒ HA - HB = 0 (âuïng) 
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ΣY = 0 ⇒ VA + VB - P - 4.q = 0 (âuïng) 
 2. Xaïc âënh näüi læûc taûi caïc tiãút diãûn âàûc træng: 
 Taûi A: MA = 0; QA = -HA = - 0,977; NA = -VA = -9,955. 
 Taûi D: MD = 0; QD = 0; ND =0. 
 Taûi E: MED = -2.q.1 = -2.2.1 = -4; MEA = -4.HA = -4.0,977 = -3,911. 
  MEC = -2.q.1 - 4.HA = -2.2.1 - 4.0.977 = -7,908. 
  QED = -2.q = -2.2 = -4; QEA = -HA = -0,977;  

QEC = -2.q + VA = -2.2 + 9,955 = 5,955. 
NED = 0; NEA = -VA = -9,955; NEC = -HA = -0,977. 

 Taûi C: MC = 0; QCE = VA - 4.q = 9,955 - 2.4 = 1,955; QCF = -VB = -2,044. 
  NC = -HA = -0,977. 
 Taûi B: MB = 0; QB = HB = 0,977; NB = -VB = -2,044. 
 Taûi F: MFB = 3.HB = 3.0,977 = 2,91; MFC = - 3.HB - M = -3.0,977 - 3,2 = -6,11. 
  QFB = HB = 0,977; QFC = -VB = -2,044. 
  NFB = -VB = -2,044; NFC = -HB = -0,977. 

3. Veî caïc biãøu âäö näüi læûc cuäúi 
cuìng: 
 a. Biãøu âäö mämen (M): 
 - Trãn âoaûn DE & EC coï q phán bäú 
âãöu nãn coï tung âäü treo: 

  1
8
2.2

8
. 22

===
lqf  

 - Trãn caïc âoaûn coìn laûi laì nhæîng 
âoaûn thàóng. 
 b. Biãøu âäö læûc càõt (Q): 
 - Laì nhæîng âoaûn âæåìng thàóng. 

c. Biãøu âäö læûc doüc (N): 
- Laì nhæîng âoaûn âæåìng thàóng. 
4. Kiãøm tra laûi caïc biãøu âäö âaî veî: Tæû kiãøm tra. 

&. Phán têch træåìng håüp hãû ba khåïp coï thanh càng: 
 1. Træåìng håüp taíi troüng khäng taïc duûng lãn thanh càng: Trong thanh càng 
chè xuáút hiãûn læûc doüc. 
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 a. Xaïc âënh phaín læûc: 
 - Caïc thaình pháön VA, VB HA: Xaïc âënh nhæ trong træåìng håüp dáöm, khung âån 
giaín. 
 - Thaình pháön læûc doüc NDE: Duìng màût càõt qua khåïp C vaì thanh càng. Xeït cán 
bàòng mämen cuía mäüt pháön báút kyì âäúi våïi khåïp C. 

Σ tr
CM  = 0 hay Σ ph

CM  = 0  
 *Nháûn xeït: 
 - VA, VB âoïng vai troì nhæ d

B
d

A VV , . 
- NED âoïng vai troì nhæ ZA, ZB. 
- Hãû giäúng hãû ba khåïp A*CB*. 
b. Xaïc âënh näüi læûc: 
Theo nguyãn tàõc chung xaïc âënh näüi læûc 

âaî trçnh baìy. 
* Chuï yï: Nãúu thanh càng laì miãúng cæïng 

gaîy khuïc: Læûc xuáút hiãûn trong thanh càng laì 
læûc âi qua hai khåïp åí hai âáöu, ngæåüc chiãöu 
nhau, bàòng nhau vãö giaï trë. 

2. Træåìng håüp taíi troüng taïc duûng lãn 
thanh càng: Trong thanh càng xuáút hiãûn caí ba 
thaình pháön näüi læûc M, Q, N. 

a. Xaïc âënh phaín læûc: 
- Caïc thaình pháön VA, VB, HA: giäúng nhæ 

trong dáöm, khung âån giaín. 
- Caïc thaình pháön taûi khåïp D, E: âæåüc 

xaïc âënh qua hai bæåïc. 
+ Bæåïc 1: Taïch riãng ED ra khoíi hãû vaì 

xeït cán bàòng noï.  
Phán têch phaín læûc taûi D vaì E theo hai 

phæång: phæång DE (ZD, ZE) vaì phæång âæïng 
(VD, VE). 

Viãút caïc phæång trçnh cán bàòng mämen 
âäúi våïi D vaì E seî giaíi ra âæåüc VD, VE. 

+ Bæåïc 2: Xeït cán bàòng cuía pháön hãû 
ABC (sau khi âaî taïch boí thanh DE). 

Truyãön phaín læûc taûi D vaì E taûi hai âáöu 
thanh càng vaìo (coï chiãöu ngæåüc laûi). 

Thæûc hiãûn màût càõt qua khåïp C. Giæî laûi vaì xeït cán bàòng tæìng pháön cuía hãû. 
Σ tr

CM  = 0 ⇒ ZD vaì Σ ph
CM  = 0 ⇒ ZE.  

 b. Xaïc âënh & veî biãøu âäö näüi læûc: Theo nguyãn lyï chung. 
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* Vê duû 5: Veî caïc biãøu âäö näüi læûc cuía hãû trãn hçnh veî (h.27a). 
 

 1. Xaïc âënh caïc thaình pháön phaín læûc:{ }BAA VHV ,,  
- ΣX = 0    ⇒ HA = 0. 
- ΣMB = 0  ⇒ 8.VA - 3.4 -2.4.6 = 0 ⇒ VA = 7,5.(> 0) 
- ΣMA = 0   
⇒ -8.VB + 3.4 + 2.4.2  = 0 
⇒ VB = 3,5 (> 0). 
 * Kiãøm tra: ΣY = 0  
  ⇔ - q.4 - P + VA + VB = 0 
  ⇔  -2.4 - 3 + 7,5 + 3,5 = 0 

(âuïng) 
 * Xaïc âënh læûc doüc trong 
thanh DE: NDE 

Σ ph
CM  = 0  

⇒ 2.NDE - 4.VB  = 0 
 ⇒ NDE = 1,75  
(> 0, gáy keïo) 

2. Xaïc âënh näüi læûc taûi caïc 
tiãút diãûn âàûc træng: 
 Trong thanh DE chè täön taûi 
læûc doüc NDE = 1,75. 
 Taûi A:  MA = 0; QA = VA = 7,5; NA = 0. 
 Taûi F:  MFA = 2.VA - 2.q.1 = 11; MFD = -2.NDE = -3,5. 
   MFC = 2.VA - 2.q.1 - 2.NED = 7,5. 
   QFA = VA -2.q = 7,5 - 2.2 = 3,5; NFA = 0. 
   QFD = - NED = -1,75; NFD = 0. 
   QFC = VA - 2.q = 3,5; NFC = -NDE = -1,75. 

Taûi C:  MC = 0; QCF = -VB + P = -3,5 + 3 = -0,5; QCG = -VB = -3,5. 
  NC = - NED = -1,75. 
Taûi G:  MGC = 2.VB - 2.NDE = 3,5.2 - 1,75.2 = 3,5; MGE = 2.NED = 3,5. 
  MGB = 2.VB  = 7. 
  QGC = - VB = -3,5; NGC = -NED = -1,75; QGE = NED = 1,75; NGE = 0. 
   QGB -VB = 3,5; NGB = 0. 
Taûi D: MD = 0; QDF = -NED = -1,75; NDF = 0. 
Taûi E:  ME = 0; QEG = NED = 1,75; NEG = 0; 
Kiãøm tra sæû cán bàòng mämen nuït F & G: dãù tháúy thoía maîn. 

 3. Veî caïc biãøu âäö näüi læûc cuäúi cuìng: 
 a. Biãøu âäö mämen (M): 
 - Trãn âoaûn AF & FC coï q phán bäú âãöu nãn coï tung âäü treo: 
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===
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 - Trãn caïc âoaûn coìn laûi laì nhæîng 
âoaûn thàóng. 
 b. Biãøu âäö læûc càõt (Q): 
 - Laì nhæîng âoaûn âæåìng thàóng. 

c. Biãøu âäö læûc doüc (N): 
- Laì nhæîng âoaûn âæåìng thàóng. 
4. Kiãøm tra laûi caïc biãøu âäö âaî veî: Tæû kiãøm tra. 
Vê duû 5: Veî caïc biãøu âäö näüi læûc cuía hãû trãn hçnh veî (H.28a) 

 1. Xaïc âënh caïc thaình 
pháön phaín læûc: 

 - Dãù tháúy VA = VB = 6; HA 
= 0. 
 - Xaïc âënh caïc phaín læûc taûi 
vë trê miãúng cæïng näúi thanh càng. 
Taïch thanh càng GH. Caïc thaình 
pháön phaín læûc gäöm: (VG, HG, VH, 
HH). 

+ Xeït cán bàòng thanh càng 
GH: 

Dãù tháúy VG = VH = 6. 
+ Xeït cán bàòng pháön hãû bãn 

dæåïi:  
Duìng màût càõt 1 - 1, xeït cán 

bàòng pháön bãn traïi: 
Σ tr

CM  = 0 ⇒ 4.VA - 
2.VG - 2.HG = 0 ⇒ HG = 6. 
Tæång tæû, xeït cán bàòng 

pháön bãn phaíi: 
Σ ph

CM  = 0 ⇒ HH = 
6. 

 2. Xaïc âënh näüi læûc taûi caïc tiãút diãûn âàûc træng: 
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 Âãø thuáûn låüi cho viãûc xaïc âënh näüi læûc, ta taïch riãng hãû ra laìm hai pháön âäüc láûp 
nhæ luïc xaïc âënh phaín læûc liãn kãút trong caïc thanh càng. 
 Taûi A: MA = 0; QA = VA = 6; NA = 0. 
 Taûi F: MF = 0; QF - P  = -2; NF = 0. 
 Taûi G: MGF = -2.P = -2.2 = -3; MGH = -2.P = -4; MGD = 0. 
  QGF = -P = -2; QGH = VG - P = 6 - 2 = 4; Q GD = -HD = -6. 
  NGF = 0; NGH = -HG -6; NGD = -VG = -6. 
 Taûi D: MDA = 2.VA = 2.6 = 12; MDH = 2.HG = 2.6 =12; MDC = 2.VA - 2.HG =0. 
  QDA = VA =6; QDG = -HG = -6; QDC = VA - VG =0. 
  NDA = 0; NDG = -VG = -6; NDC = HG = 6. 
 Taûi C: MC = 0; QC = VA - VG = 0; NC = HG = 6. 
 Tæång tæû cho caïc tiãút diãûn coìn laûi. 

3. Veî caïc biãøu âäö näüi læûc cuäúi 
cuìng: 
 a. Biãøu âäö mämen (M): 
 - Trãn âoaûn GH coï q phán bäú âãöu 
nãn coï tung âäü treo: 

  4
8
4.2

8
. 22

===
lqf  

 - Trãn caïc âoaûn coìn laûi laì nhæîng âoaûn thàóng. 
 b. Biãøu âäö læûc càõt (Q): 
 - Laì nhæîng âoaûn âæåìng thàóng. 

c. Biãøu âäö læûc doüc (N): 
- Laì nhæîng âoaûn âæåìng thàóng. 
4. Kiãøm tra laûi caïc biãøu âäö âaî veî: Tæû kiãøm tra. 
IV. Truûc håüp lyï cuía voìm ba khåïp: 
1. Âàût váún âãö: Mämen uäún taûi tiãút diãûn k trong voìm ba khåïp âæåüc xaïc âënh 

bàòng biãøu thæïc: 
  Mk(z) = d

kM  - H.yk. 
 Nãúu ta kheïo choün hçnh daûng cuía voìm (yk) sao cho H.yk = d

kM thç Mk(z) = 0. Vaì 

Qk(z) = 0 vç Qk(z) = 0
)(

=
dz

zdM k . 

6 

4

6

6

2

4 2

(T)
Q

H.28d

6

6

6 6

(T)
N

H.28e

44 4

12 12

(T.m) 
M 
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Luïc naìy trong voìm chè täön taûi læûc doüc Nk nãn tiãút kiãûm váût liãûu chãú taûo voìm. 
Tháût váûy, bàòng caïch so saïnh sæû phán bäú æïng suáút phaïp trãn tiãút diãûn voìm trong hai 
træång håüp. 

+ Træåìng håüp M = 0, æïng suáút phán bäú âãöu. Váût liãûu taûi moüi tiãút diãûn âæåüc sæí 
duûng nhæ nhau nãn phaït huy hãút khaí nàng laìm viãûc cuía váût liãûu. Nghéa laì tiãút kiãûm váût 
liãûu. 

 
 
 

  
 
 

Ngoaìi ra, læûc doüc trong voìm thæåìng gáy neïn nãn nãúu chè coï N ≠ 0, ta coï thãø sæí 
duûng nhæîng loaûi váût liãûu chëu neïn täút nhæng reî tiãön nhæ bã täng, gaûch, âaï... 
 *Kãút luáûn:Truûc håüp lyï cuía voìm laì truûc âæåüc choün sao cho mämen uäún taûi táút caí 
caïc tiãút diãûn cuía voìm âãöu bàòng khäng. 
 2. Caïc daûng truûc voìm håüp lyï: 
 a. Træåìng håüp taíi troüng thàóng âæïng khäng phuû thuäüc vaìo hçnh daûng cuía 
voìm: 
 Khi maì sæû thay âäøi cuía troüng læåüng baín 
thán vaì caïc taïc duûng bãn ngoaìi khi truûc voìm 
thay âäøi laì khäng âaïng kãø . Vê duû hãû trãn hçnh 
H.30, caïc læûc P1, P2, q truyãön qua hãû thäúng caïc 
thanh âæïng lãn voìm laì khäng thay âäøi khi truûc 
voìm thay âäøi. 

Nhæ váûy, d
kM  seî khäng thay âäøi. Suy ra: 

  yk = 
H

M d
k  (a) 

b. Træåìng håüp taíi troüng thàóng âæïng phuû thuäüc daûng truûc voìm: 
Luïc naìy khäng thãø sæí duûng biãøu thæïc (a) vç d

kM  phuû thuäüc vaìo yk. Do yk thay 
âäøi thç taíi troüng thay âäøi nãn d

kM  seî thay âäøi. 
Láúy vi phán hai láön biãøu thæïc (a) 

 
H
q

dz
yd

=2

2

 (b) 

Giaíi phæång trçnh (b) seî xaïc âënh âæåüc yk nhæng noïi chung laì ráút phæïc taûp. 
c. Træåìng håüp taíi troüng taïc duûng vuäng goïc våïi truûc voìm: Nhæ caïc cäng 

trçnh laìm viãûc trong mäi træåìng cháút loíng, cháút khê. 
Âi khaío saït cán bàòng mäüt âoaûn vä cuìng beï cuía truûc voìm håüp lyï. 

M 

N1 

σmax 

σ 

N2

 σmax 

 σmax 
 

N1< N2 H.29

σ < σmax 

H.30
B

C

A

P2
q

P1
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Láúy täøng mämen âäúi våïi tám O 
  ∑Mo = 0 ⇒ N.ρ - (N + dN).ρ = 0 ⇒ dN = 0 

⇒ N = const. 
Láúy täøng hçnh chiãúu lãn phæång U: 

 ∑U = 0 ⇒ 0.
2

sin.
2

sin. =−+ dsqdNdN αα  

 Do dα laì VCB nãn 
22

sin αα dd
=  

 ⇒ N.dα - q.ds = 0. 

Màûc khaïc: ds = ρ.dα. Nãn 
q
N

=ρ . 

Træåìng håüp q = const (phán bäú âãöu) 
 ⇒ ρ = const (cung troìn) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ds

Odα 

ρ

u

N

N+dN 

H.31 
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§ 4. HÃÛ DAÌN 
 I. Phán têch hãû: 
 1. Âënh nghéa: laì hãû gäöm caïc thanth thàóng liãn kãút våïi nhau chè bàòng caïc khåïp 
lyï tæåíng åí hai âáöu mäùi thanh âãø taûo thaình hãû BBH. 
 2. Cáúu taûo cuía daìn: 

- Khoaíng caïch giæîa hai gäúi tæûa goüi laì nhëp daìn. 
 - Caïc khåïp cuía daìn goüi laì caïc màõt daìn. 
 - Caïc thanh daìn nàòm trãn âæåìng biãn daìn goüi laì caïc thanh biãn (gäöm biãn trãn 
vaì biãn dæåïi). 
 - Caïc thanh daìn nàòm bãn trong biãn goüi laì caïc thanh buûng (gäöm thanh âæïng vaì 
thanh xiãn). 
 - Khoaíng caïch giæîa hai màõt daìn thuäüc cuìng mäüt âæåìng biãn goüi laì âäút. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 2. Caïc giaí thiãút âãø tênh daìn: 
 - Màõt daìn phaíi nàòm taûi giao âiãøm cuía truûc caïc thanh daìn vaì laì khåïp lyï tæåíng (coï 
thãø xoay tæû do, khäng ma saït). 
 - Boí qua troüng læåüng baín thán cuía caïc thanh daìn. 
 - Taíi troüng chè taïc duûng lãn màõt daìn. 
 Váûy caïc thanh daìn laìm viãûc nhæ caïc liãn kãút thanh, nghéa laì chè täön taûi læûc doüc. 
 4. Âàûc âiãøm cuía hãû daìn: 
 - Tiãút kiãûm váût liãûu. 
 - Troüng læåüng baín thán beï. 
 - Coï thãø væåüt qua âæåüc nhæîng nhëp låïn. 
 - Khoï thi cäng, làõp dæûng. 
 II. Xaïc âënh näüi læûc trong caïc thanh daìn: 
 Coï nhiãöu phæång phaïp khaïc nhau. ÅÍ âáy chè trçnh baìy phæång phaïp giaíi têch vaì 
phæång phaïp âäö giaíi. 
 1. Phæång phaïp giaíi têch: 
 a. Phæång phaïp taïch màõt: Näüi dung cuía phæång phaïp laì âi khaío saït sæû cán 
bàòng cuía tæìng màõt âæåüc taïch ra khoíi daìn. Thæûc ra, âáy laì træåìng håüp âàûc biãût cuía 
phæång phaïp màût càõt våïi hãû læûc khaío saït laì hãû læûc âäöng quy.  

H.32

nhëp daìn
âäút 

Màõt Biãn trãn

Biãn dæåïi

Thanh âæïng

Thanh xiãn
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 Caïc bæåïc tiãún haình nhæ sau: 
 - Xaïc âënh caïc thaình pháön phaín læûc (nãúu cáön). 

- Láön læåüt taïch caïc màõt ra khoíi daìn bàòng caïc màût càõt quanh màõt. 
- Thay thãú taïc duûng cuía thanh daìn bë càõt bàòng læûc doüc trong thanh âoï. Luïc âáöu, 

caïc læûc doüc chæa biãút, giaí thiãút coï chiãöu dæång (veî hæåïng ra ngoaìi màõt). 
- Khaío saït sæû cán bàòng cuía tæìng màõt: Læûc taïc duûng lãn màõt gäöm ngoaûi læûc táûp 

trung (nãúu coï) vaì læûc doüc trong caïc thanh daìn. Âáy laì hãû læûc âäöng quy nãn thæåìng sæí 
duûng hai phæång trçnh hçnh chiãúu theo hai phæång khäng song song. 





=Σ
=Σ

0
0

Y
X

 

- Khaío saït cán bàòng cho táút caí caïc màõt, seî âæåüc hãû thäúng caïc phæång trçnh. Giaíi 
hãû phæång trçnh seî xaïc âënh âæåüc caïc læûc doüc cáön tçm. Nãúu kãút quaí mang dáúu dæång thç 
læûc doüc gáy keïo (âuïng chiãöu âaî giaí âënh) vaì ngæåüc laûi. 

* Minh hoüa: Taïch vaì xeït cán bàòng màõt säú 7 cuía hãû daìn trãn hçnh (H.33a). 
 
 
 
 
 
 
 

Hai phæång trçnh cán bàòng hçnh chiãúu theo hai phæång coï thãø thiãút láûp: 
∑X = 0 ⇒ N7-8 + N7-4.cosα - N7-6 - N7-2.cosα = 0. 
∑X = 0 ⇒ N7-3 + N7-2.sinα + N7-4.sinα - P = 0. 

* Âãø traïnh giaíi hãû phæång trçnh toaïn hoüc, ta âi thiãút láûp âiãöu kiãûn cán bàòng sao 
cho trong mäùi phæång trçnh chè chæïa mäüt áøn säú. Caïch tiãún haình nhæ sau: 

- Taïch màõt theo thæï tæû sao cho taûi mäùi màõt chè coï täúi âa hai áøn säú chæa biãút. 
- Âãø tçm læûc doüc trong thanh chæa biãút thæï nháút, ta thiãút láûp phæång trçnh cán 

bàòng hçnh chiãúu lãn phæång vuäng goïc våïi thanh chæïa læûc doüc chæa biãút thæï hai. 
* Minh hoüa: Tråí laûi vê duû cho trãn hçnh 

(H.33a) ta coï thãø taïch màõt theo thæï tæû: 1 →  6 
→  2 →   3...Chàôn haûn, taïch màõt 1: 

∑X = 0 ⇒ N1-2.sinα + 1,5.P = 0  
     ⇒ N1-2 = 

αsin
5,1

−  (< 0, gáy neïn). 

∑Z = 0 ⇒ N1-6.sinα - 1,5.P.cosα = 0  

       ⇒ N1-6 = 
α

α
sin

cos..5,1 P (> 0, gáy keïo). 

 * Caïc hãû quaí ruït ra tæì phæång phaïp taïch màõt: 

3 

2 

1
6 7

8 

4

5
BA PPP 1 1

VA =1,5P

HA =0 

VB =1,5P

P7 N7-8

N7-4

N7-3 
N7-2

N7-6

α α 

y

O xH.33a H.33b

VA =1,5P

HA = 0

1
N1-6

N1-2

α 
O

z

y

H.33c

A

(Z ⊥ thanh 1-2) 
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 + Hãû quaí 1: Nãúu mäüt màõt chè coï hai thanh khäng thàóng haìng (bäü âäi) vaì khäng 
chëu taíi troüng taïc duûng thç læûc doüc trong hai thanh âoï bàòng khäng (Cán bàòng màõt trãn 
hçnh H.34a, N1 = N2 = 0). 
 + Hãû quaí 2: Nãúu mäüt màõt coï ba 
thanh, trong âoï coï hai thanh thàóng haìng vaì 
khäng chëu taíi troüng taïc duûng thç näüi læûc 
trong thanh khäng thàóng haìng bàòng khäng;  
trong hai thanh thàóng haìng thç bàòng nhau vãö giaï trë vaì cuìng gáy keïo hay gáy neïn (Cán 
bàòng màõt trãn hçnh H.34b, N3 = 0, N1 = N2). 
 * Chuï yï: Khê tênh daìn, nãn sæí duûng hai hãû quaí trãn âãø loaûi boí nhæîng thanh daìn 
khäng laìm viãûc ngay tæì âáöu. 
 * Vê duû: Xaïc âënh læûc doüc cuía caïc thanh daìn trong hãû daìn trãn hçnh (H.35a) 

A Ïp duûng hãû quaí 1 & 2, loaûi boí caïc thanh daìn khäng laìm viãûc: (6-5), (6-10), (10-
9), (10-5), (9-8), (9-5), (5-4) & (5-2). Kãút quaí âæåüc hãû trãn hçnh (H.35b) 
 - Taïch màõt säú 8: 





−=⇒=Σ
=⇒=Σ

−

−

PNY
NX

84

87

0
00

 

 - Taïch màõt säú 4: 







>=⇒=−⇒=Σ

<−=⇒=−−⇒=Σ

−−

−−

)0(045cos.45sin0

)0(
2
2.045sin.0

3434

1414

PNPNZ

PNNPY
oo

o

 

 *Kãút luáûn: N7-8 = N8-9 = N9-10 = N5-9 = N5-10 = N6-10 = N4-5 = N5-6 = N5-2 = 0. 

       N7-8 = 0, N4-8 = -P, N4-1 = 
2
2.P

− , N4-3 = P. 

* Ghi chuï: Phæång phaïp taïch màõt coï æu âiãøm laì âån giaín, dãù aïp duûng, nhæng dãù 
màõt sai láöm dàõt dáy. 

b. Phæång phaïp màût càõt âån giaín: 
Näüi dung: Âi xaïc âënh læûc doüc trong caïc thanh daìn thuäüc mäüt màût càõt - càõt daìn 

ra laìm hai pháön âäüc láûp, trong âoï säú thaình pháön læûc doüc chæa biãút khäng låïn hån ba.  
Caïc bæåïc tiãún haình nhæ sau: 

N1 

N2 

H.34a
N2
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N1

H.34b

7 8 9 10
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H.35a
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- Xaïc âënh caïc thaình pháön phaín læûc (nãúu cáön) 
- Thæûc hiãûn "màût càõt âån giaín" qua thanh daìn cáön xaïc âënh læûc doüc. Yãu cáöu: 

màût càõt phaíi chia daìn ra laìm hai pháön âäüc láûp. Giæî laûi vaì xeït cán bàòng mäüt pháön báút kyì. 
- Thay thãú taïc duûng cuía thanh daìn bë càõt bàòng læûc doüc trong thanh âoï. Luïc âáöu, 

caïc læûc doüc chæa biãút, giaí thiãút coï chiãöu dæång. 
- Thiãút láûp caïc âiãöu kiãûn cán bàòng: Luïc naìy, ta coï thãø thiãút láûp ba phæång trçnh 

cán bàòng. 
- Giaíi hãû thäúng ba phæång trçnh, seî xaïc âënh âæåüc læûc doüc cáön tçm. Kãút quaí vãö 

dáúu cuía näüi læûc, tæång tæû phæång phaïp taïch màõt. 
 
 
 
 
 
 
 
 
* Minh hoüa:  
- Màût càõt 1 - 1 trãn hçnh (H.36a) laì "màût càõt âån giaín". Caïc thaình pháön læûc doüc 

cáön xaïc âënh thuäüc màût càõt laì N2-3, N2-8, N7-8. 
- Màût càõt 2 - 2 trãn hçnh (H.36a) càõt qua bäún thanh chæa biãút læûc doüc N3-4, N8-4, 

N8-5, N8-9, nãn khäng phaíi laì "màût càõt âån giaín". 
* Âãø traïnh phaíi giaíi hãû thäúng phæång trçnh, cáön thiãút láúp sao cho trong phæång 

trçnh chè coï mäüt áøn säú. Caïch thæûc hiãûn nhæ sau: 
- Nãúu læûc doüc trong hai thanh chæa biãút coìn laûi âäöng quy tai mäüt âiãøm, thç láúy  

täøng cán bàòng mämen âäúi våïi âiãøm âäöng quy âoï. 
- Nãúu læûc doüc trong hai thanh chæa biãút coìn laûi song song nhau, thç láúy täøng hçnh 

chiãúu lãn phæång vuäng goïc våïi phæång cuía hai thanh song song âoï. 
* Vê duû1: Xaïc âënh læûc doüc trong thanh (2-3), (2-8) cuía hãû daìn trãn hçnh 

(H.36a). 
- Xaïc âënh N2-3: 

Σ trM 8  = 0 ⇒ 2a.VA - a.P + a.N2-3 = 0 ⇒ N2-3 = -2.1,5.P + P = -2.P (< 0). 
 - Xaïc âënh N2-8: 

 ∑Y = 0 ⇒ VA - P - N2-8.cos45o = 0 ⇒ N2-8 = P.
2
2 (>0) 

Nháûn xeït ràòng, våïi màût càõt 2 - 2 trãn hçnh (H.36a), coï thãø xaïc âënh N3-4 bàòng 
caïch viãút phæång trçnh cán bàòng mämen våïi màõt 8. 

* Vê duû 2: Xaïc âënh læûc doüc cuía caïc thanh daìn (1-3), (5-4), (3-6) trong hãû daìn 
trãn hçnh (H.36b). 

1 2

P
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Âáy laì hãû daìn 
ba khåïp. Caïc thaình 
pháön phaín læûc xaïc âënh 
theo caïch cuía hãû ba 
khåïp, kãút quaí trãn hçnh 
veî. 

Theo hãû quaí hai, 
N2-3 = 0. 

 
 
 
Thæûc hiãûn màût càõt 1-1: 

Σ trM 4  = 0 ⇒ -2a.HA - N1-3.a. 2 = 0⇒ N1-3 = )0(2..2 <−=− PH A . 
Σ trM 3  = 0 ⇒ a.N5-4 + a.VA - a.HA = 0 ⇒ a.N5-4 + a.1,5.P - a.P = 0. 
      ⇒ N5-4 = -0,5.P (< 0) 

Thæûc hiãûn màût càõt 2-2: 

Σ trY  = 0 ⇒ N3-6.cos45o - P + VA = 0 ⇒ 0.5,1
2
2.63 =+−− PPN  

    ⇒ N3-6 = )0(
2

<−
P  

c. Phæång phaïp màût càõt phäúi håüp: 
* Näüi dung: Tçm caïch thiãút láûp säú læåüng caïc phæång trçnh cán bàòng chæïa caïc áøn 

säú cáön tçm bàòng säú læåüng áøn säú. 
Phæång phaïp naìy âæåüc xáy dæûng dæû trãn 

nháûn xeït sau: Khi thiãút láûp mäüt phæång trçnh cán 
bàòng cho mäüt màût càõt, noïi chung chè coï thãø loaûi træì 
täúi âa hai læûc doüc. 

Nhæ váûy, âãø tçm näüi læûc trong n thanh daìn, 
thç cáön phaíi thiãút láûp n phæång trçnh. Nghéa laì duìng 
n màût càõt âäüc láûp sao cho mäùi màût càõt coï càõt qua 
caïc thanh cáön xaïc âënh læûc doüc vaì qua täúi âa thãm 
hai thanh khaïc næîa. Näüi læûc trong hai thanh naìy seî 
bë loaûi boí khi thiãút láûp phæång trçnh cán bàòng. 

Giaíi hãû thäúng n phæång trçnh, n áøn säú seî xaïc 
dënh âæåüc caïc læûc doüc cáön tçm. 

*Vê duû: Xaïc âënh læûc doüc trong thanh daìn (1-6)& (2-7) cuía hãû daìn trãn hçnh 
(H.37) 

- Våïi màût càõt 1-1:  
∑MI = 0 ⇒ f1(N1-6, N2-7) = 0  
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⇒ 0
2
.3.

2
.3. 6172 =− −−

aNaN    (a) 

- Våïi màût càõt 2-2:  
∑M3 = 0 ⇒ f2(N1-6, N2-7) = 0  
⇒ 0.2.. 6172 =−− −− aPaNaN    (b) 

 Giaíi hãû (a), (b), âæåüc N1-6 = N2-7 = -P (gáy neïn) 
2. Phæång phaïp âäö giaíi: 
Y Ï âäö cuía phæång phaïp: Thæûc hiãûn caïc pheïp veî hçnh hoüc vaì dæûa vaìo hçnh veî âoï 

coï thãø xaïc âënh âæåüc näüi læûc trong caïc thanh daìn. Táút nhiãn, mæïc âäü chênh xaïc cuía kãút 
quaí phuû thuäüc vaìo mæïc âäü chênh xaïc vaì quy mä cuía hçnh veî song noïi chung coï thãø âaïp 
æïng âæåüc yãu cáöu thæûc tãú thiãút kãú. 

a. Cå såí cuía phæång phaïp: 
Dæûa trãn nguyãn lyï cuía män Cå hoüc lyï thuyãút: Âiãöu kiãûn cáön vaì âuí âãø hãû læûc 

âäöng quy âæåüc cán bàòng laì âa giaïc læûc cuía hãû læûc âoï phaíi kheïp kên. 
Minh hoüa nguyãn lyï: 
 
 
 
 
 
 
Xeït mäüt váût ràõn cán bàòng dæåïi taïc duûng cuía hãû ba læûc âäöng quy { }321 ,, FFF  

(H.38a). Tæïc laì: 0221 =++ FFF . Ta âi veî âa giaïc læûc cuía hãû læûc naìy. 
+ 1F : âæåüc biãøu diãùn bàòng veïc tå AB (coï phæång, chiãöu cuía læûc 1F vaì coï âäü låïn 

biãøu thë trë säú cuía læûc 1F theo mäüt tyí lãû xêch tæû choün). 
+ Tæång tæû, 2F  âæåüc biãøu diãùn bàòng veïc tå BC . 
Theo âiãöu kiãûn kheïp kên cuía âa giaïc læûc thç veïc tå CA chênh laì 3F .  
Tæïc laì: 0=++ CABCAB . (H.38b) 
Nháûn xeït 1: Nãúu trong hãû ba læûc naìy coï 1 læûc âaî biãút (chà ôn haûn læûc 1F ), hai læûc 

coìn laûi måïi chè biãút phæång ( 2F 3F ), thç theo âiãöu kiãûn kheïp kên cuía âa giaïc læûc, ta 
hoaìn toaìn coï thãø xaïc âënh âæåüc chuïng.  

Tháût váûy, dæûng veïc tå AB tæåüng træng cho læûc 1F . Qua B keí âæåìng thàóng song 
song våïi læûc 2F . Qua A keí âæåìng thàóng song song våïi læûc 3F . Goüi C laì giao âiãøm cuía 
hai âæåìng naìy. Theo âiãöu kiãûn kheïp kên cuía âa giaïc læûc thç BC tæåüng træng cho læûc 2F ,  
CA  tæåüng træng cho læûc 3F (H.38c). 

Måí räüng: Våïi mäüt hãû læûc âäöng quy vaì cán bàòng trong âoï coï hai thaình pháön måïi 
chè biãút phæång, thç hoaìn toaìn coï thãø xaïc âënh âæåüc chuïng theo tênh cháút kheïp kên cuía 
âa giaïc læûc. 
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Nháûn xeït 2: Khi taïch màõt daìn, hãû læûc taïc duûng lãn màõt laì hãû læûc âäöng quy, cán 
bàòng vaì näüi læûc trong caïc thanh daìn nãúu chæa biãút thç cuîng coï phæång âaî biãút (phæång 
cuía caïc thanh daìn chæïa noï). Váûy, nãúu taûi mäùi màõt cuía daìn chè coï hai thaình pháön chæa 
biãút thç coï thãø xaïc âënh âæåüc chuïng. 

Váûn duûng nháûn xeït säú 2 vaìo âãø xaïc âënh læûc doüc cuía caïc thanh daìn trãn hçnh veî 
(H.39a) 

Taïch tæìng màõt cuía daìn theo thæï tæû 
sao cho taûi mäùi màõt chè coï täúi âa hai læûc 
doüc chæa biãút. Veî âa giaïc læûc seî xaïc âënh 
âæåüc chuïng. 

*. Taïch màõt A: 
- Læûc taïc duûng lãn màõt A: 
 + AA VH , : âaî biãút 
 + AFAB NN , : måïi chè biãút phæång. 
- Veî âa giaïc læûc cho hãû læûc { }AFABAA NNHV ,,,  theo tyí lãû xêch tæû choün (H.39b) 
- Trë säú vaì dáúu cuía caïc læûc cáön xaïc âënh: 

+ Âoaûn c-d, d-a: biãøu thë trë säú cuía ABAF NN ,  (theo tyí lãû xêch âaî veî). 
+ Chiãöu cuía læûc: Âæïng taûi màõt A quan saït trãn âa giaïc læûc, caïc veïc tå dacd ,  

hæåïng vaìo màõt daìn nãn AFAB NN ,  laì læûc gáy neïn. 
*. Taïch màõt F: 
- Læûc taïc duûng lãn màõt F gäöm: 
 + Læûc AFN : âaî biãút (tênh åí trãn). 

  + Læûc EFFB NN , : chè måïi biãút phæång. 
 - Veî âa giaïc læûc cho hãû læûc { }FBAFFE NNN ,, . Xem hçnh veî (H.39c). 
 - Trë säú vaì dáúu cuía caïc læûc: 

 + Âoaûn e-g, g-f: biãøu thë trë säú cuía læûc EFFB NN ,  (theo tyí lãû xêch âaî veî). 
 + Chiãöu cuía læûc: veïc tå gf hæåïng vaìo màõt F nãn FEN  gáy neïn, veïc tå eg  

hæåïng ra khoíi màõt F nãn FBN  gáy keïo. 
Tiãún haình tæång tæû cho caïc màõt khaïc theo nguyãn tàõc trãn, ta seî xaïc âënh âæåüc 

näüi læûc trãn toaìn daìn. 
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 Nháûn xeït 3: Våïi mäùi màõt cuía daìn cáön phaíi veî mäüt âa giaïc læûc. Caïc âa giaïc naìy 
laûi råìi raûc nhau nãn coï nhiãöu læûc phaíi veî âãún hai láön, gáy täún cäng sæïc vaì âiãöu quan 
troüng laì laìm giaím âäü chênh xaïc (do màõc sai säú cäüng däön). Âãø khàõc phuûc nhæåüc âiãøm 
naìy, ngæåìi ta veî gäüp caïc âa giaïc læûc trãn mäüt hçnh veî. Hçnh veî naìy goüi laì giaín âäö näüi 
læûc hay coìn goüi laì giaín âäö Maxwell - Crãmona. 
 b. Giaín âäö Maxwell - Cremona: 
 Âãø veî giaín âäö näüi læûc, cáön thäúng nháút mäüt säú quy æåïc vaì tiãún haình theo caïc 
bæïoc sau: 
 * Bæåïc 1: Xaïc âënh phaín læûc taûi caïc gäúi tæûa: Thæåìng tiãún haình theo phæång 
phaïp giaíi têch âaî biãút. 
 * Bæåïc 2: Phán miãön bãn ngoaìi vaì bãn trong daìn. 

- Miãön bãn ngoaìi daìn: laì nhæîng miãön nàòm bãn ngoaìi chu vi daìn vaì âæåüc giåïi 
haûn båíi caïc ngoaûi læûc. Miãön bãn ngoaìi daìn âæåüc âaïnh bàòng caïc chæî  caïi a, b, c...thuáûn 
chiãöu kim âäöng häö quanh chu vi daìn.  

- Miãön bãn trong daìn: laì nhæîng miãön âæåüc gåïi haûn bàòng caïc thanh daìn. Miãön 
bãn trong daìn âæåüc âaïnh bàòng caïc chæî säú liãn tuûc 1, 2, 3... 
 - Caïch âoüc tãn ngoaûi læûc: tãn cuía ngoaûi læûc âæåüc âoüc bàòng hai chè säú biãøu thë hai 
miãön hai bãn ngoaûi læûc vaì âoüc thuáûn chiãöu kim âäöng häö quanh chu vi daìn. 

Vê duû: Læûc VA âoüc laì a-b. 
 - Caïch âoüc tãn näüi læûc: tãn cuía näüi læûc âæåüc âoüc bàòng hai chè säú biãøu thë hai 
miãön hai bãn thanh. Muäún âoüc näüi læûc trong mäüt thanh, âæïng taûi màõt coï chæïa thanh âoï 
vaì âoüc tãn cuía hai miãön hai bãn thanh thuáûn theo chiãöu kim âäöng häö quanh màõt âang 
âæïng. 
        Vê duû:læûc doüc trong thanh FB nãúu âæïng taûi F âoüc laì 2-1; nãúu âæïng taûi B âoüc laì 1-
2. 
 Chuï yï: - tãn näüi læûc phuû thuäüc vaìo vë trê âæïng 
  - mäùi miãön sau naìy chênh laì mäüt âènh cuía âa giaïc læûc trãn giaín âäö. 
 * Bæåïc 3:Veî âa giaïc læûc cuía ngoaûi læûc theo tyí lãû xêch tæû choün. Khi veî, khäng 
duìng dáúu veïc tå (muîi tãn) âãø biãøu diãùn læûc maì ghi trãn âoï hai chè säú tæång æïng våïi 
caïch âoüc tãn ngoaûi læûc. Chè säú âáöu biãøu thë gäúc, chè säú sau biãøu thë ngoün. 
 Chuï yï: âa giaïc læûc phaíi tæû kheïp kên. 

* Bæåïc 4: Veî âa giaïc læûc cuía näüi læûc. 
Nguyãn tàõc chung: âãø xaïc âënh mäüt âènh (cuía 1 miãön) naìo âoï trãn âa giaïc læûc ta 

cáön biãút træåïc hai âènh (cuía hai miãön lán cáûn) trãn âa giaïc. Tæì hai âènh âaî biãút, keí hai 
âæåìng thàóng song song våïi hai thanh daìn gåïi haûn båíi miãön âaî biãút vaì miãön cáön tçm. 
Giao âiãøm chênh laì âènh (cuía 1 miãön) cáön tçm. 

Vê duû: Xaïc âënh âènh 1 (miãön 1) trãn âa giaïc.  
Hai miãön lán cáûn âaî biãút trãn âa giaïc laì a, c. Qua a, keí âæåìng song song våïi AB, 

qua c keí âæåìng song song våïi AF. Giao âiãøm chênh laì 1. 
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* Bæåïc 5:Xaïc âënh giaï trë vaì chiãöu cuía näüi læûc trong caïc thanh daìn. 
- Muäún xaïc âënh näüi læûc trong thanh i-k, ta chè viãûc âo chiãöu daìi cuía âoaûn i-k 

tæång æïng trãn giaín âäö theo tyí lãû xêch væìa veî. 
- Muäún xaïc âënh dáúu cuía näüi læûc trong thanh i-k, ta chè viãûc âæïng taûi taûi màõt coï 

chæïa thanh i-k vaì âoüc tãn cuía näüi læûc trong thanh thuáûn theo chiãöu kim âäöng häö quanh 
màõt âang âæïng. Quan saït trãn giaín âäö, nãúu noï coï chiãöu hæåïng vaìo màõt laì læûc gáy neïn 
vaì ngæåüc laûi. 
 Vê duû: læûc doüc trong thanh FB. 
 + Giaï trë chênh laì âoaûn 1-2 trãn giaín âäö. 
 + Dáúu: Nãúu âæïng taûi F thç seî âoüc laì 2-1 vaì quan saït trãn giaín âäö tháúy hæåïng ra 
xa màõt F nãn laì læûc gáy keïo. 

 *Chuï yï: 
 - Âäúi våïi nhæîng daìn maì khäng thãø thæûc 
hiãûn taïch màõt âãø veî (do coï khäng âaím baío viãûc 
taïch màõt sao cho säú áøn khäng væåüt quaï 2), ta coï 
thãø sæí duûng caïc phæång phaïp giaíi têch âãø xaïc 
âënh træåïc læûc doüc trong mäüt säú caïc thanh daìn 
træåïc khi veî. 
 - Nãúu ngoaûi læûc nàòm bãn trong daìn, tçm caïch âæa ra ngoaìi chu vi daìn træåïc khi 
thæûc hiãûn. Vê duû hãû trãn hçnh (H.39f). 
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 § 5. HÃÛ GHEÏP 
 I. Phán têch hãû: 

1. Âënh nghéa: laì hãû gäöm nhiãöu hãû liãn kãút våïi nhau bàòng caïc liãn kãút våïi nhau 
bàòng caïc liãn kãút khåïp hoàûc thanh räöi näúi våïi traïi âáút bàòng caïc gäúi tæûa âãø taûo thaình hãû 
BBH. 

2. Vê duû: 
 
  
 
 

 Nhæ váûy, coï thãø xem hãû âaî cho gäöm caïc hãû ABC, CDE, EF laì nhæîng hãû dáöm 
âån giaín. 
 
 
 
 

 

Nhæ váûy, coï thãø xem hãû âaî cho gäöm caïc hãû ABC, CDE, EF laì nhæîng hãû khung 
âån giaín. 
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Nhæ váûy, coï thãø xem hãû âaî cho gäöm caïc hãû ABC (dáöm âån giaín), CDE (hãû ba 
khåïp). 

 
 
 
 
 

Nhæ váûy, coï thãø xem hãû âaî cho gäöm caïc hãû ABC, CD laì nhæîng hãû daìn. 
* Nháûn xeït: 
- Coï thãø xáy dæûng hãû gheïp bàòng caïch phaït triãøn miãúng cæïng. 
- Theo chiãöu phaït triãøn miãúng cæïng, ta loaûi boí miãúng cæïng træåïc thç hãû coìn laûi seî 

bë BH. 
3. Cáúu taûo cuía hãû gheïp: 
- Hãû chênh: laì hãû maì nãúu loaûi boí nhæîng hãû lán cáûn noï váùn BBH.  
Vê duû: Caïc hãû âáöu tiãn trong så âäö phaït triãøn hãû cuía caïc hãû åí trãn. 
- Hãû phuû: laì hãû maì nãúu loaûi boí caïc hãû lán cáûn thç noï bë BH. 
Vê duû: Caïc hãû træì hãû âáöu tiãn trong så âäö phaït triãøn hãû cuía caïc hãû åí trãn.  
* Hãû trung gian: laì hãû phuû nhæng laì hãû chênh cuía hãû khaïc. 
Vê duû: Hãû CDE trong hãû trãn hçnh (H.40a & H.40b). 
II. Nguyãn tàõc laìm viãûc cuía hãû gheïp: 
- Taíi troüng taïc duûng lãn hãû chênh chè gáy ra näüi læûc trong hãû chênh, khäng gáy ra 

näüi læûc trong hãû phuû. Luïc naìy, do hãû quaí biãún daûng cuía hãû chênh, hãû phuû chè bë nghiãng 
âi maì khäng biãún daûng nãn khäng xuáút hiãûn näüi læûc. 

- Taíi troüng taïc duûng lãn hãû phuû thç gáy ra näüi læûc trong caí hãû phuû vaì hãû chênh. 
Taíi troüng seî truyãön aïp læûc tæì hãû phuû lãn hãû chênh thäng qua liãn kãút näúi giæîa hãû phuû vaì 
hãû chênh. 

III. Tênh toaïn hãû gheïp: 
Caïc bæåïc tiãún haình nhæ sau: 
* Bæåïc 1:Phán têch cáúu taûo hãû, xaïc âënh hãû chênh, hãû phuû, hãû trung gian. 
* Bæåïc2:Taïch hãû gheïp ra thaình nhiãöu hãû taïch biãût, sàõp xãúp theo thæï tæû: hãû phuû 

træåïc, hãû chênh sau. Âäúi våïi hãû phuû, thay thãú liãn kãút âäúi våïi hãû chênh cuía noï bàòng liãn 
kãút tæång âæång näúi âáút. 

* Bæåïc 3: Giaíi láön læåüt caïc hãû theo thæï tæû: hãû phuû tæåïc, hãû chênh sau. Khi tênh 
hãû chênh, phaíi truyãön phaín læûc tæì hãû phuû (cuía noï) vaìo. Truyãön taûi vë trê liãn kãút giæîa hãû 
phuû våïi hãû chênh, coï giaï trë bàòng phaín læûc khi tênh cho hãû phuû vaì coï chiãöu ngæåüc laûi. 
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Sau khi giaíi cho táút caí caïc hãû thaình pháön, gheïp caïc biãøu âäö näüi læûc laûi våïi nhau, 
seî âæåüc kãút quaí cáön tçm. 

CAÏC VÊ DUÛ VÃÖ HÃÛ GHEÏP 
 

* Vê duû 1:Veî caïc biãøu âäö näüi læûc cuía hãû cho trãn hçnh (H.41a) 
 1. Phán têch hãû: 

 
Hãû âaî cho laì hãû gheïp, hãû chênh ABCD (hãû khung âån giaín) & hãû phuû BE (hãû 

dáöm âån giaín). 
 2. Giaíi láön læåüt caïc hãû âån giaín: 
 a. Hãû phuû BE (H.41b): 
  - Xaïc âënh phaín læûc { }EBB VHV ,, : Dãù tháúy HB = 0; VB = VE = 2,1

2
2.

=
q . 

  - Xaïc âënh näüi læûc taûi caïc tiãút diãûn âàûc træng: 
 Taûi B: MB = 0; QB = VB = 1,2; NB = 0. 

  Taûi E: ME = 0; QE = -VE = -1,2; NE = 0. 
  - Veî caïc biãøu âäö näüi læûc (M1), (Q1), (N1): 

      + Biãøu âäö mämen: tung âäü treo f = 6,0
8
2.2,1

8
. 22

==
lq . 

    + Biãøu âäö læûc càõt: laì âoaûn âæåìng thàóng. 
    + Biãøu âäö læûc doüc: laì âoaûn âæåìng thàóng. 

 b. Hãû chênh ABCD (H.41c): 
  - Xaïc âënh phaín læûc { }DAA VHV ,, :  
  ∑X  = 0 ⇒ HA = 0. 
  ∑MD = 0 ⇒ 4.VA - 2.q.3 - 2.P - 2.VB = 0. 
  ⇒ 4.VA - 2.1,2.3 - 2.2 - 1,2.2 = 0  

⇒ VA = 3,4 (>0). 
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  ∑MA = 0 ⇒  
⇒ -4.VD + 2.q.1 + 2.P + 2.VB = 0. 

  ⇒ -4.VD + 2.1,2.1 + 2.2 + 2.1,2 = 0. 
  ⇒ VD = 2,2 (>0) 
        Kiãøm tra: Dãù tháúy thoía phæång trçnh ∑Y = 0.   
  - Xaïc âënh näüi læûc taûi caïc tiãút diãûn âàûc 
træng: 
    Taûi A:  MA = 0; QA = VA = 3,4;  

  NA = 0. 
  Taûi B:   MBA = 2.VA - 2.q.1 = 2.3,1 - 1,2.2.1 = 4,4. 
     MBC = -2.VD = -2.2,2 = -4,4 

     QBA = VA - 2.q = 3,4 - 2.1,2 = 1; NBA = 0. 
     QBC = 0; NBC = -VD = -2,2. 
  Taûi C:  MCB = -2.VD = -2.2,2 = -4,4; QCB = 0; NCB = -VD = -2,2. 
    MCD = 2.VD = 2.2,2 = 4,4; QCD = -VD = -2,2; NCD = 0. 
  Taûi D:  MD = 0; QD = -VD = -2,2; ND = 0. 
 - Veî caïc biãøu âäö näüi læûc (M2), (Q2), (N2) (H.41d): 

    + Biãøu âäö mämen: Trãn AB coï tung âäü treo 
8
2.2,1

8
. 22

==
lqf  = 0,6. 

   + Biãøu âäö læûc càõt laì nhæîng âoaûn thàóng. 

   + Biãøu âäö læûc càõt laì nhæîng âoaûn thàóng. 
 3. Veî gäüp caïc biãøu âäö näüi læûc (H.41e): 

* Vê duû 2:Veî caïc biãøu âäö näüi læûc cuía hãû cho trãn hçnh (H.42a) 
Hãû âaî laì hãû gheïp cuía 3 hãû : 
- Hãû 3 khåïp ABEFGH, caïc khåïp laì H, G vaì khåïp giaí taûo båíi hai thanh AE & 

BF. Âáy laì hãû phuû. 

C D

B
A

P = 2q = 1,2 
VB 

VA 
HA 

VD 

H.41c 

4,4

4,4

0,6 4,4

0,6

2,2

3,4
1

1,2

1,2

2,2

M 
(T.m) (T)

Q

(T)
N

H.41e

0,6

4,4

4,4

4,4
3,4 1

 2,2 

Q2 M2 

2,2

N2 
H.41d
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 - Hãû dáöm LMD, laì hãû phuû. 
 - Hãû khung CHKL, laì hãû chênh. 
 Quaï trçnh tênh toaïn trçnh baìy trãn hçnh (H.42b). 
 Kãút quaí biãøu âäö näüi læûc trãn toaìn hãû trãn hçnh (H.42c, d, e). 
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* Vê duû 3: Xaïc âënh læûc doüc trong thanh daìn (3-8), (1-7) cuía hãû daìn cho trãn 

hçnh (H.43a) 
 Hãû daìn âaî cho coï thãø xem nhæ hãû gheïp vaì phán têch thaình hãû chênh vaì phuû nhæ 
trãn hçnh veî. 
 - Duìng màût càõt 1-1 taïch màõt 3 
 ∑Y = 0  
        ⇒ -N3-8.sin45o + V3 = 0  

⇒ N3-8 = )0(
22

2..5,0 >=
PP  

 - Duìng màût càõt "âån giaín" 
2-2 trãn hãû chênh 

∑Yph = 0  
⇒ N1-7.cos45o - P - P -  
  - 0,5.P = 0  

⇒ PN .5,2
2
2.71 =−  

 ⇒ N1-7 = )0(
2

.5
>

P  

 
 

 
 
 
 

a

7

a

A

a

1

6

2 3
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a
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5

P

a

B

H.43a

8
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1 

B
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2

P
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4P
P

C
9

5

VC

V3=0,5P

V3

45o

45o

H3 = 0

H3

H.43b

2

2

1

1

3

20 59

H.42e(T) 
N

1010

49

10
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2,25

H.40d

(T)
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§6. HÃÛ COÏ HÃÛ THÄÚNG TRUYÃÖN LÆÛC 
 

I. Phán têch cáúu taûo hãû: 
1. Âënh nghéa: laì nhæîng 

hãû maì taíi troüng khäng taïc duûng 
træûc tiãúp lãn kãút cáúu chëu læûc 
chênh maì phaíi thäng qua mäüt hãû 
thäúng truyãön læûc. 

2. Âàûc âiãøm cuía hãû coï hãû thäúng truyãön læûc: 
- Cäú âënh âæåüc vë trê âàût læûc. 
- Giaím nheû troüng læåüng cuía caïc kãút cáúu chëu læûc chênh. 
- Baío vãû caïc kãút cáúu chëu læûc chênh traïnh bë hæ hoíng trong quaï trçnh chëu taíi. 
Chuï yï: Caïc kãút cáúu hãû coï hãû thäúng truyãön læûc thæåìng gàûp saìn nhaì, maïi nhaì, kãút 

cáúu màût cáöu.... 
II. Tênh hãû coï hãû thäng truyãön læûc: 
- Phán dáöm doüc phuû: laìm viãûc nhæ nhæîng dáöm âån giaín kã lãn caïc gäúi tæûa taûi vë 

trê caïc màõt truyãön læûc. 
- Pháön kãút cáúu chëu læûc chênh: chëu aïp læûc tæì dáöm doüc phuû thäng qua caïc màõt 

truyãön læûc. 
Caïc bæåïc tênh toaïn nhæ sau: 
* Bæåïc 1: Xem caïc dáöm doüc phuû nhæ nhæîng dáöm âån giaín kã lãn caïc gäúi tæûa taûi 

caïc màõt truyãön læûc vaì chëu taíi troüng tæång æïng. Hãû naìy âaî biãút caïch tênh. 
* Bæåïc 2: Tênh kãút cáúu chëu læûc chênh. 
- Truyãön phaín læûc tæì dáöm doüc phuû vaìo (giäúng hãû gheïp).  
- Tênh kãút cáúu chëu læûc chênh nhæ nhæîng hãû thäng thæåìng âaî biãút. 
Minh hoüa: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

qP Dáöm doüc phuû

Dáöm chênh
Màõt truyãön læûcH.44a

qP P P

PPP
q

V1 V3 V5 V8 V9V6V4V2

Bæåïc1 

Bæåïc1 

H.44b

V9V6 + V8V4 + V5V2 + V3
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* Nháûn xeït: Do taíi troüng truyãön vaìo kãút cáúu chëu læûc chênh nhæîng læûc táûp trung, 
nãn biãøu âäö mämen trong kãút cáúu chëu læûc chênh coï daûng âa giaïc coìn biãøu âäö læûc càõt coï 
daûng hçnh thang. 

* Vê duû: Veî caïc biãøu âäö näüi læûc cuía hãû coï hãû thäúng truyãön læûc(H.44c) . 
1. Tênh caïc dáöm doüc phuû: laì nhæîng dáöm âån giaín, tênh âæåüc dãù daìng. ÅÍ âáy 

chè xaïc âënh phaín læûc cuía noï. 
2. Tênh kãút cáúu chëu læûc chênh: laì dáöm âån giaín chëu taíi troüng laì aïp læûc tæì caïc 

dáöm doüc phuû truyãön vaìo. Kãút quaí thãø hiãûn trãn hçnh veî. 
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CHÆÅNG 3   
  XAÏC ÂËNH NÄÜI LÆÛC TRONG HÃÛ PHÀÓNG TÉNH ÂËNH CHËU 

TAÍI TROÜNG DI ÂÄÜNG. 
 

§ 1. CAÏC KHAÏI NIÃÛM. 
 I. Taíi troüng di âäüng vaì nguyãn tàõc tênh hãû chëu taíi troüng di âäüng: 

1. Taíi troüng di âäüng: laì taíi troüng coï vë trê thay âäøi taïc duûng lãn cäng trçnh nhæ 
taíi troüng cuía âoaìn xe, âoaìn ngæåìi di chuyãøn trãn cáöu... 

Khi taíi troüng di âäüng trãn hãû, âaûi læåüng nghiãn cæïu S (näüi læûc, phaín læûc, chuyãøn 
vë...) seî thay âäøi.  Do âoï, khi nghiãn cæïu hãû chëu taíi troüng di âäüng, ta phaíi gaíi quyãút hai 
nhiãûm vuû: 

- Xaïc âënh vë trê báút låüi hay coìn goüi laì vë trê âãø tênh cuía taíi troüng di âäüng trãn 
cäng trçnh laì vë trê cuía taíi troüng âãø sao cho æïng våïi vë trê âoï, âaûi læåüng nghiãn cæïu S coï 
giaï trë låïn nháút hay nhoí nháút. 

- Xaïc âënh trë säú âãø tênh hay coìn goüi laì giaï trë âãø tênh laì trë säú låïn nháút vãö trë 
tuyãût âäúi cuía âaûi læåüng nghiãn cæïu S æïng våïi vë trê âãø tênh cuía taíi troüng di âäüng. 

2. Nguyãn tàõc chung âãø tçm vë trê báút låüi vaì giaï trë âãø tênh: 
- Giaí thiãút khoaíng caïch giæîa caïc taíi troüng di âäüng trãn cäng trçnh laì khäng âäøi 

vaì vë trê cuía chuïng âæåüc xaïc âënh theo mäüt toüa âäü chaûy z. 
- Thiãút láûp biãøu thæïc cuía âaûi læåüng nghiãn cæïu S theo vë trê cuía taíi troüng di âäüng 

(theo toüa âäü z) bàòng caïc nguyãn tàõc nhæ âaî biãút trong pháön hãû chëu taíi troüng báút âäün. S 
laì haìm säú theo z S(z). 

- Tçm cæûc trë cuía haìm S(z). Giaï trë låïn nháút hoàûc nhoí nháút cuía caïc cæûc trë laì giaï 
trë âãø tênh. Vë trê zo tæång æïng cuía âoaìn taíi troüng laì vë trê âãø tênh. 

Haìm S(z) thæåìng laì haìm nhiãöu âoaûn vaì khäng liãn tuûc vãö giaï trë cuîng nhæ âaûo 
haìm cuía noï nãn viãûc tçm caïc cæûc trë khoï khàn. Ngæåìi ta sæí duûng phæång phaïp âæåìng 
aíng hæåíng âãø nghiãn cæïu. 

II. Âënh nghéa âæåìng aính hæåíng: 
Âæåìng aính hæåíng cuía âaûi læåüng nghiãn cæïu S laì âäö thë biãøu diãùn quy luáût biãún 

thiãn cuía âaûi læåüng S taûi mäüt vë trê xaïc âënh trãn cäng trçnh theo vë trê cuía mäüt læûc táûp 
trung bàòng âån vë, khäng thæï nguyãn, coï phæång vaì chiãöu khäng âäøi di âäüng trãn cäng 
trçnh gáy ra. Kyï hiãûu â.a.h.S 

III. Caïc quy æåïc khi veî âæåìng aính hæåíng: 
- Âæåìng chuáøn thæåìng choün coï phæång vuäng goïc våïi læûc P =1 di âäüng (hoàûc 

truûc caïc cáúu kiãûn). 
- Caïc tung âäü dæûng vuäng goïc våïi âæåìng chuáøn. 
- Caïc tung âäü dæång dæûng theo chiãöu cuía taíi troüng di âäüng vaì ngæåüc laûi. 
- Ghi caïc kyï hiãûu (⊕), (Θ) vaìo miãön dæång, ám cuía â.a.h.S. 
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VA 

l 

A

HA 

VB 

B

P = 1

a

z

)( al
l
a

−
âæåìng phaíi âæåìng traïi 

â.a.h.Mk

H.3.1a 

H.3.1b 

k

IV. Nguyãn tàõc veî âæåìng aính hæåíng: 
Caïc bæåïc tiãún haình nhæ sau: 
*Bæåïc 1: Cho mäüt læûc P = 1 di âäüng trãn cäng trçnh. Vë trê cuía noï caïch gäúc hãû 

truûc toüa âäü choün tuyì yï mäüt âoaûn z. 
* Bæåïc 2: Xaïc âënh biãøu thæïc cuía âaûi læåüng nghiãn cæïu S tæång æïng våïi vë trê 

cuía læûc P coï toüa âäü z bàòng caïc phæång phaïp tênh våïi taíi troüng báút âäüng âaî quen biãút, 
âæåüc S(z). S(z) goüi laì phæång trçnh âæåìng aính hæåíng. 

*Bæåïc 3: Veî âäö thë cuía haìm säú S(z) seî âæåüc â.a.h.S 
*Vê duû: Veî âæåìng aính hæåíng mämen uäún taûi tiãút diãûn k (H.3.1a) 
1. Xaïc âënh Mk(z): 
a. Xaïc âënh phaín læûc: 
∑MB = 0 ⇒ VA.l - P.(l - z) = 0   
⇒ 

l
zlVA
)( −

= . 

∑MA = 0 ⇒VB.l - P.z = 0  
⇒ 

l
zVB = . 

 b. Xaïc âënh Mk(z): 
 - Khi P = 1 di âäüng bãn traïi k (0 ≤ z ≤ a) 

  Mk(z) = VB.(l - a) = ).( al
l
z

− . 

 - Khi P = 1 di âäüng bãn phaíi tiãút diãûn k (a ≤ z ≤ l) 

  Mk(z) = VA.z  = a
l

zl .)( − . 

 2. Veî â.a.h.Mk: 
 - Khi P = 1 di âäüng bãn traïi k (0 ≤ z ≤ a) 
  Mk(z) = ).( al

l
z

−  coï daûng báûc nháút, âæåüc veî qua 2 âiãøm: 

  + z = 0 ⇒ Mk(0) = 0. 
  + z = a ⇒ Mk(a) = ).( al

l
a

−  (> 0) 

 - Khi P = 1 di âäüng bãn phaíi tiãút diãûn k (a ≤ z ≤ l) 

Mk(z) = a
l

zl .)( − coï daûng báûc nháút âæåüc veî qua 2 âiãøm: 

  + z = a ⇒ Mk(a) = ).( al
l
a

−  (> 0) 

  + z = l ⇒ Mk(l) = 0. 
 Kãút quaí trãn hçnh (H.3.1b) 

IV. YÏ nghéa vaì thæï nguyãn cuía tung âäü âæåìng aính hæåíng: 
1. YÏ nghéa cuía tung âäü âæåìng aính hæåíng cuía âaûi læåüng S:  
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Tung âäü âæåìng aính hæåíng âaûi læåüng S taûi mäüt tiãút diãûn naìo âoï biãøu thë giaï trë 
cuía âaûi læåüng S do læûc P = 1 âàût ngay taûi tiãút diãûn âoï gáy ra. 

2. So saïnh yï nghéa cuía tung âäü âæåìng aính hæåíng cuía âaûi læåüng S våïi biãøu 
âäö näüi læûc: 

Trong chæång 2, ta biãút ràòng: tung âäü biãøu âäö näüi læûc taûi mäüt tiãút diãûn biãøu thë  
giaï trë cuía näüi læûc taûi ngay tiãút diãûn âoï do caïc taíi troüng coï vë trê khäng âäøi taïc duûng trãn 
toaìn hãû gáy ra.  

Nhæ váûy, biãøu âäö näüi læûc cho tháúy quy luáût phán bäú cuía näüi læûc trãn táút caí caïc 
tiãút diãûn cuía hãû; coìn âæåìng aính hæåíng cuía âaûi læåüng S cho tháúy quy luáût biãøn thiãn cuía 
âaûi læåüng nghiãn cæïu S taûi mäüt vë trê xaïc âënh naìo âoï do læûc táûp trung P = 1 di âäüng 
trãn cäng trçnh gáy ra. 

3. Thæï nguyãn tung âäü âæåìng aính hæåíng: 
 
 
 
 

Váûy, nãúu thæï nguyãn cuía læûc laì kN, cuía chiãöu daìi laì m thç tung âäü âæåìng aính 
hæåíng phaín læûc coï thæï nguyãn 

kN
kN (tæïc laì hæ säú), mämen uäún laì m

kN
mkN

=
. . 

 V. Daûng âæåìng aính hæåíng: 
Trong hãû ténh âënh, âæåìng aính hæåíng phaín læûc vaì näüi læûc laì nhæîng âoaûn thàóng 

tæång æïng våïi mäùi miãúng cæïng thaình pháön cuía hãû nãúu miãúng cæïng âoï khäng chæïa  âaûi 
læåüng nghiãn cæïu S.  

Nãúu miãúng cæïng thaình pháön chæïa âaûi læåüng nghiãn cæïu S thç âæåìng aính hæåíng 
thuäüc miãúng cæïng naìy gäöm hai âoaûn thàóng giåïi haûi taûi vë trê tæång æïng dæåïi tiãút diãûn 
chæïa âaûi læåüng S. Luïc naìy, âoaûn âæåìng bãn traïi goüi laì âæåìng traïi vaì âoaûn coìn laûi goüi laì 
âæåìng phaíi. 

Vê duû cho trãn 
H.3.1c, ABC laì miãún cæïng 
thaình pháön coï chæïa âaûi 
læåüng S; CDE, EF laì 
miãúng cæïng thaình pháön 
khäng chæïa âaûi læåüng S 

 
 

§2. ÂÆÅÌNG AÍNH HÆÅÍNG TRONG HÃÛ DÁÖM, KHUNG 
ÂÅN GIAÍN. 

 I. Dáöm cäng xån: 
 1. Phán têch: 

Thæï nguyãn tung âäü âæåìng aính hæåíng = 
Thæï nguyãn âaûi læåüng S 

Thæï nguyãn læûc P 

A B

H.3.1c

EC D Fk 

â. phaíi â. traïi 

P = 1

â.a.h.Mk
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 a. Khi âáöu thæìa bãn phaíi: (H.3.2a) 
 - Xaïc âënh Mk(z), Qk(z), Nk(z): 
 + Khi P = 1 di âäüng bãn traïi tiãút diãûn k (b ≤ z ≤ l): 
    Mk(z) = 0, Qk(z) = 0, Nk(z) = 0. 
 + Khi P = 1 di âäüng bãn phaíi tiãút diãûn k (0 ≤ z ≤ b): 

 Mk(z) = -P.(b - z) = -(b - z) 
 Qk(z) = +P.cosα = cosα. 
 Nk(z) = -P.sinα = -sinα. 
- Veî â.a.h.Mk, â.a.h.Qk, â.a.h.Nk: Cho z biãøn thiãn vaì veî. (H.3.2a) 
b. Khi âáöu thæìa bãn traïi: 
Tæång tæû, kãút quaí thãø hiãûn trãn hçnh veî (H.3.2b) 

2. Nháûn xeït vaì caïch veî nhanh âæåìng aính hæåíng: 
a. Â.a.h.Mk:  
* Nháûn xeït: â.a.h Mk coï daûng hçnh tam giaïc. 
- Taûi muït thæìa Mk = -b (b laì khoaíng caïch tæì muït thæìa âãún âãún tiãút diãûn k theo 

phæång ngang). 
- Taûi tiãút diãûn k: Mk = 0. 
- Â.a.h.Mk luän mang dáúu ám. 
- Trãn âoaûn tæì k âãún âáöu ngaìm, â.a.h.Mk truìng våïi âæåìng chuáøn. 
*  Caïch veî nhanh: 
- Taûi muït thæìa dæûng tung âäü y = -b. 
- Taûi k dæûng tung âäü y = 0. 
- Näúi hai tung âäü naìy bàòng âoaûn âæåìng thàóng seî âæåüc â.a.h.Mk trãn âoaûn tæì muït 

thæìa âãún tiãút diãûn k.  
- Trãn âoaûn coìn laûi, â.a.h.Mk veî truìng âæåìng chuáøn. 
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b. Â.a.h.Qk: 
* Nháûn xeït: â.a.h.Qk coï daûng hçnh chæî nháût. 
- Tung âäü y = +cosα khi âáöu thæìa bãn phaíi. 
- Tung âäü y = -cosα khi âáöu thæìa bãn traïi. 
- Trãn âoaûn tæì k âãún âáöu ngaìm, â.a.h.Qk truìng våïi âæåìng chuáøn. 
* Caïch veî nhanh: 
- Trãn âoaûn tæì muït thæìa âãún tiãút diãûn k, dæûng âoaûn âæåìng thàóng song song 

âæåìng chuáøn coï tung âäü y = +cosα khi âáöu thæìa bãn phaíi; y = -cosα khi âáöu thæìa bãn 
traïi. 

- Trãn âoaûn coìn laûi, â.a.h.Qk veî truìng âæåìng chuáøn. 
c. Â.a.h.Nk: 
* Nháûn xeït:â.a.h.Nk coï daûng hçnh chæî nháût. 
- Tung âäü y = -sinα. 
- Trãn âoaûn tæì k âãún âáöu ngaìm, â.a.h.Nk truìng våïi âæåìng chuáøn. 
* Caïch veî nhanh: 
 - Trãn âoaûn tæì muït thæìa âãún tiãút diãûn k, dæûng âoaûn âæåìng thàóng song song 

âæåìng chuáøn coï tung âäü y = -sinα. 
- Trãn âoaûn coìn laûi, â.a.h.Nk veî truìng âæåìng chuáøn. 
*Chuï yï: α láúy > 0 khi âáöu B cao 

hån âáöu A vaì ngæåüc laûi. 
Vê duû: Veî â.a.h näüi læûc taûi tiãút 

diãûn k vaì â.a.h phaín læûc gäúi tæûa A cuía 
hãû cho trãn H.3.2c 

- â.a.h näüi læûc taûi tiãút diãûn k veî 
theo caïch veî nhanh. 

- â.a.h phaín læûc tai gäúi A âæåüc veî 
theo â.a.h näüi læûc tiãút diãûn taûi ngaìm: 

+ â.a.h.VA ≡ â.a.h.Qn 
+ â.a.h.MA ≡ â.a.h.Mn 
+ â.a.h.HA ≡ (-1)â.a.h.Nn 

 
 
 
 
 
 
II. Âæåìng aính hæåíng trong dáöm âån giaín coï âáöu thæìa: (H.3.3) 
1. Âæåìng aính hæåíng phaín læûc: 
a. Phán têch: 

b
l 
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- Xaïc âënh VA, HA, VB: 
∑MB = 0 ⇒VA.l - P.(l - z) = 0 ⇒ 

l
zlVA
)( −

= . 

∑MA = 0 ⇒VB.l - P.z = 0 ⇒ 
l
zVB = . 

∑Z = 0    ⇒ HA = 0. 
 - Veî â.a.h phaín læûc: Cho z biãøn thiãn vaì veî (H.3.3) 
 b. Nháûn xeït vaì caïch veî nhanh: 
 * Nháûn xeït: 

- Â.a.h.VA, â.a.h.VB laì mäüt âoaûn thàóng duy nháút, coï tung âäü y = +1 taûi gäúi tæûa 
chæïa âaûi læåüng nghiãn cæïu, tung âäü y = 0 taûi gäúi tæûa coìn laûi. 
  - Â.a.h.HA truìng våïi âæåìng chuáøn. 
 * Caïch veî nhanh: 
 - Â.a.h.VA, â.a.h.VB:  
 + Dæûng tung âäü y = + 1 taûi gäúi tæûa chæïa âaûi læåüng veî â.a.h. 
 + Dæûng tung âäü y = 0 taûi gäúi tæûa coìn laûi. 
 + Näúi hai tung âäü naìy bàòng mäüt âoaûn âæåìng thàóng seî âæåüc â.a.h cáön veî. 
 - Â.a.h.HA: veî truìng âæåìng chuáøn. 
 2. Âæåìng aính hæåíng näüi læûc: 
 a. Træåìng håüp tiãút diãûn nàòm bãn trong nhëp: 
 a1. Phán têch: 
 - Xaïc âënh näüi læûc taûi tiãút diãûn k: 
 + Khi P = 1 di âäüng bãn traïi tiãút diãûn k (-l1 ≤ z ≤ a): 

  Mk = ).().( al
l
zalVB −=− . 

  Qk = αα cos.cos.
l
zVB −=− . 

  Nk = αα sin.sin.
l
zVB = . 

 + Khi P = 1 di âäüng bãn phaíi tiãút diãûn k (a ≤ z ≤  l + l2): 

  Mk = 
l

zlaaVA
).(. −

= . 

  Qk = αα cos.)(cos.
l

zlVA
−

= . 

  Nk = αα sin.)(sin.
l

zlVA
−

−=−  . 

 - Veî â.a.h näüi læûc: Cho z biãún thiãn vaì veî (H.3.3) 
 a2. Nháûn xeït vaì caïch veî nhanh: 
 * Â.a.h.Mk:  
 - Nháûn xeït: 
 + Âæåìng traïi vaì âæåìng phaíi càõt nhau taûi vë trê tæång æïng dæåïi tiãút diãûn k. 
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 + Nãúu keïo daìi âæåìng phaíi âãún gäúi tæûa A, coï tung âäü y = +a (a laì khoaíng caïch 
tæìa k âãún gäúi tæûa A theo phæång ngang) 
 + Nãúu keïo daìi âæåìng traïi âãún gäúi tæûa B, coï tung âäü y = + (l - a). 
 + Taûi vë trê gäúi tæûa, coï tung 
âäü y = 0. 
 + Â.a.h.Mk khäng phuû thuäüc 
goïc α. 
 -Caïch veî nhanh: 
 + Dæûng tung âäü y = 0 taûi vë 
trê caïc gäúi tæûa (caïc tung âäü naìy goüi 
laì caïc âiãøm khäng). 
 + Taûi gäúi tæûa A, dæûng tung 
âäü y = + a. Näúi tung âäü naìy våïi 
âiãøm khäng taûi B bàòng âæåìng 
thàóng, âæåüc âæåìng phaíi. 
 + Qua k, dæûng âæåìng thàóng 
âæïng càõt âæåìng phaíi, xaïc âënh âæåüc 
pháön thêch duûng cuía âæåìng phaíi vaì 
âiãøm chung cuía âæåìng phaíi våïi 
âæåìng traïi. 
 + Näúi âiãøm chung væìa xaïc 
âënh våïi âiãøm khäng taûi A, seî xaïc 
âënh âæåüc pháön thêch duûng cuía 
âæåìng traïi. 
 * Â.a.h.Qk: 
 - Nháûn xeït: 
 + Âæåìng traïi vaì âæåìng phaíi 
song song nhau. 
 + Taûi vë trê gäúi tæûa, coï tung âäü y = 0. 
 + Taûi vë trê tiãút diãûn k, coï bæåïc nhaíy bàòng cosα. 
 - Caïch veî nhanh: 
 + Dæûng tung âäü y = 0 taûi vë trê caïc gäúi tæûa (caïc tung âäü naìy goüi laì caïc âiãøm 
khäng). 
 + Taûi A, dæûng tung âäü y = +cosα. Näúi tung âäü naìy våïi âiãøm khäng taûi B bàòng 
âæåìng thàóng, seî âæåüc âæåìng phaíi. 

+ Taûi B, dæûng tung âäü y = -cosα. Näúi tung âäü naìy våïi âiãøm khäng taûi A bàòng 
âæåìng thàóng, seî âæåüc âæåìng traïi. 
 + Qua k, dæûng âæåìng thàóng âæïng càõt âæåìng phaíi vaì âæåìng traïi, seî xaïc âënh âæåüc 
pháön thêch duûng cuía chuïng. 
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 * Â.a.h.Nk: 
 - Nháûn xeït: 
 + Âæåìng traïi vaì âæåìng phaíi song song nhau. 
 + Taûi vë trê gäúi tæûa, coï tung âäü y = 0. 
 + Taûi vë trê tiãút diãûn k, coï bæåïc nhaíy bàòng sinα. 

- Caïch veî nhanh: 
 + Dæûng tung âäü y = 0 taûi vë trê caïc gäúi tæûa (caïc tung âäü naìy goüi laì caïc âiãøm 
khäng). 
 + Taûi A, dæûng tung âäü y = - sinα. Näúi tung âäü naìy våïi âiãøm khäng taûi B bàòng 
âæåìng thàóng, seî âæåüc âæåìng phaíi. 

+ Taûi B, dæûng tung âäü y = +sinα. Näúi tung âäü naìy våïi âiãøm khäng taûi A bàòng 
âæåìng thàóng, seî âæåüc âæåìng traïi. 

+ Qua k, dæûng âæåìng thàóng âæïng càõt âæåìng phaíi vaì âæåìng traïi, seî xaïc âënh âæåüc 
pháön thêch duûng cuía chuïng. 

Læu yï ràòng våïi nhæîng 
nháûn xeït trãn, coìn coï nhæîng 
caïch khaïc âãø veî nhanh 
âæåìng phaíi, âæåìng traïi 
âæåìng aính hæåíng näüi læûc. 

b. Træåìng håüp tiãút 
diãûn thuäüc âáöu thæìa: giäúng 
dáöm cäng xån. 

* Chuï yï: Goïc α láúy > 
0 khi gäúi tæûa A cao hån gäúi 
tæûa B vaì ngæåüc laûi. 

Vê duû1:Veî â.a.h 
mämen, læûc càõt taûi tiãút diãûn k 
, m & A cuía hãû trãn hçnh 
(H.3.4a). 

Tiãút diãûn k & m thuäüc 
âáöu thæìa nãn veî theo â.a.h 
trong dáöm cängxån. 

Vê duû 2: Veî â.a.h näüi læûc taûi tiãút diãûn k cuía hãû trãn hçnh (H.3.4b) 
Âæåìng aính hæåíng näüi læûc taûi tiãút diãûn k cuía hãû coï thãø veî theo âæåìng aính hæåíng 

näüi læûc taûi tiãút diãûn trong nhëp cuía dáöm âån giaín nhëp 3a 
Vê duû 3: Veî â.a.h mämen uäún, læûc càõt taûi tiãút diãûn k vaì mämen uäún phaín læûc gäúi 

tæûa A cuía hãû trãn hçnh (H.3.4c) 
- Âæåìng aính hæåíng näüi læûc taûi tiãút diãûn k cuía hãû coï thãø veî theo âæåìng aính hæåíng 

näüi læûc taûi tiãút diãûn trong nhëp cuía dáöm âån giaín coï gäúi traïi åí xa vä cuìng vaì gäúi B 
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- Âæåìng aính hæåíng mämen uäún cuía gäúi A coï thãø veî theo âæåìng aính hæåíng näüi 
læûc taûi tiãút diãûn saït gäúi A. 

III. Âæåìng aính hæåíng trong hãû khung âån giaín: 
Xeït mäüt khung vaì dáöm âån giaín tæång æïng. 
* Nháûn xeït: 
- Â.a.h phaín læûc vaì näüi læûc trong thanh 

CDEF veî theo âæåìng aính hæåíng trong dáöm âån 
giaín tæång æïng. 

- Â.a.h näüi læûc trong thanh AD & BE veî dæûa 
vaìo liãn hãû giæîa näüi læûc trong thanh âoï våïi VA, VB. 

- Nãúu khung åí nhæîng daûng khaïc, tçm caïch 
thiãút láûp phæång trçnh âæåìng aính hæåíng hoàûc quy 
vãö nhæîng hãû tæång âæång âaî biãút caïch veî âãø veî. 

 
Vê duû1: Veî â.a.h näüi læûc taûi tiãút diãûn k, m, n cuía hãû trãn hçnh (H.3.5b) 
- â.a.h näüi læûc taûi tiãút diãûn k veî theo â.a.h näüi læûc taûi tiãút diãûn âáöu thæìa. 
- â.a.h näüi læûc taûi tiãút diãûn m veî theo â.a.h näüi læûc taûi tiãút diãûn trong nhëp dáöm 

âån giaín tæång æïng. 
- â.a.h näüi læûc taûi tiãút diãûn n veî theo â.a.h phaín læûc taûi gäúi tæûa A: 
+ â.a.h.Mn ≡ (h).â.a.h.HA ≡ âæåìng chuáøn. 
+ â.a.h.Qn ≡ (-1).â.a.h.HA ≡ âæåìng chuáøn. 
+ â.a.h.Nn ≡ (-1).â.a.h.VA. 
Chuï yï: tæì sæû cán bàòng mämen nuït khung ta luän coï: 
 â.a.h.Mn + â.a.h.Mk ≡ â.a.h.Mm 

Vê duû2: Veî â.a.h mämen uäún vaì læûc càõt taûi tiãút diãûn k, m, n cuía hãû trãn hçnh 
(H.3.5c) 

- Tiãút diãûn k thuäüc âáöu thæìa. 
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- Tiãút diãûn m veî theo â.a.h tiãút diãûn trong nhëp dáöm âån giaín nhëp 3a. 
- Tiãút diãûn n veî theo â.a.h.VA (â.a.h.HA ≡ âæåìng chuáøn). 

§3. ÂÆÅÌNG AÍNH HÆÅÍNG TRONG HÃÛ BA KHÅÏP. 
I. Âæåìng aính hæåíng phaín læûc: (H.3.6a) 
1. Âæåìng aính hæåíng d

B
d

A VV , : laì âæåìng aính hæåíng phaín læûc trong dáöm âån giaín 
tæång æïng cuìng nhëp. 

2. Âæåìng aính hæåíng cuía læûc xä H: 
Xuáút phaït tæì biãøu thæïc: Mk(z) = k

d
k yHM .−  

Cho k ≡ C ⇒ MC = 0 ⇒ 0. =− C
d
C yHM  ⇒ H = 

f
M

y
M d

C

C

d
C = . 

           Hay    â.a.h.H ≡ 
f
1 .â.a.h. d

CM . 

3. Âæåìng aính hæåíng phaín læûc voìm Z: 
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    Ta coï H = Z.cosβ ⇒ Z = 
βcos

H .  

    Hay     â.a.h.Z = 
βcos

1 .â.a.h.H 

 4. Âæåìng aính hæåíng phaín 
læûc âæïng VA, VB: 
 Ta coï VA = d

AV  + H.tgβ;  
VB = d

BV  - H.tgβ 
 Hay    â.a.h.VA ≡ â.a.h. d

AV  + 
       + tgβ.â.a.h.H. 

           â.a.h.VB  ≡ â.a.h. d
BV  - 

         - tgβ.â.a.h.H 
 II. Âæåìng aính hæåíng näüi læûc: 
 1. Âæåìng aính hæåíng mämen 
uäún taûi tiãút diãûn k: (H.3.6b) 
 a. Phán têch: 
 Xuáút phaït tæì biãøu thæïc:  

Mk = k
d
k yHM .− . Suy ra: 

     â.a.h.Mk ≡ â.a.h. d
kM  - (â.a.h.H).yk 

b. Nháûn xeït vaì caïch veî 
nhanh: 

* Nháûn xeït: 
- Taûi gäúi tæûa, tung âäü âæåìng 

aính hæåíng bàòng khäng. 
- Nãúu biãút âæåüc âæåìng phaíi coï 

thãø veî âæåüc âæåìng aính hæåíng Mk. 
- Âæåìng phaíi âi qua ba âiãøm:  
 + Taûi A, âæåìng phaíi coï tung 

âäü y = zk (zk laì khoaíng caïch tæì k âãún 
gäúi A theo phæång ngang). 

 + Taûi B, âæåìng phaíi coï tung 

âäü y = ky
f
l

.2− . 

 + Âiãøm khäng d (laì giao âiãøm 
cuía âæåìng phaíi våïi âæåìng chuáøn) laì 
âiãøm æïng dæåïi âiãøm D (laì giao âiãøm 
cuía Ak våïi BC). 

* Caïch veî nhanh: 
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- Veî âæåìng phaíi træåïc bàòng caïch xaïc âënh hai âiãøm thuäüc âæåìng phaíi. Âiãøm taûi 
A vaì âiãøm khäng d thæåìng sæí duûng âãø xaïc âënh âæåìng phaíi. 

 - Sau khi xaïc âënh âæåüc pháön thêch duûng cuía âæåìng phaíi, veî âæåìng traïi vaì 
âæåìng näúi nhæ sau: 

+ Âæåìng näúi laì âoaûn thàóng kãú tiãúp tung âäü bàòng khäng taûi B. 
+ Âæåìng traïi veî qua tung âäü bàòng khäng taûi A vaì âiãøm chung våïi âæåìng phaíi taûi 

k 
2. Âæåìng aính hæåíng læûc càõt taûi tiãút diãûn k: (H.3.6c) 
a. Phán têch: 
Ta âaî biãút ràòng:  
Qk= −k

d
kQ αcos.  

)cos..(sin kk tgH αβα −−  
Ta suy ra 

 â.a.h.Qk ≡ cosαk.(â.a.h. d
kQ ) - 

                             - m. â.a.h.H.    
      Våïi m = sinαk - tgβ.cosαk  
 b. Nháûn xeït vaì caïch veî 
nhanh âæåìng aính hæåíng Qk: 
 * Nháûn xeït: 
 - Tung âäü bàòng khäng taûi 
caïc gäúi tæûa. 
 - Âæåìng traïi vaì âæåìng 
phaíi song song nhau. 

- Nãúu biãút âæåüc âæåìng 
phaíi, coï thãø veî âæåüc âæåìng aính 
hæåíng Qk. 

- Âæåìng phaíi âi qua ba 
âiãøm: 

 + Taûi A, coï tung âäü y = 
+ cosαk. 

 + Taûi B, coï tung âäü y = 

m
f
l

.2− . 

 + Âiãøm khäng d (laì giao âiãøm cuía âæåìng phaíi våïi âæåìng chuáøn) laì âiãøm tæång 
æïng dæåïi âiãøm D (laì giao âiãøm cuía BC våïi âæåìng thàóng qua A vaì song song våïi tiãúp 
tuyãún truûc voìm taûi k). 

* Caïch veî nhanh: 
- Veî âæåìng phaíi træåïc bàòng caïch xaïc âënh hai âiãøm thuäüc âæåìng phaíi. Âiãøm taûi 

A vaì âiãøm khäng d thæåìng sæí duûng âãø xaïc âënh âæåìng phaíi. 
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 - Sau khi xaïc âënh âæåüc pháön thêch duûng cuía âæåìng phaíi, veî âæåìng traïi vaì 
âæåìng näúi nhæ sau: 

 + Âæåìng näúi laì âoaûn thàóng kãú tiãúp tung âäü bàòng khäng taûi B. 
 + Âæåìng traïi veî song song våïi âæåìng phaíi vaì âi qua tung âäü bàòng khäng taûi A. 
3. Âæåìng aính hæåíng læûc doüc taûi tiãút diãûn k: (H.3.6d) 
a. Phán têch: 
Ta âaî biãút ràòng: Nk = - )sin..(cossin. kkk

d
k tgHQ αβαα +− . Ta suy ra 

 â.a.h.Nk = -sinαk.(â.a.h. d
kQ ) - n. â.a.h.H.    

  Våïi m = cosαk + tgβ.sinαk  
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b. Nháûn xeït vaì caïch veî nhanh âæåìng aính hæåíng Nk: 
 * Nháûn xeït: 
 - Tung âäü bàòng khäng taûi caïc gäúi tæûa. 
 - Âæåìng traïi vaì âæåìng phaíi song song nhau. 

- Nãúu biãút âæåüc âæåìng phaíi, coï thãø veî âæåüc âæåìng aính hæåíng Qk. 
- Âæåìng phaíi âi qua ba âiãøm: 
 + Taûi A, coï tung âäü y = -sinαk. 

 + Taûi B, coï tung âäü y = n
f
l

.2− . 

+ Âiãøm khäng d (laì giao âiãøm cuía âæåìng phaíi våïi âæåìng chuáøn) laì âiãøm tæång 
æïng dæåïi âiãøm D (laì giao âiãøm cuía BC våïi âæåìng thàóng qua A vaì vuäng goïc våïi tiãúp 
tuyãún truûc voìm taûi k). 

* Caïch veî nhanh: 
- Veî âæåìng phaíi træåïc bàòng caïch xaïc âënh hai âiãøm thuäüc âæåìng phaíi. Âiãøm taûi 

A vaì âiãøm khäng d thæåìng sæí duûng âãø xaïc âënh âæåìng phaíi. 
 - Sau khi xaïc âënh âæåüc pháön thêch duûng cuía âæåìng phaíi, veî âæåìng traïi vaì 

âæåìng näúi nhæ sau: 
 + Âæåìng näúi laì âoaûn thàóng kãú tiãúp tung âäü bàòng khäng taûi B. 

   + Âæåìng traïi veî song song våïi âæåìng phaíi vaì âi qua tung âäü bàòng khäng taûi A. 
 * Caïc chuï yï: 
 - Goïc β láúy dáúu dæång khi gäúi B cao hån gäúi A vaì ngæåüc laûi. 
 - Træåìng håüp âaûi læåüng cáön veî 
âæåìng aính hæåíng thuäüc miãúng cæïng BC 
(H.3.6e): Nãúu láúy âäúi xæïng qua truûc 
thàóng âæïng seî tråí laûi baìi toaïn ban âáöu. 
Sau âoï, suy ra kãút quaí trãn hãû ban âáöu 
bàòng caïch láúy âäúi xæïng ngæåüc tråí laûi. 
Tuy nhiãn, våïi âæåìng aính hæåíng læûc càõt 
cáön nhán thãm våïi hãû säú -1 (âäøi chiãöu tuìn 
âäü). 
 - Coï thãø måí räüng cho nhæîng hãû coï 
cáúu taûo tæång tæû hãû ba khåïp våïi caïc khåïp 
coï thãø laì khåïp thæûc hay khåïp giaí taûo 
(H.3.6f). 
 - Træåìng håüp hãû ba khåïp coï thanh càng 
(H.3.6g): 
 + Nãúu âaûi læåüng nghiãn cæïu nàòm ngoaìi phaûm 
vi thanh càng (AD, BE), veî theo âæåìng aính hæåíng 
trong dáöm âån giaín. 
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 + Nãúu âaûi læåüng nghiãn cæïu thuäüc phaûm vi thanh càng (CEF), veî theo âæåìng 
aính hæåíng trong hãû ba khåïp A*CB*. 
 + Nãúu læûc di âäüng P = 1 di âäüng trãn thanh càng, âæåìng aính hæåíng laì âoaûn 
thàóng âæåüc veî qua hai tung âäü taûi hai âáöu thanh càng. Âoï cuîng chênh laì tung âäü cuía 
âæåìng aính hæåíng khi P di âäüng trãn miãúng cæïng. Nhæ váûy, trong træåìng håüp naìy, ta âi 
veî âæåìng aính hæåíng khi cho læûc P = 1 di âäüng trãn miãúng cæïng, sau âoï giæî laûi hai tung 
âäü taûi hai âáöu thanh càng, räöi näúi hai tung âäü âoï bàòng 1 âoaûn âæåìng thàóng seî xaïc âënh 
âæåüc âæåìng aính hæåíng cáön veî. 
 *Vê duû 1: Veî â.a.h näüi læûc taûi tiãút diãûn k & m cuía hãû trãn hçnh (H.3.6h) 
 -Tiãút diãûn k âæåüc veî theo â.a.h näüi læûc trong hãû 3 khåïp 
 -Tiãút diãûn m coï thãø âæåüc veî theo â.a.h phaín læûc VA & HA 

 

 
*Vê duû 2: Veî â.a.h mämen uäún  taûi tiãút diãûn 1, 2 & 3 cuía hãû trãn hçnh (H.3.6k) 

 - Âáy laì hãû 3 khåïp coï thanh càng DE våïi P = 1 di âäüng trãn caïc miãúng cæïng. 
 - Caïc â.a.h.M1, M2, M3 tuán theo âiãöu kiãûn cán bàòng mämen nuït khung. 

*Vê duû 3: Veî â.a.h mämen uäún taûi tiãút diãûn 1, 2 & 3 cuía hãû trãn hçnh (H.3.6i) 
- Âáy laì hãû 3 khåïp coï thanh càng DE våïi P = 1 di âäüng trãn thanh càng. 
- Caïc â.a.h.M1, M2, M3 tuán theo âiãöu kiãûn cán bàòng mämen nuït khung. 
*Vê duû 4: Veî â.a.h mämen uäún vaì læûc càõt taûi tiãút diãûn k  cuía hãû trãn hçnh 
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- â.a.hMk, Qk coï thãø âæåüc veî theo âæåìng aính hæåíng trong hãû 3 khåïp: 1 khåïp taûi 
I vaì 2 khåïp taûi gäúi di âäüng C.  
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§ 4. ÂÆÅÌNG AÍNH HÆÅÍNG TRONG HÃÛ DAÌN  
 ÅÍ âáy chè trçnh baìy caïch veî âæåìng aính hæåíng trong hãû daìn dáöm. 

I. Âæåìng aính hæåíng phaín læûc: 
 Caïch xaïc âënh vaì veî giäúng nhæ trong hãû dáöm âån giaín. Xem minh hoüa cho hãû 
daìn dáöm trãn hçnh (H.3.7a) & (H.3.7e). 
 II. Âæåìng aính hæåíng læûc doüc trong caïc thanh daìn: 
 1. Phæång phaïp taïch màõt: 
 * Näüi dung: Taïch màõt coï chæïa thanh cáön veî âæåìng aính hæåíng læûc doüc vaì âi thiãút 
láûp phæång trçnh âæåìng aính hæåíng cuía noï æïng våïi caïc træåìng håüp cuía læûc táûp trung P = 
1 di âäüng trãn daìn: âæïng ngay taûi màõt âang xeït, di âäüng ngoaìi phaûm vi caïc âäút bë càõt 
vaì di âäüng trãn caïc âäút bë càõt. 
 Xeït hãû daìn trãn hçnh (H.3.7a). 
Ta trçnh baìy caïch veî âæåìng aính 
hæåíng læûc doüc trong caïc thanh 2 - 11 
, 4 - 9 & 2 - 12. 
 a. â.a.h.N11-2: 
 Taïch màõt 11 vaì thiãút láûp 
phæång trçnh âæåìng aính hæåíng æïng 
våïi caïc træåìng håüp cuía læûc P = 1 di 
âäüng: 
 - P = 1 âàût ngay taûi màõt bë càõt 
(z = 0) (H.3.7b): 
 ∑Y = 0 ⇒ N11-2 + VA - P = 0  
 Luïc naìy VA = 1 

Suy ra N11-2 = P - VA = 0. 
 - Khi P = 1 di âäüng ngoaìi 
phaûm vi caïc âäút bë càõt (z = -d hoàûc d 
≤ z ≤ 4d) (H.3.7c): 

∑Y = 0 ⇒ N11-2 + VA = 0  
⇒ N11-2 = -VA. 

 ⇒ â.a.h.N11-2 ≡ (-1).â.a.h.VA. 
 - Khi P = 1 di âäüng trãn caïc âäút 
bë càõt (-d ≤ z ≤ d): âæåìng aính hæåíng 
trãn caïc âäút naìy laì nhæîng âoaûn âæåìng 
thàóng näúi liãön caïc tung âäü æïng dæåïi mäùi 
màõt cuía âäút bë càõt. 
 b. â.a.h.N4-9: 
 Tæång tæû, taïch màõt 9: 
 - P = 1 âàût ngay taûi màõt 9 (z = 2d) (H.3.7d): 
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∑Y = 0 ⇒ N4-9 - P = 0 ⇒ N4-9 = P = 1. 
 - P = 1 di âäüng ngoaìi phaûm vi caïc âäút bë càõt (-d ≤ z ≤ d hoàûc 3d ≤ z ≤ 4d): 
  ∑Y = 0 ⇒ N4-9 = 0. (Hãû quaí 2) 
 Coï nghéa laì â.a.h.N4-9 trãn âoaûn naìy truìng våïi âæåìng chuáøn. 
 - Khi P = 1 di âäüng trãn caïc âäút bë càõt (2d ≤ z ≤ 4d): âæåìng aính hæåíng trãn caïc 
âäút naìy laì nhæîng âoaûn âæåìng thàóng näúi liãön caïc tung âäü æïng dæåïi mäùi màõt cuía âäút bë 
càõt. 

c. â.a.h.N2-12: 
 Tæång tæû, dãù tháúy khi P = 1 âàût taûi màõt 12 thç N2-12 = 2 ; khi P = 1 di âäüng bãn 
ngoaìi âäút bë càõt thç N2-12 = 0. 
 2. Phæång phaïp màût càõt âån giaín: 
 * Näüi dung: Thæûc hiãûn "màût càõt âån giaín" qua thanh cáön veî âæåìng aính hæåíng 
vaì âi thiãút láûp phæång trçnh âæåìng aính hæåíng cuía noï æïng våïi caïc træåìng håüp cuía læûc P 
= 1 di âäüng trãn daìn: bãn traïi âäút bë càõt, bãn phaíi âäút bë càõt vaì trãn âäút bë càõt. 

Xeït hãû daìn trãn hçnh (H.3.7e). Ta trçnh baìy caïch veî âæåìng aính hæåíng læûc doüc 
trong caïc thanh 2 - 3, 11 - 10 & 4-10. 
 a. â.a.h. N2-3:  
 Thæûc hiãûn màût càõt (1 - 1) qua thanh 2 - 3 vaì thiãút láûp phæång trçnh âæåìng aính 
hæåíng N2-3 æïng våïi caïc træåìng håüp cuía læûc P = 1 di âäüng: 
 - P = 1 di âäüng bãn traïi âäút bë càõt (0 ≤ z ≤ d):  
  ∑ 012 =trM  ⇒ N2-3.h - P.(2d - z) = 0 

  ⇒ N2-3 = 
h

zd )2( −   

 Cho z biãún thiãn, veî âæåüc â.a.h.N2-3. 
- P = 1 di âäüng bãn phaíi âäút bë càõt (2d ≤ z ≤ 6d): 

∑ 012 =trM  ⇒ N2-3.h = 0 ⇒ N2-3 = 0. 
 Nhæ váûy, trãn âoaûn naìy, â.a.h.N2-3 veî truìng våïi âæåìng chuáøn. 

- P = 1 di âäüng trãn âäút bë càõt (d ≤ z ≤ 2d): âæåìng aính hæåíng trãn âäút naìy laì 
âoaûn âæåìng thàóng näúi liãön caïc tung âäü æïng dæåïi mäùi màõt cuía âäút bë càõt. 

b. â.a.h. N10-11:  
Thæûc hiãûn màût càõt (2 - 2) qua thanh 11 - 10 vaì thiãút láûp phæång trçnh âæåìng aính 

hæåíng N10-11 æïng våïi caïc træåìng håüp cuía læûc P = 1 di âäüng: 
- P = 1 di âäüng bãn traïi âäút bë càõt (0 ≤ z ≤ 3d):  

  ∑ 04 =phM  ⇒ N10-11.h - VB.2d = 0 

  ⇒ N2-3 = 
h

dVB 2.   

⇒  â.a.h.N10-11 ≡ .2








h
d â.a.h.VB  

 - P = 1 di âäüng bãn phaíi âäút bë càõt (4d ≤ z ≤ 6d): 
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∑ 04 =trM  ⇒ -N10-11.h + VA.d = 0  

⇒ N10-11 = 
h

dVA .     

            ⇒ â.a.h.N10-11≡ 







h
d .â.a.h.VA 

 - P = 1 di âäüng trãn âäút bë càõt 
(3d ≤ z ≤ 4d): âæåìng aính hæåíng trãn 
âäút naìy laì âoaûn âæåìng thàóng näúi liãön 
caïc tung âäü æïng dæåïi mäùi màõt cuía 
âäút bë càõt. 

c. â.a.h. N4-10:  
 Tæång tæû nhæ træåìng håüp 
â.a.h.N10-11 vaì phæång trçnh âæåìng 
cáön thiãút láûp cho mäùi træåìng håüp cuía 
P = 1 di âäüng luïc naìy laì ∑Y = 0. 
 * Chuï thêch: 

- Trong phæång phaïp màõt càõt 
âån giaín, âiãøm láúy mämen khi viãút 
phæång trçnh cán bàòng goüi laì tám 
mämen. Âæåìng traïi vaì âæåìng phaíi 
càõt nhau taûi tám mämen 
 - Trong træåìng håüp khäng thãø duìng âæåüc phæång phaïp taïch màõt hay màût càõt âån 
giaín âãø veî, coï thãø sæí duûng phæång phaïp màût càõt phäúi håüp hoàûc veî træåïc mäüt säú âæåìng 
aính hæåíng coï liãn quan, räöi tæì nhæîng mäúi liãn hãû vãö näüi læûc suy ra âæåìng aính hæåíng 
cáön veî. 

- Trong mäüt säú baìi toaïn phæïc taûp, coï thãø veî âæåìng aính hæåíng bàòng caïch: Âàût P 
= 1 láön læåüt trãn caïc màõt vaì âi xaïc âënh tung âäü âæåìng aính hæåíng cáön veî tæång æïng. 
Sau âoï, näúi caïc tung âäü naìy bàòng caïc âoaûn âæåìng thàóng trong phaûm vi mäùi âäút seî âæåüc 
âæåìng aính hæåíng cáön veî. 
 - Khi sæí duûng phæång phaïp màût càõt âån giaín âãø veî âæåíng aính hæåíng læûc doüc, coï 
thãø sæí duûng caïch veî âæåìng aính hæåíng cuía näüi læûc trong dáöm âån giaín. Caïch tiãún haình 
nhæ sau: 
 a. Nãúu hai thanh coìn laûi cuía màût càõt giao nhau taûi tám mämen I: 

 Biãøu thæïc xaïc âënh læûc doüc coï thãø viãút dæåïi daûng: N = 
r

M I '± . 

 + MI’ laì mämen uäún trong dáöm âån giaín tæång æïng taûi I' (I' laì vë trê tæåïng æïng 
dæåïi tám mämen I).  

 + r laì khoaíng caïch tæì tám mämen I âãún phæång cuía læûc doüc N.   

  + Biãøu thæïc láúy dáúu (+) khi læûc doüc N dæång taïc duûng lãn pháön hãû bãn traïi quay 
ngæåüc chiãöu kim âäöng häö quanh I vaì ngæåüc laûi. Tæì âáy suy ra caïch veî nhanh â.a.h.N: 

1

â.a.h.N4-10

H.3.7e

â.a.h.N10-11

â.a.h.N2-3

â.a.h.VB

1

5/3 â.a.h.VA

P = 1VA
dd d

VB

dd 

2

14
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3

HA

1

A 11
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B10

d

7

8
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h
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h
d

3
4

h
d

3
5  

1

1 2

2

α 

1cosα 

1cosα 

z

h



 CÅ HOÜC KÃÚT CÁÚU 1 Page 86 

veî â.a.h.MI' trong dáöm âån giaín phuû tråü räöi nhán våïi mäüt læåüng 
r
1

± . Pháön thêch duûng 

cuía âæåìng traïi, âæåìng phaíi laì thuäüc âæåìng xe chaûy vaì nàòm bãn traïi vaì bãn phaíi âäút bë 
càõt; trong phaûm vi âäút bë càõt duìng âæåìng näúi. 

b. Nãúu hai thanh coìn laûi cuía màût càõt song song nhau: 

Biãøu thæïc xaïc âënh læûc doüc coï thãø viãút dæåïi daûng: N = 
γsin

Q
± . 

+ Q laì læûc càõt trong dáöm âån giaín tæång æïng cuìng phæång våïi hai thanh song 
song vaì láúy taûi vë trê báút kyì æïng dæåïi âäút bë càõt thuäüc âæåìng xe chaûy. 

+ γ laì goïc nghiãn cuía thanh cáön veî âæåìng aính hæåíng so våïi phæång cuía hai 
thanh song song. 

+ Biãøu thæïc láúy dáúu (+) khi læûc doüc N dæång taïc duûng lãn pháön bãn traïi hæåïng 
xuäúng dæåïi so våïi hai thanh song song. 
Tæì âáy suy ra caïch veî nhanh 
â.a.h.N: veî â.a.h.Q trong dáöm 
âån giaín phuû tråü (láúy taûi tiãút 
diãûn báút kyì æïng dæåïi âäút bë càõt 
thuäüc âæåìng xe chaûy) räöi nhán 

våïi mäüt læåüng 
λsin

1
± . Pháön 

thêch duûng cuía âæåìng traïi, 
âæåìng phaíi laì thuäüc âæåìng xe 
chaûy vaì nàòm bãn traïi vaì bãn 
phaíi âäút bë càõt. Trong phaûm vi 
âäút bë càõt duìng âæåìng näúi. 

Vê duû: Veî â.a.h.N8-7 & 
â.a.h.N3-7 (H.3.7f) 

 
 

§ 5. ÂÆÅÌNG AÍNH HÆÅÍNG TRONG HÃÛ GHEÏP 
I. Nguyãn tàõc chung: 
- Phán têch cáúu taûo hçnh hoüc cuía hãû, xaïc âënh âáu laì hãû phuû, hãû chênh, hãû trung 

gian. 
- Phán chia hãû thaình nhæîng hãû âån giaín, hãû phuû tæûa lãn hãû chênh. 
II. Caïch veî âæåìng aính hæåíng: 
1. Âaûi læåüng cáön veî âæåìng aính hæåíng thuäüc hãû phuû: 
a. Phán têch: 

 Xeït hãû gheïp trãn hçnh veî (H.3.8a), veî â.a.h.Mk. 
 - Khi P = 1 di âäüng trãn hãû phuû EF: coï thãø xem EF nhæ dáöm âån giaín âäüc láûp vaì 
dãù daìng veî âæåüc â.a.h.Mk. 

2a/h 

1/sinα 

P = 1 
aa a a

2

9

1

A

10 6
8

53 4

B
7

α 
1

1

BA
P = 1 

â. näúi â. phaíiâ. traïi

1/sinα â. traïi 

â. phaíiâ. näúi

â.a.h.N8-7

â.a.h.N3-7

h

H.3.7f

I’ 
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- Khi P = 1 di âäüng 
trãn caïc pháön hãû coìn laûi: 
theo tênh cháút cuía hãû gheïp 
(hãû chênh khäng gáy ra aïp 
læûc lãn hãû phuû), nãn 
â.a.h.Mk veî truìng våïi 
âæåìng chuáøn. 

b. Quy tàõc veî: 
- Khi P = 1 di âäüng 

trãn hãû phuû coï chæïa âaûi 
læåüng cáön veî âæåìng aính hæåíng: ta xem hãû phuû nhæ mäüt hãû âån giaín laìm viãûc âäüc láûp 
vaì veî âæåìng aính hæåíng theo caïch âaî biãút. 

- Khi P = 1 di âäüng trãn hãû chênh vaì caïc hãû khäng liãn quan: âæåìng aính hæåíng 
tæång æïng veî truìng âæåìng chuáøn. 

2. Âaûi læåüng cáön veî âæåìng aính hæåíng thuäüc hãû chênh hoàûc hãû trung gian: 
a. Phán têch: 
Xeït hãû gheïp trãn hçnh veî 

(H.3.8b), veî â.a.h.Mi. 
- Khi P = 1 di âäüng trãn hãû 

chênh AB: luïc naìy, caïc hãû phuû 
khäng laìm viãûc, coï thãø loaûi boí 
chuïng, xem AB nhæ dáöm cängxån 
vaì veî âæåüc â.a.h.Mi. 

- Khi P = 1 di âäüng trãn hãû 
BCD: âæåìng aính hæåíng Mi laì âoaûn 
âæåìng thàóng veî qua hai âiãøm: tung 
âäü bàòng khäng dæåïi gäúi tæûa C vaì tung âäü chung våïi hãû chênh AB taûi muït B. 

- Khi P = 1 di âäüng trãn hãû DE: tæång tæû nhæ trãn hãû BCD. 
b. Quy tàõc veî: 
- Khi P = 1 di âäüng trãn hãû coï chæïa âaûi læåüng cáön veî âæåìng aính hæåíng: cä láûp 

hãû âoï vaì veî âæåìng aính hæåíng. 
- Khi P = 1 di âäüng trãn nhæîng hãû kãú tiãúp: 
+ Nãúu hãû kãú tiãúp laì hãû chênh so våïi hãû âang xeït: âæåìng aính hæåíng veî truìng våïi 

âæåìng chuáøn. 
+ Nãúu hãû kãú tiãúp laì hãû phuû so våïi hãû âang xeït: âæåìng aính hæåíng seî laì âoaûn 

thàóng kãú tiãúp vaì âi qua tung âäü bàòng khäng taûi vë trê gäúi tæûa näúi âáút thàóng âæïng hoàûc 
khåïp âáöu tiãn thuäüc mäüt hãû chênh khaïc. 

Vê duû1:Veî â.a.h.Mk, â.a.h.Qm, â.a.h.Mi, â.a.h.Nn (H.3.8c) 
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Vê duû2:Veî â.a.h.Mk, â.a.h.Mm (H.3.8d) 

 
Vê duû3:Veî â.a.h.Mk (H.3.8e) 
Vê duû4:Veî â.a.h.Mk (H.3.8f) 

 

§ 6. ÂÆÅÌNG AÍNH HÆÅÍNG TRONG HÃÛ COÏ HÃÛ THÄÚNG 
TRUYÃÖN LÆÛC 

ÅÍ âáy chè quan tám veî âæåìng aính hæåíng âaûi læåüng S thuäüc kãút cáúu chëu læûc 
chênh. Nguyãn tàõc veî laì âi phán têch vaì so saïnh sæû laìm viãûc cuía hãû khäng coï hãû thäúng 
truyãön læûc våïi hãû coï hãû thäúng truyãön læûc chëu taíi troüng P = 1 di âäüng: 

- Âæåìng aính hæåíng gäöm caïc âoaûn âæåìng thàóng, mäùi âoaûn tæång æïng våïi tæìng 
dáöm doüc phuû. 

- Khi P = 1 âàût trãn caïc màõt truyãön læûc gáy ra aính hæåíng nhæ khi âæïng træûc tiãúp 
trãn kãút cáúu chëu læûc chênh 

Caïc bæåïc tiãún haình nhæ sau: 

P = 1k

a

BA D

a a a a/2 a/2

i

C E

m 
n

a
â.a.h.Mk

1 â.a.h.Qm

a/2
â.a.h.Mi

1
â.a.h.Nn
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H.3.8d
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 * Bæåïc 1: Veî â.a.h.S våïi giaí thiãút P = 1 di âäüng truûc tiãúp trãn kãút cáúu chëu læûc 
chênh. 

* Bæåïc 2: Giæî laûi caïc tung âäü cuía â.a.h.S væìa veî taûi nhæîng vë trê dæåïi caïc màõt 
truyãön læûc.  Caïc tung âäü naìy cuîng chênh laì caïc tung âäü â.a.h.S khi P = 1 di âäüng trãn 
hãû thäúng truyãön læûc. 
 * Bæåïc 3: Láön læåüt näúi caïc tung âäü væìa giæî laûi åí trãn trong phaûm vi tæìng âäút 
bàòng caïc âoaûn thàóng, seî âæåüc â.a.h.S cáön veî. 
 * Chuï yï: Khi P = 1 âàût taûi màõt tæûa trãn traïi âáút, tung âäü â.a.h.S taûi vë trê naìy 
bàòng khäng. 

 Vê duû:Veî â.a.h.Mk (H.3.9) 
 

 
 
 
 
 
 
 

 

§ 6. XAÏC ÂËNH GIAÏ TRË CUÍA ÂAÛI LÆÅÜNG NGHIÃN CÆÏU 
ÆÏNG VÅÏI CAÏC DAÛNG TAÍI TROÜNG KHAÏC NHAU BÀÒNG 

ÂÆÅÌNG AÍNH HÆÅÍNG CUÍA NOÏ. 
. 
 I. Taíi troüng táûp trung: 
 Giaí sæí trãn cäng trçnh chëu caïc læûc táûp trung P1, P2, ...Pn cuìng phæång taïc duûng. 
Goüi y1, y2, ...yn laì caïc tung âäü tæång æïng dæåïi caïc taíi troüng táûp trung cuía âæåìng aính 
hæåíng cuía âaûi læåüng nghiãn cæïu S trãn cäng trçnh 
do læûc táûp trung P = 1 cuìng phæång våïi caïc læûc 
táûp trung P1, P2, ...Pn di âäüng trãn cäng trçnh gáy 
ra (H.3.10a). 
 Yãu cáöu: Xaïc âënh giaï trë cuía âaûi læåüng S 
do caïc læûc táûp trung gáy ra bàòng âæåìng aính hæåíng 
cuía noï. 
 Theo yï nghéa tung âäü âæåìng aính hæåíng, giaï trë cuía âaûi læåüng S do riãng Pi gáy 
ra: 
  Si = Pi.yi. 
 Theo nguyãn lyï cäüng taïc duûng, suy ra: 

  S = ∑Si = ∑
=

n

i
ii yP

1
.  

P = 1

k
a

a â.a.h.Mk

H.3.9

P1 P2 Pi Pn

â.a.h.S

y1 y2 yi yn

H.3.10a
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 * Chuï thêch: 
 - Pi > 0 khi cuìng chiãöu våïi P =1 duìng âãø veî â.a.h.S 
vaì ngæåüc laûi. 
 - Dáúu cuía yi láúy theo dáúu cuía âæåìng aính hæåíng. 
 - Træåìng håüp â.a.h.S coï bæåïc nhaíy taûi vë trê tæång 
æïng læûc Pi (H.3.10b) thç âaûi læåüng S do riãng Pi gáy ra seî 
coï hai giaï trë tæång æïng våïi bãn traïi vaì bãn phaíi tiãút diãûn 
coï bæåïc nhaíy: 
  ph

ii
tr
i yPS .=  vaì tr

ii
ph

i yPS .=  
 *Vê duû: Cho hãû coï så âäö tênh nhæ trãn hçnh veî (H.3.10c). Yãu cáöu: Tênh mämen 
vaì læûc càõt taûi tiãút diãûn k theo hai caïch: 
 - Sæí duûng biãøu âäö (M) vaì (Q). 
 - Sæí duûng â.a.h.Mk vaì â.a.h.Qk. 
 a. Sæí duûng biãøu âäö näüi læûc: 
 Caïc biãøu âäö (M), (Q) âæåüc veî trãn 
hçnh (H.3.10c). Tæì âoï, suy ra: 
 Mk = 11,2(T.m), tr

kQ  = 1,8(T),  
ph

kQ  = -1,2(T) 
 b. Sæí duûng â.a.h.Mk, â.a.h.Qk: 
 - Caïc â.a.h.Mk, â.a.h.Qk âæåüc veî 
trãn hçnh 
 - Xaïc âënh Mk:  

   Mk = ∑
=

3

1
.

i
ii yP = P1.1,2 + P2.2,4 + P3.0.8 = 

        = 2.1,2 + 3.2,4 + 2.0,8 = 11,2(T.m) 
 - Xaïc âënh Qk: Do â.a.h.Qk coï bæåïc 
nhaíy taûi vë trê læûc táûp trung P2 nãn Qk do P2 
gáy ra seî coï 2 giaï trë. 
 tr

kQ  = P1.(-0,2) + P2.0,6 + P3.0,2 = 
       = 2.(-0,2) + 3.0,6 + 2.0,2 = 1,8(T.m) 

 ph
kQ = P1.(-0,2) + P2.(-0,4) + P3.0,2 =  

      = 2.(-0,2) + 3.(-0,4) + 2.0,2 = -1,2(T.m) 
 * Nháûn xeït: Kãút quaí cuía hai caïch tênh laì nhæ nhau. 
 II. Taíi troüng phán bäú: 
 Giaí sæí trãn cäng trçnh chëu taíi troüng phán bäú coï cæåìng âäü q(z). Âæåìng aính 
hæåíng âaûi læåüng S do P = 1 cuìng phæång våïi læûc phán bäú q(z) di âäüng trãn cäng trçnh 
coï phæång trçnh y = y(z) (H.3.10d). 
 Yãu cáöu: Xaïc âënh giaï trë cuía âaûi læåüng S do q(z) gáy ra bàòng âæåìng aính hæåíng 
cuía noï. 
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Pi 
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 Xeït aính hæåíng cuía mäüt phán täú taíi troüng 
coï chiãöu daìi dz. Xem phán täú naìy nhæ mäüt læûc táûp 
trung våïi giaï trë q(z).dz. Goüi y laì tung âäü âæåìng 
aính hæåíng tæång æïng dæåïi phán täú taíi troüng 
q(z).dz. 
 Suy ra: dS = q(z).dz.y(z) 

 Suy ra: Sa-b = ∫
b

a

dzzqzy ).().(    

      Træåìng håüp taíi troüng phán bäú âãöu (q = const):
  Sa-b = b

aq ω.        
 b

aω laì diãûn têch pháön biãøu âäö âæåìng aính hæåíng bãn dæåïi taíi troüng phán bäú âãöu 
trãn âoaûn [ ]ba, . 
 * Chuï thêch: 
 - q coï giaï trë dæång khi noï cuìng chiãöu våïi læûc P =1 duìng âãø veî â.a.h.S 
 - Dáúu cuía b

aω  láúy theo dáúu cuía âæåìng aính hæåíng. 
 *Vê duû: Xaïc âënh Mk & Qk bàòng 
âæåìng aính hæåíng cuía noï. Hãû coï så âäö cho 
trãn hçnh (H.3.10e)  
 - Caïc â.a.h.Mk & â.a.h.Qk âæåüc veî 
trãn hçnh veî. 
 - Xaïc âënh Mk  

Mk = q.ϖ = ++
− )

2
4.1.()

2
2.1.( qq   

    )
2

2.1.(−
+ q  = 0 

- Xaïc âënh Qk: 
    Qk = +

−
+ )

2
2.5,0.()

2
2.5,0.( qq  

          0)
2

2.5,0.()
2

2.5,0.( =
−

++ qq  

III. Mämen táûp trung: 
 Giaí sæí trãn cäng trçnh chëu taïc duûng cuía 
mämen táûp trung M vaì âaûi læåüng nghiãn cæïu S coï 
âæåìng aính hæåíng âaî biãút (H.3.10f).  

Yãu cáöu: Xaïc âënh giaï trë cuía âaûi læåüng S do M 
gáy ra bàòng âæåìng aính hæåíng cuía noï. 
 Thay thãú M bàòng càûp ngáùu læûc P = )0( →∆

∆
z

z
M  

 Theo cäng thæïc cho træåìng håüp taíi táûp trung, ta coï: 
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 S = [ ] 





∆
−∆+

=−∆+
→∆→∆ z

zyzzyMzyPzzyP
zz

)()(lim)(.)(.lim
00

= M.y'(z) 

  S = M.tgα.    
 Træåìng håüp trãn cäng trçnh coï nhiãöu mämen táûp trung: M1, M2,....Mn. 
  S = ii

n

i
tgM α.

1=
Σ  

 * Chuï thêch: 
 - M láúy dáúu dæång khi coï chiãöu thuáûn chiãöu kim âäöng häö.     
 - tgα coï dáúu dæång khi âæåìng aính hæåíng âäöng biãún 
khi qua âiãøm âàût M. 
 - Nãúu âæåìng aính hæåíng coï âiãøm gaîy tæång æïng taûi 
âiãøm âàût mämen M (H.3.10g), âaûi læåüng S seî coï hai giaï trë 
tæång æïng bãn traïi vaì bãn phaíi âiãøm gaîy: 

 Str = M.tgαph
 ;     Sph = M.tgαtr

 

* Vê duû: Xaïc âënh Mk bàòng âæåìng aính hæåíng cuía noï. Hãû coï så âäö cho trãn hçnh 
(H.3.10.h) 

- Veî â.a.h.Mk nhæ trãn hçnh. 
- Xaïc âënh Mk: 
Mk do caí læûc táûp trung vaì mämen táûp 

trung taïc duûng. Taûi M, â.a.h.Mk bë gaîy khuïc 
nãn Mk seî coï hai giaï trë: 

phtr
k tgMyPM α.. += = 

        = 2.1 + (-3,2).(
2
1

− ) = 3,6(T.m)

 trph
k tgMyPM α.. += = 

         = 2.1 + (-3,2)(
2
1 ) = 0,4(T.m) 

 

§ 7. CAÏCH DUÌNG ÂÆÅÌNG AÍNH HÆÅÍNG ÂÃØ XAÏC ÂËNH 
VË TRÊ BÁÚT LÅÜI CUÍA ÂOAÌN TAÍI TROÜNG VAÌ GIAÏ TRË ÂÃØ 

TÊNH. 
. Baín cháút cuía baìi toaïn laì âi tçm cæûc trë cuía haìm S(z). Giaï trë låïn nháút trong säú 
caïc cæûc âaûi (hay nhoí nháút trong säú caïc cæûc tiãøu) laì giaï trë âãø tênh. Vë trê cuía âoaìn taíi 
troüng tæång æïng laì vë trê báút låüi nháút. 
 I. Âæåìng aính hæåíng coï daûng âæåìng cong trån tru mäüt dáúu: 
 Khi âoï phæång trçnh âæåìng aính hæåíng S vaì âaûo haìm cuía noï laì nhæîng haìm liãn 
tuûc. Do váûy, haìm S = f(z) biãøu thë sæû biãún thiãn cuía âaûi læåüng S theo vë trê cuía taíi troüng 
di âäüng vaì âaûo haìm cuía noï S’(z) cuîng seî liãn tuûc. Âäúi våïi loaûi baìi toaïn naìy, sau khi âaî 
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xaïc âënh âaûi læåüng S theo vë trê cuía taíi troüng di âäüng S(z), viãûc xaïc âënh vë trê báút låüi 
chênh laì âi giaíi baìi toaïn tçm cæûc trë cuía haìm säú thäng thæåìng. 
 II. Taíi troüng táûp trung trãn âæåìng aính hæåíng coï daûng âa giaïc mäüt dáúu: 
 ÅÍ âáy chè trçnh baìy cho træåìng håüp âæåìng aính hæåíng coï dáúu dæång. Træåìng håüp 
âæåìng aính hæåíng coï dáúu ám, caïch thæûc hiãûn tæång tæû. 
 Khi xaïc âënh vë trê báút låüi nháút cuía taíi troüng di âäüng âäúi våïi âæåìng aính hæåíng âa 
giaïc, coï thãø dæûa vaìo caïc tênh cháút sau: 
 * Tênh cháút 1: Vë trê báút låüi nháút chè coï thãø xaíy ra khi mäüt trong säú caïc taíi troüng 
táûp trung di âäüng trãn âæåìng aính hæåíng, truìng våïi mäüt âènh läöi naìo âoï cuía âæåìng aính 
hæåíng. 
 * Tênh cháút 2: Khi âaî coï mäüt taíi troüng táûp trung taûi mäüt âènh läöi cuía âæåìng aính 
hæåíng cuía âaûi læåüng S, muäún S âaût cæûc trë thç khi dåìi âoaìn taíi troüng sang traïi mäüt âoaûn 
∆z vaì sang phaíi mäüt âoaûn ∆z âiãöu kiãûn sau phaíi thoaí maîn: 
 
 
 
 
 

Trong âoï: 
- Ri laì håüp læûc cuía caïc taíi 

troüng åí âoaûn thàóng thæï i cuía âæåìng 
aính hæåíng 

- αi laì goïc nghiãng cuía âoaûn 
thàóng thæï i cuía âæåìng aính hæåíng; αi 
láúy dáúu dæång khi âæåìng aính hæåíng 
âäöng biãún.  
 Tæì caïc phán têch trãn, ta coï trçnh tæû xaïc âënh vë trê báút låüi nháút cuía âoaìn taíi troüng 
táûp trung trãn âæåìng aính hæåíng âa giaïc mäüt dáúu nhæ sau: 
 - Âàût mäüt taíi troüng táûp trung vaìo âènh läöi naìo âoï cuía âæåìng aính hæåíng 

 - Dëch chuyãøn âoaìn taíi troüng sang traïi mäüt âoaûn ∆z vaì tênh ∑
=

n

i
iitgR

1
α ; cuîng laìm 

tæång tæû nhæ váûy khi dëch chuyãøn âoaìn taíi troüng sang phaíi mäüt âoaûn ∆z. 
 - Kiãøm tra âiãöu kiãûn (*) sau hai láön dëch chuyãøn. Nãúu khäng thoaí maîn thç âáy 
khäng phaíi laì vë trê báút låüi nháút, nãúu thoaí maîn thç âáy coï khaí nàng laì vë trê báút låüi nháút, 
cáön phaíi tênh giaï trë cuía âaûi læåüng S taûi vê trê naìy. Caïch tênh âaî trçnh baìy trong muûc xaïc 
âënh âaûi læåüng S bàòng âæåìng aính hæåíng cuía noï.  

- Quaï trçnh làûp laûi nhæ váûy cho táút caí taíi troüng táûp trung vaì caïc âènh läöi cuía 
âæåìng aính hæåíng. Giaï trë låïn nháút trong säú caïc âaûi læåüng S tênh âæåüc laì giaï trë âãø tênh. 
Vë trê cuía âoaìn taíi troüng tæång æïng laì vë trê báút låüi nháút.  

∑
=

n

i
iitgR

1
α

> 
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* Vê duû: Tçm giaï trë âãø tênh cuía âaûi læåüng S coï â.a.h.S nhæ trãn hçnh (H.3.11c). 
Så âäö taíi di âäüng cho trãn hçnh (H.3.11b) 
 - Tênh tgα cuía caïc goïc nghiãng: 

9
4;

4
1

4
34;

4
3

321 −==
−

== ααα tgtgtg

1. Tênh thæí láön thæï nháút: 
 Choün taíi P = 9,5(T) âàût vaìo âènh läöi 
coï tung âäü y = 4 (H.3.11d) 
 + Cho âoaìn taíi troüng dëch chuyãøn 
vãö bãn traïi 1 âoaûn ∆z: 

∑
=

n

i
iitgR

1
α  =  

 = 3,5tgα1 + 9,5tgα2 + (3 + 7)tgα3 = 
  = 0

9
5)

9
4.(10

4
1.5,9

4
3.5,3 >=−++  

 + Cho âoaìn taíi troüng dëch chuyãøn 
vãö bãn phaíi 1 âoaûn ∆z: 

∑
=

n

i
iitgR

1
α = 3,5tgα2 + (9,5 + 10)tgα3 

    = 0
9
125,70)

9
4.(5,19

4
1.5,3 <−=−+  

 Nhæ váûy, âiãöu kiãûn (*) âæåüc thoaí maîn. Vë trê naìy cho ta mäüt cæûc âaûi. Tênh Smax 

  Smax = 3,5.3 + 9,5.4 + 278,58
9
4.7

9
20.3 =+  

 2. Tênh thæí láön thæï 2: 
 Âàût taíi troüng P = 3(T) vaìo âènh coï tung âäü y = 4 (H.3.11e). 
` + Cho âoaìn taíi troüng dëch chuyãøn vãö bãn traïi mäüt âoaûn ∆z: 

  ∑
=

n

i
iitgR

1
α = 9,5tgα1 + 3tgα2 + 7tgα3 = 

   = 0
9
875,42)

9
4.(7

4
1.3

4
3.5,9 >=−++  

` + Cho âoaìn taíi troüng dëch chuyãøn vãö bãn phaíi mäüt âoaûn ∆z: 

  ∑
=

n

i
iitgR

1
α = 3,5tgα1 + 9,5tgα2 + 10tgα3 = 

   = 0
9
5)

9
4.(10

4
1.5,9

4
3.5,3 >=−++  

 So saïnh våïi âiãöu kiãûn (*), vë trê naìy khäng täön taûi Smax 
Vãö màût nguyãn tàõc, do coï 4 læûc vaì 2 âènh läöi nãn cáön thæí âàût taíi 8 láön. Tuy 

nhiãn, coï thãø dæûa vaìo caïc nháûn xeït sau âãø loaûi båït nhæîng láön thæí khäng cáön thiãút: 
 - Trong 2 láön thæí trãn thç læûc táûp trung 3,5(T) & 9,5(T) cuîng âaî âæåüc âàût vaìo 
âènh läöi coï tung âäü y = 3. 

4m4m 4m 

4m 

3,0T

4m 4m 

3,5T 9,5T
H.3.11e

7,0T

4 20/93 4/9

H.3.11b

3,0T9,5T3,5T 7,0T
H.3.11d

4m 4m 9m

9,5T3,5T 3,0T 7,0T

4m 4m 4m 

α1 

α2 H.3.11c α3



 CÅ HOÜC KÃÚT CÁÚU 1 Page 95 

 - Nãúu tiãúp tuûc dëch chuyãøn âoaìn taíi trong sang bãn traïi hay bãn phaíi so våïi 2 láön 
thæí åí trãn thç taíi troüng seî væåüt ra ngoaìi âæåìng aính hæåíng hoàûc âi vaìo vuìng tung âäü beï 
nãn aính hæåíng seî giaím xuäúng. 
 Toïm laûi vë trê báút låüi cuía âoaìn taíi trong laì trãn hçnh (H.3.11d) vaì giaï trë âãø tênh 
laì Smax = 58,278. 
 III. Taíi troüng táûp trung trãn âæåìng aính hæåíng coï daûng tam giaïc: 
 Giaí sæí âæåìng aính hæåíng tam giaïc cho nhæ trãn hçnh (H.3.11f). Nhæ âaî biãút laì vë 
trê báút låüi cuía âoaìn taíi troüng chè xaíy ra khi coï mäüt læûc táûp trung naìo âoï âàût taûi âènh läöi. 
Goüi læûc táûp trung âàût taûi âènh tam giaïc laì Pth; håüp læûc cuía caïc læûc bãn traïi vaì bãn phaíi 
Pth laì Rtr vaì Rph. Láön læåüt cho âoaìn taíi troüng dëch chuyãøn vãö bãn traïi vaì bãn phaíi 1 âoaûn 
∆z. Âiãöu kiãûn (*) âæåüc viãút laûi: 
 
 
 
 
 Tæì hçnh veî thç tgα1 = c/a; tgα2 = -c/b. 
 Thay vaìo vaì biãún âäøi, ta âæåüc âiãöu kiãûn cáön vaì âuí âãø xáøy ra vë trê báút låüi cuía 
âoaìn taíi troüng: 
 - Khi dëch chuyãøn âoaìn taíi troüng vãö bãn traïi thç thoaí maîn âiãöu kiãûn (i) 
 - Khi dëch chuyãøn âoaìn taíi troüng vãö bãn phaíi thç thoaí maîn âiãöu kiãûn (ii) 
 
 
 
 
 

 * Coï thãø tçm vë trê báút låüi cuía 
âoaìn taíi troüng bàòng âäö giaíi nhæ sau: 
 Taûi âiãøm B trãn hçnh (H.3.11f) 
láön læåüt dæûng caïc veïc tå biãøu thë cho 
caïc læûc P1, P2 ....P6 theo thæï tæû tæì B âãún 
A trãn mäüt âæåìng thàóng báút kyì khäng 
truìng våïi âæåìng chuáøn. Goüi E laì muït 
cuäúi cuìng. Näúi AE vaì tæì D keí âæåìng 
thàóng song song våïi AE càõt BE taûi F. 
Âiãøm F thuäüc veïc tå biãøu thë læûc naìo 
thç læûc âoï laì Pth cáön âàût åí âènh tam giaïc 
âãø coï vë trê báút låüi. 
 Tháût váûy, tæì caïc quan hãû tyí lãû 
cuía caïc âoaûn bë chàõn trãn hçnh veî, ta 
deî daìng tháúy âæåüc âiãöu kiãûn (i) vaì (ii). 

21 .).( αα tgRtgPR phthtr ++
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*Chuï thêch: 
- Caïch thæûc hiãûn trãn chè âuïng khi táút caí caïc taíi troüng thuäüc phaûm vë âæåìng aính 

hæåíng. 
- Nãúu chiãöu daìi âoaìn taíi troüng væåüt ra ngoaìi phaûm vi âæåìng aính hæåíng thç cáön 

phaíi tênh thæí nhiãöu láön våïi caïc læûc Pth khaïc nhau. Luïc naìy coï thãø täön taûi nhiãöu Pth nãn 
cuîng coï thãø coï nhiãöu Smax. Giaï trë âãø tênh laì maxSmax. 

- Khi sæí duûng phæång phaïp âäö giaíi, nãúu âiãøm F thuäüc ranh giåïi cuía hai læûc thç 
caí hai læûc âoï âãöu coï thãø laì Pth. 
 IV. Taíi troüng phán bäú âãöu trãn âæåìng aính hæåíng âån trë báút kyì: 
 1. Chiãöu daìi taíi troüng låïn hån chiãöu daìi âæåìng aính hæåíng: (H.3.11g) 
  Smax = q.ω; ω laì diãûn têch toaìn bäü âæåìng aính hæåíng. 
 
 
  
 
 
  
 
 

2. Chiãöu daìi taíi troüng beï hån chiãöu daìi âæåìng aính hæåíng: (H.3.11h) 
 Trong træåìng håüp naìy, vë trê báút låüi nháút cuía âoaìn taíi troüng chè xaíy ra khi tung 
âäü âæåìng aính hæåíng taûi âáöu traïi vaì âáöu phaíi cuía âoaìn taíi troüng bàòng nhau. 
 Cm: Âaûi læåüng S tæång æïng våïi vë trê z cuía âoaìn taíi troüng: 
  S = q. z

cz−ω  

 Âãø S âaût cæûc trë thç 0. ==
dz
dq

dz
dS ω  , tæïc laì 0=

dz
dω . 

 Theo hçnh veî (H.3.11h) thç dω = yph.dz - ytr.dz = dz.(yph - ytr) 

 Âãø dω = 0 thç yph = ytr (âccm). 
*  Chuï yï: 
Nãúu âæåìng aính hæåíng coï 2 dáúu thç phaíi âàût riãng cho tæìng pháön coï âáúu dæång 

hoàûc dáúu ám âãø tênh Smax, Smin. 
 Vê duû: Tçm Mmax, Mmin taûi màût càõt k cuía dáöm coï muït thæìa trãn hçnh (H.3.11i). 
Biãút taíi troüng di âäüng phán bäú âãöu coï chiãöu daìi d = 1,6m vaì cæåìng âäü q = 1,2(T/m). 
 Veî â.a.h.Mk 

a. Tçm Mmin: cáön âàût q vaìo miãön â.a.h.Mk mang dáúu ám. Dãù tháúy miãön bãn traïi 
cho Mmin vaì vë trê báút låüi nháút khi q åí saït muït thæìa. 

Mmin = q. 6,1
oω  = ).(44,1)6,1.

2
25,025,1.(2,1 mT−=

+
−  

 b. Tçm Mmax:  
Âàût q vaìo miãön â.a.h.Mk mang dáúu dæång. Cáön xaïc âënh z âãø ytr = yph 

q 

â.a.h.Sω
H.311g 

q 

H.311h 

c
z

dz dz 
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 Tæì caïc tam giaïc âäöng daûng, ta coï: 

5,2
4

9375,0
;

5,19375,0
dzyzy phtr −−

==  

 Thay ytr = yph vaìo, suy ra:  
4z = 1,5(4 - d) 

Giaíi ra z = 0,9. Suy ra:  

ytr = yph = 0,9375. =
5,1
z 0,5625. 

Tæì âáy tênh âæåüc: 
Mmax = q. 5,2

9,0ω  





 +

+
+

= 1).
2

9375,05625,0(6,0).
2

9375,05625,0(.2,1

             = 1,44(T.m) 
      V. Khaïi niãûm vãö taíi troüng tæång âæång: 

Khi thiãút kãú kãút cáúu chëu taíi troüng di 
âäüng, ta thæåìng làûp laûi nhiãöu láön viãûc tçm vë trê báút låüi vaì giaï trë âãø tênh cuía mäüt âoaìn 
taíi troüng tiãu chuáøn naìo âoï trãn mäüt säú daûng âæåìng aính hæåíng coï hçnh daûng giäúng 
nhau song chè khaïc vãö âäü låïn. Âãø cho viãûc tênh toaïn âæåüc thuáûn låüi ngæåìi ta tçm caïch 
thay thãú caïc âoaìn taíi troüng tiãu chuáøn bàòng taíi troüng phán bäú âãöu coï chiãöu daìi phuí kên 
âæåìng aính hæåíng, coï cæåìng âäü qtâ âãø sao cho âaûi læåüng S do qtd gáy ra âuïng bàòng giaï 
trë âãø tênh cuía âaûi læåüng S do taíi troüng tiãu chuáøn âàût åí vë trê báút låüi nháút. Taíi troüng 
phán bäú âãöu nhæ váy goüi laì taíi troüng tæång âæång. 

Váûy taíi troüng tæång âæång laì taíi troüng phán bäú âãöu phuí kên chiãöu daìi âàût taíi 
cuía âæåìng aính hæåíng vaì sinh ra giaï trë cuía âaûi læåüng S chênh laì giaï trë âãø tênh cuía âaûi 
læåüng S do âoaìn taíi troüng tiãu chuáøn âæåüc thay thãú  âàût åí vë trê báút låüi nháút gáy ra. 

Tæì âay suy ra Stênh = ω.qtâ. 
Màûc khaïc, khi phán têch ngæåìi ta nháûn tháúy, taíi troüng tæång âæång chè phuû 

thuäüc vaìo chiãöu daìi, hçnh daûng cuía âæåìng aính hæåíng maì khäng phuû thuäüc vaìo âäü låïn 
tung âäü âæåìng aính hæåíng. 

Do váûy, våïi mäùi loaûi taíi troüng tiãu chuáøn, våïi mäùi chiãöu daìi vaì daûng âæåìng aính 

hæåíng, ngæåìi ta âaî tçm ra âæåüc mäüt Stênh, tiãúp âoï tênh âæåüc qtâ = 
ω
tinhS , vaì táûp håüp sà ôn 

caïc qtâ vaìo trong mäüt baíng tra. Khi tênh toaïn ta chè cáön thæûc hiãûn: 
- Càn cæï vaìo taíi troüng vaì daûng âæåìng aính hæåíng âang xeït, tçm baíng taíi troüng 

tæång âæång tæång æïng. 
- Càn cæï vaìo chiãöu daìi âæåìng aính hæåíng âang xeït, tra tçm qtâ. 
- Tênh Stênh = ω.qtâ. 
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ds 

ds+εds 
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CHÆÅNG 4  
  XAÏC ÂËNH CUYÃØN VË TRONG HÃÛ THANH PHÀÓNG ÂAÌN HÄÖI 

TUYÃÚN TÊNH. 
 § 1. KHAÏI NIÃÛM VÃÖ BIÃÚN DAÛNG & CHUYÃØN VË. 

 I. Biãún daûng: 
1. Khaïi niãûm: Biãún daûng laì sæû thay âäøi hçnh daûng cuía phán täú dæåïi taïc duûng 

cuía caïc nguyãn nhán nhæ taíi troüng, biãún thiãn nhiãût âäü, chuyãøn vë cæåîng bæïc cuía caïc 
gäúi tæûa... 

2. Caïc thaình pháön biãún daûng: 
Biãún daûng cuía mäüt phán täú thanh trong hãû thanh phàóng coï chiãöu daìi ds gäöm 3 

thaình pháön: 
- Biãún daûng goïc xoay ψds: laì goïc xoay tæång âäúi giæîa 2 tiãút diãûn åí 2 âáöu phán 

täú (H.4.1.a); ψ laì goïc xoay tyí âäúi. 
- Biãún daûng doüc truûc εds: laì khoaíng co daîn giæîa 2 tiãút diãûn åí hai âáöu phán täú 

theo phæång doüc truûc thanh (H.4.1.b); ε laì biãún daûng doüc truûc tyí âäúi. 
- Biãún daûng træåüt γds: laì âäü træåüt tæång âäúi giæîa 2 tiãút diãûn åí 2 âáöu phán täú 

(H.4.1.c); γ laì goïc træåüt tyí âäúi. 
 
 
 
 
 
 
  
 
* Chuï yï: Quy æåïc chiãöu dæång cuía biãún daûng tæång æïng våïi chiãöu trãn hçnh veî. 
II. Chuyãøn vë: 
1. Khaïi niãûm: Chuyãøn vë laì sæû thay âäøi vë trê cuía tiãút diãûn dæåïi taïc duûng cuía caïc 

nguyãn nhán nhæ taíi troüng, biãún thiãn nhiãût âäü, chuyãøn vë cæåîng bæïc cuía caïc gäúi tæûa... 
Khi hãû biãún daûng, háöu hãút caïc tiãút diãûn âãöu coï vë trê måïi. Nhæ váûy, coï thãø noïi 

chuyãøn vë laì hãû quaí cuía sæû biãún daûng. 
Taûi 1 tiãút diãûn cuía hãû coï thãø coï 1 trong 3 khaí nàng sau: 
- Coï biãún daûng nhæng khäng coï chuyãøn vë. Vê duû 

tiãút diãûn 1 trãn hçnh (H.4.2) 
- Coï biãún daûng vaì chuyãøn vë. Vê duû tiãút diãûn 2 trãn 

hçnh (H.4.2) 
- Coï chuyãøn vë nhæng khäng coï biãún daûng. Vê duû 

tiãút diãûn 3 trãn hçnh (H.4.2) 
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2. Caïc thaình pháön chuyãøn vë: 
Taûi mäüt tiãút diãûn báút kyì coï thãø coï 3 thaình pháön chuyãøn vë: 2 chuyãøn vë thàóng 

theo hai phæång khaïc nhau vaì mäüt chuyãøn vë 
goïc xoay. 

Tháût váûy, trong hãû truûc Oxy, xeït 1 tiãút 
diãûn k (H.4.3) âæåüc xaïc âënh båíi caïc toüa âäü 
(xk, yk, αk). Sau khi hãû bë biãún daûng, tiãút diãûn 
k coï vë trê måïi laì k’ âæåüc xaïc âënh båíi caïc toüa 
âäü ( ''' ,, kkk yx α ).  

Nhæ váûy chuyãøn vë taûi tiãút diãûn k gäöm 
ba thaình pháön: 

+ Chuyãøn vë thàóng theo phæång x: ∆x = kk xx −'  
+ Chuyãøn vë thàóng theo phæång y: ∆y = kk yy −'  
+ Chuyãøn vë goïc xoay: ∆α = kk αα −'  
3. Kyï hiãûu chuyãøn vë: 
Thæåìng âæåüc kyï hiãûu bàòng chæî ∆ vaì keìm theo hai chè säú: chè säú thæï nháút chè vë 

trê vaì phæång cuía chuyãøn vë; chè säú thæï hai chè nguyãn nhán gáy ra chuyãøn vë. 
∆km âoüc laì chuyãøn vë tæång æïng våïi vë trê vaì phæång k do nguyãn nhán m gáy ra. 
Khi nguyãn nhán m gáy ra chuyãøn vë bàòng âån vë thç goüi laì chuyãøn vë âån vë. 

Khi âoï ∆ âæåüc thay bàòng δ. δkm âoüc laì chuyãøn vë tæång æïng våïi vë trê vaì phæång k do 
nguyãn nhán m bàòng âån vë gáy ra. 

 

 § 2. CÄNG CUÍA NGOAÛI LÆÛC & BIÃØU THÆÏC CÄNG. 
I. Nguyãn lyï baío toaìn nàng læåüng: 
Xeït 1 thanh chëu keïo âuïng tám nhæ trãn hçnh veî (H.4.4.a). 

Tàng dáön taíi troüng gáy keïo bàòng caïch thãm dáön caïc taíi troüng vä cuìng 
beï dP (âãø khäng gáy ra læûc quaïn tênh). Quan saït ta nháûn tháúy: 

- Thanh bë keïo daîn ra, tæïc laì thãú nàng cuía ngoaûi læûc UP giaím 
xuäúng. Vaì biãún daûng trong hãû tàng lãn, tæïc laì thãú nàng biãún daûng âaìn 
häöi U trong thanh tàng lãn. 

- Quan hãû giæîa læûc taïc duûng vaì biãún daûng laì tuyãún tênh, tæïc laì 
tuán theo giaí thiãút 1 (H.4.4.b). 

Theo nguyãn lyï baío toaìn nàng læåüng, âäöng thåìi boí qua aính 
hæåíng cuía pháön nàng læåüng do caïc hiãûn tæåüng tæì, nhiãût, âiãûn... thç 
UP = U. Nghéa laì: Thãú nàng cuía ngoaûi læûc UP chuyãøn hoïa thaình 
thãú nàng biãún daûng U têch luyî trong hãû nãúu sæû biãún daûng khäng 
laìm phaï våî sæû cán bàòng cuía hãû. 

Màûc khaïc, nàng læåüng âæåüc âo bàòng cäng: 

dP 

H.4.4.a 

∆

P

O
H.4.4.b 

x

y

O

xk

x'k 

∆α 

αk 

α'k 

H.4.3 

k’k

y k
 

y’ k
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+ UP = T: cäng cuía ngoaûi læûc âæåüc sinh ra trãn chuyãøn vë cuía âiãøm âàût ngoaûi 
læûc. Cäng T > 0 vç chuyãøn vë cuìng chiãöu våïi âiãøm âàût læûc P. 

+ U = A*: cäng cuía näüi læûc âæåüc sinh ra trãn nhæîng biãún daûng âaìn häöi trong hãû. 
A* < 0 vç näüi læûc coï xu hæåïng ngàn caín biãún daûng trong hãû. 

Tæì UP = U. Suy ra    T = -A* = U (4 - 1) 
Nhæ váûy: vãö trë säú, thãú nàng biãún daûng âaìn häöi têch luyî trong hãû bàòng cäng T 

cuía ngoaûi læûc gáy ra biãún daûng hay bàòng cäng A* cuía näüi læûc sinh ra trãn nhæîng biãún 
daûng âaìn häöi nhæng traïi dáúu. 

II. Cäng cuía ngoaûi læûc (T): 
Cäng laì têch säú cuía læûc våïi trë säú chuyãøn vë cuía âiãøm âàût læûc theo phæång læûc taïc 

duûng. 
Nhæ âaî noïi åí trãn, quan hãû giæîa læûc taïc duûng vaì 

chuyãøn laì tuyãún tênh (H.4.5). Xeït åí thåìi âiãøm læûc taïc duûng P 
= X vaì chuyãøn vë ∆ = δ, tàng thãm taíi troüng taïc duûng dP laìm 
cho chuyãøn vë tàng thãm mäüt læåüng dδ. Læûc X seî sinh mäüt 
cäng phán täú: 

dT = X.dδ 

 Suy ra T = ∫
∆

0

. δdX  = ∆..
2
1 P (chênh laì diãûn têch tam giaïc OAB) 

 Trong træåìng håüp coï nhiãöu læûc taïc duûng P1, P2,..., Pn. Nãúu goüi ∆1, ∆2,..., ∆n laì 
chuyãøn vë cuäúi cuìng tæång æïng theo phæång P1, P2,..., Pn do caïc læûc âoï âäöng thåìi taïc 
duûng gáy ra thç: 

  T = ∑
=

∆
n

i
iiP

1
.

2
1  (4 - 2) 

 Nhæ váûy: Trong hãû âaìn häöi tuyãún tênh, cäng cuía caïc ngoaûi læûc táûp trung âäöng 
thåìi taïc duûng ténh bàòng mäüt næîa täøng caïc têch säú cuía caïc ngoaûi læûc våïi giaï trë cuía 
chuyãøn vë cuäúi cuìng tæång æïng. 

 
 
 
 
 
* Chuï yï: 
- Cäng täøng cäüng khäng phuû thuäüc vaìo thæï tæû taïc duûng cuía ngoaûi læûc. 
- Cäng cuía ngoaûi læûc khäng tuán theo nguyãn lyï cäüng taïc duûng. 
 

 
 
 

H.4.5
O

∆

P A

B

X

δ

P1 P2 
M

∆ 1 ∆ 2 
ϕ

H.4.6 

T = )...(
2
1

2211 ϕMPP +∆+∆  
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§ 3. CÄNG CUÍA NÄÜI LÆÛC - THÃÚ NÀNG CUÍA HÃÛ THANH. 
  

I. Cäng cuía näüi læûc (A*): laì cäng cuía caïc näüi læûc sinh ra trãn nhæîng biãún daûng 
âaìn häöi cuía hãû.  

Taïch ra khoíi hãû mäüt phán täú thanh coï chiãöu daìi ds (H.4.7.a). Læûc taïc duûng lãn 
phán täú gäöm: 

+ Ngoaûi læûc: q(z) âæåüc quy vãö thaình læûc táûp trung q(z).ds 
+ Näüi læûc: åí âáöu traïi laì (M, Q, N); åí âáöu phaíi laì (M + dM, Q + dQ, N + dN). 

Giaí thiãút chiãöu dæång cuía chuïng nhæ trãn hçnh veî. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
* Caïc nháûn xeït: 
- Do xeït cán bàòng riãng cho phán täú nãn coï thãø xem M, Q, N, M + dM, Q + dQ, 

N + dN laì caïc ngoaûi læûc. Vç thãú, coï thãø sæí duûng biãøu thæïc cäng cuía ngoaûi læûc âãø xaïc 
âënh, sau âoï suy ra cäng cuía näüi læûc theo mäúi quan hãû: A* = -T 

- Vç chè phán têch cho mäüt phán täú thanh nãn cäng âæåüc goüi laì cäng phán täú. 
Khi âoï ta thay A* = dA*, T = dT. Suy ra dA* = -dT. 

- Phán täú ds coï chiãöu daìi laì ráút beï nãn cho pheïp boí qua caïc âaûi læåüng vä cuìng beï 
q(z).ds, dM, dQ, dN khi tênh cäng (H.4.7.b). 

- Caïc læûc M, Q, N sinh cäng trãn nhæîng biãún daûng âäüc láûp nãn cho pheïp tênh 
cäng riãng reî do tæìng thaình pháön räöi cäüng kãút quaí laûi våïi nhau. 

II. Xaïc âënh caïc thaình pháön biãún daûng: 

- Thaình pháön biãún daûng goïc xoay ψds (H.4.8.a): 

ds 

H.4.8.a 

Oψ ds
 

ds + εds

H.4.8.b

ds 

H.4.8.c

2
dstbγ

2
dstbγ

ds 

ρψ ds 
 

M M N N
QQ

tbγ

tbγ

ψ ds 
 

H.4.7.a

ds 

N

Q

M 

q(z) 
q(z).dz 

Q + dQ

N + dN 

M + dM 

ds 
Q

H.4.7.b

M

Q

M

N⇒ N
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Theo SBVL   ψ = 
JE

M
.

1
=

ρ
 

- Thaình pháön biãún daûng doüc truûc εds (H.4.8.b): 

Theo SBVL  ε = 
FE

N
.

 

- Thaình pháön biãún daûng træåüt γtbds (H.4.8.c): 
Theo SBVL  γtb = 

FG
Q
.

.υ  

Våïi υ laì hãû säú kãø âãún sæû phán bäú khäng âãöu cuía æïng suáút tiãúp. Hãû säú υ chè phuû 
thuäüc vaìo hçnh daûng cuía tiãút diãûn: tiãút diãûn hçnh chæî nháût (υ = 1,2), tiãút diãûn hçnh troìn 
(υ = 1,18), tiãút diãûn hçnh vaình khàn (υ = 2)... 

III. Biãøu thæïc cäng cuía näüi læûc: 

- Do mämen M gáy ra: dTM = 
JE
dsMdsMdsMdsM
..2
.

2
..

2
..

2
..

2
1 2

==





 +

ψψψ  

 - Do læûc doüc N gáy ra: dTN = 
FE
dsNdsNdsNdsN
..2
.

2
..

2
..

2
...

2
1 2

==





 +

εεε  

 - Do læûc càõt Q gáy ra: dTQ = 
FG
dsQdsQds

Q
ds

Q tbtbtb

..2
..

2
..

2
.

.
2
.

..
2
1 2

υ
γγγ

==





 +  

Suy ra  dT = dTM + dTN + dTQ = 
FG
dsQ

FE
dsN

JE
dsM

..2
..

..2
.

..2
. 222

υ++  

Suy ra  dA*
 = -dT = - 








++

FG
dsQ

FE
dsN

JE
dsM

..2
..

..2
.

..2
. 222

υ  

 A* = ∫ ∑∫∑∫∑∫ 







++−=

FG
dsQ

FE
dsN

JE
dsMdA

..2
..

..2
.

..2
. 222

* υ  

ÅÍ âáy dáúu ∑ laì láúy täøng trãn caïc âoaûn thanh sao cho caïc biãøu thæïc dæåïi dáúu têch 
phán laì liãn tuûc vãö màût toaïn hoüc. 

IV. Thãú nàng cuía hãû thanh: 
Tæì biãøu thæïc (4 - 1), suy ra biãøu thæïc thãú nàng âaìn häöi cuía hãû thanh: 

U = - A* = ∑∫∑∫∑∫ ++
FG
dsQ

FE
dsN

JE
dsM

..2
..

..2
.

..2
. 222

υ  (4 - 3) 

*Caïc chuï yï: 
- Thãú nàng cuía hãû luän dæång. 
- Biãøu thæïc thãú nàng (4 - 3) chè aïp duûng cho hãû gäöm 

nhæîng thanh thàóng hoàûc cong våïi âäü cong beï (
5
1

≤
r
h ) (H.4.9). 

 
 
 
 
 

r

O
H.4.9 

h 
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§ 4. VÁÛN DUÛNG BIÃØU THÆÏC THÃÚ NÀNG ÂÃØ XAÏC ÂËNH 
CHUYÃØN VË. 

 
I. Caïch têch træûc tiãúp tæì biãøu thæïc thãú nàng: 
Caïch naìy chè aïp duûng khi trãn hãû chè coï mäüt læûc táûp trung vaì cáön tçm chuyãøn vë 

tæång æïng våïi vë trê vaì phæång cuía læûc âoï. 
Tæì U = T = ∆..

2
1 P . Suy ra  ∆ = 

P
U.2   

Váûy ∆ = 







++ ∑∫∑∫∑∫ FG

dsQ
FE
dsN

JE
dsM

P ..2
..

..2
.

..2
..2 222

υ  (4 - 4) 

Vê duû: Xaïc âënh chuyãøn vë thàóng âæïng taûi A. Cho biãút E.J = const. Boí qua aính 
hæåíng cuía læûc doüc vaì læûc càõt.(H.4.10) 

Biãøu thæïc mämen uäún doüc truûc thanh:  
M(z) = -P.z 

Thay vaìo: ∆ = 
JE

lP
JE

dzzP
P

l

o ..3
.

..2
.).(.2 32

=
−

∫  

II. Caïch xaïc âënh theo âënh lyï Castigliano: 
Phaït biãøu âënh lyï: Âaûo haìm riãng thãú nàng biãún daûng âaìn häöi theo læûc Pk naìo âoï 

seî bàòng chuyãøn vë tæång æïng våïi phæång vaì vë trê cuía læûc Pk âoï. 
  ∆k = 

kP
U

∂
∂  

Thay biãøu thæïc (4 -3) vaìo 

∆k = 







++

∂
∂ ∑∫∑∫∑∫ FG

dsQ
FE
dsN

JE
dsM

P
U

k ..2
..

..2
.

..2
. 222

υ  

∆k = 







∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂ ∑∫∑∫∑∫ ds

P
Q

FG
Qds

P
N

FE
Nds

P
M

JE
M

kkk

.
.

..
.

.
.

υ  (4 - 5) 

Xeït tråí laûi vê duû trãn 

∆k = 
JE

lPdzz
JE
zPds

P
M

JE
M l

k ..3
.).(

.
).(.

.

3

0

=−
−

=
∂
∂

∫∫  > 0 

* Chuï yï: 
- Nãúu ∆k > 0 thç chuyãøn vë cuìng chiãöu våïi Pk  vaì ngæåüc laûi 
- Nãúu taíi troüng taïc duûng laì phán bäú coï thãø thay thãø bàòng nhiãöu læûc táûp trung âãø 

tênh. 
- Træåìng håüp Pk laì mämen táûp trung thç chuyãøn vë tæång æïng laì goïc xoay. 
- Nãúu cáön tçm chuyãøn vë taûi vë trê vaì theo phæång báút kyì thç coï thãø âàût thãm læûc 

Pk tæång æïng våïi vë trê vaì phæång cáön tçm chuyãøn vë. Sau khi xaïc âënh âæåüc ∆k, cho Pk 
= 0 seî âæåüc kãút quaí cáön tçm. 

 

H.4.10

A B

P

z 
l 
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 § 5. CÄNG KHAÍ DÉ CUÍA NÄÜI LÆÛC VAÌ NGOAÛI LÆÛC - 
CAÏC BIÃØU THÆÏC CÄNG KHAÍ DÉ 

 

I. Cäng khaí dé: 
1. Âënh nghéa: Cäng khaí dé (coìn goüi laì cäng aío) laì cäng sinh ra båíi caïc læûc trãn 

nhæîng biãún daûng vaì chuyãøn vë vä cuìng beï do nhæîng nguyãn nháút báút kyì naìo âoï sinh ra. 
Caïc chuyãøn vë vaì biãún daûng vä cuìng beï âæåüc goüi laì chuyãøn vë khaí dé vaì biãún 

daûng khaí dé. 
2. So saïnh cäng thæûc vaì cäng khaí dé: 
Cäng thæûc: Nguyãn nhán gáy ra chuyãøn vë vaì biãún daûng chênh laì caïc læûc sinh 

cäng gáy ra. 
Cäng aío: Nguyãn nhán gáy ra chuyãøn vë vaì biãún daûng laì báút kyì vaì coï thãø laì taíi 

troüng hay biãún thiãn nhiãût âäü hay chuyãøn vë cæåîng bæïc cuía caïc gäúi tæûa... 
Vê duû minh hoüa: 
Xeït mäüt hãû âaìn häöi åí 

hai traûng thaïi: 
- Traûng thaïi thæï nháút 

chëu læûc Pk goüi laì traûng thaïi 
“k” (H.4.11.a). 

- Traûng thaïi thæï hai 
chëu caïc nguyãn nhán báút kyì 
goüi laì traûng thaïi “m” 
(H.4.11.b). 

Goüi ∆km laì chuyãøn vë khaí dé tæång æïng våïi læûc Pk trãn hãû åí traûng thaïi “m”. 
Theo âënh nghéa thç têch säú Pk. ∆km laì cäng khaí dé cuía læûc Pk trãn chuyãøn vë khaí 

dé tæång æïng åí traûng thaïi “m”. Kyï hiãûu: Tkm. 
Váûy  Tkm = Pk.∆km 
II. Cäng khaí dé cuía ngoaûi læûc (Tkm): 
Tæì vê duû minh hoüa åí trãn, coï thãø âënh nghéa cäng khaí dé cuía ngoaûi læûc nhæ sau: 
Cäng khaí dé cuía caïc ngoaûi læûc åí traûng thaïi “k” trãn nhæîng chuyãøn vë khaí dé åí 

traûng thaïi “m” bàòng täøng caïc têch säú giæîa caïc læûc taïc duûng åí traûng thaïi “k” våïi nhæîng 
chuyãøn vë khaí dé tæång æïng åí traûng thaïi “m”. 

Tkm = ∑ ∆
i

ikmikP .  (4 - 6) 

 III. Cäng khaí dé cuía näüi læûc 
( *

kmA ): 
 Taïch riãng mäüt phán täú thanh 
cuía hãû åí hai traûng thaïi “k”, “m”. 
 - ÅÍ traûng thaïi “k”: chè quan tám 

Pk 

Pm 

Z t2m 

t1m 

 

"k" 

"m" 
∆km

H.4.11.b 

H.4.11.a  

ds 

H.4.12.a
Mk 

Nk 
Qk Qk 

Nk 
Mk 
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caïc thanh pháön Mk, Nk, Qk åí hai âáöu phán täú vaì xem laì caïc ngoaûi læûc nhæ trong træåìng 
håüp cäng cuía näüi læûc (H.4.12.a). 
 - ÅÍ traûng thaïi “m”: Chè quan tám caïc thaình pháön biãún daûng nhæ sau: 
 Ä Caïc thaình pháön biãún daûng ψm, εm, γtbm do caïc näüi læûc Mm, Nm, Qm gáy ra. 

Tæång tæû træåìng håüp cäng cuía näüi læûc: ψm = 
JE

M m

.
; εm = 

FE
Nm

.
; γmtb = 

FG
Qm

.
.υ  

ÄCaïc thaình pháön biãún daûng do sæû biãún thiãn nhiãût âäü gáy ra (H.4.13.a&b) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Goüi t2m, t1m laì sæû biãún thiãn nhiãût âäü cuía thåï dæåïi vaì thåï trãn cuía phán täú. Cho 

ràòng sæû biãún thiãn nhiãût âäü doüc theo chiãöu cao cuía phán täú tuán theo quy luáût âæåìng 
thàóng (báûc nháút). Biãún thiãn nhiãût âäü doüc truûc thanh (H.4.13.a): 

 tcm = 
ba

btat mm

+
+ .. 21  

Nãúu tiãút diãûn laì hçnh chæî nháût, tæïc laì a = b = 
2
h  thç  

tcm = 
2

21 mm tt +  

 Giaí sæí t2m > t1m > 0 vaì tiãút diãûn åí âáöu 1-1 cuía phán täú laì cäú âënh. Goüi α laì hãû säú 
daîn nåí vç nhiãût. Luïc naìy phán täú seî coï hai thaình pháön biãún daûng (H.4.13.b): 
 + Biãún daûng doüc truûc: εtm.ds = α.tcm.ds 
 + Biãún daûng goïc xoay giæîa hai tiãút diãûn åí hai âáöu phán täú:  

  ψtm.ds = dstt
hh

dstdst
mm

mm )..(
....

12
12 −=

− ααα  

ds 

H.4.12.b

Oψmds 
 

ds + εmds 

H.4.12.c

ds 

H.4.12.d

2
dstbmγ

2
dstbmγ

ds 

ρ
2
dsmψ

Mm Mm
Nm Nm 

QmQm

2
dsmψ  γtbm 

γtbm 

ds 

t1m 
 

t2m 

tcm b

a 
 

h 
 

H.4.13.a 

1 2

1 2 αt2mds 
 

αtcmds 
m 

αt1mds 
 3

3

ψtmds 

H.4.13.b
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 Váûy cäng khaí dé cuía näüi læûc cuía mäüt phán täú ds åí traûng thaïi “k” trãn caïc biãún 
daûng khaí dé åí traûng thaïi “m”: 

  dTkm = ++++ dsNdsNdsMdsM mkmkmkmk ...
2
1...

2
1...

2
1...

2
1 εεψψ  

   dsNdsMdsQdsQ tmktmktbmktbmk .......
2
1...

2
1 εψγγ ++++  

Hay  dTkm = +++ dsQdsNdsM tbmkmkmk ......
2
1 γεψ dsNdsM tmktmk .... εψ +  

Thay táút caí caïc biãún daûng âaî tênh âæåüc vaìo: 

dTkm = +++ dsQmQ
FG

dsNN
FE

dsMM
JE kmkmk ...

.
...

.
1...

.
1 υ  

     dstNdstt
h

M cmkmmk ...).(. 12 αα
+−+  

 Suy ra *
kmdA = -dTkm = +++− dsQQ

FG
dsNN

FE
dsMM

JE mkmkmk ...
.

...
.
1...

.
1[ υ  

]...).(. 12 dstNdstt
h

M cmkmmk αα
+−+  

Suy ra *
kmA = ∫ *

kmdA = +++− ∑∫∑∫∑∫ ds
FG
QQds

FE
NNds

JE
MM mkmkmk

.

.
.
.

.
.

[ υ  

   ].)( 12 ∑∫∑∫ +−+ dsNtdsMtt
h kcmkmm αα   (4 - 7) 

IV. Nguyãn lyï cäng khaí dé aïp duûng cho hãû âaìn häöi (S. D. Poisson 1833): 
1. Nguyãn lyï cäng khaí dé cho váût ràõn: Nãúu mäüt hãû cháút âiãøm naìo âoï cuía váût 

ràõn cán bàòng dæåïi taïc duûng cuía caïc læûc thç täøng cäng khaí dé cuía caïc læûc trãn nhæîng 
chuyãøn vë khaí dé tæång æïng bàòng khäng 

 Tkm = 0 
2. Nguyãn lyï cäng khaí dé cho hãû âaìn häöi: 
Nãúu mäüt hãû biãún daûng âaìn häöi cä láûp cán bàòng dæåïi taïc duûng cuía caïc læûc thç 

täøng cäng khaí dé cuía caïc ngoaûi læûc Tkm trãn nhæîng chuyãøn vë khaí dé tæång æïng vaì cäng 
khaí dé cuía näüi læûc *

kmA  trãn nhæîng biãún daûng âaìn häöi khaí dé tæång æïng phaíi bàòng khäng 
Tkm + *

kmA  = 0 

 Hay =∆∑
i

ikmikP . +++ ∑∫∑∫∑∫ ds
FG
QQds

FE
NNds

JE
MM mkmkmk

.

.
.
.

.
.

υ  

       ∑∫∑∫ +−+ dsNtdsMtt
h kcmkmm .)( 12 αα   (4 - 8) 

 

§ 6. CAÏC ÂËNH LYÏ TÆÅNG HÄÙ TRONG HÃÛ ÂAÌN HÄÖI 
 
I. Âënh lyï tæång häù vãö cäng khaí dé cuía ngoaûi læûc (Âënh lyï E.Betti 1872): 
Xeït mäüt hãû âaìn häöi tuyãún tênh åí hai traûng thaïi: 
- Traûng thaïi “m”: chëu caïc læûc taïc duûng Pim (i = 1... n) 
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- Traûng thaïi “k”: chëu caïc læûc taïc duûng Pjk (j = 1...p) 
Theo biãøu thæïc (4 - 8): 
- Cäng khaí dé cuía læûc åí traûng thaïi “m” trãn nhæîng chuyãøn vë khaí dé tæång æïng åí 

traûng thaïi “k”: 

Tmk = =∆∑
=

n

i
imkimP

1
. ∑∫∑∫∑∫ ++ ds

FG
QQds

FE
NNds

JE
MM kmkmkm

.
.

.
.

.

.
υ  

- Cäng khaí dé cuía hãû åí traûng thaïi “k” trãn nhæîng chuyãøn vë khaí déa tæång æïng åí 
traûng thaïi “m”: 

Tkm =  =∆∑
=

p

j
ikmikP

1
. ∑∫∑∫∑∫ ++ ds

FG
QQds

FE
NNds

JE
MM mkmkmk

.

.
.
.

.
.

υ  

Suy ra  Tkm = Tmk (4 - 9) 
* Phaït biãøu:Trong hãû âaìn häöi tuyãún tênh, cäng khaí dé cuía ngoaûi læûc åí traûng thaïi 

“k” trãn nhæîng chuyãøn vë khaí dé tæång æïng åí traûng thaïi “m” tæång häù bàòng cäng khaí dé 
cuía ngoaûi læûc åí traûng thaïi “m” trãn nhæîng chuyãøn vë khaí dé tæång æïng åí traûng thaïi “k”. 

* Chuï yï: 
- Hai traûng thaïi “k”, “m” phaíi xáøy 

ra trãn cuìng mäüt hãû. 
- Chuyãøn vë åí traûng thaïi naìy phaíi 

coï vë trê vaì phæång tæång æïng våïi taíi 
troüng åí traûng thaïi kia (H.4.14). 

kk
i

imkim MPP 111
1

... ϕ+∆=∆∑
=

 m
j

jkmjk PP 22
1

.. ∆=∆∑
=

 

Theo âënh lyï tæång häù thç mkk PMP 22111 ... ∆=+∆ ϕ  
II. Âënh lyï tæång häù vãö caïc chuyãøn vë âån vë (Âënh lyï J. Maxwell 1864): 
Xeït mäüt hãû âaìn häöi våïi hai traûng thaïi 

(H.4.15): 
- Traûng thaïi “m” chè chëu mäüt læûc táûp 

trung Pm. 
- Traûng thaïi “k” chè chëu mäüt læûc táûp 

trung Pk. 
Theo âënh lyï E.betti thç 

 kmkmkm PP ∆=∆ ..  

Suy ra 
m

km

k

mk

PP
∆

=
∆  (a) 

Goüi δkm = 
m

km

P
∆ . Âaûi læåüng naìy chênh laì chuyãøn vë âån vë tæång æïng våïi phæång 

vaì vë trê Pk do Pm = 1 gáy ra. 

P1 

∆2m 

 

M 

∆1k 
ϕ1k 

H.4.14 

P2 
"k"

"m" 

Pm

∆ mk 

H.4.15 

"m"

"k" 
Pk 

∆km 
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Tæång tæû cho δmk = 
k

mk

P
∆ . 

Tæì (a) suy ra δkm = δmk (4 - 10) 
Phaït biãøu:Trong hãû âaìn häöi tuyãún tênh, chuyãøn vë âån vë tæång æïng våïi vë trê vaì 

phæång cuía læûc Pk do læûc Pm = 1 gáy ra tæång hä ù bàòng chuyãøn vë âån vë tæång æïng våïi 
vë trê vaì phæång cuía læûc Pm do læûc Pk = 1 gáy ra. 

III. Âënh lyï tæång häù vãö caïc phaín læûc âån vë (Âënh lyï L. Rayleigh 1875): 
Xeït mäüt hãû âaìn häöi våïi hai traûng thaïi (H.4.16): 
- Traûng thaïi “m” 

chè chëu mäüt chuyãøn vë 
cæåîng bæïc ∆m taûi liãn kãút 
m. 

- Traûng thaïi “k” 
chè chëu mäüt chuyãøn vë 
cæåîng bæïc ∆k taûi liãn kãút 
k. 

Goüi Rkm laì phaín læûc taûi liãn kãút k do chuyãøn vë ∆m gáy ra vaì Rmk laì phaín læûc taûi 
liãn kãút m do chuyãøn vë ∆k gáy ra. 

Theo âënh lyï E.Betti thç Rkm.∆k = Rmk.∆m 

Suy ra
k

mk

m

km RR
∆

=
∆

(b) 

 Goüi rkm = 
m

kmR
∆

. Âáy chênh laì phaín læûc âån vë taûi liãn kãút k do chuyãøn vë cæåîng 

bæïc bàòng âån vë taûi liãn kãút m gáy ra. 

 Tæång tæû cho rmk = 
k

mkR
∆

 

Tæì (b) suy ra rkm = rmk (4 - 11) 
Phaït biãøu: Trong hãû âaìn häöi tuyãún tênh, phaín læûc âån vë taûi liãn kãút k do chuyãøn 

vë cæåîng bæïc bàòng âån vë taûi liãn kãút m tæång hä ù bàòng phaín læûc âån vë taûi liãn kãút m do 
chuyãøn vë cæåîng bæïc bàòng âån vë taûi liãn kãút k gáy ra. 

IV. Âënh lyï tæång häù vãö chuyãøn vë âån vë vaì phaín læûc âån vë (Âënh lyï A. A. 
Gvozdiev 1927): 

Xeït mäüt hãû âaìn häöi tuyãún tênh våïi hai traûng thaïi (H.4.17): 
- Traûng thaïi “m” chè chëu læûc Pm. 
- Traûng thaïi “k” coï mäüt liãn kãút k cuía hãû chëu chuyãøn vë cæåîng bæïc ∆k. 
Goüi Rkm laì phaín læûc taûi liãn kãút k do Pm gáy ra (åí traûng thaïi “m”) vaì ∆mk laì 

chuyãøn vë tæång æïng våïi vë trê vaì phæång cuía læûc Pm do ∆k gáy ra (åí traûng thaïi “k”) 
Theo âënh lyï E.Betti thç Pm.∆mk + Rkm.∆k = 0 

Suy ra 
k

mk

m

km

P
R

∆
∆

−= (c) 

H.4.16 

"k"

"m"

∆k 

∆m

Rmk 

Rkm
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Goüi 
m

km
km P

Rr =
•

. Âáy chênh laì phaín læûc âån vë taûi liãn kãút k do Pm = 1 gáy ra. 

      
 
 

k

mk
mk

∆
∆

=
•

δ . Âáy chênh laì chuyãøn vë âån vë taûi vë trê vaì phæång cuía læûc Pm do 

chuyãøn vë ∆k = 1 gáy ra. 

Theo (c) suy ra: mkkmr
••

−= δ . (4 - 12) 
Phaït biãøu: Trong hãû âaìn häöi tuyãún tênh, phaín læûc âån vë taûi liãn kãút k do læûc Pm 

bàòng âån vë gáy ra tæång hä ù bàòng chuyãøn vë âån vë tæång æïng phæång vaì vë trê læûc Pm 
do chuyãøn vë cæåîng bæïc bàòng âån vë taûi liãn kãút k gáy ra nhæng traïi dáúu. 

 

 § 7. CÄNG THÆÏC TÄØNG QUAÏT XAÏC ÂËNH CHUYÃØN VË 
CUÍA HÃÛ THANH 

(Cäng thæïc Maxwell - Morh 1874) 
 
I. Thiãút láûp cäng thæïc: 
Xeït mäüt hãû thanh 

âaìn häöi tuyãún tênh chëu taïc 
duûng cuía caïc nguyãn 
nhán: caïc taíi troüng Pm, 
chuyãøn vë cæåîng bæïc taûi 
caïc liãn kãút Zm, sæû biãún 
thiãn nhiãût âäü t2m & t1m. 
Caïc tiãút diãûn trong hãû seî 
chuyãøn vë. Vê duû hãû cho 
trãn hçnh (H.4.18.a). Traûng thaïi naìy cuía hãû goüi laì traûng thaïi “m”.  

 Yãu cáöu: tçm chuyãøn vë thàóng âæïng taûi tiãút diãûn k. 
Caïch tiãún haình: 
Taûo traûng thaïi khaí dé “k” bàòng caïch trãn hãû âaî cho âàût læûc Pk tæång æïng våïi vë trê 

vaì phæång cáön tçm chuyãøn vë, chiãöu tuyì yï choün (H.4.18.b). 

∆k 
 

H.4.17  

Rkm

"k"

"m"

∆mk 

Pm 

"m" 

"k" 
∆km 

H.4.18.b Rjk 

Pk 

Pm 
k

Zjm 

H.4.18.a 



 CÅ HOÜC KÃÚT CÁÚU 1 Page 111 

Aïp duûng cäng thæïc cäng khaí dé cho læûc åí traûng thaïi “k” trãn chuyãøn vë khaí dé åí 
traûng thaïi “m”: 

Pk.∆km + ∑
j

jmjk ZR .  = +++ ∑∫∑∫∑∫ ds
FG
QQds

FE
NNds

JE
MM mkmkmk

.

.
.
.

.
.

υ  

∑∫∑∫ +−+ dsNtdsMtt
h kcmkmm .)( 12 αα  

         Chia hai vãú cho Pk vaì âäöng thåìi kyï hiãûu: 
k

jk
jk

k

k
k

k

k
k

k

k
k

P
R

R
P
Q

Q
P
N

N
P
M

M ==== ;;;  

Noïi caïch khaïc jkkkk RQNM ,,,  chênh laì Mk, Nk, Qk, Rk tæång æïng do Pk = 1 ráy 
ra trãn hãû åí traûng thaïi “k”.  

Thay vaìo ta âæåüc cäng thæïc täøng quaït xaïc âënh chuyãøn vë trong hãû thanh âaìn 
häöi: 

∆km = ∑−
j

jmjk ZR . + +++ ∑∫∑∫∑∫ ds
FG
QQ

ds
FE
NNds

JE
MM mkmkmk

.

.
.
.

.

.
υ  

                ∑∫∑∫ +−+ dsNtdsMtt
h

kcmkmm .)( 12 αα     (4 - 13) 

II. Caïc chuï yï: 
+ Cäng thæïc Morh chè aïp duûng cho hãû gäöm nhæîng thanh thàóng hoàûc cong våïi âäü 

cong beï (
5
1

≤
r
h ). 

+ Khi tênh hãû åí traûng thaïi “k” chè cáön âaût læûc Pk = 1. 
+ Nãúu cáön tçm chuyãøn vë thàóng thç Pk laì læûc táûp trung; nãúu tçm chuyãøn vë goïc 

xoay thç Pk laì mämen táûp trung. 
+ Nãúu kãút quaí ∆km > 0 thç chuyãøn vë laì cuìng chiãöu våïi læûc Pk âaî giaí âënh vaì 

ngæåüc laûi. 
+ Zjm laì chuyãøn vë taûi liãn kãút j cuía hãû åí traûng thaïi “m”. 
+ jkR laì phaín læûc taûi liãn kãút j tæång æïng våïi chuyãøn vë Zjm do læûc Pk = 1 gáy ra åí 

traûng thaïi “k”. 
+ Têch jmjk ZR .  láúy dáúu dæång khi jkR  vaì Zjm cuìng chiãöu nhau. 
+ Mm, Nm, Qm laì caïc biãøu thæïc giaíi têch cuía näüi læûc åí traûng thaïi “m” 
+ kkk QNM ,,  laì caïc biãøu thæïc giaíi têch cuía näüi læûc åí traûng thaïi “k” do Pk = 1 gáy 

ra. 
+ Cäng thæïc Morh cuîng aïp duûng âæåüc cho hãû siãu ténh. 

 
 

§ 8. VÁÛN DUÛNG CÄNG THÆÏC MORH VAÌO CAÏC BAÌI TOAÏN 
CHUYÃØN VË 

I. Hãû dáöm vaì khung chëu taíi troüng: 
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Trong hãû dáöm vaì khung chëu, aính hæåíng cuía biãún daûng âaìn häöi doüc truûc vaì træåüt 
laì ráút nhoí so våïi biãún daûng uäún. Vaì trong tênh toaïn thæåìng cho pheïp boí qua aính hæåíng 
cuía chuïng. Luïc naìy cäng thæïc (4 - 13) coï daûng: 

∆km = ∑∫ ds
JE
MM mk

.

.  (4 - 14) 

*Vê duû 1: Xaïc âënh chuyãøn vë thàóng âæïng taûi taûi B. Cho biãút âäü cæïng cuía thanh 
dáöm E.J = const. 

1. Tênh hãû åí traûng thaïi “m”: (H.4.19.a) 
 Mm(z) = -P.z  [0 ≤ z ≤ l]  

2. Taûo vaì tênh hãû våïi traûng thaïi “k”: 
(H.4.19.b) 

)(zM k  = -Pk.z = -z  [0 ≤ z ≤ l] 
 3. Xaïc âënh yB: 

yB = ∆km = ∑∫ ds
JE
MM mk

.

.  = 

     = 0
.3

.
.3

.
.

)).(.( 3

0

3

0

>==
−−

∫ JE
lP

JE
zPdz

JE
zzP ll

 

 Kãút luáûn: Chuyãøn vë cuìng chiãöu Pk (hæåïng xuäúng). 
 *Vê duû 2: Xaïc dënh chuyãøn vë nàòm ngang taûi B (H.4.20.a). Cho biãút âäü cæïng cuía 
caïc thanh laì nhæ nhau vaì E.J = const. 
  
 
 
 
 
  
 
 
 
 
  

1. Tênh hãû åí traûng thaïi “m”: (H.4.20.a) 

 - Trong thanh BC: Mm(z) = 
2
.

2
.. 2zqzlq

−   [0 ≤ z ≤ l]   (gäúc taûi B) 

 - Trong thanh AB: Mm(z) = 0 
 2. Taûo vaì tênh hãû våïi traûng thaïi “k”: (H.4.20.b) 
 - Trong thanh BC: )(zM k = ).(1 zl −   [0 ≤ z ≤ l]   (gäúc taûi B) 
 - Trong thanh AB: )(zM k = ).(1 zl −   [0 ≤ z ≤ l]   (gäúc taûi B) 
 3. Xaïc âëng xB: 

l 
 H.4.19.a  

zA

P

B

Pk = 1

z 
 

H.4.19.b  

"m"

"k" 

2
.lq

l

2
.lq

H.4.20.a A
0

B 
C

q 

l

z 
 

"m" 

-1 
A H.4.20.b 

-1

"k"

z 
 

1

Pk = 1 

z z 
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  xB = ∑∫ ∫ =
−−

=
l

mk dz
JE

zlzqzlqds
JE
MM

0

2

..2
)(1)....(

.

.  

              = 0
.24

.
4

..
3
2

2
..

..2

4

0

4
3

2

>=







+−

JE
lqzzlzl

JE
q l

 

 * Kãút luáûn: Chuyãøn vë laì cuìng chiãöu våïi Pk (hæåïng sang phaíi) 
 II. Hãû daìn khåïp chëu taíi troüng: 
 Trong hãû daìn, caïc thanh chè täön taûi læûc doüc. Nãn cäng thæïc (4 - 13) coï daûng: 

∆km = ∑∫ ds
FE
NN mk

.

.    

Caïc âaûi læåüng kN , Nm, E.F thæåìng bàòng const âäúi våïi tæìng thanh daìn. Suy ra: 

∆km = ∑∑ ∫ =
i

i
i

imik

i i

imik l
FE
NN

ds
FE
NN

.
.
.

.
.  (4 - 15) 

* Vê duû: Xaïc âënh chuyãøn vë nàòm ngang taûi màõt daìn 
säú 5. Cho biãút âäü cæïng trong caïc thanh daìn laì nhæ nhau vaì 
E.F = const. 

1.Traûng thaïi “m”: (H.4.21.a). 
Xaïc âënh imN . Kãút quaí thãø hiãûn trong Baíng 4.1 
2. Traûng thaïi “k”: (H.4.21.b) 
Xaïc âënh ikN . Kãút quaí thãt hiãûn trong Baíng 4.1 
3. Xaïc âënh x5: 

x5 = ∆km = ∑
i

i
i

imik l
FE
NN

.
.
.   

Kãút quaí tênh toaïn âåüc thãø hiãûn trong Baíng 4.1  
Diã ùn taí Baíng 4.1: 
+ Cäüt (1) ghi caïc thanh daìn. 
+ Cäüt (2) ghi chiãöu daìi caïc thanh daìn. 
+ Cäüt (3) ghi giaï trë 

FE.
1  (åí âáy laì nhæ nhau cho caïc 

thanh daìn) 
+ Cäüt (4) ghi læûc doüc trong caïc thanh daìn imN . 
+ Cäüt (5) ghi læûc doüc trong caïc thanh daìn ikN  

+ Cäüt (6) ghi kãút quaí i
i

imik l
FE
NN

.
.
.  cho tæìng thanh daìn. 

Kãút quaí x5 laì täøng cuía caïc haìng trong cäüt (6): 

x5 = ∆km = )2611(
.
..

.
.

+=∑ FE
dPl

FE
NN

i
i

i

imik > 0 

 

3

-1 

H.4.21.b 

21

2-2 

Pk = 1
65

4

"k"

2

d 

1

3

H.4.21.a 

P
4

P "m"
65

-3P
-2P 

3P

d 
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Thanh li FE.
1  imN  ikN  i

i

imik l
FE
NN

.
.
.  

(1) (2) (3) (4) (5) (6) 
1 - 2 d 1/E.F 2P 1 2.P.d/E.F 
1 - 3 d 1/E.F 3P 2 6.P.d/E.F 
3 - 2 d. 2  1/E.F -2P 2  - 2  4 2 .P.d/E.F 
4 - 2 d 1/E.F -P -1 P.d/E.F 
3 - 4 d 1/E.F 0 0 0 
3 - 6 d. 2  1/E.F P 2  2  2 2 .P.d/E.F 
4 - 6 d 1/E.F -P -1 P.d/E.F 
5 - 6 d 1/E.F -P -1 P.d/E.F 
5 - 3 d 1/E.F 0 0 0 

 Baíng 4.1 Baíng tênh chuyãøn vë cuía hãû daìn 
 III. Hãû ténh âënh chëu chuyãøn vë cæåîng bæïc taûi caïc gäúi tæûa: 
 Nguyãn nhán naìy khäng gáy ra näüi læûc trong hãû ténh âënh nãn N = M = Q = 0. 
Luïc naìy biãøu thæïc (4 - 13) âæåüc viãút laûi: 

∆km = ∑−
j

jmjk ZR .  (4 - 16) 

Caïc âaûi læåüng trong biãøu thæïc âaî dæåüc giaí thêch trong pháön caïc chuï yï cuía cäng 
thæïc Morh. 

* Vê duû: Xaïc âënh âäü voîng taûi B vaì goïc xoay taûi C. 

1. Traûng thaïi “m”: (H.4.22.a) 
2. Traûng thaïi “k”: (H.4.22.b) âãø xaïc âënh yB vaì (H.4.22.c) âãú xaïc âënh ϕC. 
3. Xaïc âënh yB & ϕC: 

yB = ∑−
j

jmjk ZR . = -[-MA.ϕ - VA.∆] = -[2a.ϕ -1.∆] = ∆ - 2a.ϕ. 

ϕC = ∑−
j

jmjk ZR . = -[-MA.ϕ - VA.∆] = -[-2.ϕ + ∆.1
a

] = 
a
∆

−ϕ.2  

* Nháûn xeït: Coï thãø xaïc âënh âæåüc chuyãøn vë bàòng caïc âiãöu kiãûn hçnh hoüc 
(H.4.22.d). 

yB = ∆ - 2a.ϕ 

A C
B

D

2a a

∆ 

ϕ

"m" 

H.4.22.a 

Pk = 1

"k1"VA = 1 

MA= -2a

H.4.22.b 

a
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ϕC = =
∆

− By
a
∆

−ϕ.2  

IV. Hãû ténh âënh chëu biãún thiãn nhiãût âäü: 
Nguyãn nhán naìy cuîng khäng gáy ra näüi læûc trong hãû ténh âënh nãn: 

∆km =  ∑∫∑∫ +− dsNtdsMtt
h

kcmkmm .)( 12 αα     

 Nãúu α, h, t2m, t1m = const trãn tæìng âoaûn thanh thç 
∆km =  ( ) ( )∑∑ Ω+Ω− kcmkmm NtMtt

h
.)( 12 αα    (4 - 17) 

Trong âoï: 
+ t2m, t1m vaì tcm laì biãún thiãn nhiãût âäü thåï dæåïi, thåï trãn vaì thåï giæîa cuía thanh. 
+ ( )kMΩ  laì diãûn têch cuía biãøu âäö ( )kM  trãn tæìng âoaûn thanh. 
+ ( )kNΩ  laì diãûn têch cuía biãøu âäö ( )kN  trãn tæìng âoaûn thanh. 
+ ( )kMΩ , ( )kNΩ  láúy dáúu theo dáúu cuía biãøu âäö ( )kM , ( )kN . 
* Vê duû: Xaïc âënh âäü voîng taûi tiãút diãûn k cuía hãû cho trãn hçnh (H.4.23.a) 
Cho biãút α = 1,2.10-5oC-1; hAB = 30cm; hBC = 20cm. 

- Âäü biãún thiãn nhiãût âäü doüc truûc caïc thanh: 

tcAB = Co30
2

2040
=

+ ; tcBC = Co25
2

2030
=

+  

 - Traûng thaïi “m”: (H.4.23.a) Caïc näüi læûc Mm, Nm, Qm khäng täön taûi. 
 - Traûng thaïi “k”: (H.4.23.b & c) Caïc biãøu âäö ( )kM  & ( )kN  âæåüc veî trãn 
(H.4.23.b & c). 

- Xaïc âënh âäü voîng taûi k: 

VA =-1/a "k2"

MA= 2 Mk = 1

H.4.22.c

ϕ∆

H.4.22.d

ϕ

ϕ

yB 

l/2 
 

H.4.23.a A

"m"

B C

"k" 

H.4.23.b

0

1/2 

1/2

l/2 
 

30o

20o

40o20o

Pk = 1 

"k" 

H.4.23.c

0

1/2 

Pk = 1 

1/2 

kM

0,25l 

0,5

kN

k 

l  
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 yk = ( ) ( )∑∑ Ω+Ω− kcmkmm NtMtt
h

.)( 12 αα  

      = lllll ..5,1..25,6)5,0.(30.
2

.25,0).3020.(
2,0

2 αααα
−−=−+−  

V. Hãû daìn ténh âënh coï chiãöu daìi caïc thanh chãú taûo khäng chênh xaïc: 
* Nháûn xeït: Coï thãø âæa nguyãn nhán naìy vãö sæû biãún thiãn nhiãût âäü doüc truûc 

thanh. Tháût váûy, âãø thay âäøi chiãöu daìi caïc thanh daìn mäüt læåüng ∆ ta chè viãûc thay âäøi tc 
âãø sao cho ∆ = α.l.tc. Nhæ váûy ta tråí laûi baìi toaïn hãû chëu nguyãn nhán laì sæû biãún thiãn 
laì nhiãût âäü våïi chuï yï laì kM  = 0. 

∆km =  ( ) ∑∑∑ ∆==Ω
i

iiki
i

ikciikcm NlNtNt ..... αα    (4 - 18) 

∆i > 0 khi thanh daìi hån so våïi yãu cáöu (coìn goüi laì âäü däi) vaì ngæåüc laûi (coìn goüi 
laì âäü huût). 

* Vê duû: Xaïc âënh chuyãøn 
vë nàòm ngang taûi màõt säú 5 cuía hãû 
daìn trãn hçnh (H.4.24.a) 

 
Traûng thaïi “k” âæåüc taûo 

trãn hçnh (H.4.24.b). ÅÍ âáy cáön 
xaïc âënh ikN  trong hai thanh (4 - 
2) & (4 - 6).  

164 −=−N , 124 −=−N  
Chuyãøn vë nàòm ngang taûi 

màõt säú 5. 
X5 = ∆km = ∑ ∆

i
iikN . =  

= 0
2

)).(1()
2

.(1).()
2

.( 2464 >
∆

=∆−−+
∆

+−=∆−+
∆

+ −− NN   

Kãút luáûn: Chuyãøn vë theo chiãöu Pk (hæåïng sang phaíi) 
 

 § 9. CAÏCH TÊNH TÊCH PHÁN TRONG CÄNG THÆÏC 
CHUYÃØN VË BÀÒNG PHEÏP “NHÁN BIÃØU ÂÄÖ VÃRÃSAGHIN” 

 
 I. Thiãút láûp cäng thæïc: 

Trong cäng thæïc Morh (4 - 13) nãúu xeït hãû chè gäöm nhæîng thanh thàóng chëu 
nguyãn nhán laì taíi troüng vaì E.J, E.F, G.F = const trãn tæìng âoaûn thanh thç coï thãø âæåüc 
viãút laûi: 

∆km = ∑ ∫∑ ∫∑ ∫ ++ dzQQ
FG

dzNN
FE

dzMM
JE mkmkmk .

.
.

.
1.

.
1 υ    (4 - 19) 

33

H.4.24.a H.4.24.b 
d

2
1

2

-1 
-2 

1
2

6 5

4

"m" Pk = 1 "k" 

4

5 6
6' 

∆/2 

2' 
∆

d
d
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Luïc naìy, sau dáúu têch phán naìo cuîng laì têch cuía hai haìm säú, pheïp “ nhán biãøu 
âäö” Vãrãxaghin cho pheïp thay thãú viãûc tênh têch phán cuía têch hai haìm säú bàòng caïch 
thuáûn tiãûn hån. Näüi dung nhæ sau: 

Nãúu mäüt trong hai haìm säú dæåïi dáúu têch phán coï báûc nhoí hån hay bàòng mäüt vãö 
màût toaïn hoüc (haìm coìn laûi coï báûc báút kyì) thç: 

ydzzBzA
z

z

.)().(
2

1

Ω=∫   (4 - 20) 

Trong âoï Ω laì diãûn têch cuía biãøu âäö coï báûc báút kyì láúy trãn âoaûn [z1, z2].  
      y laì tung âäü trãn biãøu âäö coï báûc nhoí hån hay bàòng mäüt taûi vê trê tæång 

æïng våïi troüng tám diãûn têch Ω. 
Tháût váûy, trong biãøu thæïc têch phán (4-20), 

giaí sæí A(z) coï báûc báút kyì, âäö thë cuía A(z) âæåüc veî 
nhæ trãn hçnh (H.4.25.a); B(z) coï báûc nhoí hån hay 
bàòng mäüt, âäö thë cuía noï âæåüc veî trãn hçnh 
(H.4.225.b). Keïo daìi âäö thë B(z) âãún càõt truûc z taûi 
C, goüi hoaình âäü cuía âiãøm C laì zo, goïc cuía B(z) so 
våïi truûc z laì α. Khi âoï coï thãø biãøu thë B(z) nhæ 
sau: 

 B(z) = (z - zo).tgα 
Thay vaìo trong dáúu têch phán: 

 ∫∫ −=
2

1

2

1

).).(()().(
z

z
o

z

z

dztgzzzAdzzBzA α  

Thay A(z)dz = dΩ vaì âæa hàòng säú ra ngoaìi dáúu têch phán 

∫∫ Ω−=
2

1

2

1

).()().(
z

z
o

z

z

dzztgdzzBzA α  

 + ∫ Ω
2

1

.
z

z

dz  chênh laì mämen ténh cuía diãûn têch Ω âäúi våïi truûc tung, noï chênh bàòng 

diãûn têch Ω nhán våïi khoaíng caïch zG tæì troüng tám G cuía diãûn têch Ω âãún truûc tung. 

 + ∫ Ω
2

1

.
z

z
o dz  = zo.Ω 

  Váûy 

  Ω−=∫ )..()().(
2

1

oG

z

z

zztgdzzBzA α  

 Màûc khaïc dã ù tháúy (zG - zo).tgα = yG: laì tung âäü cuía âäö thë B(z) láúy taûi vë trê 
tæång æïng dæåïi troüng tám diãûn têch Ω. Váûy 

G

z

z

ydzzBzA .)().(
2

1

Ω=∫  (âpcm) 

 Viãút laûi (4 - 20) theo “pheïp nhán biãøu âäö” 

α 

zo
B(z)

A(z) 

O

H.4.25.b 

z

A

G

dz
z2 z1

Ω
dΩ 
 

z1 O

B

z2 z

yG 

zG

C

z
H.4.25.a 
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 ∆km = )).(()).(()).(( mkmkmk QQNNMM ++  
 II. Caïc chuï yï khi nhán biãøu âäö: 
 + Pheïp “ nhán biãøu âäö” chè aïp duûng cho hãû gäöm nhæîng thanh thàóng. 
 + Tung âäü y bàõt buäüc phaíi láúy trãn biãøu âäö coï báûc ≤ 1 coìn diãûn têch Ω âæåüc láúy 
trãn biãøu âäö coï báûc báút kyì. 
 + Nãúu Ω, y cuìng dáúu thç kãút quaí “nhán biãøu âäö” coï dáúu dæång vaì ngæåüc laûi. 
 + Nãúu âæåìng biãøu âäö cuía biãøu âäö láúy tung âäü bë gaîy khuïc thç chia thaình nhiãöu 
âoaûn khäng gá ùy khuïc âãø nhán, sau âoï cäüng kãút quaí laûi våïi nhau. (Vê duû H.4.26) 
  Ω.y = (ω1.y1) + (-ω2.y2) 
 + Khi biãøu âäö láúy diãûn têch Ω laì phæïc taûp (viãûc xaïc âënh diãûn têch vaì vë trê cuía 
troüng tám khoï khàn) thç nãn chia thanh nhiãöu hçnh âån giaín âãø tênh vaì sau âoï cäüng caïc 
kãút quaí laûi våïi nhau. (Vê duû H.4.27) 
  Ω.y = (ω1.y1) + (-ω2.y2) + (-ω3.y3) + (-ω4.y4) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 * Vê duû 1: Xaïc âënh âäü voîng taûi B 
(H.4.28.a).Chè xeït biãún daûng uäún. Cho biãút E.J 
= const. 
 
 1. Traûng thaïi “m”: Veî (Mm). Kãút quaí 
trãn hçnh (H.4.28.b) 
 2. Traûng thaïi “k”: Veî ( )kM . Kãút quaí 
trãn hçnh (H.4.28.c) 
 3. Xaïc âënh yB: 
  yB = =)).(( mk MM  

   0
3
..

.
1.

3
2.

2
...

.
1 3

>==
lP

JE
lllP

JE
 

  
* Vê duû 2: Xaïc âënh chuyãøn vë thàóng âæïng taûi B (H.4.29.a). Chè xeït biãún daûng 

uäún. Cho biãút E.J = const. 
 

 1. Traûng thaïi “m”: Veî (Mm). Kãút quaí trãn hçnh (H.4.29.b) 

l

A

"k" 

H.4.28.c 

"m"

Pk = 1 

B

H.4.28.a  

P

l

P.l

mM

kM

H.4.28.b 

C2ϖ2 
 

C1 

ϖ1

y2

y1
H.4.26 y1

H.4.27 

C4 

y4 

ϖ4 

C3 ϖ3 

C2 

y2

ϖ1

C1 

y3 

ϖ2
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 2. Traûng thaïi “k”: Veî ( )kM . Kãút quaí trãn hçnh (H.4.29.c) 
 3. Xaïc âënh yB: 
  yB = )).(( mk MM  
 Âãø dã ù “nhán”, ta phán têch (Mm) thaình täøng cuía (M1) våïi (M2) nhæ trãn hçnh 
(H.4.29.d & H.4.29.e). Suy ra: 

  yB = =)).(( mk MM 0
.
..

24
5

4
..

2
.1.

.
1..

3
2.

2
.1.

.
1 2

>=−
JE
lPlPl

JE
lPl

JE
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

* Vê duû 3: Xaïc âënh goïc xoay  taûi B 
(H.4.30.a). Chè xeït biãún daûng uäún. Cho biãút E.J = 
const. 
 
 1. Traûng thaïi “m”: Veî (Mm). Kãút quaí trãn 
hçnh (H.4.30.b) 
 2. Traûng thaïi “k”: Veî ( )kM . Kãút quaí trãn 
hçnh (H.4.30.c) 
 3. Xaïc âënh ϕB: 
  ϕB = =)).(( mk MM  

 0
..45

.1.
15
8.

16
...

3
2.

.
1 32

<−=−=
JE

lqlql
JE

 

 
* Vê duû 4: Xaïc âënh chuyãøn vë thàóng âæïng 

taûi k (H.4.31.a). Chè xeït biãún daûng uäún. Cho biãút E.J = const. 
 
 1. Traûng thaïi “m”: Veî (Mm). Kãút quaí trãn hçnh (H.4.31.b) 
 2. Traûng thaïi “k”: Veî ( )kM . Kãút quaí trãn hçnh (H.4.31.c) 
 3. Xaïc âënh yk: 
  yk = =)).(( mk MM  

Pk = 1

kM

l

H.4.29.c  
"k"

l 
 

"m"

H.4.29.a 

P
A B

4
.lPM =

Mm 

Pl
4
3  

H.4.29.b 
4
Pl  

H.4.29.d 
M1

P.l

H.4.29.e 4
Pl
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l 
 

A
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0
.

.
384

5
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.
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2
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2
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2
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JE
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§ 10. CAÏCH TÊNH CHUYÃØN VË TÆÅNG ÂÄÚI GIÆÎA HAI TIÃÚT 

DIÃÛN CUÍA HÃÛ. 
  

Khi hãû âaìn häöi chëu taïc duûng cuía caïc nguyãn nhán ngoaìi thç caïc tiãút diãûn trong 
hãû noïi chung seî täön taûi chuyãøn vë. Baìi toaïn chuyãøn vë cuía caïc tiãút diãûn trong hãû ta âaî 
giaíi quyãút. Caïc chuyãøn vë naìy coìn goüi laì chuyãøn vë tuyãût âäúi.  

Thãú thç coï mäüt váún âãö âàût ra laì giæîa hai tiãút diãûn cuía hãû chuyãøn vë so våïi nhau 
nhæ thãú naìo?, bàòng bao nhiãu?. Chuyãøn vë so våïi nhau giæîa hai tiãút diãûn theo mäüt 
phæång naìo âoï cuía hãû goüi laì chuyãøn vë tæång âäúi. Tæång tæû nhæ chuyãøn vë tuyãût âäúi, 
chuyãøn vë tæång âäúi cuîng täön taûi chuyãøn vë thàóng vaì chuyãøn vë goïc xoay tæång âäúi. 

Nhæ váûy, nãúu cáön tçm chuyãøn vë tæång âäúi giæîa hai tiãút diãûn theo phæång naìo 
âoï, ta chè cáön tçm chuyãøn vë tuyãût âäúi theo phæång âoï cho tæìng tiãút diãûn räöi láúy hiãûu kãút 
quaí våïi nhau. Coï nghéa laì traûng thaïi “k” cáön taûo vaì tênh hai láön. Qua phán têch ta dã ù 
tháúy thay vç váûy, coï thãø taûo traûng thaïi ‘k” mäüt láön bàòng caïch âàût ngay mäüt càûp læûc Pk = 
1 theo phæång tçm chuyãøn vë, ngæåüc chiãöu nhau ngay tæì âáöu. Vaì dé nhiãn caïc quaï trçnh 
xaïc âënh chuyãøn vë váùn tiãún haình nhæ træåìng håüp täøng quaït. 

* Vê duû: Xaïc âënh chuyãøn vë thàóng tæång âäúi giæîa hai tiãút diãûn B & C theo 
phæång näúi liãn hai âiãøm âoï (H.4.32.a). Cho biãút E.J = const vaì nhæ nhau cho táút caí 
caïc thanh. Chè xeït aính hæåíng cuía biãún daûng uäún. 
 
 1. Traûng thaïi “m”: Veî (Mm). Kãút quaí trãn hçnh (H.4.32.b) 
 2. Traûng thaïi “k”: Veî ( )kM . Kãút quaí trãn hçnh (H.4.32.c) 
 3. Xaïc âënh ∆B-D: 

 ∆B-D = 0
.

.
48

2
2
2.

3
1.

2
.

2
..

.
1

2
2.

2
1.

8
...

3
2.

.
1)).((

322

>=+−=
JE

qllllq
JE

llql
JE

MM mk  
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Chuyãøn vë thàóng hæåïng vaìo nhau. 
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CHƯƠNG 5: TÍNH HỆ SIÊU TĨNH BẰNG PHƯƠNG PHÁP LỰC 
ß1. KHÁI NIỆM VỀ HỆ SIÊU TĨNH - BẬC SIÊU TĨNH 

 
I. Hệ siêu tĩnh: 
1. Định nghĩa: Hệ siêu tĩnh là những hệ mà chỉ với các phương trình cân 

bằng tĩnh học không thôi thì chưa đủ để xác định toàn bộ các phản lực và nội lực 
trong hệ. Nói cách khác, đó là hệ bất biến hình và có liên kết thừa. 

 

2. Ví dụ: Xét hệ trên hình (H.5.1a) 
- Phần hệ BC là tĩnh định vì có thể 

xác định được ngay nội lực bằng các 
phương trình cân bằng tĩnh học. 

 

- Phần hệ AB chưa thể xác định 
được phản lực chỉ bằng các phương trình 
cân bằng tĩnh học (4 phản lực VA, HA, MA, 
VB nhưng chỉ có 3 phương trình) nên cũng chưa thể xác định được nội lực. 

Vậy theo định nghĩa, hệ đã cho là hệ siêu tĩnh. 
II. Tính chất của hệ siêu tĩnh: 
1. Tính chất 1: 
Nội lực, biến dạng và chuyển vị trong hệ siêu tĩnh nói chung là nhỏ hơn so 

với hệ có cùng kích thước và tải trọng tác dụng. 
 

Hệ tĩnh định Hệ siêu tĩnh 
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2. Tính chất 2: Trong hệ siêu tĩnh có xuất hiện nội lực do các nguyên nhân: 
biến thiên nhiệt độ, chuyển vị cưỡng bức của các gối tựa và do chế tạo, lắp ráp 
không chính xác gây ra. 

a. Nguyên nhân biến thiên nhiệt độ: 
Hệ tĩnh định Hệ siêu tĩnh 
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Các liên kết không ngăn cản biến 
dạng của dầm nên không làm xuất 
hiện phản lực và nội lực 

Các liên kết tại A, B ngăn cản biến 
dạng của dầm nên làm xuất hiện 
phản lực và nội lực. 

b. Nguyên nhân chuyển vị cưỡng bức của các gối tựa: 
Hệ tĩnh định Hệ siêu tĩnh 

 
 
 
 
 
 

 
 

Các liên kết khộng ngăn cản 
chuyển vị  tại gối B nên dầm chỉ bị 
nghiên đi mà không biến dạng nên 
không làm xuất hiện phản lực và 
nội lực 

Các liên kết tại A, B có xu hướng 
ngăn cản chuyển vị tại gối C làm cho 
dầm bị uốn cong do đó làm xuất hiện 
phản lực và nội lực 

c. Nguyên nhân chế tạo, lắp ráp không chính xác:(H.5.1h) 
Dầm tĩnh định AB nếu được ráp 

thêm thanh CD vào sẽ trở thành hệ siêu 
tĩnh. Nếu thanh CD do chế tạo hụt 1 đoạn 
∆ thì khi ráp vào, nó sẽ bị kéo dãn ra đồng 
thời dầm AB sẽ bị uốn cong nên sẽ làm 
phát sinh phản lực và nội lực trong hệ. 

3. Tính chất 3: 
Nội lực trong hệ siêu tĩnh phụ thuộc 

vào độ cứng của các cấu kiện trong hệ (EJ, 
FF, GF…) 

*Nhận xét: Hệ siêu tĩnh chịu lực tốt 
hơn hệ tĩnh định. 

III. Bậc siêu tĩnh: 
1. Định nghĩa: Bậc siêu tĩnh là số các liên kết thừa tương đương với liên kết 

loại 1 ngoài số liên kết cần thiết để cho hệ bất biến hình. Ký hiệu n 
2. Cách xác định: 
Có thể sử dụng các công thức liên hệ giữa số lượng các miếng cứng và các 

liên kết giữa chúng trong phần cấu tạo hình học của hệ để xác định. 
n = T + 2K + 3H + C – 3D   (Cho hệ bất kỳ có nối đất) 
n = T + 2K + 3H – 3(D - 1)  (Cho hệ bất kỳ không nối đất) 
n = D – 2M + C   (Cho hệ dàn có nối đất) 
n = D – 2M + 3   (Cho hệ dàn không nối đất) 

 Ví dụ: Xác định bậc siêu tĩnh của hệ trên hình (H.5.1i & H.5.1j) 
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 - Hệ trên hình (H.5.1i) có n = 0 + 2.0 + 3.0 + 6 – 3.1 = 3 
 - Hệ trên hình (H.5.1j) có n = 11 – 2.6  + 3 = 2. 

Cách phân tích các chu vi kín của hệ: 
 Xét 1 chu vi hở trên hình (H.5.1k). Đây là hệ tĩnh định.  
 
 
 
 
 
 
 - Nếu nối chu vi đó bằng 1 liên kết thanh (H.5.1l) thì hệ thu được là hệ siêu 
tĩnh bậc 1 (n = 1). 
 - Nếu nối chu đó bằng 1 liên kết khớp (H.5.1m) thì hệ thu được là hệ siêu 
tĩnh bậc 2 (n = 2) 
 - Nếu nối chu vi đó bằng một liên kết hàn (H.5.1n) thì hệ thu được có bậc 
siêu tĩnh bằng 3 (n = 3). Hệ lúc này còn được gọi là chu vi kín. 
 Phân tích ngược lại ta thấy 1chu vi kín có bậc siêu tĩnh bằng 3, nếu thêm vào 
1 khớp đơn giản thì bậc siêu tĩnh sẽ giảm đi 1. Vậy nếu gọi V là số chu vi kín, K là 
số liên kết khớp đơn giản của hệ thì bậc siêu tĩnh của hệ được tính bằng công thức: 
  n = 3V – K  (5-1) 

Ví dụ: Xác định bậc siêu tĩnh của các hệ cho trên hình vẽ bên dưới. 
 

 
 
 
 
 

 - Hệ trên hình (H.5.1o) có n = 3.1 – 0 = 3 
 - Hệ trên hình (H.5.1p) có n = 3.2 – 5 = 1 
 - Hệ trên hình (H.5.1u) có n = 3.3 – 7 = 2 
 - Hệ trên hình (H.5.1v) có n = 3.4 – 0 = 12 

 
Chú ý: Cần quan niệm trái đất là 1 

chu vi hở (miếng cứng tĩnh định) trong 
biểu thức (5 - 1) 
 Nếu quan niệm hệ gồm 4 chu vi kín 
như trên hình vẽ (H.5.1x) thì bậc siêu tĩnh 
của hệ n = 12. Đây là quan niệm sai vì trái 
đất tạo thành 1 chu vi kín. Quan niệm hệ 
gồm 3 chu vi kín như trên hình (H.5.1y) là 
quan niệm đúng. Và n = 3.3 – 0 = 9 
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ß2. NỘI DUNG CỦA PHƯƠNG PHÁP LỰC 
 

 I. Hệ cơ bản của phương pháp lực: 
 Hệ cơ bản của phương pháp lực là hệ được suy ra từ hệ đã cho bằng cách loại 
bỏ một số hay tất cả các liên kết thừa. 
 + Nếu loại bỏ tất cả các liên kết thừa thì hệ cơ bản sẽ là hệ tĩnh định. (thường 
sử dụng cách này) 
 + Nếu loại bỏ một số các liên kết thừa thì hệ cơ bản là hệ siêu tĩnh bậc thấp 
hơn. 
 Yêu cầu: Hệ cơ bản phải là hệ bất biến hình và nên thuận tiện cho việc tính 
tính toán. 

Ví dụ: Lập hệ cơ bản phương pháp lực của hệ siêu tĩnh trên hình (H.5.2.1) 
Hệ đã cho có bậc siêu tĩnh n = 3. Với hệ cơ bản là tĩnh định có thể được tạo 

như trên các hình (H.5.2.2abc) 
 
 
             (…) 
 
 
 Nhận xét: Với một hệ siêu tĩnh đã cho, có thể có vô số hệ cơ bản được tạo ra. 

II. Hệ phương trình cơ bản của phương pháp lực: 
Khi tính hệ siêu tĩnh, ta không tính trực tiếp trên hệ đó mà tính hệ cơ bản của 

nó. Tuy nhiên, hệ cơ bản và hệ ban đầu là có sự khác nhau. Để hệ cơ bản làm việc 
giống hệ siêu tĩnh ban đầu của nó ta cần so sánh và bổ sung thêm các điều kiện. 
 Ta đi so sánh hệ siêu tĩnh (H5.2.3) và hệ cơ bản của nó (H5.2.4) 

Hệ siêu tĩnh Hệ cơ bản 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

-Tại D tồn tại các phản lực {VD, HD, MD}. 
-Tại D không tồn tại chuyển vị 

-Tại D không tồn tại phản lực 
-Tại D nói chung là tồn tại chuyển vị 
{∆xD, ∆yD, ∆ϕD} 

 

Vậy để cho hệ cơ bản làm việc giống hệ siêu tĩnh ban đầu thì trên hệ cơ bản 
cần: 

+ Đặt thêm vào D các lực (X1, X2, X3) tương đương thay thế (HD, VD, MD). 
+ Thiết lập điều kịên chuyển vị tại D do (X1, X2, X3, P) gây ra bằng không: 
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Tổng quát: Cho hệ siêu tĩnh chịu các nguyên nhân: tải trọng (P), biến thiên 
nhiệt độ (t), chuyển vị cưỡng bức tại các gối tựa (Z) và chọn hệ cơ bản bằng cách 
loại bỏ n liên kết thừa. Để hệ cơ bản làm việc giống hệ siêu tĩnh ban đầu, trên hệ cơ 
bản cần: 
 + Đặt thêm các lực (X1, X2,....., Xn) tương ứng vị trí và phương các liên kết bị 
loại bỏ, có chiều tùy ý. Những lực này chưa biết và giữ vai trò ẩn số. 
 

 + Thiết lập điều kiện chuyển vị tương ứng vị trí và phương các liên kết bị 
loại bỏ do các nguyên nhân (X1, X2..... Xn, P, t, Z) = 0 (chính xác hơn là bằng như 
trên hệ siêu tĩnh ban đầu). Điều kiện này có thể viết dưới dạng: 
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 Hệ (5-2) gọi là hệ phương trình cơ bản của phương pháp lực. 
 *Chú ý: 
 - Nếu tạo hệ cơ bản bằng 
cách loại bỏ liên kết giữa miếng 
cứng và miếng cứng thì trên hệ cơ 
bản phải đặt vào những cặp lực 
lực trực đối nhau tại các liên kết bị 
loại bỏ và điều kiện chuyển vị 
chính là chuyển vị tương đối giữa 
2 tiết diện 2 bên liên kết bị loại bỏ bằng không. Ví dụ hệ cơ bản (H.5.2.6) của hệ 
trên hình (H.5.2.5) 
 

 - Trường hợp liên kết trong hệ chịu chuyển vị cưỡng bức và khi tạo hệ cơ 
bản ta loại bỏ liên kết này. Ví dụ xét hệ siêu tĩnh trên hình (H.5.2.7) và hệ cơ bản 
của nó trên hình (H.5.2.8).  
    
 
 
 
 
 
 

Lúc này chuyển vị tại B theo phương X1 sẽ bằng chuyển vị cưỡng bức. Hệ 
phương trình cơ bản sẽ là:  

∆X1(X1, P, t, Z) = -a.  
Lấy dấu âm trước a khi X1 ngược chiều chuyển vị cưỡng bức. 
 

 - Cũng trong trường hợp chuyển vị cưỡng bức nhưng nếu tạo hệ cơ bản bằng 
cách bỏ liên kết này, ví dụ hệ cơ bản tạo trên hình (H.5.2.9).  

Có thể xem đây là trường hợp loại bỏ liên kết giữa miếng cứng và miếng 
cứng nên trên hệ cơ bản ta đặt thêm cặp X1. Dù rằng tại tiết diện bị cắt m, n có tồn 
tại chuyển vị do liên kết bị chuyển vị cưỡng bức nhưng chuyển vị tương đối của 
chúng theo phương X1 vẫn bằng không nên hệ phương trình cơ bản:  

 ∆X1(X1, P t, Z) = 0 

X1 
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III. Hệ phương trình chính tắc của phương pháp lực: 
Xét phương trình thứ k của hệ phương trình cơ bản: 

∆Xk(X1, X2.... Xn, P, t, Z) = 0 
Áp dụng nguyên lý cộng tác dụng, khai triển: 
 ∆Xk(X1) + ∆Xk(X2) + ... ∆Xk(Xn) + ∆Xk(P) + ∆Xk(t)+ ∆Xk(Z) = 0 
Gọi δkm là chuyển vị tương ứng với vị trí và phương Xk do riêng Xm = 1 gây 

ra trên hệ cơ bản, ta có: 
  ∆Xk(Xm) =  δkm.Xm 

Gọi ∆kp, ∆kt, ∆kZ lần lượt là chuyển vị tương ứng vị trí và phương Xk do riêng 
P, t, Z gây ra trên hệ cơ bản, ta có: 

∆Xk(P) = ∆kP, ∆Xk(t) = ∆kt, ∆Xk(Z) = ∆kZ 
Cho m = n,1 và thay tất cả vào, ta được: 

δk1X1 + δk2X2 + ...+ δknXn + ∆kP + ∆kt + ∆kZ = 0 
Cho k = n,1  ta được hệ phương trình: 
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Hệ phương trình (5-3) gọi là hệ phương trình chính tắc của phương pháp lực 
với các ẩn số (X1,X2,...Xn). 

Trong đó: 
δkk gọi là hệ số chính, δkk > 0 
δkm (k ≠ m) gọi là hệ số phụ, δkm = δmk 
∆kp, ∆kt, ∆kZ là các số hạng tự do. 
 

IV. Xác định các hệ số của hệ phương trình chính tắc: 
Như đã nói trong phần hệ phương trình chính tắc, ý nghĩa của các hệ số và 

các số hạng tự do là chuyển vị trên hệ cơ bản do các nguyên nhân tương ứng gây ra. 
Vậy việc xác định chúng là đi thực hiện bài toán tìm chuyển vị. 

1. Hệ số chính và phụ:(δkm)  
+ Trạng thái "m": tính hệ cơ bản chịu nguyên nhân Xm = 1. Xác định nội lực 

mM , mm QN ,  
+ Tạo trạng thái "k": đặt lực Pk = 1 tương ứng phương và vị trí của lực Xk 

trên hệ cơ bản. Xác định nội lực kM , kk QN , . Áp dụng công thức Maxwell-Morh: 

δkm = ∑∫∑∫∑∫ ++ ds
Q

Qds
EF
NNds

E
MM m

k
m

k
m

k
GF

..
J

. ν  (5-4) 

Nếu cho phép áp dụng phép "nhân biểu đồ" Vêrêxaghin: 
δkm = ))(())(())(( kmkmkm QQNNMM ++  (5-5) 

2. Số hạng tự do: 
a. Do tải trọng: (∆kp) 
+ Trạng thái "m": Tính hệ cơ bản chịu tải trọng. Xác định nội lực: 

o
P

o
P

o
P QNM ,,  

+ Tạo trạng thái "k": tương tự lúc xác định δkm. 
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Áp dụng công thức Maxwell-Morh: 

∆kP = ∑∫∑∫∑∫ ++ dsQQds
EF
NNds

E
MM

o
P

k

o
P

k

o
P

k
GF

..
J

. ν  (5-6) 

       Nếu cho phép áp dụng phép "nhân biểu đồ" Vêrêxaghin: 
∆kP = ))(())(())(( o

Pm
o
Pm

o
Pm QQNNMM ++   (5-7) 

b. Do biến thiên nhiệt độ (∆kt): 
+ Trạng thái "m": là hệ cơ bản chịu nguyên nhân biến thiên nhiệt độ. Nếu hệ 

cơ bản là tĩnh định, nguyên nhân này sẽ không gây ra nội lực. Công thức thiết lập 
dưới đây chỉ xét cho trường hợp này. 

 

+ Trạng thái "k": tương tự lúc xác định δkm 
Áp dụng công thức Maxwell-Morh: 

  ∑∫∑∫ +−=∆ dsNtdsMtt
h

kcmkmmkt αα )( 12  (5-8) 

 Trong trường hợp α, h, t2m, t1m, tcm = const trên từng đoạn thanh thì: 

  ∑∑ Ω+Ω−=∆ )()()( 12 kcmkmmkt NtMtt
h

αα  (5-9) 

Ý nghĩa cụ thể và dấu của các đại lượng, xem trong chương chuyển vị. 
c. Do chuyển vị cưỡng bức của các gối tựa: (∆kz) 
- Trạng thái "m": là hệ cơ bản chịu nguyên nhân là chuyển vị cưỡng bứccủa 

các gối tựa. Nếu hệ cơ bản là tĩnh định, nguyên nhân này không gây ra nội lực. 
Công thức thiết lập dưới đây chỉ xét cho trường hợp này. 
 - Trạng thái "k": tương tự khi xác định δkm, nhưng chỉ xác định jkR . 

Áp dụng công thức Maxwell-Morh: 
  ∆kZ = jjk

ZR .∑−  (5-10)   
Ý nghĩa cụ thể và dấu của các đại lượng, xem trong chương chuyển vị. 
*Chú ý: Nếu lực Xk lấy bằng 1 thì có thể lấy Xk thay thế cho Pk = 1 khi tạo 

trạng thái "k" để xác định các hệ số. 
V. Cách tìm nội lực trong hệ siêu tĩnh: 
a. Cách tính trực tiếp: 
Sau khi giải hệ phương trình chính tắc xác định các ẩn số Xk (k = n,1  ), ta 

xem chúng như các ngoại lực tác dụng lên hệ cơ bản cùng với các nguyên nhân tác 
dụng lên hệ siêu tĩnh ban đầu. Giải hệ cơ bản chịu các nguyên nhân này sẽ tìm được 
các nội lực của hệ. Vì hệ cơ bản thường là hệ tĩnh định nên có thể sử dụng các 
phương pháp đã quen biết để tìm nội lực. 

b. Cách áp dụng nguyên lý cộng tác dụng: 
Xét 1 đại lượng nghiên cứu S nào đó (nội lực, phản lực, chuyển vị, biểu đồ 

nội lực...). Theo cách tính trực tiếp nói trên, ta có thể thay thế việc xác định S trên 
hệ siêu tĩnh bằng cách xác định đại lượng S trên hệ cơ bản chịu nguyên nhân tác 
dụng lên hệ siêu tĩnh ban đầu và các lực Xk đồng thời tác dụng. 
  S = S(X1, X2,... Xn, P, t, Z ) 
 Áp dụng nguyên lý cộng tác dụng: 
  S = S(X1) + S(X2) + ... S(Xn) + S(P) + S(t) + S(Z) 

Gọi kS  là đại lượng S do riêng Xk = 1gây ra trên hệ cơ bản, ta có: 
  S(Xk) = kS .Xk 



 CƠ HỌC KẾT CẤU II Page 8 

Gọi o
Z

o
t

o
P SSS ,,  lần lượt là đại lượng  S do riêng P, t, Z gây ra trên hệ cơ bản, 

thế thì:  
   S(P) = o

PS , S(t) = o
tS , S(Z) = o

ZS  
 Cho k = n,1  thay tất cả vào ta được: 

o
Z

o
t

o
pnn SSSXSXSXSS +++++= ......... 2211  (5-11) 

Chú ý:  
- Đại lượng S có thể được xác định ngay nếu có sẵn kS , o

Z
o
t

o
P SSS ,,  

- Nếu đại lượng S là phản lực hay nội lực và hệ cơ bản là tĩnh định thì các đại 
lượng o

Z
o
t

o
P SSS ,,  sẽ không tồn tại. 

       Sau đây ta sẽ vận dụng biểu thức (5-11) để vẽ các biểu đồ nội lực. 
a. Biểu đồ mômen uốn (M): 
Đối với những hệ dầm và khung gồm những thanh thẳng, trong các bước tính 

toán trung gian, người ta thường bỏ qua ảnh hưởng của lực dọc và lực cắt đến 
chuyển vị. Do đó, khi xác định các hệ số người ta không vẽ các biểu đồ (Q), (N) mà 
chỉ vẽ biểu đồ mômen (M). Trong những trường hợp này, biểu đồ mômen của hệ 
được vẽ theo biểu thức (5-11) là tiện lợi nhất. Thay đại lượng S bằng biểu đồ (M) ta 
được: 

)()()().......().().()( 2211
o
Z

o
t

o
pnn MMMXMXMXMM +++++=  (5-12) 

 b. Biểu đồ lực cắt (Q): 
Như phân tích trên, sẽ không thuân 

lợi nếu vẽ biểu đồ (Q) theo biểu thức (5-
11). Sau đây sẽ trình bày cách vẽ biểu đồ 
lực cắt theo biểu đồ (M) đã vẽ. Để tiện lợi 
cho việc áp dụng, ta đi thiết lập công thức 
tổng quát xác định lực cắt ở 2 đầu 1 đoạn 
thanh thẳng ab tách ra từ hệ chịu tải trọng 
phân bố liên tục hướng theo 1 phương bất 
kỳ và có qui luật bất kỳ như trên hình vẽ 
(H.5.2.10) 

Tải trọng tác dụng được mô tả trên 
(H.5.2.10). Trong đó q, Mtr, Mph đã biết, 
Qtr, Ntr, Qph, Nph chưa biết, giả thiết có 
chiều dương theo vị trí người quan sát nhìn 
sao cho tải trọng phân bố q hướng xuống. 

Từ các điều kiện cân bằng mômen với điểm b và a, ta suy ra: 

αωλα

αωµα

cos.cos

cos.cos

q

trph
ph

q

trph
tr

l
MMQ

l
MMQ

−
−

=

+
−

=
 (5-13) 

Trong đó:  
ωq: là hợp lực của tải phân bố q trên đoạn thanh ab. 
λl, µl: lần lượt là khoảng cách từ hợp lực ωq đến đầu trái và phải của thanh 

ab theo phương nằm ngang. 
Nếu tải trọng tác dụng lên thanh ab là phân bố đều: 

Mph Nph 

Qph 
Mtr 

Qtr 

Ntr 

H.5.2.10

a 

l 

q 

b 

ωq

λl µl 

α 
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q = const thì ωq = ql, 
2
1

== µλ  

Thay vào biểu thức (5-13) 

  
αα

αα

cos
2
1cos

cos.
2
1cos

ql
l

MMQ

ql
l

MMQ

trph
ph

trph
tr

−
−

=

+
−

=
  (5-14) 

Nếu trên đoạn thanh ab không chịu tải trọng: q = 0 thì ωq= 0. Thay vào biểu 
thức (5-13): 

  αcos
l

MMQQ
trph

phtr −
==    (5-15) 

Sau khi xác định được lực cắt từ hai đầu mỗi đoạn thanh cũng chính là tại 
các tiết diện đặc trưng, tiến hành vẽ biểu đồ lực cắt dựa vào dạng đường của nó như 
trong phần vẽ biểu đồ nội lực của hệ tĩnh định. 

c. Biểu đồ lực dọc: 
Cũng tương tự cho biểu đồ (Q), biểu đồ lực dọc (N) được vẽ bằng cách suy 

ra từ biểu đồ lực cắt. Cách thực hiện như sau: 
 Tách và xét cân bằng hình chiếu cho mỗi nút của hệ sao cho tại mỗi nút có 
không quá 2 lực dọc chưa biết. Khi khảo sát cân bằng, ngoài tải trọng tác dụng lên 
nút còn có nội lực tại các đầu thanh quy tụ vào nút bao gồm: mômen uốn (đã biết 
nhưng không cần quan tâm), lực cắt (đã biết, lấy trên biểu đồ lực cắt), lực dọc (chưa 
biết, giả thiết có chiều dương) 

Ngoài ra, khi xác định lực dọc cũng có thể vận dụng mối quan hệ giữa lực 
dọc tại hai đầu thanh từ điều kiện của thanh được vẽ trên hình (H.5.2.10). 

αω sin.q
trph NN +=   (5-16) 

Từ phương trình (5-16) cho thấy nếu trên đoạn thanh không chịu tải trọng 
hoặc tải trọng tác dụng vuông góc với trục thanh thì lực dọc tại 2 đầu sẽ bằng nhau 
và cùng gây kéo hoặc gây nén. 

Sau khi xác định được lực dọc tại 2 đầu mỗi đoạn thanh, tiến hành vẽ biểu đồ 
lực dọc như trong phần vẽ biểu đồ nội lực của hệ tĩnh định. 
 

CÁC VÍ DỤ VỀ PHƯƠNG PHÁP LỰC 
Ví dụ 1: Vẽ các biểu đồ nội lực trên hình (H.5.2.11). Cho biết độ cứng trong  

thanh đứng là EJ, trong thanh ngang là 2EJ. Chỉ xét ảnh hưởng của biến dạng uốn. 
1. Bậc siêu tĩnh: 

  n = 3V - K = 3.1 - 2 = 1 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

H.5.2.12

X1 X1 = 1 

H.5.2.13

3 

1M  

3 

H.5.2.11

4m 

q = 1,2T/m 

P = 2T 

A B 

C D 

3m
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2. Hệ cơ bản và hệ phương trình chính tắc: 
- Hệ cơ bản: tạo trên hình vẽ (H.5.2.12) 
- Hệ phương trình chính tắc: 

01111 =∆+ pXδ  
3. Xác địnhcác hệ số của hệ phương trình chính 

tắc: 
- Vẽ các biểu đồ )(),( 1

o
pMM : (H.5.2.13 & 14)  

J
363.4.3.

J2
12.3.

3
2.

2
3.3.

EJ
1)).(( 1111 EE

MM =+



==δ  

J
6,453.4,2.4.

3
2

2
4.6

J2
16.

3
2.

2
3.3.

EJ
1)).(( 11 EE

MM o
pp =



 ++==∆  

Thay vào phương trình chính tắc:  

0266,1
36

6,450
J
6,45.

J
36

11 <−=
−

=→=+ X
E

X
E

 

4. Vẽ các biểu đồ nội lực: 
a. Mômen: )().()( 11

o
pMXMM +=  

11).( XM : lấy tung độ trên biểu đồ )( 1M nhân 
với giá trị X1 = -1,266. Dấu "-" có nghĩa là ta phải đổi 
dấu của tung độ sau khi nhân vào. Kết quả trên hình vẽ  
(H5.2.15). Sau đó lấy tổng đại số các tung độ trên 2 
biểu đồ 11)( XM và )( o

pM sẽ được biểu đồ (M). Kết quả 
trên hình vẽ (H.5.2.16) 

b. Lực cắt: Được vẽ bằng cách suy ra từ (M) 
- Trên đoạn AC: q = 0 

733,01.
3

02,2cos =
−

=
−

== α
l

MMQQ
trph

phtr  

- Trên đoạn BD: q = 0 

266,11.
3

08,3cos =
−

=
−

== α
l

MMQQ
trph

phtr  

- Trên đoạn CD: q = const 
 

9,04.2,1.
2
11.

4
)2,2(8,3cos

2
1cos =+

−−
=+

−
= αα ql

l
MMQ

trph
tr  

  9,34.2,1.
2
11.

4
)2,2(8,3cos

2
1cos −=−

−−
=−

−
= αα ql

l
MMQ

trph
ph  

Dựng các tung độ vừa tính và vẽ biểu đồ (Q) như trên hình vẽ (H5.2.17) 
c. Lực dọc: Suy ra từ các biểu đồ lực cắt: (Q) 
- Tách nút C: 





−=−=→=Σ

−=−=→=Σ
9,00

266,10

12

21

QNY
PQNX

 

- Tách D: 

H.5.2.14

2,4 

6 
6 

o
PM

H.5.2.15

11)( XM  

3,8 3,8

N1 

N2 

Q2 = 0,733 

Q1 = 0,9
P = 2 

C 

H.5.2.19
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−=−=→=Σ
−=−=→=Σ

9,30
266,10

34

43

QNY
QNX

 

N1 giống N3 theo quan hệ lực dọc tại 2 đầu 
mỗi đoạn. Suy ra lực dọc tại A và C theo N2 và N4. 

Kết quả biểu đồ (N) được vẽ trên hình vẽ 
(H5.2.18) 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
Ví dụ 2: Vẽ các biểu đồ nội lực của hệ trên hình vẽ (H.5.2.21). Cho biết độ 

cứng trong thanh đứng là 2EJ, trong các thanh ngang là EJ. Chỉ xét đến ảnh hưởng 
của biến dạng uốn. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1. Bậc siêu tĩnh:  
n = 3V - K = 3.2 - 4 = 2 

2. Hệ cơ bản và hệ phương trình chính tắc: 
- Hệ cơ bản: tạo trên hình vẽ.(H.5.2.22) 
- Hệ phương trình chính tắc: 





=∆++
=∆++

0
0

2222121

1212111

P

P

XX
XX

δδ
δδ

 

3. Xác định các hệ số của hệ phương trình chính tắc: 
-Vẽ các biểu đồ  )(),(),( 21

o
pMMM  

 
 
 
 
 
 
 
-Xác định các hệ số:  

D N3 

N4 

Q4 = 1,266

Q3 = 3,9 

H.5.2.20

3m 

H.5.2.21

A 

P = 2T 

q = 1,2T/m 

B 
C 

3m 

D 

H.5.2.22

X2X1 

4m
 

H.5.2.16

2,2

2,4

3,8

H.5.2.17

Q
3,9

1,266

0,9

0,733
(T)(T.m)

M

H.5.2.180,9
(T)
N

3,9

1,266

H.5.2.23X1 = 1 X2 = 1 

1M  2M  
H.5.2.24

3 

3 

3 

3 

3 3 

H.5.2.25

1,35 
5,4

13,4 

o
PM
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J
273.4.3.

J2
13.

3
2.

2
3.3.

J
1))(( 1111 EEE

MM =+==δ  

J
27))((

J
183.4.3.

J2
1))((

112222

212112

E
MM

EE
MM

===

−=−===

δδ

δδ
 

J
4,563.4.

2
4,54,13.

J2
1))(( 11 EE

MM o
PP =

+
==∆  

J
55,68

2
3.35,1.3.

3
2.

J
13.

3
2.

2
3.4,5.

J
1))(( 122 EEE

MM P
o
PP −=+−∆−==∆  

Thay vào hệ phương trình chính tắc sau khi đã bỏ đi EJ dưới mẫu số: 





=−+−
=+−

055,68.27.18
04,56.18.27

21

21

XX
XX

 Giải ra được 




>=
<−=

0063,2
0713,0

2

1

X
X

 

4. Vẽ các biểu đồ nội lực: 
a. Mômen: )().().()( 2211

o
PMXMXMM ++=  

Kết quả thể hiện trên hình vẽ (H.5.2.28) 
b. Lực cắt: Suy ra từ biểu đồ (M) 
- Trên đoạn BC: q = 0  

     → 713,01.
3

0139,2
−=

−−
== Phtr QQ  

- Trên đoạn AC: q = 0  

→ 21.
4

)072,5(928,2
=

−−
== Phtr QQ  

- Trên đoạn CD: q = const. 

537,11.3.2,1.
2
11.

3
789,00

=+
−

=trQ  

063,21.3.2,1.
2
11.

3
789,00

−=−
−

=phQ  

Kết quả vẽ biểu đồ lực cắt thể hiện trên hình vẽ (H.5.2.29) 
c. Lực dọc (N):Suy ra từ 

biểu đồ (Q) 
* Tách và xét cân bằng 

B. 
* Tách và xét cân bằng 

C. 
Sau đó suy ra lực dọc tại 

các đầu thanh còn lại và vẽ được biểu đồ (N) như trên hình vẽ (H.5.2.31). 
 
 
 
 
 
 
 
 

H.5.2.26 2,139 

11)( XM  

2,139 

H.5.2.27 6,189 

6,189 

6,189 

22 )( XM  

P = 2T 

B 

Q1 = 0,713 

N1

VB 

H.5.2.30a

Q4 = 2 

H.5.2.30b 

C 

N4 

N3 
N2 = 2 

Q2 = 0,713 Q3 = 1,537

5,072 
H.5.2.28

2,139 2,928 

1,35

M 

0,789

(T.m) 
2 H.5.2.29

2,063 

1,537 

(T) 
Q 

0,713 

H.5.2.31

2 

2,25 

N 

(T) 
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Ví dụ 3:Vẽ các biểu đồ nội lực trên hình vẽ (H.5.2.32).  
Số liệu: α = 1,2.10-5.C-1; thanh ngang có độ cứng 2EJ, h = 0,4m; thanh đứng 

là EJ, h = 0,3m; EJ = 1080T.m2 
       
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1. Bậc siêu tĩnh:  
n = 3K - V = 3.2 - 4 = 2 

2. Hệ cơ bản và hệ phương trình chính tắc: 
- Hệ cơ bản: tạo trên hình vẽ (H.5.2.33). 
- Hệ phương trình chính tắc: 





=∆++
=∆++

0
0

2222121

1212111

t

t

XX
XX

δδ
δδ

 

3. Xác định các hệ số của hệ phương trình chính tắc: 
-Vẽ các biểu đồ )(),(),(),( 2211 NMNM  
Kết quả thể hiện trên các hình vẽ (H.5.2.34 → H.2.2.37)  

J
5,313.3.3.

EJ2
12.3.

3
2.

2
3.3.

J
1))((

J
25,6

J4
273.

2
3.3.

J2
1))((

J
363.4.3.

J
12.3.

3
2.

2
3.3.

J2
1))((

2222

212112

1111

EE
MM

EEE
MM

EEE
MM

=+



==

−
=−=−===

=+



==

δ

δδ

δ

 

 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

)(..)()( 11121 NtMtt
h ct ΩΣ+Ω−Σ=∆ αα  =  

H.5.2.38 

0,199 

11)( XM  
0,199 

0,199 

H.5.2.39

0,4470,447 
0,447 

22 )( XM  H.5.2.36

X2 = 1

3 
3 3 

3 

2M  

X2 = 1
2N  

H.5.2.37 
 1 

H.5.2.32

3m 

A B 

C D 

F E 

10OC 

20OC 

20OC 

20OC 

40OC 

H.5.2.33

X1

X2

3m
3m

H.5.2.34

X1 = 1
1M  

3 
3 

3 

3 
H.5.2.35

1N  

3 

3 

X1 = 1 

3 

3 

10OC 
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              00135,05,112)
2
3.3)(4020(

4,0
)

2
3.3)(2010(

4,0
−=−=+−+−−= ααα  

)(..)()( 22122 NtMtt
h ct ΩΣ+Ω−Σ=∆ αα  

       00396,0330)3.1.(
2

2010.)
2
3.3)(2010(

3,0
)3.3)(2010(

4,0
−=−=

+
+−+−= αααα  

Thay vào hệ phương trình chính tắc: 

        








=−−
−

=−−

000396,0
J
5,31.

J
25,6

000135,0
J
25,6.

J
36

21

21

X
E

X
E

X
E

X
E Thay EJ = 1080 vào, giải ra 





=
=

148,0
0663,0

2

1

X
X

 

4. Vẽ biểu đồ nội lực: 
a. Mômen: 2211 ).().()( XMXMM +=  

Ở đây )(),(),( o
Z

o
t

o
P MMM  không tồn tại 

Kết quả thể hiện trên hình vẽ (H.5.2.40) 
b. Biểu đồ lực cắt và lực dọc: tương tự ví dụ trước. Kết quả trên hình vẽ 

(H.5.2.41 & H.5.2.42). 
* Chú ý: Ở đây có thể vẽ ngay biểu đồ (N) bằng cách: 

2211 ).().()( XNXNN +=  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Ví dụ 4:Vẽ các biểu đồ nội lực của hệ cho trên hình vẽ (H.5.2.43).  
Cho biết độ cứng trong các thanh ngang là EJ, thanh đứng là 2EJ và EJ = 

1080T.m2, ∆1 = 0,03m, ∆2 = 0,02m, ϕ = 0,005radian 
 
 
 
 
 
 
 
 
1. Bậc siêu tĩnh: n = 3V - K = 3.2 - 4 = 2 
2. Hệ cơ bản và hệ phương trình chính tắc: 
- Hệ cơ bản: tạo trên hình vẽ.(H5.2.44) 
- Hệ phương trình chính tắc: 

H.5.2.40

0,248

0,199 

0,199 

0,447 0,447 

(T.m) 
M 

H.5.2.41

Q 
(T) 

0,066

0,066

0,149 0,149 
0,066 

H.5.2.42

N 
(T) 

0,149

0,066 

3m 3m 

B 

H.5.2.43

C 

A 

D 

3m

∆1 ∆2 
ϕ 

H.5.2.44

X2
X1 

X1
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[ ] [ ] 015,002,0.005,0.3... 2222 =+−−=∆+−=Σ−=∆ DAjjZZ RRZR ϕ





−=∆−=∆++
=∆++

03,0
0

12222121

1212111

Z

Z

XX
XX

δδ
δδ

 

3. Xác định các hệ số của hệ phương trình chính tắc: 
-Vẽ ))(( 21 MM , xác định các jkR . Xem hình (H.5.2.45 & H.5.2.46). 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

J
5,22))((

J
5,133.3.3.

J2
1))((

J
5,223.3.3.

J2
13.

3
2.

2
3.3.

J
1))((

2222

212112

1111

E
MM

EE
MM

EEE
MM

==

====

=+==

δ

δδ

δ

 

[ ] [ ] 005,002,0.1005,0.3... 21111 −=+−−=∆+−=Σ−=∆ DAjjZ RRZR ϕ  
 

Thay 
vào hệ phương trình chính tắc: 









−=++

=−+

03,0015,0.
J
5,22.

J
5,13

0005,0.
J
5,13.

J
5,22

21

21

X
E

X
E

X
E

X
E  

4. Vẽ biểu đồ nội lực: 
- Biểu đồ momen:    2211 ).().()( XMXMM +=  
- Biểu đồ lực cắt (Q) và lực dọc (N): vẽ giống 

các ví dụ trước. Kết quả trên hình vẽ (H.5.2.50 & 
H.5.2.51). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

H.5.2.49

10,8 

3,6 

7,2 

M 
(T.m) 

H.5.2.50

3,6 

6 

H.5.2.51

2,4 

(T) 
Q N 

(T) 

H.5.2.47

7,2 

11)( XM  

22 )( XM  H.5.2.48

10,8 

X1 = 1 H.5.2.45

X1 = 1 

RA1 = 3 

RD1 = 1 

1M  

3 

X2 = 1 H.5.2.46

RA2 = 3 

RD2 = 0 
2M  

3 
3 
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ß3. XÁC ĐỊNH CHUYỂN VỊ TRONG HỆ SIÊU TĨNH 
 

I. Nguyên tắc chung: 
Công thức tính chuyển vị Maxwell-Morh là công thức tổng quát áp dụng cho 

cả hệ tĩnh định và hệ siêu tĩnh. Trong công thức này, ta phải tính hệ với 2 trạng thái: 
-Trạng thái "m": là trạng thái ban đầu của hệ. 
-Trạng thái "k": được tạo ra bằng cách đặt lực Pk = 1 tương ứng với vị trí và 

phương chuyển vị ở trên sơ đồ tính ban đầu của hệ. 
Chẳng hạn, để xác định chuyển vị ngang tại C của hệ trên hình H.5.3.1 
- Ở trạng thái "m" ta tính hệ siêu tĩnh ban đầu (H.5.3.2) 
- Ở trạng thái "k" ta tính hệ siêu tĩnh đó 1 lần nữa do Pk  = 1gây ra (H.5.3.3) 
 
 
 
 
 
 
 
 

Sau khi tính giải nội lực, thực hiện công thức Morh hoặc nhân biểu đồ 
Vêrêxaghin sẽ được kết quả. 

Nhận xét:Ta phải tính hệ siêu tĩnh 2 lần, khối lượng tính toán nặng nề. 
II. Cách sử dụng hệ cơ bản: 
Không mất tính tổng quát, ta phân tích cho bài toán xác định chuyển vị của 

hệ trên hình (H.5.3.1). Giả sử chọn hệ cơ bản của nó trên hình (H.5.3.4). (X1, X2, 
X3) là nghiệm của hệ phương trình chính tắc. 

 

Khi giải hệ trên hình (H.5.3.1) 
bằng hệ cơ bản trên hình (H.5.3.4) 
thì 2 hệ này là tương đương nhau. 
Nghĩa là nội lực, biến dạng và 
chuyển vị của 2 hệ là như nhau. Ta 
thử đi tìm chuyển vị trên hệ cơ bản. 
Để tìm chuyển vị trên hình (H.5.3.4), 
ở trạng thái "m" ta cũng cần phải giải 
tìm X1, X2, X3, nghĩa là tương đương 
với trạng thái "m" trên hình 
(H.5.3.2). Tuy nhiên ở trạng thái "k" được tạo ra trên (H.5.3.5) thì tính khá dễ dàng 
vì là hệ tĩnh định. Lúc này, nội lực ở trạng thái “k” được ký hiệu:

o

k

o
k

o
k QNM ,,  

 

Vậy, khi tính chuyển vị trong hệ siêu tĩnh, ta tạo trạng thái k trên hệ cơ bản 
thay vì trên hệ siêu tĩnh ban đầu. Biểu thức Maxwell-Morh trong trường hợp hệ 
chịu các nguyên nhân (P, t, Z): 

 

∫ ∫

∫∫∫

Σ+−Σ+Σ−

−Σ+Σ+Σ=∆

dsNtdsMtt
h

ZR

ds
E
QQds

E
NNds

E
MM

o
kcm

o
kmmjm

o
jk

m
o

km
o
km

o
k

km

α
α

υ

)(

JFJ

12

 (5-17) 

H.5.3.1A B 

C 
P 

D 

H.5.3.2

P 

(Mm) 
"m" 

H.5.3.3

Pk = 1 

)( kM  

"k" 

A 
X1 

H.5.3.4

C 
P 

B 

X2 X3 

D 

o
kM  

H.5.3.5

"k" 

P 
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Nếu cho phép áp dụng "nhân biểu đồ" Vêrêxaghin và các đại lượng α , h, t2m, 
t1m, tcm = const trên từng đoạn: 

))(())(())(( m

o

km
o
km

o
kkm QQNNMM ++=∆  

)()()( 12
o
kcm

o
kmm NtMtt

h
ΩΣ+Ω−Σ+ αα   (5-18) 

Ý nghĩa của các đại lượng, xem ở chương chuyển vị của hệ thanh. 
* Chú ý: 
- Các đại lượng xác định ở trạng thái "k" có ký hiệu chỉ số không kèm theo là 

biểu thị cho việc tạo trên hệ cơ bản. 
- Vì có nhiều cách tạo hệ cơ bản nên trạng thái "k" sẽ có nhiều sơ đồ tính, ta 

nên chọn hệ cơ bản để tạo sao cho việc tính toán và nhân biểu đồ được dễ dàng. 
 

Ví dụ: -Vẽ các biểu đồ nội lực và xác định chuyển vị đứng tại k (H.5.3.6). 
Cho α = 1,2.10-5(oC-1), độ cứng  chống uốn trong thanh ngang là 2EJ, trong 

thanh đứng là EJ; chiều cao thanh ngang là h = 0,4m; thanh đứng là h = 0,3m; EJ = 
1080T.m2; ∆1 = 0,02m; ∆2 = 0,03m. Chỉ xét ảnh hưởng của biến dạng uốn. 

1. Bậc siêu tĩnh: n = 3V - K = 3.2 - 5 = 1 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

    

2. Hệ cơ bản và hệ phương trình chính 
tắc: 

- Hệ cơ bản: tạo trên hình vẽ.(H.5.3.7) 
- Hệ phương trình chính tắc: 

03,0111111 =∆+∆+∆+ ZtpXδ  
3. Xác định các hệ số của hệ phương 

trình chính tắc: 
-Vẽ )(),(),( 11

o
pMNM , xác định các 1jR . 

J
92.3.

3
2.

2
3.3.

J2
1))(( 1111 EE

MM =



==δ  

J
05,43.

2
1.7,2.3.

3
2.

J2
1))(( 11 EE

MM o
pp ===∆

 )(..)()( 11121 NtMtt
h ct ΩΣ+Ω−Σ=∆ αα           

 )
2
3.3)(4020(

4,0
)

2
3.3)(2010(

4,0
−−+−−=

αα  

 00135,05,112 −=−= α  
 

3m 

∆1 

A 

3m 

H.5.3.6

B C 
3m

 

∆2 

D 

40oC 

 

20oC 
10oC 20oC 

k 

1,5m 

q = 2,4T/m 

H.5.3.7

X1 

2 0 

1 

1 

X1=1 

H.5.3.9  

H.5.3.8

X1 = 1 3 3 

1M  

1 

0 2 

H.5.3.10 o
PM

2,7 
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[ ] [ ] 04,002,0.2.. 1111 −=−=∆−=Σ−=∆ cjmjt RZR  

Thay vào: 03,004,000324,0
J
05,4

J
9 1 =−−=+

EE
X  

Thay EJ và giải X1 = 8,339 > 0 
4. Vẽ các biểu đồ nội lực: 
a. Mômen: )().()( 11

o
pMXMM +=  

Lực cắt và lực dọc: Tương tự các ví dụ trên. Kết quả thể hiên trên hình vẽ 
(H.5.3.12 & H.5.3.13). 

 
 
 
 
 
 
 
 
5. Xác định chuyển vị đứng tại k: 
- Trạng thái "m": Biểu đồ mômen (Mm) đã vẽ ở trên. 
- Trạng thái "k": vẽ )(),( o

k
o
k NM trên 1 hệ cơ bản chọn như trên hình (H.5.3.14 

& H.5.3.15) 
 
 
 
 
 
 
 
 

-  Xác định chuyển vị đứng tại k: 

[ ]

0)(839,0
4,0
5,22005,0

J
036,7

)
2

3.75,0)(4020(
4,0

03,0.05,002,0.5,0
2
017,25.

2
3.75.0.

J2
1

)()()())(( 12

>=−−=

−++−−=

ΩΣ+Ω−Σ+Σ−=

mm
E

E

NtMtt
h

ZRMMy o
kcm

o
kmmjm

o
jkm

o
kk

α

α

αα

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

H.5.3.14

0,5 0,5 

Pk = 1

0,75o
kM  

0 H.5.3.15

o
kN  

Pk = 1

H.5.3.11 

2,7 
M 

(T.m) 
25,017 

H.5.3.12 

Q 

(T) 

8,339 

11,939 

4,739 

H.5.3.13 

(T) 
N 

11,939 
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ß4. KIỂM TRA KẾT QUẢ TÍNH TOÁN CỦA  
PHƯƠNG PHÁP LỰC 

 
Do phải thực hiện nhiều phép tính trung gian khi giải hệ siêu tĩnh nên dễ mắc 

phải những sai số lớn hoặc sai lầm trong kết quả cuối cùng. Để tránh những sai số 
lớn ta phải tính chính xác các phép tính trung gian. Để tránh những sai lầm ta cần 
kiểm tra kết quả. 

I. Kiểm tra quá trình tính toán: 
1. Kiểm tra các biểu đồ đơn vị )( kM và biểu đồ )( o

pM :  
- Sử dụng các liên hệ vi phân và điều kiện cân bằng của từng phần hệ tách ra 

để kiểm tra. 
- Vẽ biểu đồ )( sM do các lực X1 = X2 = ... Xn = 1 đồng thời tác dụng lên hệ 

cơ bản gây ra. Kiểm tra mối quan hệ: 
)(...)()()( 21 ns MMMM +++≡    (5-19) 

2. Kiểm tra các hệ số: (δkm) 

∑∑

∑

= =

=

=

=++=

n

k

n

m
kmss

n

i
kiknkkks

MM

MM

1 1

1
21

))((

...))((

δ

δδδδ
 (5-20) 

Chứng minh các điều kiện kiểm tra: 
- Theo ý nghĩa của biểu đồ ( sM ) và các biểu đồ ( kM ) nên theo nguyên lý 

cộng tác dụng, điều kiện (5-19) phải thỏa mãn. 
- Thay (5-19) vào 2 điều kiện bên dưới và khai triển sẽ có 2 điều kiện (5-20). 
3. Kiểm tra các số hạng tự do: 
a. Kiểm tra: (∆kp) 
Biểu thức kiểm tra: 

∑
=

∆=
n

k
kP

o
Ps MM

1
))((   (5-21) 

Thay (Ms) từ điều kiện (5-19) vào và triển khai ta được điều kiện (5-21). 
b. Kiểm tra: (∆kt) 
Biểu thức kiểm tra: 

∑
=

∆=Ω−Σ+ΩΣ
n

k
ktssc Mtt

h
Nt

1
12 )()()(. α

α  (5-22) 

Trong đó )( sMΩ , )( sNΩ lần lượt là diện tích biểu đồ mômen và lực dọc do 
X1 = X2 = ... Xn = 1 đồng thời tác dụng lên hệ cơ bản gây ra. Theo nguyên lý cộng 
tác dụng: 

)(...)()()(
)(...)()()(

21

21

ns

ns

NNNN
MMMM

Ω+Ω+Ω=Ω

Ω+Ω+Ω=Ω
 

Thay vào ta sẽ chứng minh được điều kiện (5-23) 
c. Kiểm tra: (∆kZ) 
Biểu thức kiểm tra: kZjmjs ZR Σ∆=Σ− .  (5-24) 
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Trong đó jsR là phản lực tại liên kết j do X1 = X2 = ... Xn = 1 đồng thời tác 
dụng lên hệ cơ bản gây ra. 

Chứng minh tương tự các biểu thức trên. 
4. Kiểm tra việc giải hệ phương trình chính tắc: 
Do việc làm tròn số khi tính toán giải hệ phương trình chính tắc nên khi thay 

thế ngược các lực Xk đã tìm được vào thì các phương trình thường khác không. 
Người ta đánh giá sai số của mỗi phương trình dưới dạng sai số tương đối ε. 

[ ]εε ≤
−

= %100.
A

BA  (5-25) 

Trong đó:  A, B là tập hợp các số liệu của mỗi phương trình cần kiểm tra 
dưới dạng A – B, [ε] sai số tương đối cho phép. 

II. Kiểm tra kết quả cuối cùng: 

Biểu thức kiểm tra:
kZkts

kZktk

MM
MM

Σ∆−Σ∆−=

∆−∆−=

))((
))((

 (5-26) 

Chứng minh điều kiện kiểm tra: 

    

kZktk

kZkt
o
pnnk

kZkt
o
pknnkkk

kZktkpnknkk

MM

MXMXMXMM

MMXMMXMMXMM

XXX

∆−∆−=⇔

∆−∆−=++⇔

∆−∆−=+++⇔

=∆+∆+∆+++

))((

))(...)((

))(())(...())(())((

0...

2211

2211

2211 δδδ

 

kZktsMM Σ∆−Σ∆−=))(( : chứng minh tương tự. 
Ví dụ: Vẽ biểu đồ mômen và kiểm tra lại kết quả tính của hệ trên H.5.4.1. 

Cho độ cứng trong tất cả các thanh là EJ = const. 
1. Vẽ biểu đồ mômen (M): 

Bậc siêu tĩnh n = 2 
Hệ cơ bản được tạo trên hình H.5.4.2. 
Các hệ số được xác định: 

J3
82.

3
2.

2
2.2.

J
1))((

3

1111 E
aaaa

E
MM ===δ  

J
2.

2
2.2.

J
1))((

3

212112 E
aaaa

E
MM ==== δδ  

J3
7.2..

J
1.

3
2.

2
..

J
1 3

22 E
aaaa

E
aaa

E
=+=δ  

3

11 J
.5,1)..

2
2(

J
1))((

E
PaPaaaa

E
MM o

pp −=
+

−==∆

 

J
..

J
1))((

3

12 E
PaPaaa

E
MM o

pp −=−==∆  

Hệ phương trình chính tắc sau khi đã quy 
đồng và bỏ 3EJ dưới mẫu số: 





=−+
=−+
0376

05,468
3

2
3

1
3

3
2

3
1

3

PaXaXa
PaXaXa  Giải ra 





−=
=

PX
PX

15,0
675,0

2

1  

a 
H.5.4.1

a 

P 

a

H.5.4.2 X1 

X2 
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Vẽ biểu đồ mômen (M): )().().()( 2211
o
PMXMXMM ++=   Xem hình 

(H.5.4.6) 
2. Kiểm tra kết quả: 
- Kiểm tra biểu đồ: )()()( 21 sMMM ≡+ :  

thấy đúng 
)( sM vẽ trên hình (H.5.4.7) 

-Kiểm tra các hệ số: 
Nhân 2 biểu đồ: 

J3
142.

3
2.

2
2.2.

J
1))((

3

1 E
aaaaa

E
MM s =



 +=  

Mặc khác: 
J3

14
J

2
J3

8 333

1211 E
a

E
a

E
a

=+=+ δδ  

 (đúng) 
Nhân 2 biểu đồ: 

 

aaa
E

aaaa
E

MM s .
3
2.

2
..

J
1.2.

2
)3(.

J
1))(( 2 +

+
=

       
J3

13 3

E
a

=  

Mặc khác: 
J3

13
J3

7
J

2 333

2221 E
a

E
a

E
a

=+=+ δδ  (đúng) 

Nhân 2 biểu đồ: 

[ ]
J

9
J3

27
3EJ
26

J3
3.229.2

J6
2.

3
2.

2
..

J
1))((

3333
222

E
a

E
aa

E
aaaa

E
aaaa

E
MM ss ==+=+++=  

Mặc khác: 
J

9
J3

13
J3

14 333

22211211 E
a

E
a

E
a

=+=+++ δδδδ   (đúng) 

-Kiểm tra số hạng tự do: 
Nhân 2 biểu đồ: 

J
.5,2..

2
)23(.

J
1))((

3

E
PaPaaaa

E
MM o

Ps −=
+

−=  

Mặc khác: 

J
5,2

JJ
5,1 333

21 E
Pa

E
Pa

E
Pa

pp −=−−=∆+∆  (đúng) 

- Kiểm tra kết quả cuối cùng: 
Nhân 2 biểu đồ: 

 
 
 
 
 
 
 

H.5.4.3

X1 = 1 2a 
a 

1M  

H.5.4.4
X2 = 1

a 
a 

2M  

P 

H.5.4.5
o
PM  

Pa 

Pa 

sM  

3a 

H.5.4.7

X2 = 1 

a 

X1 = 1
2a 

H.5.4.6

0,15Pa 0,2Pa 0,525Pa 
Pa 

0,475Pa 

M 
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[ ]PaaPaaPaaPaa
E
aPaaa

E
MM s 2,0.2475,0.3475,0.2.22,0.3.2

J6
15,0.

3
2.

2
..

J
1))(( +−−+−=

   [ ] 0525,0.15,0.215,0..2525,0.2.2
J6

=+−−+ PaaPaaPaaPaa
E
a  

*Chú ý: 
- Các biểu thức điều kiện kiểm tra vẫn đúng trong trường hợp có kể đến ảnh 

hưởng của lực cắt và lực dọc. 
- Khối lượng tính toán kiểm tra còn nhiều. 
- Khi điều kiện kiểm tra thỏa mãn thì cũng chưa thể loại trừ được khả năng 

xảy ra sai lầm. 
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ß5. MỘT SỐ ĐIỀU CẦN CHÚ Ý KHI TÍNH HỆ SIÊU TĨNH 
BẬC CAO 

 
I.Các biện pháp nâng cao độ chính xác của kết quả tính toán: 
- Chọn phương pháp tính cho số lượng ẩn số là ít nhất (phương pháp lực, 

phương pháp chuyển vị, phương pháp hỗn hợp và liên hợp... ) 
- Khi sử dụng phương pháp lực nên chọn hệ cơ bản để sao cho các ẩn Xk ít 

ảnh hưởng đến kết quả cuối cùng. 
- Dùng các biện pháp nhằm giảm bậc của hệ phương trình chính tắc. (sẽ trình 

bày ở dưới) 
II. Các biện pháp làm giảm nhẹ khối lượng tính toán: 
1. Các biện pháp giảm bậc của hệ phương trình chính tắc: 
- Chọn phương pháp tính cho số ẩn số là ít nhất (đã nói ở trên) 
- Khi chọn hệ cơ bản của phương trình lực, ta chọn hệ cơ bản là hệ siêu tĩnh 

bậc thấp thay vì chọn hệ cơ bản tĩnh định. 
- Nên sử dụng tính chất đối xứng của hệ nếu hệ là hệ đối xứng 
2. Các biện pháp đơn giản hoá cấu trúc của hệ phương trình chính tắc: 
Hệ phương trình chính tắc có cấu trúc đơn giản khi chúng có nhiều hệ số phụ 

bằng không. Để đạt được mục đích này, ta có thể thực hiện các cách sau: 
- Sử dụng tính chất đối xứng của hệ nếu hệ đối xứng. 
- Chọn hệ cơ bản hợp lý bằng cách chia hệ thành nhiều bộ phân độc lập. Vì 

lúc này, các biểu đồ đơn vị sẽ phân bố cục bộ. Việc xác định các hệ số của phương 
trình chính tắc sẽ đơn giản và triển vọng có nhiều hệ số phụ bằng không. Mặc khác, 
việc làm này còn làm giảm nhẹ khối lượng tính toán ở các khâu: xác định nội lực, 
xác định các hệ số và số hạng tự do, giải hệ phương trình chính tắc. 

 

Xét hệ siêu tĩnh trên 
hình (H.5.5.1), ta nêu ra 2 
cách để chọn hệ cơ bản so 
sánh: 

+ Với hệ cơ bản chọn 
trên hình (H.5.2.2), nội lực 
trên hệ này nói chung sẽ 
phân khối trên toàn hệ. Do 
đó, việc xác định các hệ số 
và số hạng tự do mất nhiều 
công sức. Các hệ số phụ đều 
khác không. 

+ Với hệ cơ bản chọn 
trên hình (H.5.5.3), các biểu 
đồ đơn vị chỉ phân bố trên 1 
hoặc 2 bộ phận lân cận của 
hệ. Do đó, việc vẽ biểu đồ 
nội lực, xác định các hệ số 
và số hạng tự do sẽ đơn 
giản, có nhiều hệ số phụ 
bằng không.  

H.5.5.1
P 

P 
H.5.5.2 

X7 

X8 
X9 

X5 

X4 
X6 

X1 

X2 
X3 

P 

X1 X3 X3 

X1 

X2 

X2 

X9 X9 

X8 

X8 

X7 

X7 X6 

H.5.5.3 

X4 

X5 
X6 

X5 

X4 
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093398338

733792297227911981187117

=====
============

δδδδ
δδδδδδδδδδδδ  

- Sử dụng các thanh tuyệt đối cứng để thay đổi vị trí và phương các ẩn số 
(nghiên cứu ở phần sau). 
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ß6. CÁCH VẬN DỤNG TÍNH CHẤT ĐỐI XỨNG CỦA HỆ 
ĐỐI XỨNG 

 
Hệ đối xứng là hệ có kích thước, hình dạng hình học, độ cứng và kiên kết đối 

xứng qua 1 trục (H.5.6.1) 
I. Biện pháp sử dụng cặp ẩn số đối xứng và phản xứng: 
 
 
 
 
 
 
 
Xét hệ siêu tĩnh đối 

xứng chịu tải trọng tác dụng 
như trên hình (H.5.6.2). Chọn 
hệ cơ bản cũng có tính chất 
đối xứng như trên hình 
(H.5.6.3). Có 2 loại ẩn số: 

- Cặp ẩn số đối xứng 
X4 và phản xứng X3. 

- Cặp ẩn số chỉ có vị 
trrí đối xứng X1 và X2. 

Để triệt để sử dụng 
tính đối xứng của hệ, ta phân 
tích X1, X2 thành hai cặp: cặp 
đối xứng Y1 và cặp phản ứng 
Y2 như trên hình vẽ (H.5.6.4).Tức là: 





=+
=+

221

121

XYY
XYY









−
=

+
=

→

2

2
21

2

21
1

XXY

XXY
 

Các ẩn số lúc này là (Y1, Y2 , X3, X4) 
Hệ phương trình chính tắc có dạng: 











=∆++++
=∆++++
=∆++++
=∆++++

0
0
0
0

4444343242141

3434333232131

2424323222121

1414313212111

P

P

P

P

XXYY
XXYY
XXYY
XXYY

δδδδ
δδδδ
δδδδ
δδδδ

 

Mặc khác, đối với hệ đối xứng có tính chất sau: 
- Hệ đối xứng chịu nguyên nhân tác dụng đối xứng (phản ứng) thì biểu đồ 

mômen  sẽ đối xứng  (phản ứng). Suy ra: )(),( 41 MM sẽ đối xứng; )(),( 32 MM sẽ 
phản ứng. 

- Kết quả nhân biểu đồ phản ứng với biểu đồ đối xứng sẽ bằng không. Suy 
ra: 

EJ 
EF 
GF 

H.5.6.1

EJ 
EF 
GF 

P 

H.5.6.2

H.5.6.3

X1 X2 X3 

X3 

X4 

X4 

H.5.6.4 

Y1 

X4 

X3 
X4 

X3 

Y1 
Y2 

Y2 
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03443422431132112 ======== δδδδδδδδ  
Thay vào, ta được: 





=∆++
=∆++

0
0

4444141

1414111

P

P

XY
XY

δδ
δδ

 (a) (chứa cặp ẩn đối xứng) 





=∆++
=∆++

0
0

3333232

2323222

P

P

XY
XY

δδ
δδ

 (b) (chứa cặp ẩn phản xứng) 

* Kết luận: Với hệ đối xứng có bậc siêu tĩnh bằng n, nếu áp dụng các cặp ẩn 
số đố xứng và phản xứng ta có thể đưa hệ phương trình chính tắc về hai hệ phương 
trình độc lập: 1 hệ gồm n1 phương trình chứa ẩn đối xứng, 1 hệ gồm n2 phương trình 
chứa ẩn phản xứng với n1 + n2 = n. 

* Các trường hợp đặc biệt: 
1. Khi nguyên nhân bên ngoài tác dụng đối xứng: 
Xét lại hệ đã phân tích ở trên thì lúc này )( o

PM sẽ đối xứng. Suy ra 
032 =∆=∆ PP . Thay vào hệ (b) thì được Y2 =  X3 = 0  

Vậy 1 hệ đối xứng chịu nguyên nhân tác dụng đối xứng thì các ẩn phản xứng 
= 0  

2. Khi nguyên nhân bên ngoài tác dụng phản xứng: 
Xét lại hệ đã phân tích ở trên thì tương tự ta sẽ có được Y1 =  X4 = 0  
Vậy khi hệ đối xứng chịu nguyên nhân tác dụng phản xứng thì các ẩn đối 

xứng = 0  
II. Biện pháp biến đổi sơ đồ tính: 
* Các đặc điểm của hệ đối xứng: 
- Một hệ đối xứng chịu nguyên nhân bất kỳ bao giờ cũng có thể phân tích 

thành tổng của 2 hệ: hệ đối xứng chịu nguyên nhân tác dụng đối xứng với hệ đối 
xứng chịu nguyên nhân phản xứng. 

Ví dụ: Hệ trên hình H.5.6.5 bằng tổng hai hệ trên hình H.5.6.6 với H.5.6.7. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
- Trong hệ đối xứng chịu nguyên nhân đối xứng thì chuyển vị, mômen uốn, 

lực dọc sẽ đối xứng, còn lực cắt có tính phản ứng. 
- Trong hệ đối xứng chịu nguyên nhân phản ứng thì chuyển vị, mômen, lực 

dọc sẽ phản xứng, còn lực cắt có tính đối ứng. 
Như vậy với các đặc điểm này, nếu biết được kết quả của một nửa hệ đối 

xứng thì có thể suy ra kết quả trên toàn hệ. Ta đi tìm 1 nửa hệ tương đương. 
1. Hệ đối xứng chịu nguyên nhân tác dụng đối xứng: 
a. Trường hợp trục đối xứng không trùng với trục thanh nào của hệ : 
Xét tiết diện C và C' nằm bên trái và bên phải của trục đối xứng của hệ trên 

hình (H.5.6.8). Do chuyển vị của hệ là đối xứng nên tại C không thể có chuyển vị 

H.5.6.5
∆ 

P P 

q 

M M 

H.5.6.6
∆/2 

q/2 

P P 

q/2 

∆/2 ∆/2 ∆/2 
H.5.6.7

q/2 q/2 

M M 
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xoay và thẳng theo phương vuông góc 
trục đối xứng. Tuy nhiên, chuyển vị 
thẳng theo phương trục đối xứng có thể 
được. Điều này chứng tỏ C làm việc như 
1 ngàm trượt. 

Vậy trên sơ đồ tính 1 nửa hệ 
tương đương ta chỉ việc đặt vào C 1 
ngàm trượt dưới dạng 2 liên kết thanh có phương song song nhau và vuông góc với 
trục đối xứng như trên hình vẽ (H.5.6.9) 

 

*Kết luận: Khi tính hệ đối xứng chịu nguyên nhân tác dụng đối xứng và có 
trục đối xứng không trùng với trục thanh nào của hệ, ta đặt thêm vào hệ các ngàm 
trượt dưới dạng 2 liên kết thanh song song và vuông góc với trục đối xứng tại 
những tiết diện trùng với trục đối xứng rồi thực hiện tính toán trên một nửa hệ  và 
suy ra kết quả trên toàn hệ. 

b. Trường hợp trục đối xứng trùng với 1 số trục thanh của hệ. 
Xét hệ trên hình (H.5.6.10). Đưa về hệ tương đương đối xứng và có trục đối 

xứng không trùng với trục 
thanh nào của hệ bằng cách 
thay thế mỗi thanh AB, CD 
bằng 2 thanh có độ cứng giảm 
đi một nửa, hai đầu A1A2, 
B1B2, C1C2, D1D2 là vuông 
góc với trục đối xứng và có 
độ cứng bằng vô cùng 
(H.5.6.11). Đến đây ta trở lai 
trường hợp trục đối xứng 
không trùng với trục thanh. 

 

Một nửa hệ tương 
đương như trên hình 

(H.5.6.12). Nhưng tại A1, B1, 
C1, D1 không tồn tại chuyển 
vị góc xoay và chuyển vị 
thẳng theo phương vuông góc 
trục đối xứng mà chỉ có thể 
chuyển vị theo phươngdọc 
trục thanh. Nghĩa là, các 
thanh A1B1, C1D1 làm việc 
như 1 liên kết thanh (liên kết 
loại 1) (H.5.6.13). 

 

Kết luận: Khi tính hệ 
đối xứng chịu nguyên nhân 
tác dụng đối xứng và có trục 
đối xứng trùng với một số 
trục thanh của hệ, ta cần đặt 
thêm vào hệ các ngàm trượt dưới dạng 2 liên kết thanh có phương song song với 

H.5.6.8

P P 

C C' 

H.5.6.9

C 

P 

A 

H.5.6.10

B 

P P 

C 

D 
EJ2 
EF2 
GF2 

H.5.6.11

B1 

A1 

P P 

A2 

B2 

D2 

C2 

D1 

C1 

EJ1 
EF1 
GF1 

EJ2/2 
EF2/2 
GF2/2 

EJ2/2 
EF2/2 
GF2/2 

EJ1/2 
EF1/2 
GF1/2 

EJ1/2 
EF1/2 
GF1/2 

P 

H.5.6.12

B1 

A1 

D1 

C1 
P 

H.5.6.13

A1 

B1 

EF1/2 

C1 

D1 

EF1/2 
EJ2/2 
EF2/2 
GF2/2 

EJ1/2 
EF1/2 
GF1/2 

P 

H.5.6.14

B1 

EF1/2

D1 

C1 
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nhau và vưông góc với trục đối xứng tại những tiết diện trùng với trục đối xứng 
đồng thời thay thế các thanh trùng với trục đối xứng bằng các liên kết thanh (liên 
kết loại 1) có độ cứng giảm đi 1 nửa rồi thực hiện tính toán trên 1 nửa hệ và sau đó 
suy ra kết quả trên toàn hệ. Khi suy ra kết quả nội lực trên toàn hệ, đối với thanh 
trùng với trục đối xứng lực dọc lấy gấp 2 lần so với khi giải 1 nửa hệ còn lực cắt và 
mômen lấy bằng không. 

 

Trong trường hợp bỏ qua biến dạng dọc trục trong các thanh trùng với trục 
đối xứng và các thanh này bị ngăn cản chuyển vị theo phương dọc trục thanh (một 
đầu nối đất), ta có thể thay thế các ngàm trượt bằng ngàm (H.5.6.14) 

2. Hệ đối xứng chịu nguyên nhân tác dụng phản xứng: 
a. Trường hợp trục đối xứng không trùng với trục thanh nào của hệ: 
Xét tiết diện C và C' nằm 

bên trái và bên phải trục đối 
xứng của hệ trên hình 
(H.5.6.15). Do chuyển vị của hệ 
là phản xứng nên tại C không 
thể có chuyển vị theo phương 
trục đối xứng. Tuy nhiên, 
chuyển vị góc xoay và chuyển vị theo phương vuông góc với trục đối xứng có thể 
được. Điều này chứng tỏ C làm việc như 1 gối di động. Vậy trên sơ đồ tính một 
phần 2 hệ tương đương ta chỉ việc đặt vào C 1 gối di động có phương của trục đối 
xứng (H.5.6.16). 
 

Kết luận: Khi tính hệ đối xứng chịu nguyên nhân tác dụng phản ứng và có 
trục đối xứng không trùng với trục thanh nào của hệ ta đưa về 1 nửa hệ tương 
đương bằng cách đặt thêm vào hệ các gối di động có phương của trục đối xứng tại 
những tiết diện trùng với trục đối xứng rồi thực hiện tính toán trên 1 nửa hệ và sau 
đó suy ra kết quả trên toàn hệ. 

b. Trường hợp trục đối xứng trùng với một số trục thanh của hệ: 
 Cũng lý luận tương tự như trường hợp hệ chịu nguyên nhân tác dụng đối 
xứng ở trên, ta đưa bài toán trở về trường hợp trục đối xứng không trùng với trục 
thanh nào của hệ. 

Với hệ cho 
trên hình (H.5.6.17), 
hệ tương đương của 
nó ở trên hình 
(H.5.6.18) và hệ trên 
hình (H.5.6.19) là 1 
nửa hệ tương đương. 

 

Kết luận: Khi 
tính hệ đối xứng chịu 
nguyên nhân tác dụng 
phản ứng và có trục 
đối xứng trùng với 
trục thanh nào đó của 
hệ, ta đưa về 1 nửa hệ 

H.5.6.15

C 
P 

C' 

H.5.6.16

C P P 

EJ1 
EF1 
GF1 

EJ1/2 
EF1/2 
GF1/2 

H.5.6.18

B2 

A2 A1 

B1 

D 

C 

EJ2/2 
EF2/2 
GF2/2 

EJ2/2 
EF2/2 
GF2/2 

C1 

D1 

C2 

D2 

P P P P 

EJ1/2 
EF1/2 
GF1/2 

EJ2/2 
EF2/2 
GF2/2 

H.5.6.17

B 

A 
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tương đương bằng cách đặt thêm 
vào hệ các gối di động có phương 
trục đối xứng tại những tiết diện trục 
đối xứng bằng các thanh có độ cứng 
giảm đi 1 nửa rồi tính toán trên 1 
phần 2 và suy ra kết quả trên toàn 
hệ. 
 

Khi suy ra kết quả nội lực 
trên toàn hệ, đối với các thanh trùng 
với trục đối xứng, lực dọc lấy bằng 
không còn mômen và lực cắt lấy gấp 
2 lần so với khi tính trên nửa hệ. 

Trong trường hợp bỏ qua ảnh 
hưỏng biến dạng dọc trục thì ta có 
thể bỏ bớt 1 gối di động trong 2 gối 
ở hai đầu thanh (H.5.6.20). 

* Chú thích: 
Trường hợp tiết diện trùng với trục đối xứng không phải là liên kết hàn, bằng 

cách phân tích sự làm việc tại các tiết diện này tương tự như ở trên ta có thể thay thế 
bằng các liên kết tương ứng khi tính trên 1 nửa hệ. 

 

Chẵn hạn, hệ trên 
hình (H.5.6.21)  

+ Nếu nguyên nhân 
tác dụng đối xứng thì 1 
nửa hệ tương đương trên 
hình (H.5.6.22). 

+ Nếu nguyên nhân 
tác dụng phản xứng thì 1 
nửa hệ tương đương trên 
hình (H.5.6.23). 

 

Ví dụ: Vẽ các biểu đồ nội lực của hệ trên hình (H.5.6.24). Cho độ cứng trong 
tất cả các thanh là EJ = const. Chỉ xét ảnh hưởng của biến dạng uốn.   

 Hệ đã cho thuộc loại hệ đối xứng chịu nguyên nhân tác dụng phản xứng. Một 
nửa hệ trái tương đương của hệ đã cho được tạo ra trên hình (H.5.6.25). Đây là hệ 
siêu tĩnh bậc 1. Tiến hành các bước giải sẽ vẽ được biểu đồ (M), (Q), (N). Sau đó 
suy ra kết quả của nửa hệ phải theo các đặc điểm của hệ đối xứng. Kết quả thể hiện 
trên hình vẽ (H.5.6.26 → H.5.6.31) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

H.5.6.19

EJ1/2 
EF1/2 
GF1/2 

 

B1 

EJ2/2 
EF2/2 
GF2/2 

C1 

D1 

P 

H.5.6.20

A1 

EJ1/2 
EF1/2 
GF1/2 

P 

D1 

C1 

EJ2/2 
EF2/2 
GF2/2 

B1 

H.5.6.23H.5.6.21 H.5.6.22

a 

H.5.6.24

P 

a a a 

P 

a

a a 

P 

H.5.6.25 a
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Pa 

Pa/2 

Pa/2 
H.5.6.26

(M) 
(nửa hệ trái) 

H.5.6.29
Pa/2 

Pa/2 

Pa 

Pa/2 

Pa/2 Pa 

(M) 
(toàn hệ) 

H.5.6.27

P/2 

P 

(Q) 
(nửa hệ trái) 

P/2 H.5.6.30

P P 

P/2 

(Q) 
(toàn hệ) 

P 

H.5.6.28

(N) 
(toàn hệ) 

H.5.6.31

P 

P 

(N) 
(nửa hệ trái) 
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ß7. SỬ DỤNG CÁC THANH TUYỆT ĐỐI CỨNG ĐỂ THAY ĐỔI 
VỊ TRÍ VÀ PHƯƠNG CÁC ẨN SỐ NHẰM ĐƠN GIẢN HOÁ 

CẤU TRÚC CỦA HỆ PHƯONG TRÌNH CHÍNH TẮC 
 

Mục đích của biện pháp là sử dụng các thanh tuyệt đối cứng nhằm thay đổi 
vị trí và phương của các ẩn số để sao cho hệ phương trình chính tắc có nhiều hệ số 
phụ bằng không. 

Xét hệ trên hình 
(H.5.7.1). Để giải hệ ta có thể 
chọn hệ cơ bản  như trên hình 
(H.5.7.2) 
  Ta biến đổi hệ trên 
hình (H.5.7.1) bằng cách thực 
hiện mặt cắt 1-1, hàn 2 thanh tuyệt đối cứng vào 2 tiết diện C và C'. Nếu nối 2 thanh 
tuyệt đối cứng bằng ba liên kết loại 1 theo điều kiện nối 2 miếng cứng tạo thành hệ 
bất biến hình thì hệ mới sẽ tương  đương với hệ ban đầu (H.5.7.3, H.5.7.4...) 

 
 
 
 
 
 
Nếu ta chọn hệ cơ bản bằng cách cắt các 

liên kết nối giữa các thanh tuyệt đối cứng (H.5.7.5, 
H.5.7.6…) thì so với các hệ cơ bản trên hình 
(H.5.7.2), vị trí và phương của các ẩn số đã thay 
đổi. Điều đó có nghĩa là các hệ số cũng thay đổi. 
Rõ ràng là có nhiều cách lập hệ tương đương nên 
cũng nhiều cách thay đổi vị trí và phương của các ẩn số. Và ta thực hiện sao cho hệ 
phương trình  chính tắc càng có nhiều hệ số phụ bằng không càng tốt. 

Ví dụ: Chọn hệ số cơ bản sao cho tất cả các hệ số phụ bằng không của khung 
trên hình (H.5.7.7). Cho độ cứng EJ là không đổi trên toàn hệ. 

Hệ tương đương trên hình (H.5.7.8), hệ cơ bản tạo nên hình (H.5.7.9) 
Các biểu đồ )(),(),( 321 MMM vẽ trên hình (H.5.7.10 → H.5.7.12). 

)(),( 31 MM là đối xứng; )( 2M phản xứng nên 032232112 ==== δδδδ . 

Để 0))(( 133113 === MMδδ  thì hc
3
2

=  vì khi đó trọng tâm lấy trên )( 1M  ứng 

với tung độ = 0 trên )( 2M . 
 

 
 
 
 
 
 
 

P 
C' C 

H.5.7.1

1 

1 

H.5.7.2 

P 

X2 

X1 X3 X3 X2 

X1 

H.5.7.3

P C C' 

H.5.7.4

C' C P 

 HÀN 

H.5.7.5

 X1 

X2

X1 

X2 
X3 X3  

H.5.7.6

P 

X2 
X3 

X1 X1 

X2

X3
(...) 

H.5.7.8

P 

l/2 l 

H.5.7.7

P 

l/2 

hh

c

H.5.7.9

X2 X2 

X1 X1 

X3 X3 
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H.5.7.10

X1 = 1 X1 = 1 

1M  
h h 

H.5.7.11

X2 = 1 X2 = 1

2M  

l/2 
l/2 

H.5.7.12

X3 = 1 X3 = 1

c 
c 

c 

c 
c 

(h-c) (h-c) 
3M  
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ß8. HỆ DÀN SIÊU TĨNH 
 

I. Bậc siêu tĩnh: 
n = D - 2M + 3 (Đối với hệ dàn không nối đất) 
n = D - 2M + C (Đối với hệ dàn nối đất) 

II. Hệ cơ bản và hệ phương trình chính tắc: 
Như trong trường hợp tổng quát của phương pháp lực. 
III. Xác định các hệ số của hệ phương trình chính tắc: 
Do trong hệ dàn chỉ tồn tại lực dọc nên các hệ số chỉ kể đến thành phần biến 

dạng dọc trục. 
1. Các hệ số chính và phụ: 

∑∫ =Σ=
i

i
imikmk

km l
E

NN
ds

E
NN

.
F

.
F i

δ  

2. Các số hạng tự do: 
a. Do tải trọng: 

i
i

o
ipik

o
pk

kP l
E

NN
ds

E
NN

∑∫ =Σ=∆
iFF

 

b. Do biến thiên nhiệt độ: 
∑ ∑=Ω=∆

i i
iikciikcikt lNtNt .)( αα  

c. Do chế tạo chiều dài thanh không chính xác: 
i

i
ikk N ∆=∆ ∑∆ .  

∆i : độ dôi của thanh dàn thứ i. Nếu là chế tạo ngắn hơn chiều dài (còn gọi là 
độ hụt) thì ∆i lấy dấu âm. 

d. Do chuyển vị cưỡng bức của các gối tựa: 
j

j
jkkZ ZR∑−=∆

)(

 

Trong các công thức trên: 
o
iPimik NNN ,, : lực dọc trong thanh dàn thứ i do Xk = 1 và Xm = 1, P gây ra trên 

hệ cơ bản. 
EFi , li : độ cứng và chiều dài thanh thứ i 
α : hệ số dãn nở vì nhiệt độ. 

jkR : phản lực tại liên kết j do Xk = 1 gây ra trên hệ cơ bản. 
Zj : chuyển vị cưỡng bức tại liên kết j. 

IV. Xác định lực dọc trong các thanh dàn: 
Lực dọc trong thanh dàn thứ i: 

o
iZ

o
i

o
it

o
ipniniii NNNNXNXNXNN ++++++= ∆...... 2211  

Trong đó: o
iZ

o
i

o
it

o
ip NNNN ,,, ∆  lần lượt là lực dọc trong thanh dàn thứ i do các 

nguyên nhân P, t, ∆, Z gây ra trên hệ cơ bản. Nếu hệ cơ bản là tĩnh định thì 
0,, =∆

o
iZ

o
i

o
pt NNN . 

 
Ví dụ: Xác định lực dọc trong các thanh dàn trên hình (H.5.8.1) cho biết độ 

cứng trong các thanh dàn là EF = const. 
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1. Bậc siêu tĩnh: n = D – 2M + C = 10 - 6.2 + 4 = 2 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
2. Hệ cơ bản và hệ phương trình chính tắc: 
- Hệ cơ bản (H.5.8.2). Ở đây ta xem các thanh 

56, 34 là các liên kết thanh và cắt nó. 
- Hệ phương trình chính tắc: 

        




=∆++
=∆++

0
0

2222121

1212111

P

P

XX
XX

δδ
δδ

 

3. Xác định các hệ số của hệ phương trình chính 
tắc: 

∑=
i

i
imik

km l
E

NN
.

Fi

δ   k, m = 2,1  

i
i

o
ipik

kP l
E

NN
∑=∆ .

Fi

  i : thanh thứ i. 

Sơ đồ để xác định o
ipii NNN ,, 21  được tạo trên các hình vẽ (H.5.8.3, H.5.8.4 & 

H.5.8.5) 
Lực dọc được xác định theo các cách trong bài hệ dàn. 
Kết quả tính toán được thể hiện trong bảng tính (B.5.8.1) 
Hệ phương trình chính tắc: 





=++++−
=−+−++

0)221(.)243(.)242(
0)221(.)242(.)285(

21

21

PaXaXa
PaXaXa  

Ở đây do các thanh có độ cứng bằng EF nên ta không đưa vào trong tính toán 
cho gọn. 

Giải phương trình: 





−=
=

PX
PX

436,0
014,0

2

1  

4. Xác định lực dọc trong các thanh dàn: 
o
ipiii NXNXNN ++= 2211  

 Xem kết quả trong bảng tính (B.5.8.1) 

2 

5 

1 

3 
4 

6 

a 

P = 2T 

H.5.8.1

a
a

H.5.8.2

3 

1 

5 

2 

6 

4 

X1 X1 

X2 

X2 

5 

1 

3 

H.5.8.3

2 

X1 = 1X1 = 1
6 

4 
3 

1 

5 

2 

H.5.8.4

4 

6 

X2 = 1 

H.5.8.5

3 

1 

5 

2 

6 

4 
P = 2T 
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Thanh li 1iN  2iN  o
ipN  11 ii NN li 21 ii NN li 22 ii NN li o

ipi NN 1 l o
ipi NN 2 li Ni 

5-6 a 1 0 0 a 0 0 0 0 0,014P 
6-4 a 1 0 0 a 0 0 0 0 0,014P 
6-3 2a  2−  0 0 2 2a  0 0 0 0 -0,019P 
5-4 2a  2−  0 0 2 2a  0 0 0 0 -0,019P 

5-3 a 1 0 0 a 0 0 0 0 0,014P 
3-4 a 0 1 0 0 0 0 0 0 -0,436P 
4-2 a 1 1 0 a a 0 0 0 -0,422P 
4-1 2a  2  - 2  0 22a  - 22a  22a  0 0 0,636P 

3-2 2a  2  - 2  -P 2  22a  - 22a  22a  - 22aP  22aP  -0,777P 

3-1 a 1 1 P a a a Pa Pa 0,578P 
Tổng a)285( +

 
a)242( −  a)243( +  Pa)221( −

 
Pa)221( +

 
 

 

B.8.1 Bảng tính lực dọc trong các thanh dàn 
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ß9. DẦM LIÊN TỤC 
I. phân tích hệ: 
1. Khái niệm: Dầm liên tục là hệ gồm 1 thanh thẳng nối với trái đất bằng số 

gối tựa lớn hơn hai để tạo thành hệ bất biến hình. 
2. Phân loại dầm liên tục: 
- Dầm liên tục hai đầu khớp (H.5.9.1) 
- Dầm liên tục có đầu thừa (H.5.9.2) 
- Dầm liên tục có đầu ngàm (H.5.9.3) 
 
 
 
 
3. Bậc siêu tĩnh: 
Cách 1: n = 3V – K 
Ví dụ: Dầm liên tục trên hình (H.5.9.4) 

có n = 3.3 – 7 = 2. 
Cách 2: n = C – 3 
C là số liên kết nối đất tương đương 

quy về liên kết loại 1. 
Ví dụ: Dầm liên tục trên hình (H.5.9.5) 

có n = 7 – 3 = 4. 
 

Trường hợp cho phép bỏ qua ảnh hưởng của biến dạng đàn hồi dọc trục và 
tải trọng chỉ tác dụng vuông góc với trục dầm thì gối cố định chỉ có hiệu quả như 
gối di động. Khi đó bậc siêu tĩnh được tính bằng biểu thức: 
   n = Ctg + N 

Ctg: số gối tựa trung gian (không kể hai gối ngoài cùng), không cần phân biệt 
là gối cố định hay di động. 

N: số liên kết ngàm, không cần phân 
biệt là ngàm trượt hay ngàm. 

Ví dụ: Dầm liên tục trên hình (H.5.9.6) 
có n = 2 + 2 = 4. 

II. Cách tính dầm liên tục bằng phương pháp phương trình ba mômen: 
Bài toán dầm liên tục là một trường hợp của hệ siêu tĩnh nên ta có thể vận 

dụng phương pháp lực để tính toán. Tuy nhiên, để phục vụ cho việc tính toán được 
nhanh chóng và đơn giản ta đi cụ thể hoá hệ phương trình chính tắc của nó. 

 

Xét một dầm liên tục hai đầu khớp gồm (n + 1) nhịp, có độ cứng EJ không 
đổi trên từng nhịp, chịu tác dụng của các nguyên nhân tải trọng, biến thiên nhiệt độ, 
chuyển vị cưỡng bức của các gối tựa (H.5.9.7). 
 

1. Hệ cơ bản: 
Chọn hệ cơ bản bằng cách loại bỏ các liên kết ngăn cản chuyển vị góc xoay 

tương đối của hai tiết diện 2 bên gối tựa trung gian (thay thế liên kết hàn bằng liên 
kết khớp (H.5.9.8)).  

2. Hệ phương trình chính tắc:  
Xét phương trình i của hệ phương trình cơ bản 

0...... 11112211 =∆+∆+∆++++++ ++−− iZitiPniniiiiiiiiiii MMMMMM δδδδδδ  

H.5.9.1

H.5.9.2 H.5.9.3

H.5.9.4

H.5.9.5

H.5.9.6
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li 

EJ 2 
0 1 2 i-1 

l1 l2 li-1 

Z i
-1Z 1

 

t2(i-1) 

t1(i-1) 

t11 

t21 H.5.9.7i i+1 n n+1 
EJn 

li+1 ln ln+1

Z n
+1t2(i+1) 

t1(i+1) 

M
 

M1 M2M2 Mi-1 Mi-1 Mi Mi Mi+1 Mi+1 MnMn 

H.5.9.8

Mi  

H.5.9.9

t2(i+1) 

t1(i+1) 

i+1 EJi+1 

Z i
+1

Mi+1 Mi+1 

H.5.9.10

li+1 

Z i
-1

i-1 
Mi-1 Mi-1 i 

t2i 

t1i 

EJi 

Z i
 

Mi Mi 

li 

Mi-1 = 1 Mi-1 = 1 

H.5.9.11

)( 1−iM

1 1 

1 H.5.9.12

)( iM

Mi = 1 Mi = 1 

1 
1/li+1 1/li 1/li 1/li+1 

Mi+1 = 1 

1 

Mi+1 = 1 

H.5.9.13

)( 1+iM  

1 

H.5.9.14

ωi Ci Ciωi+1

ai ai+1 bi+1bi

)( o
PM  



 CƠ HỌC KẾT CẤU II Page 38 

Phương trình này biểu thị điều kiện góc xoay tương đối của 2 tiết diện ở hai 
bên gối tựa thứ i bằng không. 

 

Ta biết kikiik δδδ ,= ở đây là chuyển vị góc xoay tương đối của hai tiết diện 
hai bên gối tựa thứ k do riêng Mi = 1 gây ra trên hệ cơ bản. Mặt khác, Mi chỉ gây ra 
biến dạng trên nhịp i và (i + 1) (H.5.9.9). Điều đó có nghĩa là: 
  0,, )1()1( ≠+− iiiiii δδδ , còn kiδ  (k ≠ (i - 1), i, (i + 1)) = 0 

Thay vào phương trình trên: 
01111 =∆+∆+∆+++ ++−− iZitiPiiiiiiiii MMM δδδ . 

3. Xác định các hệ số của hệ phương trình chính tắc: 
a. Xác định các hệ số chính và phụ: 

ii
1)1( J6

1.
3
2.

2
.1

.
J
1))((

E
ll

E
MM ii

iiii === −−δ  

1i

1

i

1

1ii J3J3
1.

3
2.

2
.1

.
J
11.

3
2.

2
.1

.
J
1))((

+

++

+

+=+==
E
l

E
ll

E
l

E
MM iiii

iiiiδ  

1i

11

1i
1)1( J6

1.
3
1.

2
.1

.
J
1))((

+

++

+
++ ===

E
ll

E
MM ii

iiiiδ  

b. Xác định các số hạng tự do: 
- Do tải trọng: (∆iP) 

1i1

11

i1

1
1

1ii J
.

J
1...

J
11..

J
1))((

++

++

+

+
+

+

+=+==∆
El

b
El
a

l
b

El
a

E
MM

i

ii

i

ii

i

i
i

i

i
i

o
piiP

ωω
ωω  

ωi: diện tích của ( o
PM ) trên nhịp thứ i, dấu của ωi được lấy theo dấu của 

( o
PM ). 

ai, bi :khoảng cách từ trọng tâm diện tích của biểu đồ ( o
PM ) đến gối tựa trái 

và phải của nhịp i. 
-Do biến thiên nhiệt độ: (∆it) 
Trên hệ cơ bản không tồn tại lực dọc nên: 

2
.1

).(
2
.1

)()()( 1
)1(1)1(2

1
1212

+
++

+

−+−=Ω−Σ=∆ i
ii

i

i
ii

i
iit

ltt
h

ltt
h

Mtt
h

ααα  

α: Hệ số dãn nở vì nhiệt. 
hi: chiều cao thứ dầm ở nhịp thứ i. 
- Do chuyển vị cưỡng bức của các gối tựa: (∆iZ) 

1

11
1

11
1 .1.1.1.1

+

+−
+

++
−

−
+

−
=








−++−−=Σ−=∆

i

ii

i

ii
i

i
i

i
i

i
i

i
jjiiZ l

ZZ
l

ZZ
Z

l
Z

l
Z

l
Z

l
ZR  

Trong đó: Zi là độ lún của gối tựa thứ i, theo biểu thức thì Zi lấy dấu dương 
khi chuyển vị đi xuống. 

Thay tất cả các hệ số vào phương trình trên: 

+++++ +
+

+

+

+
−

i

ii
i

i
i

ii
i

i

l
a

E
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E
lM

E
l

E
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E
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.
J
1.
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J3J3
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J6 i
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1

i
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0
2
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.
J
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1

11
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1
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=
−

+
−
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+
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i
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l
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h
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b

E
ααω  

Chọn 1 J0 làm chuẩn (thường chọn J của nhiều nhịp có J giống nhau của 
dầm). Và đặt: 
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i
ii J

Jl 0.=λ : gọi là chiều dài quy ước của nhịp i. 

Thay vào phương trình: 

+







+++++
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++
+++−

11

11
01111 .

.
.

6)(2.
ii

ii
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iiiiiii Jl

b
Jl
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+
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+

+−+
++

+ i

ii

i

iii
ii

i
ii l

ZZ
l

ZZ
E

l
tt

l
ttE αα  

Trường hợp dầm có tiết không đổi trên toàn nhịp:J1 = J2 =... Jn = J = const. 
Lấy J0 = J và thay vào ta được:  

+







+++++
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+++−

1

11
1111

.
6)(2.

i
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i
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b
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Cho i = 1, n  ta được hệ phương trình chính tắc 
Giải hệ phương trình chính tắc sẽ xác định được (M1, M2, ..., Mn). 
 

4. Vẽ cácbiểu đồ nội lực: 
- Với biểu đồ mô men (M): mỗi nhịp của dầm ta đã biết được mômen uốn tại 

2 gối tựa. Nối 2 tung độ này bằng 1 đoạn thẳng và treo biểu đồ )( o
pM của nhịp tương 

ứng vào. 
-Với biểu đồ lực cắt (Q), lực dọc (N): Vẽ như trong trường hợp tổng quát 

của phương pháp lực. 
 

Ví dụ: Vẽ các biểu đồ nội lực của hệ trên hình (H.5.9.15) 
1. Bậc siêu tĩnh: 

n = Ctg + N = 2 + 0 = 2 
2. Tạo hệ cơ bản, đánh số các gối tựa, vẽ biểu đồ mômen do tải trọng gây ra 

trên hệ cơ bản: (H.5.9.16 & H.5.9.17) 
3. Viết các phương trình ba mômencho các gối tựa trung gian. 

  i = 1:      06)(2
22

22

11

11
02212101 =








+++++

Jl
b

Jl
aJMMM ωω

λλλλ  

 

i = 2:     06)(2
33

33

22

22
03323212 =








+++++

Jl
b

Jl
aJMMM

ωω
λλλλ  

4. Xác định các đại lượng trong phương trình 3 mômen: M0 = M3 = 0 

Chọn J0 = J, tính mmm
J
Jl

i
ii 3;3;6 321

0 ===→= λλλλ  

366.9.
3
2.

3
2

11 === flω ; a1= b1 = 3; 5,22
2

6.5,7
2 ==ω ; a2 = b2 = 3 

5,22
2

6.5,7
3 ==ω ; a3 = b3 = 3 

Thay vào phương trình ba mômen: 
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i = 1 0
2.6

3.5,22
.6

3.3663180.6 21 =



 ++++

JJ
JMM  

i =2 0
2.6

3.5,22
2.6

3.5,2260.312.3 21 =



 ++++

JJ
JMM  





−=+
−=+

5,224
25,476

21

21

MM
MM

   → 




<−=
<−=

0815,3
0239,7

2

1

M
M

 

5. Vẽ biểu đồ nội lực: 
a. Biểu đồ mômen: treo biểu đồ (H.5.9.18) 
b. Biểu đồ lực cắt: suy ra từ biểu đồ mômen. 

Trên đoạn AB:  793,46.2.
2
1

6
0239,7

=+
−−

=trQ  

    2,76.2.
2
1

6
0239,7

−=−
−−

=PhQ  

6m

A CB

2EJ

D

3m 3m 3m 3m

EJ 2EJFE

P1 = 5T P2 = 5Tq = 2T/m

0 1 2 3
M1M1 M2M2

P2 = 5TP1 = 5Tq = 2T/m

7,57,59

7,5
7,59

3,8157,239

4,793 3,3 3,135

7,2
1,7 1,865

H.5.9.17
o
PM  

M 

H.5.9.18

(T.m) 

(T) 

H.5.9.19

Q 

N 
H.5.9.20

H.5.9.15

H.5.9.16
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Trên đoạn BE: 3,3
3

)939,7(972,1
=

−−
== Phtr QQ  

Trên đoạn EC: 7,1
3

972,1815,3
−=

−−
== Phtr QQ  

Trên đoạn CF: 135,3
3

)815,3(592,5
=

−−
== Phtr QQ  

Trên đoạn FD: 864,1
3

592,50
−=

−
== Phtr QQ  

Kết quả thể hiện trên hình vẽ (H.5.9.19) 
c. Biểu đồ lực dọc (N): trùng với đường chuẩn. 
 

* Các trường hợp khác của dầm liên tục: 
a. Dầm liên tục có thừa: (H5.9.21) 
- Phần đầu thừa là tĩnh định 

nên có thể xác định và vẽ biểu đồ 
nội lực bằng các phương trình cân 
bằng tĩnh học. 

 

- Thực hiện cắt bỏ đầu 
thừa, đưa tải trọng về thành các 
lực tập trung tại gối tựa biên 
(H.5.9.22). Có hai quan niệm về 
mômen gối tựa này: 

+ Xem là ngoại lực thì cần 
kể nó khi vẽ biểu đồ )( o

PM   
+ Xem là mômen tại các gối tựa trong phương trình 3 mômen, thì chúng là 

M0 và Mn+1. Trong hệ trên hình (H.5.9.22) thì M0 = -P.c và Mn+1 = 
2

2
qd

− . 

Đến đây ta trở lại bài toán dầm liên tục 2 đầu khớp. 
 

b. Dầm liên tục có đầu ngàm:(H.5.9.23) 
Thay thế ngàm hoặc 

ngàm trượt bằng một nhịp có độ 
cứng EJ = ∞ có chiều dài tuỳ ý 
hoặc chiều dài bằng không và 
được liên kết với trái đất bằng 
số liên kết tương đương với 
ngàm hoặc ngàm trượt. 
(H.5.9.24) 

 

Sau khi thực hiện như 
trên, ta đưa dầm về thành hai đầu khớp và trở lại bài toán đã biết. 

 

Ví dụ: Vẽ biểu đồ mômen cuốn của hệ trên hình vẽ (H.5.9.25). Cho biết EJ = 
1080T.m2; ϕ = 0,005radian; ∆1 = 0,03m; ∆2 = 0,02m; h2EJ = 0,4m; hEJ = 0,3m. 

 

Đưa hệ về hệ tương đương 2 đầu khớp như trên hình vẽ (H.5.9.26) 
1. Bậc siêu tĩnh: 

n = Ctg + N = 2 + 0 = 2 (tính trên hệ tương đương) 

H.5.9.21 d 

0 n+1 
P q 

c 

P 

n+1 0 H.5.9.22

P = q.d 

2
. 2dqM =

M = P.c

H.5.9.23

H.5.9.24

0 
n+1 

l1 = 0 ln+1 = 0

EJ1 = ∞
  

EJn+1 = ∞
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2. Tạo hệ cơ bản, đánh số các gối tựa, vẽ biểu đồ )( o
PM . Kết quả trên hình  

(H5.9.27& H5.9.28) 
Ở đây ta xem M = -P.2 = -4 là mômen M3 trong phương trình 3 mômen. 
3.Viết phương trình 3 mômen cho các gối tựa trung gian: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

P1 = 2T q = 1,2T/m

2,42
6,401

5,752

4

2
2,4

4,838
0,038

24,038 2,038

o
PM  

H.5.9.28

(T.m) 

H.5.9.29

M 

Q 

H.5.9.30

(T) 

H.5.9.31

N 

M2 M2M1 M1
210

q = 1,2T/m P2 = 2T

E
2EJ

2m

EJ

DC

4m2m2m

B

P1 = 2T

A 40°C

20°C

∆
1

∆2

ϕ

∆2∆1

20°C

40°C

P1 = 2T P2 = 2T
q = 1,2T/m

M = 4T.m
EJ = ∞

l = 0

3 H.5.9.27

H.5.9.25

H.5.9.26

ϕ.
l 
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i = 2 
0J6
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)1323
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2
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ZZElttlttE
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    Ở đầu bài cho biết mhC E 3,0);(10.2,1 J
105 == −−α ; h2EJ = 0,4m; EJ = 1080T.m2 

4. Xác định các đại lượng trong phương trình 3 mômen: 
M0 = 0; M3 = -4; t23 = 400C; t13 = 200C  
Z0 = -0,005l1 ; Z2 = 0,03; Z0 = 0,02; Z1 = 0 

ω1= 0; mba 2;44.2.
2
1

222 ====ω ; mba 2;4,64,2.4.
3
2

333 ====ω   

Chọn J0 = J, tính 
i

ii J
Jl 0.=λ  

 → λ1 = 0; λ2 = 4; λ3 = 2 
Thay vào: 

i = 1:    +



 +++++

J
JMM

.4
2.4064)40(20.0 21  

[ ] 0
4

003,0
l

00,005.l-
J600J6

1

l =






 −
+

−
+++ EE  

→ 8M1 + 4M2 = -12 - 0,015EJ = -28,2 

i = 2: +



 ++−+++

JJ
JMM

2.4
2.4,6

.4
2.46)4.(2)24(24 21                         

0
4

03,002,0
4
0,03-0J6

2
4)2040(

0,4
0J6 =



 −

++





−++ EE α  

→ 4M1 + 12M2 = 8 - 21,6 - 600EJ + 0,06EJ = 43,424 









>=
<−=

→
=+
−=+

→
0752,5
0401,6

424,43124
2,2848

2

1

21

21

M
M

MM
MM

 

5. Vẽ biểu đồ nội lực: 
a. Biểu đồ mômen (M): treo biểu đồ (H5.9.29) 
b. Biểu đồ lực cắt, lực dọc (H5.9.30 & H5.9.31) 
 

III. Tính dầm liên tục bằng phương pháp tiêu cự mômen: 
* Mục đích: Là đi vận dụng khéo léo phương pháp phương trình 3 mômen 

để tính dầm liên tục nhiều nhịp chịu tải trọng chỉ tác dụng lên 1 nhịp mà không phải 
giải hệ phương trình chính tắc. Nếu trường hợp tải trọng tác dụng lên nhiều nhịp thì 
có thể áp dụng nguyên lý cộng tác dụng để đưa về thành tổng của nhiều bài toán, 
mỗi bài toán tải trọng chỉ tác dụng lên 1 nhịp. 

Ví dụ: Hệ trên hình (H.5.9.32) có thể phân tích thành hai trường hợp như trên 
hình (H.5.9.33 & H.5.9.34) 
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Với dầm liên tục nhiều nhịp chịu tải trọng tác dụng lên một nhịp (Ví dụ dầm 
trên hình (H.5.9.33) & H.5.9.34), ta có những nhận xét sau: 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
a. Đường đàn hồi (đường đứt nét) lượn theo hình sóng trên những nhịp kế 

tiếp nhau. 
 

b. Trên những nhịp không chịu tải trọng tác dụng thì mômen uốn tại hai gối 
tựa liên tiếp luôn trái dấu nhau, mômen uốn tại gốc tựa gần nhịp chịu tải trọng hơn 
sẽ có giá trị tuyệt đối lớn hơn. Trên những nhịp này biểu đồ mômen uốn là đoạn 
thẳng cắt đường chuẩn tại 1 điểm gọi là tiêu điểm mônmen. 

+ Những tiêu điểm nằm bên trái nhịp chịu tải trọng gọi là tiêu điểm trái. Ký 
hiệu Fi. 

+ Những tiêu điểm nằm bên phải nhịp chịu tải trọng gọi là tiêu điểm phải. Ký 
hiệu F'i  

Ở đây i là chỉ số nhịp thứ i. 
 

c. Ta định nghĩa: tỷ số dương và lớn hơn đơn vị của 2 mômen uốn tại 2 gối 
tựa liên tiếp của nhịp không chịu tải trọng tác dụng là tỷ số tiêu cự mômen. 
 + Đối với nhịp nằm bên trái của nhịp chịu tải trọng: 

  
1−

−=
i

i
i M

Mk : gọi là tỷ số tiêu cự trái. 

+ Đối với nhịp nằm bên phải của nhịp chịu tải trọng: 

  
i

i
i M

Mk 1' −−= : gọi là tỷ số tiêu cự phải 

Dễ thấy nếu biết được tỷ số tiêu cự mômen thì sẽ biết được vị trí của tiêu 
điểm mômen và ngược lại.  

 

d. Ta sẽ vẽ được biểu đồ mômen nếu biết được 2 yếu tố: 
+ Mômen uốn tại 2 gối tựa của nhịp chịu tải trọng. 
+ Các tỷ số tiêu cự mômen. 
1. Xác định tỷ số tiêu cự : 
a. Tỷ số tiêu cự trái: (ki) 
Xét 2 nhịp thứ i và (i-1) nằm bên trái của nhịp chịu tải trọng tác dụng. Viết 

phương trình 3 mômen cho gối (i-1): 
0.)(2. 1121 =+++ −−−− iiiiiii MMM λλλλ  

(∆i-1P = 0 do trên các nhịp này không chịu tải trọng tác dụng) 

n+1ni+1ii-1210

F1

F2 F'i

F'i+1

F'n

F'n+1

F1

F2

Fi-1

Fi F'n
F'n+1

H.5.9.32

H.5.9.33

H.5.9.34
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Chia 2 vế của phương trình cho Mi-1  ta được: 

0)(2.
1

1
1

2
1 =+++

−
−

−

−
−

i

i
iii

i

i
i M

M
M
M

λλλλ  

Mặt khác: 
2

1
1

1

,
−

−
−

−

−=−=
i

i
i

i

i
i M

Mk
M
Mk  

Thay vào, rút gọn ta được:  









++=

−

−

1

1 122
ii

i
i k

k
λ

λ  (5-27) 

Công thức (5-12) có tính truy hồi nghĩa là có thể xác định được ki nếu biết 
được ki-1. 

+ Nếu gối tựa đầu tiên là khớp: (H.5.9.35) 

∞=−=−=
0

1

0

1
1

M
M
Mk  

+ Nếu gối tựa đầu tiên là ngàm: (H.5.9.36) 
Đưa về hệ tương đương có gối tựa đầu tiên là 

khớp (H.5.9.37), ta có k0 = ∞. Từ công thức (5-12) ta 
tính được: 
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0
1

122
k
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λ
λ  

  21202
1

=





∞
−+=

λ
 

b. Tỷ số tiêu cự phải: (k'i) 
Tương tự, ta thiết lập được: 









−+=
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+
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122'
ii

i
i k

k
λ

λ  (5-28) 

Công thức truy hồi (5-13) được xác định theo chỉ số tiêu cự phải của nhịp 
cuối cùng: 

+ Nếu gối tựa cuối cùng là khớp: k'n+1 = ∞ 
+ Nếu gối tựa cuối cùng là ngàm: k'n+1 = 2 
 

2. Xác định mômen uốn tại 2 gối tựa của nhịp chịu tải trọng tác dụng: 
Giả sử tải trọng tác dụng lên nhịp thứ i, mômen cần xác định là Mi-1, Mi. 

Bằng cách phân tích phương trình 3 mômen cho 2 gối tựa thứ i và (i - 1) ta dược kết 
quả: 

1'
'

.
6

1'
'

.
6

2
0

1 −
−

−=
−

−
−=−

ii

iii

i

i

ii

iii

iii

i
i kk

akb
lkk

akb
Jl

JM ω
λ

ω   (5-29) 

1'
.

6
1'

.
6

2
0

−
−

−=
−

−
−=

ii

iii

i

i

ii

iii

iii

i
i kk

bka
lkk

bka
Jl

JM ω
λ

ω   (5-30) 

Chú ý: 
- Nếu tải trọng tác dụng lên nhịp đầu tiên và gối tựa đầu tiên là khớp: 

M0 = 0; '
1

1
2

1

1

1

11
2
1

1

11

111
2

1
1 .6

1'
.6

1'
.6

k
a

lk
ba

lkk
bka

l
M

i

ωωω
−=

−∞
−∞

−=
−

−
−=  

M0 M1 

H.5.9.35

M1 
M0 

M0
M1 M-1 

l = 0 

H.5.9.37

H.5.9.36
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- Nếu tải trọng tác dụng lên nhịp cuối cùng và gối tựa cuối cùng là khớp: 
( ∞=+1'nk ) 

Mn+1= 0; 
1

1
2

1

1

11

111
2

1

1 .
6

1'
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.
6

+

+

+

+
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+ −=
−

−
−=

n

n

n

n
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nnn

n

n
n k

b
lkk
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l

M ωω  

3. Vẽ biểu đồ nội lực: 
a. Biểu đồ mômen: 
- Trên nhịp chịu tải trọng tác dụng: dựng tung độ của 2 gối tựa của nhịp và 

treo biểu đồ )( o
PM vào. 

- Bên trái của nhịp chịu tải trọng: là những đoạn thẳng kế tiếp qua tung độ tại 
các gối tựa được xác định: 

i

i
i k

MM −=−1  

- Những nhịp bên phải của nhịp chịu tải trọng: là những đoạn thẳng kế tiếp 
qua tung độ tại các gối tựa được xác định: 

i

i
i k

MM
'

1−−=  

b. Biểu đồ lực cắt: Được vẽ bằng cách suy ra từ biểu đồ mômen. 
c. Biểu đồ lực dọc: Thường trùng với đường chuẩn. 
 

Ví dụ: Vẽ biểu đồ nội lực của hệ cho trên hình (H.5.9.38) 
 

1. Tạo hệ cơ bản đánh số các gối tựa, vẽ biểu đồ )( o
PM , xác định các đại 

lượng: 
ω1 = ω3 = ω4 =0 

3
324.4.

3
2

3
2

2 === lfω  

Chọn J0 = J, tính 
i

ii J
Jl 0.=λ  

→ λ1 = 3m; λ2 = 2m; λ3 =  λ4 = 3m. 
2. Xác định các tỷ số tiêu cự mômen: 
a. Tỷ số tiêu cự trái: 
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Thay k1 = ∞ và tính truy hồi: 

  512
2
322 =





∞
−+=k ; 2,3

5
12

3
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 −+=k ; 68,3

2,3
12

3
324 =





−+=k  

b. Tỷ số tiêu cự phải: 
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Thay k'4 = ∞ và tính truy hồi: 

 412
3
32'3 =





∞
−+=k ; 625,4

4
12

3
22'2 =



 −+=k ; 498,3

625,4
12

3
22'1 =





−+=k  

3. Xác định mômen uốn tại 2 gối tựa của nhịp chịu tải trọng: 
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311,1
1625,4.5
2625,4.2.

3.4
32.6

1'
'.6

2
22

222
2
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2
2 −=
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−
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l
M ω  

446,1
1625,4.5

25.2.
3.4

32.6
1'

.6
2
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2
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2
3 −=

−
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−=
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−
−=

kk
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l
M ω  

4. Vẽ các biểu đồ nội lực: 
a. Biểu đồ mômen: Kết quả trên hình (H.5.9.40) 
b. Biểu đồ lực cắt: Suy ra từ (M). (H.5.9.41). 
c. Biểu đồ lực dọc: Trùng với đường chuẩn. 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
        
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

H.5.9.39

H.5.9.38

o
PM  

M 
(T.m) 

(T) 

H.5.9.41

Q 

H.5.9.40

N 

H.5.9.42

4320

q = 2T/m

EJEJ

3m

E

2EJ

C DB

4m3m

A

3m

EJ

1

q = 2T/m

4

4

1,311 1,446

0,361
3,966

0,437

4,033

0,602

0,120
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ß10. TÍNH DẦM LIÊN TỤC TẠI ĐẶT TRÊN CÁC 
GỐI TỰA ĐÀN HỒI 

 
I. Khái niệm: là những dầm liên tục đặt trên các gối tựa có khả năng chuyển 

vị theo phương vuông góc với trục dầm như cột có chiều dài hữu hạn hệ dầm đỡ 
dầm đang xét (H.5.10.2), dầm trên các gối phao (H.5.10.3)... 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Gọi ki là hệ số đàn hồi của gối tựa thứ i. Về ý nghĩa, ki là chuyển vị của gối 

tựa thứ i khi gối chịu lực dọc bằng đơn vị. Ví dụ, hệ số đàn hồi của cột thứ i có tiết 

diện Fi, chiều cao di sẽ là ki = 
iF

.1
E

d i . Vậy nếu phản lực tại gối tựa thứ i là Ri thì 

chuyển vị tại gối tựa này là kiRi. Ta biểu thị các gối tựa bằng các lò xo với hệ số ki. 
 

III. Phương trình năm mômen: 
1. Hệ cơ bản: 
Không mất tính tổng quát, ta xét các nhịp thứ (i - 2), (i - 1), i, (i + 1), (i + 2) 

của một dầm liên tục đặt trên các gốc tựa đàn hồi như trên hình (H.5.10.4). Tương 
tự bài toán dầm liên tục, tạo hệ cơ bản bằng cách loại bỏ liên kết ngăn cản chuyển vị 
góc xoay tương đối của 2 tiết diện 2 bên gối tựa trung gian (thay hàn bằng khớp) 
(H.5.10.6) 

2. Hệ phương trình chính tắc: 
Xét phương trình thứ i của hệ phương trình chính tắc:  

0....2211 =∆+++ iPninii MMM δδδ  
Nhận xét rằng: kikiik δδδ ;= là chuyển vị góc xoay tương đối của 2 tiết diện ở 

2 bên gối tựa thứ k do Mi = 1 gây ra. Với cách chọn hệ cơ bản như trên thì Mi chỉ 
gây ra biến dạng tại nhịp thứ  (i - 1), i, (i + 1), (i + 2) (H.5.10.9) và chỉ gây ra 
chuyển vị góc xoay tại các gối tựa (i - 2), (i - 1), i, (i + 1), (i + 2). Điều này có ý 
nghĩa 0,,,, )2()1()1()2( ≠++−− iiiiiiiiii δδδδδ còn các hệ số δki (k ≠ i - 2, i - 1, i, i + 1) = 0. 

Vậy ta viết phương trình thứ i: 
0)2(1)1(1)1(2)2( =∆+++++ +++−−−− iPiiiiiiiiiiiiiii MMMMM δδδδδ  

Phương trình này gọi là phương trình năm mômen. 
3. Xác định các hệ số của hệ phương trình chính tắc: 
Các hệ số này ngoài ảnh hưởng của biến dạng uốn còn phải kể đến biến dạng 

dọc trục trong các gối tựa đàn hồi. 

∑+=
m

m
mkmikiik E

dNNMM
mF

..))((δ  

H.5.10.1

GỐI PHAO H.5.10.3    H.5.10.2
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Trong đó: ))(( ki MM  lần lượt là biểu đồ mômen uốn do Mi  = 1, Mk = 1 tác 
dụng lên hệ cơ bản gây ra. 
 mkmi NN ,  lần lượt là  lực dọc (phản lực) trong gối tựa thứ m do Mi = 1 và Mk 
= 1 tác dụng lên hệ cơ bản gây ra. 

ai+1 bi+1biai

ωi
Ri-2 Ri-1 Ri Ri+1 Ri+2

Ci
Ci+1ωi+1

di
-1

di
-2

i-2 i-1 i i+1 i+2

i+2i+1ii-1i-2

ki-2 ki-1 ki ki+1 ki+2

Mi-2Mi-2 Mi-1 Mi-1 Mi Mi Mi+1 Mi+1 Mi+2 Mi+2

li+2li+1lili-1

di
+

2

di
+

1

di

H.5.10.5

H.5.10.6

)( 2−iM  
H.5.10.7

H.5.10.8
)( 1−iM  

H.5.10.9

H.5.10.10

)( iM  

)(
o
PM  

H.5.10.4

Mi-2 = 1

1 1
1/li-11/li-2

Mi-1 = 1

1 1
1/li-1 1/li1/li-1

Mi = 1

1
1/li+11/li

1

1/li

1/li 1/li+1

1/li-1
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Thay chỉ số i trong hệ số )1( −iiδ  bằng (i-1) ta sẽ được )1( −iiδ . 
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J6 211
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111i

1
)1(

+++

+

+++

+
+ +−++=

iii

i

iii

ii
ii lll

k
lll

k
E
l

δ  

Thay chỉ số i = (i + 2) trong hệ số )2( −iiδ  ta sẽ được )2( +iiδ  
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1
)2( . ++

+
+ =
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i
ii ll

k
δ  

Số hạng tự do của hệ phương trình chính tắc: 

∑+=∆
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o
PiiP E

dNNMM
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..))((  

)( o
PM là biểu đồ mômen uốn do tải trọng gây ra trên hệ cơ bản. 

:)( P
mN lực dọc (phản lực) trong gối tựa m do P gây ra trên hệ cơ bản. 
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Các đại lượng ωi, ai, bi có ý nghĩa như trong phần phương trình 3 mômen. 
Thay các hệ số ta được phương trình 5 mômen dưới dạng khai triển. 
Trong trường hợp dầm có độ cứng EJ = const, chiều dài các nhịp bằng nhau 

(bằng l), các gối tựa có hệ số đàn hồi là như nhau thì phương trình 5 mômen có 
dạng: 

+−+++−+ +−− 112 )41()64()41( iiii MMMM αααα      

0)2()(6
111122 =+−++++ +−+++ iiiiiiii RRRlba

l
M αωωα  

Trong đó: kE .
l

J6
2=α  

Sau khi thiết lập và giải hệ thống phương trình 5 mômen, ta sẽ xác định và vẽ 
biểu đồ nội lực như đã trình bày trong phần dầm liên tục. 
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ß11. TÍNH HỆ SIÊU TĨNH CHỊU TẢI TRỌNG DI ĐỘNG 
 
 I. Đường ảnh hưởng cơ bản: là đường ảnh hưởng của các ẩn Xk, là các ẩn 

số thay thế cho các liên kết bị loại bỏ khi tạo hệ cơ bản. 
 

1. Hệ cơ bản:  
Tạo hệ cơ bản bằng cách loại bỏ các liên kết thừa và thay thế bằng các ẩn số 

Xk như trong phần hệ cơ bản của phương pháp lực. 
 

2. Hệ phương trình chính tắc: 
Để vẽ đường ảnh hưởng ta giả thiết trên công trình chỉ có 1 lực P = 1 di động 

theo 1 tọa độ z. Lực này bằng đơn vị và duy nhất tác dụng nên số hạng tự do chỉ còn 
∆kP và  được thay bằng δkP. Do đó, hệ phương trình chính tắc có dạng: 
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0...
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22222121

11212111

nPnnnnn

Pnn
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3. Xác định các hệ số của hệ phương trình chính tắc:  
a. Hệ số chính và phụ: (δkm). 
δkm không phụ thuộc vào lực P = 1 di động và được xác định như hệ chịu tải 

trọng bất động: ))(( mkkm MM=δ . 
b. Số hạng tự do: (δkP) 
δkP  do P = 1 động gây ra nên sẽ thay đổi theo tọa độ chạy z của lực P di 

động. Khi xác định δkP ta nên chia nhiều trường hợp của lực P = 1 di động với mỗi 
trường hợp P di động trên một phần tử thuộc hệ. Với mỗi trường hợp ta vẽ được 
một "dạng "của )( o

PM . 
))(( o

PkkP MM=δ  
4. Giải hệ phương trình chính tắc: 
Sử dụng phương pháp hệ số ảnh hưởng. Trong phương trình này các ẩn Xk 

được biểu diễn qua các số hạng tự do (δkP) và hệ số ảnh hưởng: 
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Trong đó βik: là hệ số ảnh hưởng, được xác định theo công thức sau: 

D
Dikki

ik .)1( 1±+−=β  

D là định thức của hệ số chính và phụ của hệ phương trình chính tắc: 

nnnn

n

n

D

δδδ

δδδ
δδδ

...
...

...

...

21

22221

11211

=  

Dik là định thức được suy ra từ định thức D bằng cách loại bỏ hàng thứ i cột  
thứ k (hoặc hàng k cột i) 
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Sau khi xác định được Xk (là hàm theo tọa độ chạy z của P = 1 di động ), cho 
z biến thiên sẽ vẽ được đ.a.h.Xk. 

 

II. Đường ảnh hưởng phản lực, nội lực, chuyển vị: 
Sau khi tìm được các đường ảnh hưởng cơ bản, áp dụng nguyên lý cộng tác 

dụng ta có thể vẽ đường ảnh hưởng của đại lượng S (nội lực, phản lực, chuyển vị…) 
theo biểu thức sau: 

đ.a.h.S = 1S .(đ.a.h.X1) + 2S .(đ.a.h.X2) +... nS .(đ.a.h.Xn) + đ.a.h.So (5-31) 
Trong đó: kS là giá trị của S do riêng Xk = 1 gây ra trên hệ cơ bản. 

        đ.a.h.Xk: là các ảnh hưởng cơ bản. 
        đ.a.h.So: đường ảnh hưởng của S trên hệ cơ bản. Nếu hệ cơ bản chọn là 
tĩnh định thì đ.a.h.So được vẽ như trong phần cơ học kết cấu I. 
 

* Chú ý: Do phương trình đường ảnh hưởng S(z) là hàm bậc cao theo z nên 
trong cách vẽ thực hành người ta sử dụng phương pháp điểm chia và lập thành bảng 
tính. Có thể tham khảo nội dung của bảng (B.5.11.1) bên dưới. 

 

B.5.11.1 Bảng tính đ.a.h.S trong hệ siêu tĩnh 
 

Điểm z đ.a.h.X1 đ.a.h.X2 ... đ.a.h.Xn đ.a.h.So đ.a.h.S 
… … … … … … ……  

 

Ví dụ: Vẽ đường ảnh hưởng mômen uốn tại tiết diện k của hệ trên hình vẽ 
(H.5.11.1). Cho EJ trong các thanh bằng hằng số trên toàn hệ. 

1. Vẽ đường ảnh hưởng cơ bản:  
a. Bậc siêu tĩnh: 

n = 3V - K = 3.3 - 7 = 2 
b. hệ cơ bản và hệ phương trình chính tắc: 
- Hệ cơ bản: (H.5.11.2) 
- Hệ phương trình chính tắc: 





=++
=++

0
0

2222121

1212111

P

P

XX
XX

δδδ
δδδ

 

c. Xác định các hệ số của hệ phương trình chính tắc: 
- Hệ số chính và phụ δkm: 

J
22).1.

3
2.

2
3.1.

J
1(11 EE

==δ  

J2
11.

3
1.

2
3.1.

J
1

2112 EE
=== δδ  

)(
J

2
1122 δδ ==

E
 

- Xác định số hạng tự do δkP: 
Chia đường xe chạy ra làm ba đoạn (phần tử) AB, BC, CD. Ứng với mỗi 

phần tử ta chọn gốc tọa độ tại đầu trái. Ứng với mỗi phần tử, ta vẽ được )( o
PM tương 

ứng (H.5.11.5→ H.5.11.7) 
+ Khi P = 1di động trên AB (z∈[0;3]) 
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0))(( 122 == o
PP MMδ  

+ Khi P = 1di động trên BC (z∈[0;3]) 
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a = 13(l + z); b = 13(2l - z)
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18
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+ Khi P = 1di động trên CD (z∈[0;3]) 
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d. Giải hệ phương trình chính tắc: 
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Thay vào phương trình: 
+ Khi P = 1di động trên AB (z∈[0;3]) 
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+ Khi P = 1 di động trên BC (z∈[0;3]) 
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+ Khi P = 1 di động trên CD (z∈[0;3]) 
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Cho z biến thiên trên từng đoạn ta có thể vẽ được các đường ảnh hưởng cơ 
bản. 

2. Đường ảnh hưởng mômen uốn tại k: 
đ.a.h. o

kM  = k1M (đ.a.h.X1) + 2M k (đ.a.h.X2) + đ.a.h. o
kM  

đ.a.h. o
kM  được vẽ trên hình (H.5.11.8) 

  k1M  = 
3
1 ; 2M k = 0 

 Ta lập bảng tính toán: Chia đường xe chạy ra làm 12 đoạn, mỗi đoạn dài 
0,75m. 
 

Phầntử z(m) đ.a.h.X1 đ.a.h.X2 k1M đ.a.h.X1 2M k đ.a.h.X2 đ.a.h. o
kM  đ.a.h.Mk 

0 0 0 0 0 0 0 
0,75 -0,187 0,047 -0,063 0 0,75 0,687 
1,5 -0,3 0,075 -0,1 0 0,75 0,65 

2,25 -0,263 0,066 -0,088 0 0,375 0,287 
AB 

3 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 

0,75 -0,216 -0,122 -0,072 0 0 0,072 
1,5 -0,225 -0,225 -0,075 0 0 -0,075 

2,25 -0,122 -0,216 -0,041 0 0 -0,041 
BC 

3 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 

0,75 0,066 -0,187 0,022 0 0 0,022 
1,5 0,075 -0,3 0,025 0 0 0,025 

2,25 0,047 -0,263 0,016 0 0 0,016 
CD 

3 0 0 0 0 0 0 
Bảng 5.12. Bảng tính  đ.a.h cơ bản và đ.a.h.Mk 
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ß12. BIỂU ĐỒ BAO NỘI LỰC 
 

Theo thời gian tác dụng lên công trình, tải trọng được chia thành 2 loại: 
+ Tải trọng lâu dài: Nội lực do nó gây ra không đổi. 
+ Tải trọng tạm thời: Nội lực do nó gây ra sẽ thay đổi. 
Tải trọng tác dụng lên công trình gồm 2 loại trên nên nội lực sẽ thay đổi 

trong suốt quá trình tồn tại của công trình. Do đó, khi thiết kế cần phải xác định các 
giá trị đại số lớn nhất và nhỏ nhất của nội lực tại tất cả các tiết diện của hệ. Nếu biểu 
diễn nó lên trên một đồ thị sẽ được biểu đồ gọi là biểu đồ bao nội lực. 

I. Định nghĩa biểu đồ bao nội lực: 
Biểu đồ bao nội lực là biểu đồ mà mỗi tung độ của nó biểu thị giá trị đại số 

của nội lực lớn nhất hoặc nhỏ nhất do tải trọng lâu dài và tải trọng tạm thời có thể 
có gây ra tại tiết diện tương ứng. 

II. Cách thực hiện: 
Để đơn giản, ta xem tải trọng tạm thời tác dụng đồng thời lên từng nhịp của 

hệ và tiến hành các bước sau: 
Bước 1: Vẽ biểu đồ nội lực do tải trọng lâu dài tác dụng lên toàn hệ gây ra 

(Sld) 
Bước 2: Lần lượt vẽ các biểu đồ nội lực do tải trọng tạm thời gây ra sao cho 

mỗi trường hợp tải trọng tạm thời chỉ tác dụng lên một nhịp của hệ (Stt) 
Bước 3: Vẽ biểu đồ bao nội lực bằng cách xác định tung độ lớn nhất (nhỏ 

nhất) tại các tiết diện của hệ. Biểu thức xác định có thể được viết: 
)(max +Σ+= k

tt
k
ld

k SSS  
)(min −Σ+= k

tt
k
ld

k SSS  
k: chỉ tiết diện xác định tung độ biểu đồ bao. 

)(+Σ k
ttS , )(−Σ k

ttS : lấy tổng các trường hợp nội lực tại k do tải trọng tạm thời 
gây ra mang dấu dương hay âm. 
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CHƯƠNG 6. PHƯƠNG PHÁP CHUYỂN VỊ. 
ß1. CÁC KHÁI NIỆM. 

 
I. Các giả thiết của phương pháp chuyển vị: 
- Giả thiết 1: Các nút của hệ được xem là tuyệt đối cứng. Do đó, khi biến 

dạng, các đầu thanh qui tụ vào mỗi nút sẽ có chuyển vị thẳng và góc xoay là như 
nhau. 
 Giả thiết này làm giảm số lượng ẩn số. 

- Giả thiết 2: Bỏ qua ảnh hưởng của biến dạng trượt khi xét biến dạng của 
các cấu kiện bị uốn. 

Giả thiết này không làm thay đổi số lượng ẩn số nhưng làm cho bảng tra nội 
lực các cấu kiện mẫu đơn giản hơn. 

- Giả thiết 3: Bỏ qua ảnh hưởng của biến dạng đàn hồi dọc trục khi xét biến 
dạng của các cấu kiện chịu uốn. (biến dạng dọc trục vì nhiệt độ không được phép bỏ 
qua) 

Giả thiết này làm giảm số lượng ẩn số. 
Ngoài ra, còn tuân theo giả thiết vật 

liệu, tuân theo địng luật Hook, biến dạng và 
chuyển vị là những đại lượng vô cùng bé. 

 

* Kết luận: Trước và sau khi biến dạng, 
khoảng cách giữa 2 nút ở hai đầu thanh theo 
phương ban đầu của thanh là không thay đổi 
trừ trường hợp thanh có biến dạng dọc trục vì 
nhiệt độ hoặc thanh có hai đầu khớp với độ 
cứng EF khác vô cùng (H.6.1.1). 

 

II. Hệ xác định động và hệ siêu động: 
1. Hệ xác định động: là những hệ khi chịu 

chuyển vị cưỡng bức, ta có thể xác định được các 
chuyển vị tại các đầu thanh chỉ bằng điều kiện 
động học (hình học). 

 

Xét hệ trên hình vẽ (H.6.1.2) khi B chịu 
chuyển vị cưỡng bức thì các đầu thanh quy tụ vào 
C chỉ tồn tại 2 thành phần chuyển vị thẳng (u, v). 
Ta có thể  xác định được hai thành phần này chỉ 
bằng điều kiện động học (hình học). Vậy hệ đã cho 
là hệ xác định động. 

2. Hệ siêu động: là những hệ khi chịu 
nguyên nhân là chuyển vị cưỡng bức ta chưa thể 
xác định được tất cả các chuyển vị tại các đầu 
thanh chỉ bằng điều kiện động học (hình học) mà 
phải sử dụng thêm điều kiện cân bằng. 

Ví dụ: Khi liên kết thanh chuyển vị ngang ∆ 
(H.6.1.3), bằng điều kiện động học có thể xác định 
được chuyển vị thẳng tại A và B (chuyển vị ngang 
bằng ∆, chuyển vị đứng bằng 0). Tuy nhiên, chưa 

B A 

l 

A' B' 
l 

H.6.1.1 

∆1

B B' 
A 

C 

C1 

∆ 2
 

C' 
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C D 

A B A' B' 
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thể xác định được góc xoay (ϕA, ϕB). Vậy hệ là hệ siêu động. 
* Chú ý: 
- Khái niệm về hệ siêu động hay xác định động là phụ thuộc vào các giả thiết 

chấp nhận. 
- Hệ siêu động (xác định động) có thể là hệ tĩnh định hay siêu tĩnh. Ta chỉ tập 

trung nghiên cứu hệ siêu động đồng thời là siêu tĩnh. 
III. Bậc siêu động: 
1. Khái niệm: Bậc siêu động của hệ siêu động chính là số lượng các chuyển 

vị độc lập chưa biết của các nút và các khớp không nối đất trong hệ. Ký hiệu n. 
  n = n1 + n2 (6-1) 

n1: số chuyển vị xoay độc lập chưa biết của các nút, n1 chính bằng số nút 
trong hệ. 

n2: số chuyển vị thẳng độc lập chưa biết của các nút và các khớp không nối 
đất. 

2. Cách xác định: 
a. Xác định n1: Bằng cách tính số lượng nút trong hệ. Nút là nơi giao nhau 

giữa các phần tử và được nối bằng liên kết hàn. Trong đó, phần tử là một cấu kiện 
mẫu tức là có biểu đồ nội lực cho trước và được lập sẵn thành bảng. 

Đối với môn Cơ học kết cấu, phần tử là 1 đoạn thanh thẳng thỏa mãn các 
điều kiện: 

- Độ cứng không đổi. 
- Được nối với các phần tử khác hoặc trái đất chỉ bằng liên kết ở 2 đầu. 
Ví dụ: Xác định n1 của các hệ cho trên hình vẽ (H.6.1.4). 
 
 
 
 
 
 
 
b. Xác định n2: Bằng cách tính số lượng các chuyển vị thẳng độc lập chưa 

biết tại các nút và các khớp không nối đất. Để xác định, ta thay các nút, ngàm nối 
đất bằng các liên kết khớp để được 1 hệ mới. 

 

Nếu hệ mới là bất biến hình thì n2 = 0; nếu hệ mới là biến hình hay gần biến 
hình tức thời thì n2 chính là số liên kết thanh vừa đủ thêm vào để hệ trở thành hệ bất 
biến hình. 

Ví dụ: Xác định n2 của các hệ cho trên hình vẽ (H.6.1.5 → H.6.1.7). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2 1 

a) 

H.6.1.4

b) 

1 

c) 

1 2 

3 4 

n1 = 2 n1 = 1 n1 = 4 n1 = 4 

4 3 

2 1 

d) 

→ → → n2 = 1

H.6.1.5

→ n2 = 0→

H.6.1.6



 CƠ HỌC KẾT CẤU II Page 59 

 
  
 
 
 
*Chú ý: Khái niệm về bậc siêu động có thể thay đổi và phụ thuộc vào các 

yếu tố: 
- Các giả thiết chấp nhận: chẳng hạn nếu phủ nhận giả thiết 3 thì n1 không 

đổi còn n2 tăng lên. 
- Sơ đồ rời rạc hoá chấp nhận (H.6.1.8). 
- Các cấu kiện mẫu mà người thiết kế sẵn có (H.6.1.9): 
+ Nếu quan niệm mỗi phần tử là 1 thanh thẳng có độ cứng không đổi (AB, 

BC, CD, DE, EF) thì n = n1 + n2 = 4 + 3 = 7. 
+ Nếu quan niệm mỗi phần tử là 1 thanh thẳng 

(AEC, CD, DFB) thì n = 2 + 1 = 3. 
 
 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

→ → n2 = 3→

H.6.1.7

C D

E F

BA

H.6.1.9

n1 = 5
a)

H.6.1.8

b)
n1 = 8
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ß2. NỘI DUNG CỦA PHƯƠNG PHÁP CHUYỂN VỊ 
 

I. Hệ cơ bản của phương pháp chuyển vị: 
1. Định nghĩa: Hệ cơ bản của phương pháp chuyển vị là hệ được suy ra từ 

hệ đã cho bằng cách đặt các liên kết phụ thêm vào hệ nhằm ngăn cản chuyển vị của 
các nút và các khớp không nối đất 

 

- Nếu các liên kết thêm vào khử được tất cả chuyển vị của các nút và các 
khớp không nối đất thì hệ cơ bản là hệ xác định động. 

- Nếu các liên kết chỉ khử được 1 phần chuyển vị của các nút thì hệ cơ bản là 
hệ siêu động nhưng có bậc siêu động thấp hơn. 

Yêu cầu: Hệ cơ bản chỉ tồn tại những cấu kiện mẫu, tức là có biểu đồ nội lực 
cho sẵn trong bảng. 

2. Các loại liên kết phụ thêm: 
a. Liên kết mômen: Là loại liên kết chỉ ngăn 

cản chuyển vị góc xoay, không ngăn cản chuyển vị 
thẳng. Trong liên kết này chỉ phát sinh 1 thành phần 
phản lực mômen. Ký hiệu (H.6.2.1). 

 

b. Liên kết lực (liên kết thanh): Liên kết này 
chỉ ngăn cản chuyển vị dọc theo trục thanh (trục liên 
kết). Trong liên kết thanh chỉ phát sinh 1 thành phần 
phản lực dọc theo trục thanh. 

Ký hiệu: (H.6.2.2) 
3. Các ví dụ tạo hệ cơ bản: 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 

Nhận xét: 
- Khác với hệ cơ bản của phương pháp lực, hệ cơ bản của phương pháp 

chuyển vị là duy nhất nếu các yếu tố ảnh hưởng đến bậc siêu động là xác định. 
 

- Hệ cơ bản của phương pháp chuyển vị thực chất là những cấu kiện rời rạc 
và làm việc độc lập nhau. 

 

II. Hệ phương trình cơ bản của phương pháp chuyển vị: 
Do đặt các liên kết phụ thêm vào nên hệ cơ bản có những yếu tố khác với hệ 

siêu động ban đầu. Vì vậy ta cần so sánh sự khác nhau đó và bổ sung thêm các điều 
kiện để hệ cơ bản làm việc giống với hệ ban đầu. 

 

Giả sử xét hệ siêu động trên hình (H.6.2.4a) và hệ cơ bản của nó (H.6.2.4b). 

H.6.2.3b

→

→

H.6.2.3a

→

H.6.2.3c

H.6.2.1

a) b)

R

R 

b) a) 

H.6.2.2
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- Về chuyển vị: 
Tại C và D có tồn tại chuyển vị 
ngang và góc xoay. 
- Về mặt phản lực: 
Tại C và D không tồn tại phản lực. 

 
Tại C và D không tồn tại chuyển vị. 
 
Tại C và D tồn tại phản lực (R1, R2, 
R3) tại các liên kết phụ thêm. 

Vậy để cho hệ cơ bản làm việc giống hệ siêu động ban đầu, trên hệ cơ bản 
cần: 

- Tạo ra các chuyển vị cưỡng bức (Z1, Z2, Z3) tương ứng với các liên kết phụ 
thêm vào. 

- Thiết lập điều kiện phản lực tại các liên kết phụ thêm vào do các nguyên 
nhân (Z1, Z2, Z3, P) bằng không. Các điều kiện này được viết dưới dạng: 
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Từ điều kiện này ta có thể giải ra được (Z1, Z2, Z3). 
 

Tương tự như vậy ta mở rộng cho 1 hệ siêu động bất kỳ chịu các nguyên 
nhân bên ngoài (P, t, Z). Tạo hệ cơ bản bằng cách đặt n liên kết phụ thêm vào. Để 
cho hệ cơ bản làm việc giống hệ ban đầu thì trên hệ cơ bản cần: 

- Tạo ta các chuyển vị cưỡng bức (Z1, Z2,..., Zn) tương ứng với các liên kết 
phụ thêm vào. Các chuyển vị này có chiều tùy ý, tuy nhiên thường chọn xoay theo 
chiều kim đồng hồ, thẳng theo chiều từ trái sang phải. Các chuyển vị này đóng vai 
trò là ẩn số. 

- Thiết lập điều kiện phản lực tại các liên kết phụ thêm vào do các nguyên 
nhân (Z1, Z2,... Zn, P, t, Z) = 0. 

Điều kiện thứ 2 được viết: 
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 (6-2) 

   Hệ phương trình này gọi là hệ phương trình cơ bản của phương pháp chuyển 
vị. 
 

III. Hệ phương trình chính tắc của phương pháp chuyển vị: 
Xét phương trình thứ k của hệ phương trình cơ bản: 
 Rk(Z1, Z2,... Zn, P, t, Z) = 0. 
Khai triển phương trình này theo nguyên lý cộng tác dụng: 
 Rk(Z1) + Rk(Z2) + ... Rk(Zn) + Rk(P) + Rk(t) + Rk(Z) = 0. 

H.6.2.4a

BA

C D

P

H.6.2.4b

Z1 Z2
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A B

C D

PR1 R2 Z3
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Gọi rkm là phản lực tại liên kết phụ thêm thứ k do riêng chuyển vị cưỡng bức 
tại liên kết phụ thêm thứ m Zm = 1 gây ra trên hệ cơ bản. 

Suy ra:  Rk(Zm) = rm.Zm 
Gọi RkP, Rkt, RkZ: lần lượt là phản lực tại liên kết phụ thêm thứ k do nguyên 

nhân ngoài P, t, Z gây ra trên hệ cơ bản. 
Suy ra: Rk(P) =  RkP, Rk(t) =  Rkt, Rk(Z) = RkZ 
Thay tất cả vào phương trình khai triển ta được: 
 0...2211 =+++++ kZktkPnknkk RRRZrZrZr  
Cho nk ,1=  ta được hệ phương trình chính tắc của phương pháp chuyển vị: 
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Trong hệ phương trình này: 
- rkk: gọi là hệ số chính, rkk > 0; - rkm: (k ≠ m) gọi là hệ số phụ, rkm = rmk 
- RkP, Rkt, RkZ: gọi là số hạng tự do. 
IV. Bảng tra nội lực cho một số phần tử: 
1. Nguyên nhân tải trọng: 
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2. Nguyên nhân biến thiên nhiệt độ: 
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3. Nguyên nhân là chuyển vị cưỡng bức: 
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V. Xác định các hệ số của hệ phương trình chính tắc: 
1. Vẽ các biểu đồ mômen uốn trong hệ cơ bản xác định động: 
a. Biểu đồ ( kM ): Là biểu đồ mômen uốn do riêng nguyên nhân Zk = 1 gây ra 

trên hệ cơ bản.  
a.1. Trường hợp Zk là chuyển vị góc xoay: 
Nguyên nhân này chỉ gây ảnh hưởng cục bộ tại liên kết chịu Zk, nghĩa là chỉ 

có các thanh có đầu quy tụ vào nút đó mới chịu ảnh hưởng. Do vậy biểu đồ ( kM ) 
được vẽ bằng cách rời rạc hệ cơ bản và tra bảng cho các phần tử chịu chuyển vị góc 
xoay tại đầu thanh. 

a.2. Trường hợp Zk là chuyển vị thẳng: 
Khi một nút chuyển vị thẳng sẽ gây ra chuyển vị thẳng tại nhiều nút trong hệ, 

do đó sẽ gây ra nội lực trong nhiều thanh. Mặc khác chỉ có chuyển vị thẳng tương 
đối theo phương vuông góc với trục thanh mới gây ra nội lực. 

 

a.2.1  Khi hệ chỉ gồm các thanh đứng song song:  
Nếu bỏ qua ảnh hưởng của biến dạng dọc trục thanh, khi 1 nút nào đó 

chuyển vị thẳng thì các thanh ngang và nghiêng sẽ tịnh tiến nghĩa là các thanh phần 
chuyển vị tương đối theo phương vuông góc với trục thanh bằng không, còn các 
thanh đứng trong phạm vi mỗi tầng sẽ có chuyển vị tương đối như nhau theo 
phương vuông góc với trục thanh (H.6.2.5a & b). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

a.2.2.Khi hệ có các thanh đứng không song song: 
Thành phần chuyển vị thẳng cần tìm nói chung sẽ tồn tại trong tất cả các 

thanh, giá trị của chúng sẽ khác nhau trong mỗi thanh đứng. Các thành phần nay có 
thể tìm bằng cách lập sơ đồ chuyển vị. 

* Cơ sở của việc lập sơ đồ: Chuyển vị thẳng tại 1 nút sẽ biết nếu như biết 
được ít nhất 1 chuyển vị tại 2 đầu thanh đối diện qui tụ vào nút. Xem sự phân tích 
trên hình (H.6.1.2) 

 

* Mục đích của việc lập sơ đồ chuyển vị là biểu diễn sự thay đổi vị trí của 
các đầu thanh lên sơ đồ mà trên đó ta có thể xác định được chuyển vị thẳng tương 
đối tại các đầu thanh. Ta tìm hiểu cách lập sơ đồ qua hệ cho trên hình vẽ (H.6.2.6a). 
Trong đó, giả sử nút 1 chịu chuyển vị δ. 

 

Bước 1: Chọn 1 điểm O làm gốc và tượng trưng cho các điểm không có 
chuyển vị. Vậy nếu gọi A, B, C là tượng trưng cho các điểm a, b, c trên sơ đồ 
chuyển vị thì A, B, C trùng với O. 

 

Bước 2: Qua O kẻ 1 đoạn OI = δ theo phương và chiều của chuyển vị nút 1, 
có độ lớn theo tỷ lệ xích tuỳ chọn. Điểm I  là tượng trưng cho chuyển vị của nút 1 
trên sơ đồ chuyển vị. 
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H.6.2.6a

 
 
 
 
 
 
 
 
 
Bước 3: Xác định điểm II tượng trưng 

cho nút 2 trên sơ đồ chuyển vị. 
 

Nút 2 có 2 đầu thanh đối diện đã biết trên sơ đồ chuyển vị là 1→ I, b → B. 
Qua I kẻ đường thẳng vuông góc với thanh 12, qua B kẻ đường thẳng vuông góc 
với thanh 2b.  Giao điểm chính là II. 

 

 Bước 4: Xác định điểm III tượng trưng cho nút 3 trên sơ đồ chuyển vị. 
 Tương tự bước 3, qua II kẻ đường thẳng vuông góc với thanh 23, qua C kẻ 
dường thẳng vuông góc với thanh 3c. Giao điểm là điểm III. 
 

 Bước 5: Xác định kết quả. Để xác định chuyển vị thẳng tương đối theo 
phương vuông góc với trục thanh của thanh ik ta chỉ việc đo chiều dài của đoạn IK 
tương ứng trên sơ đồ chuyển vị hoặc giải các tam giác với các góc và các cạnh đã 
biết trên sơ đồ chuyển vị. 
 * Sau khi đã xác định chuyển vị thẳng, ta vẽ biểu đồ ( kM ) bằng cách rời rạc 
và tra bảng cho từng cấu kiện. 
 b. Biểu đồ ( o

PM ): Là biểu đồ mômen uốn do tải trọng gây ra trên hệ cơ bản. 
( o

PM ) được vẽ bằng cách rời rạc và tra bảng cho từng cấu kiện. 
 c. Biểu đồ ( o

tM ): Là biểu đồ mômen uốn do biến thiên nhiệt độ gây ra trên 
hệ cơ bản.  
 Phân tích nguyên nhân này ra làm hai thành phần: 
 - Thành phần biểu thị sự thay đổi nhiệt độ của thớ trên và thớ dưới trong 
phạm vi mỗi cấu kiện và được đặc trưng bằng ∆t = t2 - t1. Thành phần này gây ra 
( o

tM ∆ ). 
 

 - Thành phần biểu thị sự thay đổi nhiệt độ dọc trục thanh và được đặc trưng 
bằng tc. Thành phần này gây ra ( o

tcM ). 
 Theo nguyên lý cộng tác dụng: 
  )()()( o

t
o
tc

o
t MMM ∆+=  

 - ( o
tM ∆ ) là do ∆t gây ra. Nhưng sự chênh lệch nhiệt độ ∆t chỉ làm cho thanh 

bị uốn cong mà không thay đổi chiều dài. Điều này có nghĩa ∆t chỉ gây ra mômen 
uốn trong thanh đó mà không ảnh hưởng đến các thành phần tử khác. Vậy ( o

tM ∆ ) 
được vẽ bằng cách rời rạc hệ và tra bảng cho cái phần tử chịu ∆t. 
 

 - ( o
tcM ) do tc gây ra. Mặc dù tc không làm cho thanh bị uốn cong nhưng làm 

thay đổi chiều dài. Điều này gây ra chuyển vị thẳng tại các nút và gây ra nội lực 
trong hệ. So sánh với trường hợp hệ chịu nguyên nhân Zk  là chuyển vị thẳng thì có 
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sự tương tự nhưng ở đây sự chuyển vị của các nút do sự thay đổi chiều dài của các 
thanh. Vậy ta cũng đi lập sơ đồ chuyển vị (còn gọi là giản đồ Williot) như khi lập 
cho Zk là chuyển vị thẳng nhưng cần bổ sung sự chuyển vị các nút do sự thay đổi 
chiều dài trong mỗi thanh. 
 

  Ta sẽ tìm hiểu cách lập sơ đồ chuyển vị qua hệ trên hình  (H.6.2.7.a). 
 Biến dạng dọc trục của thanh ik được xác định bằng biểu thức 
 cikikik tll α=∆  
 + α hệ số dãn nở vì nhiệt 
 + tcik, lik là biến thiên nhiệt độ dọc trục và chiều dài thanh ik 
 Trong ví dụ này giả sử biến dạng trong các thanh tương ứng là ∆la3, ∆l23, 
∆l21, ∆l1c (giãn ra) và ∆l2b: (co ngắn lại) 
 Các bước thực hiện như sau: 
 Bước 1: Chọn 1 điểm O làm chuẩn, O tượng trưng cho những điểm không có 
chuyển vị. Như vậy nếu gọi A, B, C, D là tượng trưng cho các điểm a, b, c, d trên sơ 
đồ chuyển vị thì A, B, C, D trùng với O. 
 

 Bước 2: Xác định điểm I tượng trưng cho nút 1 trên sơ đồ chuyển vị.  
 Ta nhận thấy nút 1 chỉ có thể chuyển vị theo phương dọc trục thanh 1c nên 
trên giản đồ ta dựng 1 đoạn I = ∆l1c. 
 

 Bước 3: Xác định điểm II tượng trưng cho nút 2 trên sơ đồ chuyển vị. 
 Nút 2 có 2 đầu thanh đối diện dã biết trên sơ đồ chuyển vị là b → B; 1 → I. 
 + Qua 1 kẻ 1 đoạn ∆l12 (độ giãn của thanh 12) được 21 
 + Qua B kẻ 1 đoạn ∆l2b (độ co ngắn của thanh 2b) được 22 
 + Qua 21 kẻ đường vuông góc với thanh 12. 
 + Qua 22 kẻ đường vuông góc với thanh 2b. 
 Giao điểm của 2 đường này là II. 
 

 Bước 4: Xác định điểm III tượng trưng cho nút 3 trên sơ đồ chuyển vị. 
 Nút 3 có 2 đầu thanh đối diện đã biết trên sơ đồ chuyển vị là 2 → II, a→ A. 
Ta thực hiện tương tự như bước 3. 

 

 Bước 5: Xác định kết quả. 
 Muốn tìm chuyển vị tương đối 
theo phương vuông góc với trục thanh 
của thanh ik, ta chiếu đoạn IK tương 
ứng trên giản đồ lên phương cần tìm. 
 
 

 Sau khi đã xác định được 
chuyển vị thẳng tương đối theo phương 
vuông góc với trục thanh ta sẽ tra bảng vẽ được ( o

tcM ). 

3 

a 
H.6.2.7a

b 
c 

2 1 
d 

tc3a 

∆l3a
∆l2b 
tc2b tc1c 

∆l1c 

tc23 ∆l23 ∆l12 tc12 

∆l12

21 

∆l
2b

22 
II 

⊥2b⊥12 

∆l23

31 

∆l
3a

32 
III 

⊥23 

⊥3a

H.6.2.7b

O≡A≡B 
 ≡C≡D 

∆l
1c

I 
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 d. Biểu đồ ( o
ZM ): là biểu đồ mômen uốn do chuyển vị cưỡng bức tại các gối 

tựa gây ra trên hệ cơ bản.  
 Phân tích nguyên nhân này ra làm 2 loại: chuyển vị thẳng (∆) và chuyển vị 
góc xoay (ϕ) . 
 Theo nguyên lý cộng tác dụng: 
 )()()( ooo

Z MMM ∆+= ϕ  
 )( oMϕ : do nguyên nhân (ϕ) gây ra, vẽ tương tự biểu đồ ( kM ) do Zk là chuyển 
vị góc xoay. 
 )( oM ∆ : do nguyên nhân (∆) gây ra, vẽ tương tự biểu đồ ( kM ) do Zk là chuyển 
cị thẳng. Tất nhiên là có thể lập sơ đồ chuyển vị nếu cần. 
 

 2. Xác định các hệ số của hệ phương trình chính tắc:  
 a. Trường hợp liên kết k là liên kết mômen: 
 - Xác định rkm: Tách nút k trên biểu đồ mômen ( mM ) và xét cân bằng mômen 
nút. 
 - Xác định RkP, Rkt, RkZ. Tương tự, tách nút k trên các biểu đồ mômen tương 
ứng và xét cân bằng mômen nút. 
 

 b. Trường hợp liên kết k là liên kết lực: 
 Tương tự như ở trên bằng cách thực hiện 1 mặt cắt qua liên kết k trên biểu đồ 
mômen tương ứng nhằm tách ra khỏi hệ một bộ phận và xét cân bằng lực. 
 

 * Chú ý: 
 - Chiều dương của phản lực lấy  theo chiều của chuyển vị cưỡng bức đặt 
thêm vào trên hệ cơ bản. 
 

 - Khi liên kết k là liên kết mômen, thì chỉ cần xác định mômen  quanh nút k 
là đủ để viết phương trình cân bằng mômen. Khi liên kết k là liên kết lực thì ta chỉ 
cần xác định các lực cắt hoặc lực dọc vừa đủ để tham gia phương trình cân bằng 
hình chiếu. 
 

 VI. Vẽ biểu đồ nội lực: 
 Sau khi giải hệ phương trình chính tắc sẽ xác định được (Z1, Z2,... Zn) và có 
thể giải hệ theo cách tính trực tiếp hay theo nguyên lý cộng tác dụng như phương 
pháp lực. Trong vẽ thực hành người ta thường sử dụng phương pháp cộng tác dụng 
để vẽ biểu đồ mômen: 
 )()()()...()()()( 2211

o
Z

o
t

o
Pnn MMMZMZMZMM +++++=  

 Biểu đồ lực cắt được suy ra từ biểu đồ mômen và biểu đồ lực dọc được suy 
ra từ biểu đồ lực cắt như trong phương pháp lực. 
 

 CÁC VÍ DỤ VỀ PHƯƠNG PHÁP CHUYỂN VỊ 
 

 Ví dụ: Vẽ các biểu đồ nội lực của hệ cho trên hình (H.6.2.8a). Cho biết độ 
cứng trong các thanh là EJ  = const và chỉ xét biến dạng uốn. 
 

 * Hệ đối xứng chịu nguyên nhân đối xứng, ta lập sơ đồ tính một nữa hệ 
tương đương như trên hình (H.6.2.8b) và đi giải bài toán trên một nửa hệ tương 
đương. 
 

 1. Bậc siêu động: 
  n = n1 + n2 = 1 + 0 = 1 
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 2. Hệ cơ bản và hệ phương trình chính tắc: 
 - Hệ cơ bản: (H.6.2.8c) 
 - Hệ phương trình chính tắc: 

 r11Z1 + R1P = 0 
 3. Xác định các hệ số của hệ phương trình chính tắc: 
 - Vẽ các biểu đồ ( 1M ), ( o

PM ): kết quả trên hình vẽ (H.6.2.8d & H.6.2.8e). 
  
 
 
 
 
 
 
 
 - Xác định các hệ số: 
  * r11: Tách nút B trên ( 1M ) và  xét cân bằng nút. 

 Kết quả r11 = 
a

J5E  

  * R1P: Tách nút B trên ( o
PM ) và  xét cân bằng nút. 

 Kết quả R1P = 
3

2qa
−  

 Thay vào hệ phương trình chính tắc: 

 0
J15

0
3a

J5 3

1

2

1 >=→=−
E

qaZqaZE  

 4. Vẽ các biểu đồ nội lực: 
 a. Biểu đồ mômen: 
  )()()( 11

o
PMZMM +=  

  
 
 
 
 
 
 
 
 

a

H.6.2.8a 

2a 

q 

a 

H.6.2.8b

a

C B 

A 

q 

H.6.2.8c

Z1 

Z1 = 1

H.6.2.8d

1M  

a
EJ4

a
EJ2  

a
EJ  

H.6.2.8e

o
PM

8

2qa  
3

2qa  

6

2qa  15

2qa  

15
2 2qa  

15
4 2qa  

11)( XM  

H.6.2.8f

r11 

a
EJ  

a
EJ4

3

2qa
−

R1P

qa
15
6  

qa 

Q 

H.6.2.8k H.6.2.8l

N 

qa 

qa
15
6  

H.6.2.8g 

M 

8

2qa  
2

15
4 qa  

2

15
5,3 qa  

2

15
2 qa  
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 b. Biểu đồ lực cắt: được suy ra từ biểu đồ mômen. Kết quả trên hình vẽ 
(H.6.2.8k). 
 c. Biểu đồ lực dọc: suy ra từ biểu đồ lực cắt. Kết quả trên hình vẽ (H.6.2.8l). 
 

 Sau khi đã có kết quả trên 1 nửa hệ, ta suy ra kết quả trên toàn hệ theo tính 
chất của hệ đối xứng chịu nguyên nhân đối xứng. 
 

 Ví dụ 2: Vẽ biểu đồ nội lực của hệ trên hình (H.6.2.9a). Cho biết độ cứng 
trong thanh đứng là 2EJ, trong các thanh ngangg là EJ. Chỉ xét ảnh hưởng của biến 
dạng uốn. 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 1. Bậc siêu động: 
  n = n1 + n2 = 1 + 1 = 2 
 2. Hệ cơ bản và hệ phương trình chính tắc: 
 - Hệ cơ bản: (H.6.2.9b) 
 - Hệ phương trình chính tắc: 

  




=++
=++

0
0

2222121

1212111

P

P

RZrZr
RZrZr

 

 3. Xác định các hệ số của hệ phương trình chính tắc: 
 - Vẽ các biểu đồ ( 1M ),( 2M ), )( o

PM : kết quả trên hình vẽ (H.6.2.9c → 
H.6.2.9e). 
  
 
 
 
 
 
 

 - Xác định các hệ số: 
 * r11: Tách nút C trên ( 1M ), r11 = 4EJ 
 * r12 = r21: Tách nút C trên ( 2M ) 
   r12 = r21 = 0,75EJ 
 * r22 cắt 1 phần hệ trên ( 2M ) 
(H.6.2.9g). 
       Q được suy ra từ ( 2M ). Q = Qtr 
trên đoạn AC: 

  Q J375,0
4

J)75,0(--J75,0 EEE
==  

D

3m

C
B

P = 2T

A
H.6.2.9a

3m
4m

M = 4T.m

H.6.2.9b

Z2
Z1

Z1 = 1

H.6.2.9c 1M  

EJ 

EJ 
2EJ 

EJ 

Z2 = 1

H.6.2.9d
EJ

4
3  

EJ
4
3  

2M  

M = 4T.m 

P = 2T 

o
PMH.6.2.9e

2EJ 

EJ 

r11 

EJ 

r12 

EJ
4
3  

H.6.2.9f

M = 4

R1P



 CƠ HỌC KẾT CẤU II Page 70 

 Chiếu lên phương X → r22 = Q = 0,375EJ 
 * R1P: tách nút C trên )( o

PM  
  → R1P = - M = -4 
 * R2P: cắt 1 phần hệ trên )( o

PM (H.6.2.9h). Chiếu lên phương X 
  → R2P = -P = -2 
  
 
 
 
 
  
 Thay vào hệ phương trình chính tắc: 

  




=−+−
=−−

02J.Z375,0J.Z75,0
04J.Z75,0J.Z4

21

21

EE
EE

 




=
=

J/733,11
J/2,3

2

1

EZ
EZ

 

 4. Vẽ các biểu đồ nội lực: 
 a. Biểu đồ mômen: )()()()( 2211

o
PMZMZMM ++=  

 Kết quả thể hiện trên hình vẽ (H.6.2.9k) 
 b. Biểu đồ lực cắt: Suy ra từ (M) 
 c. Biểu đồ lực dọc: Suy ra từ (Q). 
 

  
 
 
 
  
 
 
 

 Ví dụ 3: Vẽ các biểu đồ nội lực của hệ 
cho trên hình vẽ (H.6.2.10a). Cho biết độ cứng 
trong các thanh là như nhau EJ = 2000T.m2; h = 
0,4m; α = 1,2.105.0C-1. Chỉ xét ảnh hưởng của 
biến dạng uốn. 
 * Chiều dài trong thanh BC: 

   )(3
30cos
1.

2
33

0 mlBC ==  

 1. Bậc siêu động: 
  n = n1 + n2 = 1 + 0 = 1 
 2. Hệ cơ bản và hệ phương trình chính tắc: 
 - Hệ cơ bản (H.6.2.10b) 
 - Hệ phương trình chính tắc:  
  r11.Z1 + R1t = 0 
 3. Xác định các hệ số của hệ phương trình chính tắc:  
 a. Vẽ các biểu đồ ( 1M ), )( o

tM  
 + ( 1M ) do Z1 = 1 gây ra trên hệ cơ bản (H.6.2.10c) 

H.6.2.9g 

r22 

N 
Q 

H.6.2.9h

Q = 0 

R2P

N 

P = 2 

M = 4 

4m 

A 

C 

3m

2/33  

10°C 

ϕ 

10°C 
30°C

20°C B 

H.6.2.10a

H.6.2.9k H.6.2.9l H.6.2.9m
21,0661,066

25,6

3,2

2,4
3,2

(T.m)
M

(T)
Q N

(T)
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∆lAB

B'

B1

30°∆l BC

⊥AB

O≡A'≡C'

⊥ΒC

H.6.2.10e

B2

 + )()()( o
t

o
tc

o
t MMM ∆+=  

  
 
 
 
 
 
 
 
 * )( o

tM ∆ Rời rạc hệ và tra bảng cho các cấu kiện chịu nguyên nhân biến thiên 
nhiệt độ ở thớ trên và thớ dưới (H.6.2.10d) 
 * )( o

tcM : do biến thiên nhiệt độ dọc trục gây ra chuyển vị thẳng tại nút. Ta sẽ 
đi xác định chuyển vị thẳng tương đối theo phương vuông góc với trục thanh bằng 
sơ đồ chuyển vị (giản đồ Williot) 
 + Biến thiên chiều dài trong các thanh: 

  mmtll cABABAB 72,0
2

2010.4.10.2,1.. 5 =
+

==∆ −α  (dãn dài ra) 

mmtll cBCBCBC 72,0
2

3010.3.10.2,1.. 5 =
+

==∆ −α

 (dãn dài ra) 
 + Lập sơ đồ chuyển vị: (H.6.2.10e) 
 + Chuyển vị thẳng tương đối theo phương 
vuông góc với thanh AB là chiếu đoạn A’B' lên 
phương cần tìm chuyển vị. Đo bằng đoạn B1B'. 
 + Tương tự đối với thanh BC là bằng đoạn 
B'B2. Bằng quan hệ hình học dễ thấy: 

 )(687,2
15
72,0

15 00 mm
tgtg

lBC
BCAB ==

∆
=∆=∆  

 + Rời rạc hệ và tra bảng theo các chuyển vi 
thẳng tương đối theo phương vuông góc với trục 
thanh (H.6.2.10f). 
 b. Xác định các hệ số: 
  * r11: r11 = 2EJ 
  * R1t = R1tc + R1∆t 

    + R1∆t: R1∆t = 1,2 
    + R1tC: R1tc = 0,224 
  → R1t = 1,424 
 Thay vào phương trình: 

 0
J
712,00424,1J.Z2 11 <

−
=→=+

E
ZE  

 
 
 
 
 4. Vẽ biểu đồ nội lực: 

H.6.2.10b

Z1
Z1 = 1

H.6.2.10c

1M  

EJ 
0,5EJ 

EJ 6,0)( 12 =− ttEJ
h
α  

8,1)(
2
3

12 =− tt
h
α  

)( o
tM ∆  H.6.2.10d

015,26
2 =∆ AB
ABl
EJ

2,015 

791,1.3
2 =∆ BC
BCl
EJ  

)( o
tcM  

H.6.2.10f 
r11

EJ
EJ 0,6

1,8

R1∆t R1tc

1,791
2,015H.6.2.10g
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H.6.2.10h

0,703

2,259

0,703

M
(T.m)

 a. Mômen:  )()()()( 11
o
t

o
tc MMZMM ∆++=  (Xem H.9.10h) 

 b. Biểu đồ lực cắt (Q), và biểu đồ lực dọc 
(N), vẽ tương tự các ví dụ trước. 
 

 Ví dụ 4: Vẽ các biểu đồ nội lực của hệ cho 
như trên hình vẽ (H.6.1.2.11a). Các số liêu bài toán 
tương tự ví dụ 3. Cho ϕ = 0,005rad; ∆1 = ∆2 = 
0,02m. 
 

 Hệ có sơ đồ giống ví dụ 3 nhưng chịu 
nguyên nhân là chuyển vị cưỡng bức thay vì 
nhiệt độ nên trong phương trình chính tắc chỉ 
khác số hạng tự do (dùng R1Z, thay vì R1t). 
Vậy ta cần xác định số hạng tự do.   

 + Vẽ biểu đồ:   
  )()()( ooo

Z MMM ∆+= ϕ  
 * Biểu đồ ( oM ϕ ): (H.6.2.11b ) 
 * Biểu đồ( oM ∆ ): Lập sơ đồ chuyển vị. 
 Từ sơ đồ chuyển vị (H.6.2.11c), xác 
định được chuyển vị thẳng tương đối theo phương 
vuông góc với trục thanh: 
 0

2
0

1 60.45sin.B'A' tgAB ∆+∆==∆  
        )(05464,0 m=  

  )(04,0
60cos

'' 0
2 mCBBC =

∆
==∆  

 * Rời rạc hệ, tra bảng, vẽ được ( oM ∆ )  
 + Xác định số hạng tự do:  
 * R1Z = R1ϕ - R1∆ 
 Từ ( oM ϕ ) xác định được R1ϕ = -5 
 Từ ( oM ∆ ) xác định được R1∆ = 26,666 - 40,98 = -14,314 
 Suy ra R1Z = -19,314 
 Thay vào phương trình chính tắc, giải ra được: Z1 = 9,657/EJ > 0 
 Vẽ biểu đồ )()()()( 11

oo MMZMM ∆++= ϕ  
 Biểu đồ lực cắt và lực dọc vẽ tương tự các ví dụ trước. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

H.6.2.11a 

B 

30°

ϕ 

2/33  

3m
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4m 

∆ 1
 

∆2 

ϕ 

H.6.2.11b

52
=ϕ

ABl
EJ  

104
=ϕ

ABl
EJ  

)( oMϕ  

)( oM ∆  

98,406
2 =∆ AB
ABl
EJ  

40,98 

H.6.2.11d

ϕ 666,263
2 =∆BC
BCl
EJ  

O≡A' 

∆2 

∆ 1
 =

 ∆
2

C' 

B' 

60°

45° 

H.6.2.11c
(T.m)

M

36,323

46,151

36,323

H.6.2.11e
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ß3. XÁC ĐỊNH CHUYỂN VỊ TRONG HỆ SIÊU ĐỘNG. 
 

 1. Chuyển vị tại các nút:  
 Đó chính là các chuyển vị Zk tương ứng tìm được khi giải hệ phương trình 
chính tắc. 
 2. Chuyển vị tại các tiết diện bên trong phần tử:  
 Có thể được xác định theo 1 trong 3 cách sau: 
 a. Ngay từ đầu, coi tiết diện có chuyển vị cần tìm như 1 nút của hệ. Như vậy, 
ta đưa bài toán xác định chuyển vị tại tiết diện bất kỳ về bài toán tìm chuyển vị tại 
nút và thực hiện như đã nêu ở trên. Biện pháp này đơn giản nhưng làm tăng số 
lượng ẩn số. 
 

 b. Sau khi giải bài toán, đã biết được nội lực và chuyển vị ở 2 đầu mỗi phần 
tử, ta có thể xác định chuyển vị tại tiết diện bất kỳ bên trong phần tử theo các 
phương pháp đã biết như phương pháp thông số ban đầu, cách xác định chuyển vị 
trong chương chuyển vị… 
 

 c. Sau khi xác định được nội lực trong hệ siêu động, ta xem hệ là hệ siêu tĩnh 
với nội lực đã biết và áp dụng cách xác định chuyển vị trong hệ siêu tĩnh như đã biết 
trong chương phương pháp lực. Trong tính toán thường sử dụng cách này. 
 
 

 Ví dụ: Xác định độ võng tại tiết diện k của hệ trên hình vẽ (H.6.3.1a). Cho EJ 
trên toàn hệ bằng 1000T.m2, chiều cao tiết diện các thanh h = 0,3m; hệ số dãn nở vì 
nhiệt α = 1,2.105.0C-1; góc xoay ϕ = 0,005rad. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 1. Vẽ biểu đồ mômen uốn: 
 a. Bậc siêu động: 

 n = n1 + n2 = 1 + 0 = 1 
 b. Hệ cơ bản và hệ phương trình chính 
tắc: 
 - Hệ cơ bản (H.6.3.1b) 
 - Hệ phương trình chính tắc:  

 r11.Z1 + R1P + R1t + R1Z = 0 
 c. Xác định các hệ số của hệ phương trình chính tắc: 
 - Vẽ các biểu đồ ( 1M ), )( o

PM , )( o
tM , )( o

ZM  
 + )()()( o

t
o
tc

o
t MMM ∆+=  

 * )( o
tcM : nguyên nhân tc trong thanh AC chỉ gây ra chuyển vị thẳng tương đối 

theo phương vuông góc trục thanh của thanh BC. Dễ thấy: 

4m

2m

H.6.3.1a
B

A
C

3m

D

2m

k
10°C

20°C

ϕ

q

H.6.3.1b

Z1

Z1 = 1   

H.6.3.1c

EJ EJ 

EJ 

0,5EJ 

0,5EJ 
1M  
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H.6.3.1h

1,35
2,12

3,69

9,075

0,415 1,57
M

(T.m)

 mmtll CCACBC 72,0
2

2010.4.10.2,1.. 5
A =

+
==∆ −α  

+ )()()( ooo
Z MMM ∆+= ϕ  

 Ở đây ( oM ∆ ) không tồn tại. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 - Xác định các hệ số: Từ các biểu đồ đã vẽ, tính được: 
  * r11 = 3EJ; R1P = -1,35;  
  * R1t = R1tC + R1∆t = 
    -0,54 - 0,8 = -1,34 
  * R1Z = R1ϕ = 5 
 Thay vào hệ phương trình: 
  3EJ.Z1 - 1,35 - 1,34 + 5 = 0 

  → Z1 = 
J

77,0
E

−  

 d. Vẽ biểu đồ mômen: 
  )()()()()()( 11

oo
t

o
tC

o
P MMMMZMM ϕ++++= ∆  

 2. Xác định độ võng tại k: 
- Trạng thái "m" đã được giải với biểu đồ (M) ở trên  

 - Trạng thái "k" tạo trên hệ cơ bản của phương pháp lực và xác định )( o
kM , 

)( o
kN , )( o

jkR  
 - Độ võng tại k: 
   
 
 
 
 
 
 
 
 

o
PM  

H.6.3.1d

1,35 1,35 

10°C 

20°C 

)( o
tcM  

H.6.3.1f

0,54 

54,06
2 =∆ BC
BCl
EJ

8,0)( 12 =− EJtt
h
α  

H.6.2.1e
)( o

tM ∆  
ϕ 10.4

=ϕ
BCl
EJ  

5 

H.6.3.1g 

)( oMϕ  

H.6.3.1k 

Pk = 1 

1 

0 

0,5 

0,5 )(
o
kM  )(

o
kN0,5 

0,5 

0 0,5 

Pk = 1

H.6.3.1l
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 )()()(.))(( 12
o
kc

o
kjm

o
jk

o
kk NtMtt

h
ZRMMy ΩΣ+Ω−Σ+Σ−= αα  

       0
2
4.1).2010(

3,0
0

2
57,1415,0.

2
4.1.

J
1

+−+−
+

=
α

E
                       

         0)(1925,0
3

200
J

985,1
>=−= mm

E
α  

 Chuyển vị cùng chiều với Pk. 
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ß4: TÍNH HỆ CÓ NÚT KHÔNG CHUYỂN VỊ THẲNG 
CHỈ CHỊU TẢI TRỌNG LÀ CÁC LỰC TẬP TRUNG TẠI NÚT 

 
 Chẳng hạn hệ cho trên hình (H.6.4.1) là thỏa mãn yêu cầu bài toán. 
 

  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Với những loại hệ này thì khi tạo hệ cơ bản của phương pháp chuyển vị ta 
chỉ đặt thêm các liên kết mômen. Mặc khác, tải trọng chỉ là những lực tập trung tại 
nút nên biểu đồ )( o

PM  không tồn tại và do đó RkP cũng không tồn tại. 
 Vậy hệ phương trình chính tắc tổng quát cho trường hợp này: 

  











=++

=++
=++

0...
...

0...
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 Đây là hệ phương trình thuần nhất, đẳng cấp và người ta chứng minh chỉ có 
nghiệm duy nhất Z1 = Z2 =... Zn = 0 
 Suy ra biểu đồ mômen của hệ: 
  )()...()()()( 2211

o
Pnn MZMZMZMM +++=  sẽ không tồn tại 

 Suy ra biểu đồ lực cắt của hệ không tồn tại. 
 Nội lực trong hệ chỉ tồn tại lực dọc, hệ làm việc như 1 hệ dàn với các nút và 
các ngàm được thay bằng các khớp lý tưởng (H.6.4.1c) 
 Kết luận: Khi tính hệ có nút không chuyển vị thẳng và chỉ chịu tải trọng là 
các lực tập trung tại nút, ta có thể thay thế các nút và ngàm bằng các liên kết khớp 
và tính toán như 1 hệ dàn thông thường. 
   

 
 
 
 
 
 
 
 
 

H.6.4.2 H.6.4.3H.6.4.1
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ß 5. TÍNH HỆ SIÊU ĐỘNG CHỊU TẢI TRỌNG DI ĐỘNG 
 
 Cũng tương tự như phương pháp lực, ta chỉ nghiên cứu cách vẽ đường ảnh 
hưởng. 
 I. Đường ảnh hưởng cơ bản: Là ảnh hưởng của các ẩn Zk khi P = 1di động 
trên hệ cơ bản gây ra: 
 1. Hệ phương trình chính tắc: 
 Tương tự phương pháp lực, số hạng tự do được thay bằng rkP: 
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 2. Xác định các hệ số của hệ phương trình chính tắc:  
 a. Hệ số chính và phụ (rkm): Các hệ số này là không thay đổi và được xác 
định như trường hợp tải trọng bất động. 
 

 b. Số hạng tự do (rkP): Là phản lực tại liên kết k do P = 1di động trên hệ gây 
ra. Điều này có nghĩa là rkP sẽ thay đổi theo các vị trí của P. 
 

 Do hệ cơ bản của phương pháp chuyển vị thực chất là những cấu kiện làm 
việc độc lập nhau nên người ta đã lập sẵn bảng tra nội lực, phản lực tại các đầu 
thanh (Xem bảng B.6.5.1 → 3). Dựa vào bảng tra đó ta có thể xác định được rkP 
theo các vị trí của P = 1. 
 

 c. Giải hệ phương trình chính tắc: 
 Tương tự phương pháp lực, ta sử dụng phương pháp hệ số ảnh hưởng: 
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 βik là hệ số ảnh hưởng:  
D

Dikki
ik .)1( 1±+−=β  

 D là định thức hệ số chính và phụ của hệ phương trình chính tắc: 
  ikrD =  với i, k ∈[1; n] 
 Dik là định thức suy ra từ định thức D bằng cách loại bỏ hàng i cột k (hoặc 
hàng k cột i). 
 Sau khi xác định được Zk, cho P = 1 di động, sẽ vẽ được đ.a.h.Zk. 
 

 II. Đường ảnh hưởng của nội lực, phản lực và chuyển vị: 
 Sau khi xác định được đường ảnh hưởng Zk, áp dụng nguyên lý cộng tác 
dụng ta có thể vẽ đường ảnh hưởng của đại lượng S (nội lực, phản lực, hay chuyển 
vị) tại 1 tiết diện bất kỳ theo biểu thức: 
 

 đ.a.h.S = 1S (đ.a.h.Z1) + 2S (đ.a.h.Z2) +... nS (đ.a.h.Zn) + đ.a.h.S0 

 - kS là giá trị của đại lượng S do Zk = 1 gây ra trên hệ cơ bản. 
 - đ.a.h.S0 là đ.a.h.S do P = 1 di động trên hệ cơ bản gây ra. (đ.a.h này có thể 
vẽ theo bảng tra B.6.5.1 → 3) 
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 * Chú ý: Quá trình tính toán có thể lập thành bảng tương tự như đã nêu trong 
phương pháp lực. 
 

 Ví dụ: Vẽ đường ảnh hưởng mômen uốn đ.a.h.Mk của hệ cho trên hình 
(H.6.5.1) 
 

 Chia đường xe chạy ra làm 14 đoạn, mỗi đoạn dài 1m và đánh số thứ tự các 
điểm chia như trên hình (H.6.5.2) 
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1.Bậc siêu động: n = n1 + n2 = 2 + 0 = 2 
- Hệ cơ bản và hệ phương trình chính tắc: 
- Hệ cơ bản (H.6.5.3) 
2. Hệ phương trình chính tắc: 
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3. Xác định các hệ số của hệ phương trình chính tắc: 
Vẽ biểu đồ )(),( 21 MM  

  J
12
37J

3
41

4
3

11 EEr =



 ++=  

  J
3
2

2112 Err ==  

  J
3

13J12
3
4

22 EEr =



 ++=  

- Xác định số hạng tự do: 
+ Khi P = 1di động trên AB, sơ đồ cấu kiện mẫu ta có 

  lMr AP )2)(1(
2
1

1 ξξξ −−=−=  

  r2P = 0 
Lần lượt cho ξ = 0; 0,25; 0,5; 0,75; 1 ta sẽ có các giá trị tương ứng của r1P 

khi P = 1 di động trên AB. 
+ Khi P = 1di động trên BC: tương tự. 
 lMr AP

2
1 )1( ξξ −−==  

 lMr BP )1(2
2 ξξ −=−=  

Lần lượt cho ξ = 0; 
6
1 ; 

6
2 ;

6
3 ;

6
4 ;

6
5 ;1(ứng với điểm chia trên BC) ta sẽ tìm 

được các giá trị tương ứng của r1P, r2P khi P di động. 
+ Khi P = 1di động trên CD: tương tự. 
 r1P = 0 
 lMr AP

2
2 )1( ξξ −−==  

Cho ξ các giá trị 0; 0,25; 0,5; 0,75; 1 ta sẽ tìm được các số hạng tự do trên 
đoạn này. 

4. Giải hệ phương trình chính tắc: 
- Xác định các hệ số ảnh hưởng 
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- Giải hệ phương trình chính tắc: 
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Thực hiện tính toán theo các biểu thức trên. Kết quả được thể hiện trong 
bảng: (B.6.5.3) 

5. Vẽ đường ảnh hưởng Mk: 
 đ.a.h.Mk = 1kM (đ.a.h.Z1) + 2kM (đ.a.h.Z2) + đ.a.h. o

kM  
- 1kM  lấy trên ( 1M ) tại tiết diện k 

 
3
J

1
EM k =  

- Tương tự: 
3
J

2
EM k −=  

- đ.a.h o
kM  là đường ảnh hưởng mômen uốn tại tiết diện k do P = 1 di động 

gây ra trên hệ cơ bản. Ở bài toán này P = 1 chỉ gây ra ảnh hưởng đến k khi nó di 
động trên BC. Tra sơ đồ cấu kiện mẫu ta sẽ xác định được. Kết quả trong bảng 
(B.6.5.4) 

B.6.5.4 Bảng tính các tung độ đường ảnh hưởng Zk & Mk 
 

Tung độ (đ.a.h.Zi). EJ Thanh Điểm r1P r2P Z1 Z2 
đ.a.h. o

kM  đ.a.hMk 

AB 

0 
1 
2 
3 
4 

0 
0,6562 
0,75 

0,4687 
0 

0 
0 
0 
0 
0 

0 
-0,220 
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0 

0 
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0 
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9 
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-0,444 
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0 

0 
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0,75 
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0 

0 
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0,195 
0,082 

0 

0 
-0,069 
-0,152 
-0,217 
-0,235 
-0,173 

0 

0 
0,083 
0,333 
0,75 
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0,491 
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CD 
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14 
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CHƯƠNG 9 TÍNH HỆ SIÊU TĨNH BẰNG PHƯƠNG PHÁP 
 ĐÚNG DẦN 

 
Cách tính hệ siêu tĩnh bằng phương pháp chuyển vị hay phương pháp lực cho 

ta các kết quả có độ chính xác cao. Tuy nhiên, việc tính theo các phương pháp này 
có gây ra những khó khăn nhất định đặc biệt là khi số lượng các ẩn số càng lớn 
nhưng với những công cụ tính toán thông thường. 

 

 Để giải quyết khó khăn này, người ta tìm cách giải bài toán với kết quả gần 
đúng bằng những cách tính đơn giản và kết quả gần đúng đó là chấp nhập được khi 
thiết kế kết cấu. Một trong các cách tính đó là phương pháp tính đúng dần. 
 

 Đặc điểm của phương pháp này là ta chỉ cần thực hiện phép tính theo một 
trình tự nhất định, lặp đi lặp lại nhiều lần cho đến khi thỏa mãn yêu cầu độ chính 
xác là được. 
 

 Nội dung của phương pháp tính đúng dần nói chung được trình bày dưới 
dạng phân phối mômen hay phân phối biến dạng theo hình thức này hoặc hình thức 
khác. 
 

 Sau đây, ta đi tìm hiểu 2 phương pháp đúng dần, đó là phương pháp H.Cross 
và phương pháp G.Kani. 
 

ß 1. PHƯƠNG PHÁP H.CROSS 
 
 I. Khái niệm: 
 Phương pháp H.Cross là hình thức khác của phương pháp chuyển vị, trong 
đó việc giải hệ phương trình chính tắc được thực hiện theo phương pháp đúng dần 
mang ý nghĩa vật lý. 
 * Ưu điểm của phương pháp: 
 - Tính toán đơn giản. 
 - Chỉ yêu cầu phải giải 1 số lượng phương trình rất ít so với số lượng các 
phương trình theo phương pháp "chính xác" và có trường hợp không cần phải giải 
hệ phương trình. 
 * Nhược điểm của phương pháp: Chỉ áp dụng có hiệu quả cho những hệ có 
nút không chuyển vị thẳng. 
 

 II. Quy ước cách đọc tên và xét dấu của nội lực: 
 1. Quy ước khi đọc tên của nội lực: 
   Ta dùng ký hiệu cho nội lực tương ứng như đã 
biết nhưng kèm theo hai chỉ số:   
 - Chỉ số thứ thứ nhất biểu thị vị trí của tiết diện 
chứa thành phần nội lực. 
 - Chỉ số thứ hai kết hợp với chỉ số thứ nhất biểu thị 
thanh chứa nội lực đó. 
 Ví dụ: MAB: mômen tại tiết diện A thuộc thanh AB. 
  QAC: đọc là lực cắt tại tiết diện A thuộc 
thanh AC. 
 2. Quy ước dấu: 
 - Mômen uốn tại nút được xem là dương khi nó làm cho thớ giữa của thanh 
quay theo chiều kim đồng hồ và ngược lại. Xem ví dụ trên hình (H.9.1.2a). 

H.9.1.1

A 

P 

B 
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 - Lực cắt được xem là dương làm cho thành phần thanh chịu lực quay theo 
chiều kim đồng hồ và xem là âm khi nó quay ngược chiều kim đồng hồ (giống 
SBVL) (H.9.1.2b). 
 
 
 
 
 
 
 
 III. Sự phân phối mômen xung quanh một nút: 
 Xét một hệ chỉ gồm có một nút không có chuyển vị thẳng và chịu mômen tập 
trung tại nút như trên hình (H.9.1.3a). Ta đi xác định mômen uốn MAB, MAC, MAD 
tại các đầu thanh quy tụ tại nút A và mômen MBA, MCA, MDA tại các đầu đối diện 
với nút A. 
 

  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Chọn cách giải hệ bằng phương pháp chuyển vị: 
 - Chọn hệ cơ bản trên hình (H.9.1.3b), hệ phương trình chính tắc có dạng: 
  r11Z1 + R1P = 0 
 - Xác định các hệ số của hệ phương trình chính tắc: 
 + Các biểu đồ ( 1M ) và )( o

PM vẽ trên hình (H.9.1.3.c & H.9.1.3d). 
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 Gọi: 
AB

AB

l
JERAB =  - độ cứng đơn vị quy ước 

của thanh AB (thanh có đầu đối diện là ngàm). 

        
AC

AC

l
J

4
3 ERAC =  - độ cứng đơn vị quy 

ước của thanh AC (thanh có đầu đối diện là khớp). 

        
AD

AD

l
J

4
1 ERAD = - độ cứng đơn vị quy ước của thanh AD (thanh có đầu đối 

diện là ngàm trượt song song với trục thanh). 
 

 Suy ra: r11  = 4.(RAB + RAC + RAD) = 4 ∑R 
 * R1P:    
  R1P = -M. 
 Thay vào phương trình chính tắc: 

      4.(RAB + RAC + RAD).Z1 - M = 0
R

M
RRR

MZ
ADACAB Σ

=
++

=⇒
4)(41  

 - Vẽ biểu đồ mômen (M): 
       o

PMZMM += 11)()( . Kết quả thể hiện trên hình (H.9.1.3e). 
 

 Từ đây, ta xác định được giá trị mômen uốn tại các đầu thanh quy tụ tại nút 
A: 

            M
R

RM AB
AB .

Σ
= ,  M

R
RM AC

AC .
Σ

= , M
R

RM AD
AD .

Σ
=  

 - Các mômen uốn MAB, MAC, MAD là do mômen M phân phối vào nút A nên 
gọi là mômen phân phối. Và nếu xét dấu theo qui ước H.Cross thì: 

            M
R

RM AB
AB .

Σ
−= ,  M

R
RM AC

AC .
Σ

−= , M
R

RM AD
AD .

Σ
−=  

 - Mômen uốn tại các đầu thanh đối diện với nút A: 

       ABBA MM .
2
1

+= ; MCA = 0.MAC; MDA = -1.MAD. 

 Các mômen này gọi là mômen truyền. 
 ♦ Tổng quát: Khi nút A gồm nhiều thanh quy tụ, ta có: 
 + Mômen phân phối tại đầu A thuộc thanh AX: 
  MAX = -γAX.M. 
 + Mômen truyền: 
  MXA = βXA.MAX. 
 Trong đó: γAX - hệ số phân phối của  thanh AX. 

(M) 
H.9.1.3e

M
R

RAC .
Σ

 

M
R

RAB .
2Σ

 

M
R

RAB .
Σ

M
R

RAD .
Σ

 

r11 

AC

AC

l
EJ3

 

AB

AB

l
EJ4  

AD

AD

l
EJ  

M 

R1P 
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R

RAX
AX Σ

=γ . 

 RAX: là độ cứng đơn vị quy ước của thanh AX, phụ thuộc vào liên kết đầu 
đối diện với nút. 
 ∑R: tổng độ cứng đơn vị quy ước của các thanh quy tụ tại nút A. 
 βXA: hệ số truyền của thanh AX. 
 * Chú ý: Mômen M tập trung tại nút trong các biểu thức trên được lấy dấu 
dương khi xoay cùng chiều kim đồng hồ và ngược lại. 
 

B.9.1.1 Bảng độ cứng đơn vị vi ước và các hệ số truyền 
Liên kết đầu đối diện nút RAX βXA 

- Khớp 
l
J

4
3 E  0 

- Ngàm trượt 
l
J

4
1 E  -1 

- Ngàm 
l
JE  +1/2 

- Tự do 0 0   

 Ví dụ 1: Xác định mômen phân phối và mômen truyền của hệ cho trên hình 
(H.9.1.4a). Cho biết độ cứng trong tất cả các thanh là EJ = const.   

 1. Xác định độ cứng đơn vị quy ước: 

  RAB = 
4

EJ
l
EJ

AB

= ; RAC = 
4

EJ
l
EJ
AC

= ;  

  RAD = 
43

.
4
3.

4
3 EJEJ

l
EJ
AD

== ; RAE = 
43

.
4
3.

4
3 EJEJ

l
EJ

AE

==  

 2. Xác định hệ số phân phối và mômen phân phối: 
 - Hệ số phân phối: 

  
R

RAX
AX Σ

=γ . 

  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 → 25,0

4
4

4
J

== EJ

E

ABγ ; 25,0

4
4

4
J

== EJ

E

ACγ ; 25,0

4
4

4
J

== EJ

E

ADγ ; 25,0

4
4

4
J

== EJ

E

AEγ  

D

3m

AC

B
H.9.1.4a

4m

4m
3m

E

M = 4T.m

H.9.1.4b
(M)

1
1

1
1

0,5

0,5
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 Mômen phân phối:  MAX = -γAX.M. 
 → MAB = - 0,25.(-4) = 1; MAC = - 0,25.(-4) = 1; 
      MAD = - 0,25.(-4) = 1; MAE = - 0,25.(-4) = 1 
 3. Xác định hệ số truyền và mômen truyền: 

 - Hệ số truyền: βBA = βCA = 
2
1 ; βDA = βEA = 0. 

 - Mômen truyền: MXA = βXA.MAX. 

 → MBA = 
2
1 .1 = 0,5; MCA = 

2
1 .1 = 0,5; MDA = MEA = 0. 

 Kết quả tính toán có thể được vẽ trên biểu đồ (M) (H.9.1.4b) 
 

 IV. Cách tính hệ có nút không chuyển vị thẳng: 
 Ta phân tích cách tính hệ trên hình (H.9.1.5a). Tuy nhiên, cách lập luận vẫn 
mang tính tổng quát cho hệ bất kỳ có nút không chuyển vị thẳng. 
 

  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Giả sử ngăn cản chuyển vị xoay của tất cả các nút bằng cách đặt thêm vào 
mỗi nút một liên kết mômen, ta sẽ thu được một hệ mới 
chính là hệ cơ bản của phương pháp chuyển vị 
(H.9.1.5b). Tại mỗi nút bị chốt, sẽ phát sinh những phản 
lực mômen gọi là ngẫu lực chèn. Ngẫu lực chèn phải cân 
bằng với mômen uốn tại các dầu thanh quy tụ tại nút đó. 
 Ví dụ: Với nút B: 
  MB + MBA + MBE + MBC = 0. 

H.9.1.5a

F
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 Suy ra: MB = -(MBA + MBE + MBC). 
 Vậy ngẫu lực chèn tại một nút sẽ bằng tổng đại số mômen uốn tại các đầu 
thanh quy tụ tại mỗi nút đang xét do tải trọng gây ra trên hệ có nút bị chốt nhưng 
trái dấu. 
 Nhận xét:.- Các ngẫu lực chèn chính là RkP của phương pháp chuyển vị. 
 

 Tiếp tục biến đổi nút bị chốt bằng cách thay các liên kết mômen bằng các 
ngẫu lực chèn tương ứng tại mỗi nút ta sẽ được hệ tương đương trên hình 
(H.9.1.5c). Hệ này khác với hệ ban đầu là hệ có thêm các ngẫu lực chèn tại các nút. 
 

 Xét một hệ phụ lấy từ hệ ban đầu, trong đó chỉ chịu các ngẫu lực đặt tại các 
nút.  Các ngẫu lực này có giá trị bằng ngẫu lực chèn nhưng ngược chiều và được gọi 
là mômen nút cứng (H.9.1.5d). 
 Theo nguyên lý cộng tác dụng thì: 
 

Hệ ban đầu 
H.9.1.5a = 

Hệ ban đầu + ngẫu lực 
chèn tại các nút cứng 

(H.9.1.5c) 
+ 

Hệ ban đầu chỉ chịu 
mômen nút cứng 

(H.9.1.5d) 
 

 Như vậy, thay vì đi giải bài toán với hệ trên hình (H.9.1.5.a), ta đi giải bài 
toán trên hình (H.9.5.1b) hoặc (H.9.5.1c) và (H.9.5.1d). 
 - Đối với hệ trên hình (H.9.5.1c) ta dễ dàng xác định được nội lực, đó chính 
là nội lực do tải trọng gây ra trên hệ cơ bản của phương pháp chuyển vị là biểu đồ 

)( o
PM  của phương pháp chuyển vị. 

 

 - Đối với hệ trên hình (H.9.5.1d), ta tìm cách tính đúng dần. Cách thực hiện 
như sau: 
 + Lần lượt tháo từng chốt. Khi tháo từng chốt thì mômen nút cứng sẽ phân 
phối vào nút đó và truyền vào các nút lân cận như đã trình bày trong bài toán sự 
phân phối mômen xung quanh một nút. Và nút này sẽ xoay đến vị trí cân bằng mới. 
 

 + Chốt lại nút này và chuyển sang nút khác và thực hiện tương tự. 
 Quá trình cứ tiến hành như vậy và lặp lại nhiều lần cho đến khi ta tháo tất cả 
các chốt thì các nút không xoay nữa (mômen tại các nút đã cân bằng).Thực chất vẫn 
chưa cân bằng nhưng giá trị của mômen uốn không cân bằng là không đáng kể. Lúc 
này, ta dừng quá trình thực hiện và trạng thái đó là trạng thái cần tìm. 
 

 Mômen uốn tại các đầu thanh tương ứng chính là tổng đại số mômen phân 
phối và mômen truyền tích luỹ trong các chu trình. 
 - Muốn tìm mômen uốn tại các đầu thanh nào của hệ đã cho ban đầu, ta lấy 
tổng đại số mômen do tải trọng gây ra trên hệ có các nút bị chốt với mômen uốn do 
mômen nút cứng gây ra trên các đầu thanh tương ứng. 
 
 Ví dụ 2: Vẽ biểu đồ mômen uốn của dầm liên tục trên hình (H.9.1.6.a). Cho 
biết độ cứng trong tất cả các thanh là EJ = const. 
 1. Xác định độ cứng đơn vị quy ước của các thanh: 
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J3
l

J
4
3

AB

EERAB == ; .
3
J

l
J
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EERBC ==  

  
4
J

l
J

CD
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4
J

l
J

4
3

DE

EERDE ==   
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 2. Xác định hệ số phân phối từng đầu thanh quy tụ vào nút: 
 - Tại nút B: 

  36,0
)

3
EJ

16
3(

16
3

=
+

= EJ

EJ

BAγ ; .64,0
)

3
EJ

16
3(

3 =
+

= EJ

EJ

BCγ  

 - Tại nút C: 

  577,0
)

4
EJ

3
EJ(

3
EJ

=
+

=CBγ ; .429,0
)

4
EJ

3
EJ(

4
EJ

=
+

=CDγ  

 - Tại nút D: 

  5,0
)

4
EJ

4
EJ(

4
EJ

=
+

=DCγ ; .5,0
)

4
EJ

4
EJ(

4
EJ

=
+

=DEγ  

 3. Xác định mômen nút cứng M* tại các đầu thanh do tải trọng gây ra: 
 Tra bảng cho các phần tử chịu tải trọng và xét dấu theo qui ước H.Cross. 
   *

BAM  = -2,25(T.m); *
BCM  = 0,9(T.m); *

CBM     = -0,9(T.m); 
  *

CDM  = 1(T.m); *
DCM  = -1(T.m); *

DEM  = 1,35(T.m). 
 4. Phân phối và truyền mômen: 
 Quá trình phân phối và truyền mômen được lập thành bảng. Bảng có thể 
được lập như sau: 
 * Hàng thứ nhất ghi ký hiệu các nút và các đầu thanh có liên kết ngàm. 
 * Hàng thứ hai ghi ký hiệu những đầu thanh quy tụ tại nút tương ứng. Nút có 
bao nhiêu thanh quy tụ thì có bấy nhiêu cột. 
 * Hàng thứ ba ghi các hệ số phân phối tương ứng với các đầu thanh quy tụ 
vào nút. 
 * Hàng thứ tư ghi trị số mômen nút cứng tại các đầu thanh. 
 * Các hàng tiếp theo ghi kết quả phân phối và truyền mômen lần lượt tương 
ứng với các nút được tháo chốt. 
 Với ví dụ trên quá trình được thực hiện như sau: 
 Chu trình 1: 
 - Tháo chốt nút B: 
       + Mômen không cân bằng: 

*
BM = -2,25 + 0,9 = -1,35(T.m). 

 + Mômen phân phối: Mômen truyền: 
 MBA = (-0,36).(-1,35) = 0,486(T.m) MAB = 0.   

 MBC = (-0,64).(-1,35) = 0,864(T.m) 432,0864,0.
2
1

==CBM  

 - Chốt nút B, tháo chốt nút C: 
       + Mômen không cân bằng: 

*
CM = -0,9 + 1 + 0,432 = 0,532(T.m). 

 + Mômen phân phối: Mômen truyền: 
 MCB = (-0,571).0,532) = -0,3037(T.m) MBC = -0,1519(T.m) 
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 MCD = (-0,429).0,532 = -0,2282(T.m) MDC = -0,1141(T.m) 
 - Chốt nút C, tháo chốt nút D: 
       + Mômen không cân bằng: 

*
DM = -1 + 0,35 - 0,1141 = 0,2359(T.m). 

 + Mômen phân phối: Mômen truyền: 
 MDC = (-0,5).0,2359) = -0,1179(T.m) MCD = -0,0589(T.m) 
 MDE = (-0,5).0,2359 = -0,1179 (T.m) MED = 0. 
 Chu trình 2: 
 - Tháo chốt nút B: 
 + Mômen không cân bằng: 
       *

BM = -0,1519(T.m). 
 * Nhận xét: Khi tháo chốt ở các nút trong chu kỳ thứ (i) nào đó thì nguyên 
nhân làm cho nút không cân bằng là các mômen truyền từ các nút khác tới trong 
chu trình thứ (i-1) chứ không phải do mômen phân phối. 
 + Mômen phân phối: Mômen truyền: 
 MBA = (-0,36).(-0,1519) = 0,0546(T.m) MAB = 0.   
 MBC = (-0,64).(-0,1519) = 0,0972(T.m) MCB = 0,0486(T.m) 
 - Chốt nút B, tháo chốt nút C: 
       + Mômen không cân bằng: 

*
CM = 0,0486 - 0,0589 = -0,0103(T.m). 

 + Mômen phân phối: Mômen truyền: 
 MCB = (-0,571).(-0,0103) = 0,0058(T.m) MBC = 0,0029(T.m) 
 MCD = (-0,429).(-0,0103) = 0,0044(T.m) MDC = 0,0022(T.m) 
 - Chốt nút C, tháo chốt nút D: 
       + Mômen không cân bằng: 

*
DM = 0,0022(T.m). 

 + Mômen phân phối: Mômen truyền: 

 MDC = (-0,5).0,0022= -0,0011(T.m)        MCD =
2
1 .(-0,0011) = -0,0005(T.m) 

 MDE = (-0,5).0,0022= -0,0011 (T.m) MED = 0. 
 Chu trình 3: 
 - Tháo chốt nút B 
       + Mômen không cân bằng: 

*
BM = 0,0029(T.m). 

 + Mômen phân phối: Mômen truyền: 
 MBA = -0,36.0,0029 = -0,0010(T.m) MAB = 0.   
 MBC = -0,64.0,0029 = -0,0018(T.m) MCB = -0,0009(T.m) 
 - Chốt nút B, tháo chốt nút C: 
       + Mômen không cân bằng: 

*
CM = -0,0009 - 0,0005 = -0,0014(T.m). 

 + Mômen phân phối: Mômen truyền: 
 MCB = (-0,571).(-0,0014) = 0,0008(T.m) MBC = 0,0004(T.m) 
 MCD = (-0,429).(-0,0014) = 0,0006(T.m) MDC = 0,0003(T.m) 
 - Chốt nút C, tháo chốt nút D: 
       + Mômen không cân bằng: 
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*
DM = 0,0003(T.m). 

 + Mômen phân phối: Mômen truyền: 
 MDC = (-0,5).0,0003= -0,00015(T.m) MCD = -0,00007(T.m) 
 MDE = (-0,5).0,0003= -0,00015(T.m) MDC = 0. 
 Các mômen phân phối đã khá nhỏ, ta có thể dùng quá trình tại đây. Kết quả 
tính toán ta thể hiện trên bảng (B.9.1.2). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Nút 
(Ngàm) A B C D E 

Đầu AB BA BC CB CD DC DE ED 
γ  0,36 0,64 0,571 0,429 0,5 0,5  

M*  -2,25 0,9 -0,9 1 -1 1,35  
B 0 0,486 0,864 0,432     
C   -0,1519 -0,3037 -0,2282 -0,1141   
D     -0,0589 -0,1179 0,1179 0 
B 0 0,05476 -0,0972 0,0486     
C   0,0029 0,0058 0,0044 0,0022   
D     -0,0005 -0,0011 -0,0011 0 
B 0 -0,0010 -0,0018 -0,0009     
C   0,0004 0,0008 0,0006 0,0003   
D     -0,00007 -0,00015 -0,00015 0 

Mcc 0 -1,7102 1,7108 -0,7174 0,7173 -1,230 1,230 0 
B.9.1.2 Bảng phân phối mômen. 

 

 Mômen uốn tại các đầu thanh trong hệ ban đầu sẽ bằng mômen uốn trong hệ 
có các nút bị chốt ghi ở hàng thứ 4 trên bảng cộng với mômen uốn trong hệ chịu các 
mômen nút cứng đặt tại nút cứng là tổng cá giá trị ghi từ hàng thứ 5 trở xuống. 
 

 5. Vẽ biểu đồ nội lực: 
 Sau khi đã biết mômen uốn tại các đầu thanh ta vẽ được biểu đồ (M) theo 
cách đã biết như phương pháp treo biểu đồ chẳng hạn (H.9.1.6b). 
 

 6. Kiểm tra cân bằng nút: 
 Nút B: -1,7102 + 1,7108 = 0,0006 ≈ 0. 
 Nút C: -0,7174 + 0,7173 = -0,0001 ≈ 0. 

3m

A

3m

B DC
E

2m

q = 1,2T/m

H.9.1.6a

2m2m2m

P = 3T P = 2T q = 1,2T/m

3

1,71

1,35 2

0,72 1,23

1,35

M

H.9.1.6b
(T.m)
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 Nút D: -0,1230 + 0,1230 = 0. 
 * Chú ý: 
 - Ta luôn kiểm tra kết quả trong quá trình tính toán: 
       + Tổng hệ số phân phối xung quanh một nút bằng đơn vị. 
       + Tổng mômen phân phối bằng mômen nút cứng nhưng trái dấu. 
 

 - Theo kinh nghiệm, ta nên tháo chốt nút có mômen không cân bằng lớn nhất 
làm nút khởi đầu. 
 

 - Trong trường hợp hệ chịu tác dụng của sự thay đổi nhiệt độ hay chuyển vị 
cưỡng bức của các gối tựa, cũng tính tương tự với cách tính trên, riêng ở bước xác 
định mômen nút cứng M*, ta thực hiện giống như lúc vẽ biểu đồ )( o

ZM , )( o
tM của 

phương pháp chuyển vị. 
 

 V. Tính hệ có nút chuyển vị thẳng: 
 Để đơn giản, ta đi tìm hiểu cách tính hệ trên hình (H.9.1.7a).Tuy nhiên, cách 
lập luận vẫn tổng quát, áp dụng cho hệ bất kỳ. 
 

 Đưa hệ đã cho về hệ có nút không chuyển vị thẳng bằng cách đặt thêm hai 
liên kết thanh vào ngang mức 
hai tầng (H.9.1.7b). 
 Để hệ mới làm việc 
giống hệ ban đầu, ta cần gây ra 
các chuyển vị cưỡng bức ∆1, 
∆2 tương ứng với vị trí và 
phương của liên kết thanh mới 
thêm vào và thiết lập điều kiện 
phản lực trong các liên kết 
thanh này bằng không: R1 = 0; 
R2 = 0.(*). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Áp dụng nguyên lý cộng tác dụng, ta đưa hệ trên hình (H.9.1.7b) về ba hệ 
thành phần: 
 - Hệ có nút không chuyển vị thẳng và chịu tải trọng (H.9.1.7c). 
 - Hệ có nút không chuyển vị thẳng, không chịu tải trọng nhưng tại liên kết 
đặt thêm vào tại tầng một chịu chuyển vị cưỡng bức ∆1(H.9.1.7d). 
 - Hệ có nút không chuyển vị thẳng, không chịu tải trọng, nhưng tại liên kết 
đặt thêm vào tầng hai chịu chuyển vị cưỡng bức ∆2 (H.9.1.7e). 
 Viết lại điều kiện (*): 

∆ 2

∆ 1=

H.9.1.7a H.9.1.7b

H.9.1.7c

∆ 1

H.9.1.7d

∆ 2

H.9.1.7e

= + +
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=∆∆
=∆∆

0),,(
0),,(

212

211

PR
PR

 →




=++
=++

∆∆

∆∆

0
0

22122

21111

RRR
RRR

P

P  

 Trong đó: 
 RkP: phản lực tại liên kết k đặt thêm vào do tải trọng gây ra trong hệ có nút 
không chuyển vị thẳng. 

mkR ∆ : phản lực tại liên kết k thêm vào do chuyển vị cưỡng bức tại liên kết m 
có giá trị bằng ∆m gây ra. 

Mặc khác, các chuyển vị ∆m là chưa biết, để thuận lợi cho việc tính toán, ta 
biểu thị: 
  ∆m = km.δm 
 δm: chuyển vị tại liên kết m, δm có thể chọn tuỳ ý (thường chọn bằng đơn vị), 
còn km chưa biết giữ vai trò ẩn số. 
 Nếu gọi rkm là phản lực tại liên kết k do δm gây ra thì Rk∆m = rkm.km. 
 Thay vào hệ phương trình trên ta được: 

  




=++
=++

0
0

22121212

2121111

krkrR
krkrR

P

P  

 Biểu đồ mômen cuối cùng trong hệ: 
  )..().()()()()()( 221121 MkMkMMMMM PP ++=++= ∆∆  
 

- )( mM là biểu đồ mômen uốn do chuyển vị δm gây ra trên hệ có nút không 
chuyển vị thẳng; )( o

PM là biểu đồ mômen uốn do tải trọng gây ra trên hệ có nút 
không chuyển vị thẳng. 
 + Biểu đồ (MP) ta dễ dàng vẽ được theo hệ có nút không có chuyển vị thẳng 
và chỉ chịu tải trọng như ở phần phương pháp chuyển vị. 
 + Biểu đồ )( mM  cũng thực hiện như vẽ biểu đồ (MP) nhưng ở đây nguyên 
nhân tác dụng là chuyển vị cưỡng bức là δm. 
 

  Vấn đề còn lại là đi xác định k1, k2. Cách thực hiện như sau: 
 - Sau khi vẽ được biểu đồ (MP), )( mM , ta sẽ xác định được rkm, RkP bằng cách 
thực hiện mặt cắt, tách ra một hệ và xét cân bằng như lúc xác định các hệ số của 
phương pháp chuyển vị tại liên kết thanh đặt thêm vào. Sau đó giải hệ trên ta sẽ 
được k1, k2. 
 

 Trong trường hợp tổng quát, hệ có n nút chuyển vị độc lập: 
 - Phương trình thứ i của hệ xác định các ki: 
  .,1;0..........2211 11

nikrkrkrR niniiiP ==++  
 - Và .)....(..........).()()( 11 nnP kMkMMM ++=  
 * Chú ý: 
 - Trường hợp hệ có thanh đứng không song song hay chịu tác dụng của 
nguyên nhân biến thiên nhiệt độ, chuyển vị cưỡng bức của các gối tựa, nguyên tắc 
tính toán vẫn không thay đổi. Tuy nhiên, cần chú ý vận dụng sơ đồ chuyển vị hay 
giản đồ Williot khi xác định các mômen nút cứng. 
 - Nếu chọn δk = δm thì rkm = rmk. 
 Ví dụ : Vẽ biểu đồ nội lực của hệ cho trên hình (H.9.1.8a). Cho biết độ cứng 
trong các thanh đứng là EJ, trong các thanh ngang là 2EJ. 
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4m

4m

H.9.1.8a

B

ED

A

4m

F

C

q = 2,4T/m 

 1. Xác định độ cứng đơn vị quy 
ước của các thanh:  

  
4
JERRR CFBEAD === ;

  .
2
J

4
J2

F
EERR EDE ===   

 2. Xác định hệ số phân phối: 
  Nút D: 

 3333,0

4
J

2
EJ

4
EJ

=
+

= EDAγ ;

 .6666,0

4
J

2
EJ

2
EJ

=
+

= EDEγ        

  Nút E: 
                   

 4,0

2
EJ

4
J

2
EJ

2
EJ

=
++

= EEDγ ; 4,0

2
EJ

4
J

2
EJ

2
EJ

F =
++

= EEγ ; .2,0

2
EJ

4
J

2
EJ

4
EJ

=
++

= EEBγ       

  

  Nút F: 3333,0

4
J

2
EJ

4
EJ

=
+

= EFCγ ; .6666,0

4
J

2
EJ

2
EJ

FE =
+

= Eγ      

 3. Tính hệ có nút không chuyển vị thẳng chịu tải trọng. (H.9.1.8b) 
 - Xác định mômen nút cứng: 

  )..(2,3
12

4.4,2
12

22
** mTqlMM EDDE ===−=  

- Lập bảng phân phối mômen (B.9.1.3) 
 - Dựa vào kết quả của bảng tính, ta có thể vẽ được ( o

PM ). 
 - Xác định phản lực R1P: Thực hiện cắt ra khỏi hệ 1 phần như trên hình vẽ 
(H.9.1.8c). Lực cắt tại các đầu thanh bị cắt được suy ra từ biểu đồ mômen ( o

PM ).  
  → R1P = 0,367 – 0,522 – 0,122 = -0,277. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

H.9.1.8c

q = 2,4T/m

R1P

0,1220,3670,522

q = 2,4T/m

C

F

A

D E

B

H.9.1.8b
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Nút 
(Ngàm) A B D E F C 

Đầu 
thanh AD BE DA DE ED EB EF FE FC CF 

γ   0,3333 0,666 0,4 0,2 0,4 0,6666 0,3333  
M*    3,2 -3,2      
D -0,533  -1,066 -2,133 -1,066      
E  0,426  0,853 1,706 0,853 1,706 0,853   
F       -0,284 -0,568 -0,284 -0,142
D -0,142  -0,284 -0,568 -0,284      
E  0,056  0,113 0,227 0,113 0,227 0,113   
F       -0,037 -0,075 -0,037 -0,018
D -0,018  -0,037 -0,075 -0,037      
E  0,007  0,014 0,029 0,014 0,029 0,014   
F       -0,004 -0,009 -0,004 -0,002
D -0,022  -0,004 -0,009 -0,004      

Mcc -0,695 0,489 -1,395 1,395 -2,629 0,98 1,637 0,328 -0,325 -0,162
 

B.9.1.3 Bảng phân phối mômen do tải trọng 
 4. Tính hệ có nút không chuyển vị thẳng chịu chuyển vị cưỡng bức: 
 - Hệ số phân phối và hệ số truyền đã xác định ở mục 3. 
 - Xác định mômen nút cứng: 
 Chốt tất cả các nút và tra bảng cho các phần tử chịu chuyển vị cưỡng bức 
(H.9.1.8d): 

  12
*** .

l
6EJ δ=== FCEBDA MMM  

 Nếu chọn δ = 
J6

2

E
l  thì 1*** === FCEBDA MMM  

 Suy ra được: 2/1*** === CFBEAD MMM . 
- Lập bảng phân phối mômen (B.9.1.4) 

 - Dựa vào kết quả của bảng tính, ta có thể vẽ được ( 1M ). 
 - Xác định phản lực r11: 
 Thực hiện cắt ra khỏi hệ 1 phần như trên hình vẽ (H.9.1.8d). Lực cắt tại các 
đầu thanh bị cắt được suy ra từ biểu đồ mômen ( 1M ).  
 → r11 = 0,261 + 0,345 + 0,251 = 0,857. 
 5. Thay tất cả vào phương trình xác định k: 
  r11k1 + R1P = 0 → 0,877.k1 - 0,277 = 0 → k1 = 0,323. 
 
 
 
 
 
 
 
 

δ 1

H.9.1.8d
0,261 0,345 0,251

r11

H.9.1.8e
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Nút 
(Ngàm) A B D E F C 

Đầu 
thanh AD BE DA DE ED EB EF FE FC CF 

γ   0,333 0,666 0,4 0,2 0,4 0,666 0,333  
M* 0,5 0,5 1   1   1 0,5 
D -0,166  -0,333 -0,666 -0,333      
E  -0,066  -0,133 -0,266 -0,133 -0,266 -0,133   
F        -0,577 -0,288 -0,144 
D 0,022  0,044 0,088 0,044      
E  0,024  0,048 0,097 0,048 0,097 0,048   
F       -0,015 -0,031 -0,015 -0,007 
D -0,008  -0,015 -0,031 -0,015      
E  0,003  0,006 0,012 0,006 0,012 0,006   
F       -0,002 -0,004 -0,002 -0,001 

Mcc 0,348 0,461 0,696 -0,688 -0,461 0,921 -0,462 -0,687 0,659 0,348 
B.9.1.4 Bảng phân phối mômen do δ1 

 

 6. Xác định mômen uốn tại các đầu thanh của hệ ban đầu: 
 

Đầu 
thanh AD BE DA DE ED EB EF FE FC CF 

o
PM  -0,695 0,489 -1,395 1,395 -2,629 0,98 1,637 0,328 -0,325 -0,162 

1M  0,348 0,461 0,696 -0,688 -0,461 0,921 -0,462 -0,687 0,659 0,348 
1M .k1 0,112 0,149 0,225 -0,222 -0,149 0,297 -0,149 -0,222 0,213 0,112 

Mcc -0,583 0,638 -1,170 1,173 -2,778 1,277 1,488 0,106 -0,112 -0,50 
B.9.1.5 Bảng xác định mômen trên hệ. 

 Sau khi đã xác định được mômen 
uốn tại các đầu thanh, ta có thể vẽ được 
biểu đồ (M). Xem hình (H.9.1.8f). 
 

 Sau khi đã vẽ được biểu đồ (M), 
tiến hành biểu đồ lực cắt (Q) và lực dọc 
theo nguyên tắc đã biết. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

H.9.1.8f

4,8

1,17

0,583
0,638

2,778
1,488

1,277

0,50

0,122

(T.m)
M
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           MA = -ξ(1 - ξ)2l;  MB = -ξ2(1 - ξ)l 
           rA = (1 - ξ)2(1 + 2ξ);  rB = ξ2(3 - 2ξ)l 
           Mk = (1 - ξ)2[η(1 + 2ξ) - ξ]l  khi η ≤ ξ 
           Mk = ξ2[(1 - η)(3 - 2ξ) – (1 - ξ)]l khi η ≥ ξ 
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           MA = l)2)(1(
2
1 ξξξ −−−  ;  MB = 0 

           rA = )32(
2
1 32 ξξ +− ;  rB = l)3(

2
1 2 ξξ −  

           Mk = ll )()1)(3(
2
1 2 ηξηξξ −−−−  khi η ≤ ξ 

           Mk = l)1)(3(
2
1 2 ηηξ −−   khi η ≥ ξ 
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0,1250.l 

0,1250.l 

-0,4200.l 

-0,3200.l 

-0,2200.l 

-0,1200.l 

-0,0200.l 

0,0800.l 

0,1800.l 

0,1800.l 

0,1800.l 

0,1800.l 

0,1800.l 

-0,4550.l 

-0,3550.l 

-0,2550.l 

-0,1500.l 

0,0550.l 

0,0450.l 

0,1450.l 

0,2450.l 

0,2450.l 

0,2450.l 

0,2450.l 

-0,4800.l 

-0,3800.l 

-0,2800.l 

-0,1800.l 

-0,0800.l 

0,0200.l 

0,1200.l 

0,2200.l 

0,3200.l 

0,3200.l 

0,3200.l 

-0,4950.l 

-0,3950.l 

-0,2950.l 

-0,1950.l 

-0,0950.l 

0,0050.l 

0,1050.l 

0,2050.l 

0,3050.l 

0,4050.l 

0,4050.l 

-0,50.l 

-0,40.l 

-0,30.l 

-0,20.l 

-0,10.l 

0,00 

0,10.l 

0,20.l 

0,30.l 

0,40.l 
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   B.6.5.3 

MBMA

ηl

ξ l
P = 1

rA

0 10987654321
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