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LOI GIOI THIEU

Trang mat thin gian dai, do han ché vE m{t lich si& cda co horo vt
rdn, cdc bai todn ddn héi va dn dink trong dia co hoc p hdi nghién ciu
riéng ré va theo cde phuwong phdp khéng cd lién quan gi véi nhau. Khi
phdn tich ing sudr va bién dang cia khdi ddr chuea bi phd hoai & dudi
méng hodc sau tudéng chin thi dia co hoc dua vao dinh [udt dan hi
tuy én tinh cia Hooke. Mat khde, khi phdn tich khéi ddt & cdc didu
kién phd hoai cudi cing (nhu bdi todn v khd ndng chiu tdi cda nén,
vE s dn dinh mdi dée, v@# dp luc ddt én tudng chdn, ) thi lai dua
hodan toan vae [ thuy &1 déo.

Bién phdp chia dia co hoc thanh hai nham bai todn tdch bigr nhi irén
ré rang la bat ddc di. N6 khéng p hdn dnh duoc budce chuy én ¢d tinh chdt
daong dée cia ddr ur trang thdi dan hoi tuyér tinh ban ddu sang frang
thdi cudi cang.

Phucang phdp phin e hiew han (PTHE ) 1d mét p huwong phdp 56, lic
diu dugc st dung ring ral d€ tinh todn cde két oy, sau do da dugc dp
dung vio dia co hoc. No da 16 ré wu thé khang chi vi dd gidi quy &1 thanh
cang rdt nhifu bai todn thuc 1€ cia dia ca hoe, ma con bdi tinh don gidn
vd thich dung dai vai vide phdn tich trang thai sing sudt bién dang cda
khi ddr, thuong lda moi trudmg hai hodc ba hudng. M dt khde, trong dia
ca hpe, do cde bai todn thudng cd diin kign bidn phic tap vi do mébi
trieang khéng ddng nhdt, nén hdu nhu ghong thé cd dupc 1ol gidi gidi
tich chinh xde. Ngay nay, vai tinh hinn phar trién manh mé cla cde p hiln
mém mady tinh vé phan ig hitu han va phan cing mdy tinh 6 ¢d tdc d
cao, nguoi ta dé dang thu dugc vo 53 rdc gidi phap khdc nhau.

Do nhitng wu didm k€ trén, & cdc trudmg dai hoe tién tién hién nay
trén thé giai déx da gidng day phuong phip PTHH cing voi cde vdn
dé co hoc ddt dd phi tuy én cho sinh vién cdc nganh ki thudt xdy dung.

Cuan niém chit véu cte phuang phap PTHH 14 : ldm xdp xi dai
lugng lién tuc can tim, chdng han cft nudc cia dong thdm hode chuyén
vi cita cac vit the bi bién dang bidng mét tdp hop nhing him don gidn
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nhial cha traoe teén rhuing b phdn iphiin 1d) co ranh gioi han dink. Nho
thii ture mhie vidy, vige 18y tich phéin cac pheang rinh vi phan & dang gid
trch dwoc quy v vide gidi b cac phicong trink tevén tinh, Chic chuong
trinh hién dai cin phuang phap PTIH trong dia co hoc thec chil la
cong cu ma hink hoa todn hee 130 cd cde qud trinh xdy ra trong ddi.
Chung sa sdnlt tw dong wng sudt van ede tink chde bén cia ddt va, pi
nhitng the e nirde dinh, ddm bdo sy phic hop cia (rang thdi gng sudt
vai cde dide kidn cdn bliing va cde tinh chdt cia d .

Tdp thé ngudn dich da lua chon chinh xdc va c6 rdt nhidu c6 gdng
frong dich thudt d€ cd the gidi thigu voi ban doc mér tai lidu viea o tink
hé théng lai vita teong déi ngdn gon, dé hifu vé lanh viee con mai mé
ndy ; phia hop wii trinh 46 sinh vidn, ciing mhy nhu cin tham khdo va
hoc 1dp cida ede ki sie, cdan bi aghién ciu o niede ta

fodn b bdn dich dd duge PTS Nguyén Huan Thai dope duyét lai o
ml,

Chitng (6t xin tridn trong gioi thiée cuén sdch vor ban doc v hy vong
rdng cdc ban 5¢ tim dwoc & ddy nhign didu bé ich.
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MO DAU

Do tang khéi lugng x4y dung cdc cong trinh ngdm, md rong si
dung léng dit cho cde bé chia khac nhau, do quy mé nganh cong
nghiép mod ngay mot ldn lén, cing nhy trién vong phat trién to
ldn cla nd lién quan vai viéc tdng chiféu sdu cong tdc va viée dua
nhitng md quiang phifc tap hon vao khai thic ma viéc nghién citu
cdc vin dé vat i va co hoe cédce lop dit siu - Cd hoe cdc khdi dit
da duoc ddy lén vi tri hang ddu.

Khoa hoc vé tinh chét co hoc cta khdi ddt da dudi tde dung cia
ngoai lue duge goi la dia co hoc. Sy phat trién khoa hoc nay cd
lién quan véi su phat trign ki thuit tinh todn.

Trude khi xudt hién cdc phuong phap sd manh va phd bién rong
rdi mdy tinh dién td (MTDT), thi trong nhitng nam 60-70 dia co
hoc truyén thdng chia nhing bai todn dia co hoc ra lam hai nhom :
trang thdai giéi han va bién dang. Nhdm thid nhit bao gdém cdc bai
toan xdc dinh kha nang chiu tai cda mdng ; dn dinh cia madi dée,
cua khdi ddt dap, cia dap, coa cic hdm va b& ngim ; 4p luc lén
tuttng chidn. Nhom thd hai gfm cdc bai toan tinh lin cda nén didt
dudi tai trong nha va cac cong trinh khde, trong d6 cd k€ dén cd
két thdm, bai toan ti€p xuec vé tdc dung tuong hd giva cong trinh
va ddt, dy bao dd bén cia cac cong trinh ngdm bing cdich so sinh
ing sudt vai tinh bén cha dit da

Co sd li thuyé&t d€ giai cac bai toan nhdm thi nhét do Coulomb dua
ra vao cudi thé ki XVIII. Phép gidi cdc bai todn gidi han dua trén su
phén tich phuong trinh cin bing trong mat phang, trong khong gian
hoac trén mét mat ndo do cit ra mot phan khéi nguvén ven. Nhitng
cich giai da o6 chi xdc dinh duge td hop cdc tai trong tac dung gidi
han khi da bigt tinh bén cia dit.



Phép gidi cac bai toan nhdm thi hai dya trén gia thiét vé méi lisn
hé tuyén tinh gita dng sudt va bién dang trong dét ; diéu d6 tao co
s0 van dung cac phuong phip cta Ii thuyét dan héi khi phan tich bién
dang cla dat dudi tde dung cia tai trong. Do rét khd thu duoe i giai
dan héi, cac bai toan bién dang cua co hoc dat thuiing dude chia thanh
bai todn tinh Ung sudt trong dat vi bai toan tinh bién dang. Déng thes,
cd viée tinh ing sudt lin tinh bién dang thubmg duec thuc hién vai
nhiéu gia thiét don gidn hda. Diéu d6 cho phép van dung loi giai da
biét cia cic bai todn don gian nhat (vi du, i giai Boussinesq vé téac
dung ctia luc Ién bin khong gian dan hdi), b qua mét s6 thanh phén
clia tenxo Ung sudt khi tinh bién dang.

Nhu da biét, hai nhom bai todn nay nghién citu su lam viée clia dét
véi cdc quan di€m khdc nhau va tham chi doi héi cac dac trung cia
dét khac nhau : d6i vdi cdc bai todn thude nhdm g10i han, cac dac trung
la lue dinh don vi C va gdc ma sat trong p, con di véi bai todn thude
nhdm bién dang - médun dan hdi E va hé s Poisson v.

Khi gidi cdc bai toan nhdm thi nhat, bién dang cia ddt khong
dude xét dén va duge gia thiét la via da d€ huy déng toan bd sic
khang. O nhém bai toan tha hai, Ung suft va bién dang duve gia
thiét la kha nhé, ving trang thdi gigi han con chua hinh thanh
hofic nhd dén muc ¢d thé bd qua. Tuy nhién, trong tit ca céc bai
toan cd ¥ nghia thue tién cia cd hoc d4t va da lai x4y ra bién dang
hén hop cla ca hai kidu - bién dang dan héi va bién dang déo.
Khi d6 16n viing déo nhd thi ngudi ta bo qua ching va coi bai toar
la dan héi. Khi bién dang déo phdt tri€n dédng ké thi cdn phai ké
dén chung va giai bai foan hén hap.

Chi cd mét s6 rdt han ché cdc bai toan hén hop dugc giai bang
phuong phap giai tich. Déi vdi cde diéu kién bién thue t€, dac trung
cho cde bai toan thiét ké mdng va khai thdc mo, nhét 1a trong mdi
trudng khong déng nhdt, thi loi giai bing giai tich thuang 1a khéng
dat duge. Mdi tit 10-15 nam trude, méi 161 giai dan déo thu dude
con la mét hién tuong ndi bat trong co hoe. Ngay nay cdc phuong
phédp sd che phép thu duge nhitng 18 gidi vai didu kién bién hét
side phic tap ma khong cdn cdé nd luc gi dac biet. Vai o6 ging cia
cdc nha nghién ciu, pham vi cdce tinh chét co hoe cia dat da dude
dua vao cac chuong trinh khong ngitng dude mé rong.
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Trong cde phuong phdp-sé khac nhau eta co hoc méi trudng
lién tuc, thi phuong phap phin td hidu han la hoan thién nhat. B
tudng vé cdc phuong phdp tinh toan gén ding, ché dua cho phuong
phap phan ti hitu han, da bat ddu phat tri€n ngay tif cudi thé ki
XIX - ddu th& ki XX Cac nha bac hoc Nga da c6 déng gép dang
ké vao sy phat trién ching Ching han, phuong phap giai gin
ding cdc phudng trinh vi phan Bubnov- Galerkin dugc dung rit
thanh cong d€ dién giai phan ti hiu han

Su phat tri€n cdc phuong phap s6 dua trén cdc thanh tuu cia
dai 56 tuyén tinh va ki thuat tinh toin. Phuong phap phén tit hitu
han (PPPTHH) da ducge trinh bay trong cac cong trinh cla
J.Argyris, M Terner, R Klaf vio thé& hé may tinh ddu tién cia nhing
nam 50. Phuong phiap nay nhanh chéng duge phé cép trong céc
linh vuc khoa hoc va ki thuat khéc nhau. Céng suat clia may tinh
dién tad (MTDT) thé hé dau tién cho phép gidi cdc bai toan tuyén
tinh ki€u cdc bai todn truyén nhiét dn dinh va dan héi véi su tro
giip cua PPPTHH.

Trong cdc linh vue ki thuat sit dung tinh todn dd bén theo cic
Ung sudt dan héi, PPPTHH lap tic dude ap dung. Ngudi ta van
dung nd dé tinh toan thin tdu, cdc thiét bi bay, két ciu xiy dung.

Tée d6 xit 11 nhanh va dung luong b nhé cia MTDT thé hé thi
hai da din dén su phat trién nhanh chdng cia cac phuong phap
gidi cdc bai todn phi tuyén ma théng thuding ching duce quy thanh
lap nhiéu ldn cdc bai todn tuyén tinh. Giai doan nay da md dudng
cho viéc ap dung cd hiéu qua rdt cao PPPTHH véo co hoe didt. Co
thé ndi rdng, néu trude ddy co hoc dit da khong thé tach rai khoi
phuong phdp cin bing gioi han ching nao thi ngay nay nd cing
khing thé tach roi phuong phdp phdn ti hitu han chimg ay.

PPPTHH cho kha nang dé& xét téi tinh nhidu vé va phic tap
cia dit, chi khéng phai chi c¢d hai chi tigu (E va v hoac C va P
nhu cic phudng phap trude day cia co hoe ddt. Chinh gua dd,
PPPTHH da kich thich su phat trién cdc phuong phap thi nghiém
ddt va d&, phat trién cdc i thuy8t mdi vé cubmg do va bién dang
cia ching.

Dac tinh cla cdc tai lieu cong bé lién quan v cac phuong phép
giai tich va phuong phap 26 dé gidi cic bai todn co hoo thi khde hdn
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nhau. Chang han l18i giai gidi tich cta cdc bai todan I thuyét dan héi
thuong dé cap dén cac vit thé cd hinh dang don gian hay gap trong
nhiéu linh vue ki thuat. Nhimg 10 gidi chinh xde nay khdng edn phai
hiéu chinh thém, va ching duge tdt ca cdc ki su quan tam, trong ldc
dd phuong phap giai bing giai tich lai chi duge cac nha toan hec quan
tim. Vi vay viéc cong bd cac loi gidi cha phuong phap giai tich luén
luén bao ghm viée trinh bdy chi tiét cdc bai todn eu thé

Phuong phdp sé dung dé gidi cdc bai toan phic tap trong do
méi bai toan trén thue té& Ja don nhat theo cde didu kién bidn va
tinh chit méi truéing ciia ching. Két qua cta phép giai nay dai vai
déng dao ban doc chi y&u ¢ ¥ nghia minh hoa tinh hiéu qua cia
viéc s dung phuong phap gidi v phdn ndo vé ban than phuong
phap. Su thyc hién phuong phdp trén mdy da duoe trinh bay kha
ddy dd, nhi dd viée thu dude mét sd luong khong han ché cac loi
giai mdéi khong kho khan gi.

Do dd, cdc tai liéu cong bd danh cho phuong phap sé thudng co
tuong déi it cac thi du gidi cu the, ma co ban danh cho viéc trinh
biy phuang phap. 50 tén cac tai litu xudt ban vé& dp dung PPPTHH
trong dia co hoe rit 14n. Ang chitng mot phin ba bai bdo trong cac
tap chi dia ki thuat co lién quan it nhiéu vdi PPPTHH ; mét tap
chi chuyén nganh qudc L& vé phudng phip sé trong dia co hoe duge
xudt ban ; nhiéu chuyén khio da duoe phat hanh,

Mac dir cac chuong trinh hoe tap vé co hoe dit dd vin chua cd
phdn danh cho PPPTHH, tuy vy trong cac truding dai hoc tién
tién da bit dau giang day PPPTHH cung véi cdc ven dé co hoc
dit va dd phi tuyén dudi dang cac khda hoe chuyén nganh, cho cée
sinh vién lam ludn van tdt nghiép va nhimg ngusi tham du khda
néng cao nghiép vu. The gid xem cudn sach nay nhu mét gido trinh
¢ hé théng, cung cidp cho ngudi doc nhing khai niém co ban vié
tinh chat phi tuyén cia ddt da va vé cac phuong phap giai nhing
bai todn phi tuyén. PPPTHH duoge trinh bdy dé hiéu déi voi nhan
thitc cia ki su va sinh vién cdc trugng dai hoe ki thuit chuyén
nganh mé va xay dung. Nhing kifn thie vé li thuyét dng suat,
bién dang va li thuyét déo duoge dé cap dudi dang ngin gon. Khi
viét sdch, tic gid da s dung kinh nghiém gidng day cla minh vé
PPPTHH va co hoc ddt phi tuyvén & Trudng dai hoe xdy dung
Leningrat.
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CHUONG 1
NHUNG NGUYEN Li CUA CO HOC VAT RAN
BIEN DANG
1.1. UNG SUAT

Trong hé toa d6 Dé-cic ba hudng, trang thai dng sudt duoe dac
trung boi cac ing sudt 6,6, 6, T, T, . T, Hai hé thong ghi chép
ngan gon va phan tich L:iL -.rn;r *-:uﬁl; duge dung la : hé thdng vecto
- ma trin vA hé thong tenxo. Vecto cdc dng xudt {8} 14 vectn ma

tran cdt, duge lap nén tu cdc thanh phin dng sudt néu trén

&,
X
1‘5}.
ﬁ!’
] — = i)
io} 'I'“ I {6‘(5'- 'jzrr-_. rwr.u: }
T.
VI
T
X

Nhing phép tinh vai vécto ing suit duge thue hién theo cdc
quy tac cua dai s6 ma Lrin.
Tenxa dng sudt T 1a mét bang vudng cd dang

0033 = 0, 01, =6y = I,
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Khi phan tich trong hé tenxo ngudi ta dua ra quy tac tinh todn
titng thanh phdn ten—xo bdt ki 6, (i, j = 1, 2, 3). Ta nhan thay
ring, & ing suidt phdp cac chi sé o ahu nhau : i = j, 0 1ing sudt
tigp i = j.

Theo quy tdc phian tich tenxd, khi chi s6 dugc lap lai thi nd
biéu thi phép tinh téng : 6, hoac 6, hodc 6, chinh 1a
> 6, = 6,, + 6,, + 0,3 Dusi diy ching ta chi yéu dung hé
1= 1,2.3
théng phin tich vecto - ma tran ; chi trong mot sé trudng hop
d& tranh cac bi€u thic cing kénh mdi dung hé thing tenxo.

Nguii ta goi hiéu cia phép trir gia tenxo dng sudt vdi tenxd

cdu T |A tenxo dng sudt léch D, :

6,,-6, 62 Oy
D =T, ~-T,= % By On (1.1)
O3 032 By
6. 0 0
trongdé T = 0] - tenxo cdu,

%
0 6

0

o =

0,= %[a”muﬂ:ﬂ} = én" - ding sudt trung binh,

Tri 56 6, bing ing sudt phap trén mat nghiéng déu theo ca ba true
toa d6 (mat bat dién), vi the cing dudge goi la ing sudt phap bat dién.

Khi ki hiéu thanh phdn bit ki cia do léch D la G’ij, gquan hé
(1.1) ed thé vidt rit gon lai la :

a‘]j =0 - .:r”&ij.

Tri s6 rﬁli goi la ki hiéu Kroneker : 8, = 1 khii =j;d; = 0 khi
i # j. Khi trang thai ing suit khing dﬁ’i, cac thanh phdn dng suit
sé phu thude vao su lua chon phuong cia cac truc toa db, dac biét,
¢o thé tim duge phuong dd khi cac dng suit tiép bang khong. Khi
dy céc ing sufit phip dugc goi la céc dng sudi chinh va ki hiéu la

; 1
6,, 6,, 6,. Ung sudt tiép 16n nhdt 7 = 5 (0, = 6y)

Ba t6 hop I, I,, I; cd th& duoe lap thanh tit cdc thanh phén
tenxd @ng suat ma khong phu thuée vao phuong cde truc toa dj.
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Chung duoe goi la cac bdt bién, cd tri s6 khong phu thude vao cac
ung sudit truc,

]|=ax+ay+n_,_=cri+c:+o?_=35

n’r

.} 3
L, = —00, — 9,0, — 6,0, + Ty T8, 7 fo =
= - (6,0, +6,0, +0,0)); (1.2}
_ PR (O L
Iy =606, +201 1 -0, B, I G?I:} = 0,6,5,

Trong li thuyét dng suit da chi ra rang, khi cdic bét bién da bist
thi ba ing sudt chinh 14 ba nghiém cia phuong trinh bac ba :
3 on
&5 —ﬂli"fﬂz"’lizﬂ
Phuong cia eac ing suit chinh duge tinh tean khéng phic tap.

Cac bit bién tuong ty cd thé duge tinh cd cho deviator {tenxo
l¢chy iing sudt. Cac bat bién deviator dng suat ki hiéu bang J,, J,,
4, Ho rang la J, =0

5 ) 4 B
Jz =7 SH.S“' b}'Sz - b—'b{ - T;ﬁr N If"“ Pl =

=3 [(e, - az}z + (6, - 53;2 100 = G']J:L
J'i = SIH‘S; +2rq,'£’}.',f'ﬂ = S_‘T;E S!,.TEI = S’Tf.} = SLSZS]J

tronggdi 5 =4 -0

it

b!,: o 5}' - ﬁn' SJ’ = a-! - al.""
8, =6,-6,8,=06,-6,8,=0,-6,
L'ng suat tiép trén mat khai bat dién T goi la d@ng sudt tiép bat
dién : 1 = = d,

Ung sudt trung binh 6, lién hé vai bat bign I, bang quan hé
1
B = 3 [I'

Tri sé 1, = VJ, goi la cuong dé cac ting sudt tiép.

1% phan tich sau nay nguoi ta si dung cdac dao ham
s 0T il

1] i 3
{ o } { "'GIL : I[ - :~ I vecte cdc dao ham riéng cia 6, T, J,
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theo cac thanh phén dng sufit6, 6,6, T,

: xy" Tv
co dang sau day

yi

g Céde vectd nay

g
1) 5"
» 1 i }I
(Yo 1)1 2% 4.1%
O E e 1?5}_'21]121“ [
0
0 2r‘ﬂ
N l Ern
1
5,5, ~ T il
S)(S.r 2 r;.r i
i, b
J‘-é‘r=<sa Ty —;r}+%r?1:}
| 2T, T, - ST, : .
2{_? _-[ L &‘I'm’} ﬂ
IJ(I” o b.ﬂrw}

Trang thai dng sudt, duge dac trung bdi ba dng suit chinh, cd
thé bigu thi bang diém M trong khong gian Décac ba chifu vai cdc
truc toa do 6,, 6,, 6, (hinh 1-1).

Duding oz ¢6 phuong trinh o,
= 6, = 0,, dugc goi la truc fhuy
tinkh. Dé dﬁng nhan thiy rang, tai
cac difm nam trén truc thay tinh,
cac thanh phan deviator ing sudt
bang khéng. Mat phing vudng
goe vai true thay tinh va nghiéng
déu tuong dng vdi cac truc toa
do goi 14 mdt deviator, mdt bit
dién hodc 1a mat - x. Mot trong
cdac mat d6 di qua didm M, duge
bifu dién trén hinh 1-1. Phuong
trinh mat deviator c6 dang : &,
+ 06, + 6, = const. Tai cac din‘_frn
cua mat phéang deviator, dng sudt

Hink I-1. Bidu d6 ing suf
trong h s 96 PDécac va hé toa db try.
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trung binh indi chung la tenxo cdu) khong déi. con phin tenxo
ing sudt léch thi thay déi.

Vi tri di€m M trong khong gian cd thé duge dac trung trong hé
toa db tru vai true oz. Ta chon phugng elia truc cue ox sao cho nd
nam trong mat phing a va cd phuong trinh 26, - 6, - 8, = 0 (xem
hinh 1-1)

Nhis cic cong thie bién déi toa do da biét trong hinh hoc giai
tich, dé dang bi€u thi cdc toa do tru ciz di€ém M (r = oM, z =
00, # qua cac toa dbé Décac :

r= (6, -6) +(6,-6) +(6,-0)" =V, =1,
V3 V3, _ 3
3 1 'k
=4

z = ?{ﬁl "‘52 +5_§} =

(1.3
§ = arcig | - V3 ?ﬂz Ty M
\ "3 e -6, !
20, =0, — 0y ;
Taly, = " — V3 tg goi la thoing s6 Lode, con

goc A - 1a goc Lode. Mot bd T, 6 va f La gol la cac toa dé Lode.
0. Zienkiewicz va G. Pande [50] dua ra cing thuc khde rat thuan
loi d& xdc dinh gde #

Chi tidu }_" R _1 R -

|
My i -1 1 -1

H | 3]

Cac dng sudt chinh® duge gdn cdc chi sd sao cho 6, = 6, = 6,

o Tromg dis oo hoc cie Ung sudt vi bicn dang men dudde el Bt dueing, kéo - B Am

A" 17
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Khi 4, thay déi trong pham vi nay, thi thong s6 va gdec Lode
nhdn cae gid tri néu & bang 1.

Ba iing sudt chinh co thé duge bidu dién qua cdc bat bién nhu
sau [50] -

2
(6, sin{ -6 + ;5;
- - Rt IR ‘ !
%t = 73 V4, {sin(-9) B (1.4)
by . 4n
. sm( —f + ?]

Khi thi nghiém nén va nén ba truc méu dat, thi 6, = 6, Cac
diém thoa man diéu kién nay trén hinh 1-1 36 nam trnng mit
phang 6,0z Dé dae trung cho vi tri cha diém trong mat phang
= ‘IZJZ Vi z = .‘; L, hode cde tri s6 U
1& vai ching \rJ_z vid [, (hinh 1-2a). Ta thdy rang, khi g, = G, thi
cde biéu thae dai vai cac bal bién od dang don gian hon :

niy chi can hai toa d6 - r

I, = {g, + 26,)

(6, =65) }

=)
g) &) )
V7 (2 e
® 0 ' ; s il
l | . /-" sy
R T . ..
7, 5 6 s, &

Hinh -2, Ciac h¢ ioa do I i thi trang ohil dng sudl

Néu phan tich trang thai @ng sudt chi tién hanh trong mat
phing tac dung ctia hai @ng sudt chinh 6, va 6, ma khong ké tai
ung sudt trung gian &,, thi co thé ding tr.m do vudng gde 0, vi 6,
{hinh 1-2, b) hoae toa d6 Mohr 7, ¢ (hinh 1-2, ¢} dé bidu th] bléu
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O trang thas itngr =uit. Trong ton dé Mohr hodnh dé va tung da
dicm N Lic'u th ang sudn phap +a tiép trén mat nghiéng mot gdc
o v phuang dng =uft o

1.2. BIEN DANG

Viwetss bien deag tai mot diém c6 dang tyong tu nhy vécts ing
il - Ar) =B £ E, P Vi B ~”'-l Tenxo bién dung khdae voi tenxd
Wi suat §a nd od mot nda cdc gid tri bidn dang truaot

1|
VP QHI. LE\- 24wy rfr-"'xr
1 = |ta Eae En] = 11, £ 2
iy + if | &2 2] T 3 4 J 1y
i'fn Eq Lnl ] ] _
E?:x g?ln £

Tenxa hién dang cang dai xing qua Juing chéo chinh Co thé
hicu dién rd duoi dang tong cia tenxo léch deviater) bién dang

¥il tenxd cAa

i L ' .
teomg e £ = q 14, + £+ ) - la bién dang phap tuyén trung

banh theit diéns. Bién !.1.'_][1;-.: thé twch E, = AV = 32_'“.

Nhu triing hop voi cac dng suat, trong khong gian cd thé lua
rhon phuong cae true toa dd sao cho trong cac mat phang toa dd
s+ khong ed hign dang trugt Bién dang phap tuyén doc theo cac
phiitng nay goi la bidn dang phap tuyén chinh £, €5, E4. Bién dang

trdal lian nhat o= (8 - £y Ui nH: 0efn tenxo bign dang ia :
lli.‘-] -y K }'. + E, = E-l ¥ F: + E"u =t = JELF
: . P . A O
l.'|5'I i ._}3{;‘_- = E'l.er gy 4 "ng.- L 1- v E % B
= = UF Fy + EHy FELD
1 i Y 5 1 5
Il.r_sl *téiér}e‘ A 4 x'\'.-'_idxf.w__zarﬂ"
= E"E'-J (1.9}



Carc bt bign tenxo léch bign dang la :

1 1 5 I 3
"]2{:} TR TN R ¥ 1y +E Ty % 47'm=

1 2 7 3
=& g, — &) + (£, — £5)° + (g5 — £))°),

1 1 x 1 . 1
j%[s‘] = O i 7 4 iy T 3 Ex?':.'. = Eﬂv?.r T4 Pr/:n -
= ee.e,, (1.6)
trong dd e = {x - Eﬂ’ e‘_r' - E"r - En’ E'.l: - E.f - EU’
¢ =& ~Ep e =6 K, ey _E.'!-_En’{-]")

| T—
Trisby, =2 J JZ{*} goi 14 bidn dang truot bat dién, con tri

s6y =2 .”2(” goi la cudng dé trugt

1.3. TINH DAN HOI - DINH LUAT HOOKE

Dac tinh eda quan hé gia dng suat va bién dang tai mot diém
ciia moéi trudng xdc dinh tinh chdt cda méi trudng dudi tac dung
cia tal trong. Nghién ciu quan hé nay va xi dung ching trong
tinh todn la muc tiéu va déi tuong cia c¢ hoc edc vat thé bién
dang, ndi riéng, coa co hoc ddt. Dang litn hé dng sudt va bidn
dang don gidn nhét 12 cdc phuong trinh eda li thuyét dan hai, dugc
nthidu nguii biét nhu dinh luat Hooke :

{at = (D] {&} {1.8)

Cac t6 hop dng sudt va bién dang {6}, {£} khac nhau va cac
ma trin khdc nhau [[J] sé tuong @ng v&i cac dang trang thai ding
sudt — bién dang khic nhau :

a) Trang thdi dng sudt - bién dang ba truc

i} = ‘:ﬁ & g, rw 1'” £ }I ; fe} = !E\:th--f}\-:!. “;“}'l';

20

1 ~% i 0 0 0]
1-v v 0 0 0
& Li==m 0 0 0
D)= 1-2v (1.9
(1 =2(1 +v) e
2 LR
| DOIXUNG 2 ]
b} Trang thai ing sudt phing.
{o} = {ﬁxﬁ,’ﬁ_,}l f£f = {E,(E,,.?,n.}"';
1 v 0
E 1 0
D = a5 i~ "y
1% 2
¢} Bien dang phang
{6} = t6,60,1" ; {e} = (g}
I ¥ 0
E I = 0
D) = A and w9 1 -2 kR
DX 2
d} Trang thdi dng sufit - bién dang d8i xiing truc
{J} = {ﬁrﬂ-zﬂﬂrrf}-]-;‘ {E} = {E ‘F}Eﬁ‘ r:‘}l. H
1—v» v iy 0
1 —w v 0
E
e 1= 0| (1.12)
(1 +)(1 - 2v) -
DX 2

Cd thé viét dinh luat Hooke dudi dang khac khi st dung cdc cap
hing 6 dan héi khac, chidng han hiing 58 Lamé 1 va v, modun nén thé
tich K, mddun Young E. Ching lign hé voi nhau bing cdc hé thie .
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E=2G{l +=).

206w .
Amgogew = By (113
2Gi1 +) E
T3 -2v)  Bil—2)

Dinh luat Hooke ¢ darg tenxo duge vift rl ngan gon :
e & e Pyt

O, = ,{r,”z.“_ 2uE,

D& dang ching minh cac quan hé

g, = 3Ki, = Ke.. r, = Gy,

0
Mai truting dan héi Luyén tinh co thé bifu dién bang do thi nho
hai phdn t dan hoi (16 xo), mé phéng phan lue cla méi truong
déi vai thanh phdn tenxo wng sudt thay tinh va cac thanh phan
tenxd dng sudt léch (Hink 1-3). Phudng ctia cdc dng sudt va bién
dang chinh trong vt thé dan hii - tuyén tinh la déng true, com
cac tenxd chi phuong eus dng sudt va bién dang la nhu nhau

Sy xudt hién bién dang thudn nghich cd quan hé phi tuyén vaoi
ing sudt trong vat thé dudi tac dung cua taj trong duge goi la
tinh dan hii phi tuyén,

&
o— MW <6 &y

G
o W\-—0 &7

Hinh -3, Mo hinh min trucng Hirht 1—4. Hidu dién béng Jb thi cac
dan hdi - wyén tinh it et wydn b
v 1icp wdn 19 1 = bedn dang don vi
D& mé ta tinh dan héi phi tuyén, nguoi ta dung cdc phuong
trinh dan héi tuyén tinh - tuy nhién, ma tran [D] eo cdc hdng s6
dan héi K va G bién ddi phu thuic vao muc cac dng sudt

K=Kiagh G =G i{gh

22

Bac trung litn hét ting suit via bién dang toan phéin, duode goi
la dae tring cal tuydn, con ma trdn tudng dng «6i nd 12 ma trdn
edt tuyén (D] (Hinh i-1)

tot = (D] te}.

Dac trung via ma trin lién hé do tang dng sudt va bién dang
nho & mde cac dng suft da dat duge, goi 1a dac trung ve ma fran
tidp tnyén

{da} = [D] {de} (1.14)

1.4. MAT GIOI HAN CUA VAT LIEU DANG HUONG

Tinh chit hén cla vat lidgw gidi han ving cd cac loai trang thai dng
sudt cd thé of trong khong gian dng suit chinh 5., 6, va 6, Dat va
da co thé chiu mat tri s nén thay tinh bit ki, cd nghia la ving cac
loai trang thai ¥ng sudt cd thé od khéng bi han ché doe theo truc thay
tinh cia khing gian,

Tri 58 cdc dng sudt ti€p bi gidi han bdi tinh bén cia méi trutng.
Dé dién ta cac mat gidi han ving bén khi nén khing déu, ta dung tiéu
rhudn Tresca, Mises, Coulomb va Botkin.

Ti¢u chudn Tresca (Xanh Venang) khing dinh ring, Ung suit
tiép gidi han trong mai trudng bang tri 56 dn dinh C nao do, cd
nghialat-C = 0.

1

Vi tri sé dngsuit tigp lon nhit bang 5 (6, = 6,), cho nén phuong
trinh mat gigi han theo tiéu chudn Tresca trong khéng gian o, 4,,
o, G dang :

g, -0; ~2C =D (1.15)

Phudng trinh nay bidu dién mat phang song song vai true thiy
tinh

Néu khong han ché& diéu kién 6, > 6, > 6,, ma coi tét ca cac
ing suat chinh ¢ vai trd nhu nhau, thi phuong trinh (1.15) bién
thanh sau phudang trinh dude viét theo cong thie

6,-6,~2C =0 (1.16}
23



trongddi=1,23:j=1,23;i=])

Sau mat phang théa mian sau phuong trinh {116), tao thanh
kh6i lang tru siu mat déu trong khong gian cdc phuong chinh
thinh 1-5}.

Tidu chudn Mises khing dinh rdng, dng sudt ti€p bat dién gidi
kan cd tri s6 khong ddi C .

z,-C =0,
dang khéc cta tiéu chudn Mises la
v, -C =10 (1.17)

Mat thdéa man tiéa chudn Mises cd dang hinh tru, truc cia nd
tring véi truc thiy tinh (xem hinh 1-5).

Tit cde efing thic bidu dién cac tidu chudn Tresca va Mises cung
nhu tit bi€u d6, ro rang la cac tiéu chudn nay, khong dat tri s6 cac
ing sudt ti€p gigi han phu thude vao tri s6 luc nén thiay tinh : céc
tiét dién lang tru va hinh tru cia mat phing bat dién bt ki la
nhy nhau,

Tiéu chudn Coulomb thi dat tri 56 dng sudt tifp gidi han T trén
mét mat phu thude véo ing sudt phap trén mat dd & :

T = C + otgp, (1.18)
hoae cach khac la :
C+otgp -1 = 0. {1.19)

Tri s6 C goi la luc dinh, ¢ -
la gde ma sat trong. [Tng suit
ti&p co tri s6 lon nhit sé tin tai
trén ciac mat phing vudng goc
véii mat phdng tac dung cia cac
ing suft chinh lén nhét 6, va
nhé nhit 6,

Cde ting sudt T va 0 trén cdc
mat phing dd ed thé bifu dién
(qua cdc drg sudt chinh 6, va 6,
nhis edc comg thice quay truc toa

1 (T

Hinh 1-5 Ridu g6 cac mat gidi ban Tresca
(17, Mises (2). Coulomb (3) va Botkin (4)

il

6 = 6, sin‘a + 6, cos’a ; {1.20)

&
| - ped
2R ¢ R &,) sinZa, (1.21)

trong do « - |4 gde gita mat phang va phuang o,.

Dat tri 86 6 va T tit bifu thic (1.20) va (1.21) vao cong thuc
(1.19), 14y dao ham bifu thitc vita nhan dudc theo a va cho biang
khéng ta s& c6 mot phuong trinh. Giai phuong trinh nay sé tim
dudc goc nghiéng cla cdc mat trugt @, trén cac mat ddé hiéu rac
ing sudt chéng truot {C + 6tgy) va dng sudt truot T |4 1én nhat

i LI,
a=z(7-3)

Sau khi dat tri s6 « nay vao bi€u thic (1.200 va (1.21), sau dd
dat cdc tri s6 & va T vao cong thde (1.19), ta nhan duge tiéu chudn
Coulomb theo cdc ing suit chinh 6, va 5, :

&, ~ctg¥ . &, -8 =4, (1.22})
trong dd
l‘l’—ﬂ's—ﬂf‘t WPy o o5 at
R 1 —sinp = ZuClg (4 2} cudng do nen md

truc, hoae cach khac :
(@, - 6,) = {6, + 6, + 2C ctgp) sinp = 0. (1.23)

Néu coi cac ing sufit chinh cd vai tro nhu nhau, thi ta sé viét
phudng trinh {1.22} dudi dang :

ﬁiwctglﬂﬁj—ﬁzﬂ (1.24)
trongdéi=1,23;j=1,223;i=]

Sau mat phing bidu dién bing phuong trinh (1.24) tao thanh
hinh thdp sdu canh, duge thé hién trén hinh 1.5. Ta hay xem xét
dac diém cia hinh luc gidc ¢6 duge khi cat hinh thap coulomb bang
mét phang bat dién bat ki.

Toa do cuc cyuc tifu cda cdc dinh tiét dién dé r == OA dude
xac dinh bdi cong thic (1.3) khi 6, = 6, > 6, Theo cong thie
(1.24) ta eco :

6, = 0, +5 + octgy. (1.25)
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Khi dé .

o, +0, +0a, 25 + 6;(2etgy + 1)
g, = i S S {126}

rit ra

dn, - 28
&5 o e R A SN - ['
Yot v 1.27)
Dat tri 6 6, tif cong thic (1.27) vao cong thic (1.25), sau dé
dat tri 56 6, 4, va ¢, vao phuang trinh ddu tién cua (1.3), ta nhan
dudec :

2' S+ 0, ctgV -0

0n

mo = V3 T E 2o (1.28)
Tién hanh budc tinh todn twong tu khi diéu kien 6, > 6, = 5,
ta xac dinh duoe tea d6 cue dai — 0B :
g 8 +0 ctgW -8,
o = -JS R (1.29)

Tt cong thic 11.28) va (1.29) ta o6

Tinn 5 3 = Sil‘ll{-‘
r 3+ sing

Imix

11.30)

Titu chuin Coulomb-Mises tdng quat (chn goi 1A tidu chudn
Mises - Sleikher, tidu chudn Botkind dat tri 88 dng sudt tiép hdt
dién phu thudc vao dng sudit phap bat dién :

L. = C“ -—a6, =0, (1.31)
trong dé C va « - la ede hang 56 vé y nghia gdn vai C va tgy
trong phuong trinh Coulomb {1.19).

Tiéu chuin Coulomb-Mises tdng quat thé hién mét hinh non
trong khéng gian dng sudt chinh (xem hinh 1 - 5) Bai todn thudn
tuy vé& hinh hoc 1a tim hang s6 trong phuong trinh (1.31) dé thé

hién hinh ndn ndi tifp trong hinh chop Coulomb hoac hinh nén
ngoai tiép bao quanh nd.

Dang téng quat cia phuong trinh mat gidi han 13 :
26

Fi{air = 0 (132
Mai crurang ed bien dang dan hai
cho dén lue dat trang thdi gidi han

vi gau do od sde chéng khong thay /

ddi khi bign dang 1idp tuc Jude goi

e

la moi truong dan — déo 1D tudng, T _-_: &
hoac 14 méi trurng Rewss - Prandt! & o—AAN—08, £,
(Hinh 1-6). D& bign dién cac tinh ¢ gk

. e S oA ol
chit cua mdi truéing nay bing bigdu Vv ¥

di pgudi ta dung y&e t6 ma sat kho

vdi sie chéng gioi han . ma bién  Hink I-6. Dic trung bién dang (1)
s i ha kha g khi T < vie nuk hunh mdd truong Jdan -

ARG =uA Bl ﬂhg. Oﬂg_ dlo IF 1uding (Ti)

i, vh khong xdc dinh khi7 =7 ,.
Pﬁ:‘: hinh bi¢n dang clia méi truong dan - déo i widng phan dng
dan héi déi vai lyc nén thiy tinh va cd gidi han cde dng sudl tiép
duge xdc dinh theo mot tigu chudn pdo didy, th€ hién trén hinh
1-6, Il. a va 1-6, 1L, b.

1.5. MAT CHAY

Trong qua trinh tich ldy bign dang déo (bién dang khong thudn
nghich), cac vat liéu thue thay dai sdc chiu tdi trong tac dung khac
vifi mdi truong 1l tudng Heuss-Prandtl. Khi dd déng thoi vai bién
dang déo. trong vat liéu xudt hién cd bién dang thudn nghich dan
hdi. Né&u vat lidu cd két cau chat va chi ed bién dang dan hdi the
tiweh do tac dung coa thanh phan trang thdi dng sudt thiy tinh
tebings han nhy kim loai, dit sét bao hda trong didu kién khéng
thait nifde hoac ta dat da cing, thi bién dang déo chi cd thé xuit
hién dudi tac dung cia b phan tenxo ting sudt léch Bidu dé lién
hé dng suit tiép vai bién dang trugt od dang tong quat dude dua
ra trén hinh 1-7. Trang thai bién dang tai difm A dac trung hai
thanh phan déo »  va thanh phan dao héi . Su do ai L diém A
st kism theo hién tugng hoi phuc bién dang dan hoi. con khi tang
tai lal dén mudc T_,h nhu trude thi s xay ra thudn tuy dan hdi ma
khéng xuat hién cac bién dang déo phu thém. Nhu viy, mdce dng
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sudt dat duoe khi tang tai lai
gau khi do tai bude ddu, =& la
ranh gidi viung trang thai dan
héi, va ta goi nd 14 gidi han chay.
Chitng nao d@ng sudt T chua vugt
gqud sic bén gidi han cia vat
ligu 7., thi qua trinh tang tai .
con kem theo su tang gidi han  Hink 1-7. Hatu d0 quan hit phi wytn
chay, goi 14 sy tang bén. Sau khi SN g sl i bR clang

dat dude siec bén gidi han, bién dang cia vat lidu ed thé kéem theo
su ha thdp gioi han chay, goi la sy khd bén.

Trong khéng gian Wng suit chinb, gidi han chay tao thanh mot
mat, goi 14 mdt chdy. D8 vdi vat lidu cd bign dang déo chi xudit
hién dudi tac dung cla itng sudt tiép, thi dang mat chdy don gian
nhat 6 la mat duge md ta bing phuong trinh tuong tu phuong
trinh cta mat gidi han. Mat chay sé cd cdc phudng trinh nhu sau :

theo tiéu chudn Tresca

F=t-C+Hik =0, (1.33)
theo tidu chuin Mises :
F=t -C+fik =0, (1.34)

theo tiéu chudn Coulomb :

F=1t-C-6tge + fik) = 0, {1.35)
theo tiéu chudn Coulomb - Mises tédng qual :

F=t, -C ~a0, +1fk =0, (1.36)

trong do f{k) — la ham biéu thi su ndi réng mat chay theo nuic dé
tang thong s6 bén k Ham s6 f(k) gidm déu dén khéng o doan tang
bén va lai tang lén & doan khit bén. Tri 56 bién dang déo tich luy
(tang bén bién dang) hoac tri 6 nang lugng bién dang déo (tang
bén nang luong) duge ding lam thong sd tang bén

Cdc phuong trinh mat chay (1.33) - (1.36) ed thd bifu dién
qua ciac dng sudt chinh hoac qua cdc thanh phan tenxd dng
sudt bang cdac phép thé thich hop. Dang téng quat cla phuong
trinh mat chay 1a :
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F i{a}, ikl = 0. (1.37}

Khi fik} > 0, cac phudng trinh sé mé t4 cic mat d bén trong mat
gidi han tuong dng ; khi f = 0, mat chdy trung voi mat gidi han.

Trong qua trinh tang tai va bién dang déo thi
Fo=1 {1.38).

Né&u nhu xdy ra dd tai, thi T trong cdc phuong trinh (1.33) -
{1.36) giam xuéng, cin fik) khdng d6i ; mét cach tuong dng la
F < 0, didu nay thuc chéit cé thé la ddu hiéu chuyén méi trudng
sang méi lién hé dar hoi gida mdc tang dng suit va bién dang

Néu nghién edu moi truong dan déo li tudng Reuss—Prandtl, thi
mat gioi han cia nd 12 mat chay duy nhét. Phuong trinh cia mat
nay khéng chia ham tang bén fik).

Cho dén nay chung ta mdi chi nghién ciu cdc vit liéu cd bién
dang khong thuin nghich (bien dang déo) xudt hién dudi tac dung
cia cdc Ung suAt tiép. Mat gidi han cda ching 14 mit mat trong
ho cdc mat chay. Trong khi dd cac vat lidu x0p, bao gom ca dit,
thi c6 thé co bi¢n dang déo khing thudn nghich dudi tdac dung
khéng chi do thiinh phan trang thai dng suat léch ma con do thanh
phian trang thii dng sudt thay tinh. B8 chat cia méi trudng xap
khi nén moi phia c¢d thé tang 1én khéng thuin nghich va xhong
héi phuc duce khi dd tai ; cde tinh chat vé nén cha dat khi tang
tai vuot qua dp luc ma dét chiu trong qua trinh lich su dia chét
chinh la nhu vay.

Flieh J-8. Wicu ob man chiy cla nwi Trudsng
a - men Trdong khong lem chiat o b - W trdding 1én chit
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Mat chdy cia cae vit lidu tuong tu phdi gidgi han nhing ving
kin nao dd trong khimg gian (ng suft chinh, Chang han viing dan
héir cod thE duge gigi han bdi hai mat chay (hinh 1-8, a) : mat F,
dién ta gidgi han chay theo thinh phan léch, edbn mat F. - theo
thanh phan thay tinh Cd thé dung mat nhidn hinh mu kin lam
mat chay F thinh 1-8, by F, trén hinh 1-8 la mat gigi han.

Dai véi tat cd cde mat chay va cac mat gidi han da duoe dé cap
thi true thay tinh 14 true trung tdm. Qui trink tang bén duge mo
ta bing cdc mat dd goi la tang bén ddng hucng. Theo khai niém
tang bén dang hudng th sy tang tai vat liéu tir diém A dén diém
B sé din téi su 1ad rong mat chav 1 vi tri | dén vi tri 2 thinh
1-9), Sy rhay ddi trang thdi dnpg suit tidp theo trong pham vi
duing chu vi 2 (ching han. dén didm C) caa vat licu tang bén
diang huong sé khong kem theo su xudt hién bign dang déo. Tuy
nhién, trén thue té, tinh chit eda cac vat liéu dan déo khi tang tai
lap lai cé thé khac han

&

Hinh I-% Hicu Jdo targ bén Ging huadng Bk T—F0 edu 0o hice e ird kin
[ 2= Wi tr cac midl chiy luin nép Png LAl
3 el gnd han

Ta hay nghién ciiu miu dit bi truot theo cde phuong khde nhac
Trén hinh 1-10 cac dudng 1 va 2 theé hién do thi lién hé cdc Tng
sudt tiép va bign dang khi mau truot v2 bén phdi vi bén trai i
trang thai khong bifn dang ban ddu Néu méu dit trugt vé bén
phit dén didm A, thi khi da tdi tiép theo cde bién dang =6 13 dan
hdi thudin tdy idigm B ; tuy nhién vide tang tai tiép tuc hang cac
ling sudt ngude diu — ed nghia 1a v& hém trai - 88 kém theo su
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xufl hién cdc bién dang déo vai
midc ing suiit tuyél dai thip
hon, va bigu déd bign dang sé o
dang BC, ma khong phai BD
nhy du doan cua md hinh vat
litu bén didng huong. Nhu vay,
mat chiy cia vat thé dian - déo
thuc té thinh 1-11) khi thay dai
trang thai dng suat tit diém A
dén digm B =& lam thay dai
khong chi kich thudc ma ca vi
tri ciia nd trong khong gian ing
sudit chinh. Dang hén nhu thé goi 1a dang bén ddng hink hoc.

fimh =11 E)3 thi suoiang xn
dimg ok s

Ta goi qua trinh thay ddi trang thai dng sudl, trong do tat ca
cac thanh phir dng sudt tang Ién ti 18 vai mot thong s6 tang khong
doi la sy tang tai don. Ko rang la. dudng onit tia thay d6i trang
thdi dng sudt nay trong khoéng gian dng suit chinh 26 cd dang tia,
xudt phdt tir gde toa d6. Khi tang tai dan. cde vat ligu bén dong
hinh hoe va diang hudng =é phan dng lai nhu nhau, va viée phan
tich cac qua trinh niy co thé duge xdy dung trén gid thuyét bén
ding hudng, didu dé cha phép viin dung cong cu todan hoe don gidn
hon, doi hai b wice dae trung vat lidu it hon,

Dé phan tich cac qud trinh khi tang tai déi chidu can phai ké
dén dac tinh bén déng hinh hoc. Trong méot =6 truang hop dé giai
cde bal toin dan-déo duge thudn tién, cdic mat chiy va mat gioi
havn, trong de ke cac mat khong phai 1a thé xoay sé dude thé hién
dhtai dang eac inat phang ma phuong trinh eda ching cé dao ham
len tue 10 gidd quyét vin dé nay, O Zienkiewicz va G Pande [50]
a dé nghi st dung toa d6 Lode

Phugng trinh cia mat bat ki da dé cap cd thé biéu dién trong
toa di Lode, sau khi dat vao no cic bidu thie dng sudt chinh trong
toa d¢ Loude theo céng thuc 11.4). Chang han, sau khi dat hifu thuc
i1.4) vao tigu chuin Coulomb (1.23), ta nhan duoe)

I '. cosfl — 1'? sinfising ) — 6, sing - Ccosp = 0 (1.39)
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L&
s4u mat cua hinh chép Coulomb. Khi thay 6 = const vao phuong
trinh ta sé co tiét dién mat tiéu chuén la mat phing bat dién ; con
khi thay # = const thi sé co tiét dién kinh tuyén, thé hién guan
hé 1, va 6, véi gia tri thong s6 Lode cu thé.

Phuang trinh nay trong khoang —:} <0 < °, thé hién mdt trong

Phuong trinh mat tiéu chudn (mat gigi han) hoac 1a mat chiy
d dang tong qudt cd thé viét nhu sau

F = f(6,) + hit)/g6) = 0, (1.40)
trong dd f(g, ), hit), gif} la cic ham si.

Tiéu chudn Coulomb 11.39) 1a mot trong cdc truong hop riéng
cia phuong trinh (1.40)

Vi trong mat phing bat dién f(5) = const, cho nén T,/glf) = const.

DE mo ta su bién ddi T, trong cac tift dién kinh tuyén, chi cdn
nghién ciiu mét trong cdc tigt dién nay la di, ching han, tiet dién
§ = /6. Sau khi ki hiéu tri s6 1, vai 8 = 7/6 la T, ta viét
T =Tg(f).

Ham s6 g# khi # = 71/6 phai cd gia tri gif) = 1. Trong tiét
dién kinh tuyén nay, phuong trinh (140} cd dang
F=166)+h{t)=20

PDé tranh khdi dinh nhon trong (i€t dién kinh tuyén,
(). Zienkiewicz [50] dua ra tiét dién mat tiéu chudn kinh tuyén md
t4 bang phuong trinh béc hai cd dang téng quat

F=aol+po6, +y+7 =0 (1.41)
Khi do phudng trinh tuong ing cla toan mat sé cd dang .
1
= aft & e R
Fe=ab +pg ¢+ {g{ﬂ]} = K. (1.42)

Bidu dé duding thing Coulomb (hinh 1-12, a} cd thé ldy x4p x1
véi mite gan dang bt ki bang phuong trinbh nhanh hipebén nhin
duee tit phuong trinh (1.41) khi dat vao ng cac gia tri

b* b* , P
w==" if=-2=d;y=b-—d,

B T ¥

i A 8

I A—

d =8 T.
— (E%Jrl) =0.

Cac tri s0 a, b va d duge chi ra trén hinh 1-12.

b)

Hink J=12. Cic bidy difn gin ddng cia man chiy

i E b
Hién nhién, d = Cctgy ; ™ tgy . Néu chon gia tri a nho thi

c6 thé nhan duge su gdn ding kha cao véi bi€u dé Coulomb da
cho. Xdp xi dang parabén cia bi#u dé dudng cong Coulomb-Mchr
(hinh 1-12.b) cd thé cd dang

Tiét dién dang elip ciia mat chay cd the duge mé ta bang phuong
trinh

o z
(o
Néu dat diéu kién rang, elip k&t hop vai bi€u dé Coulomb nhu
trén hinh 1-12, ¢, thi : a = d + Cetgy ; b = atgp.

=1. {1.43)
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Trong tiét dién khdi tam mat,
phudng trinh Coulomb (1.39) la
duting thang cd phuong trinh

cosT — e sin = sin
I e
g =
R .
cosf — ER sinf sing
véi cdc diém nit A va B & hai

ddu cia doan thang khi # = +
(hinh 1-13}

D& tranh cic goe cd dao ham gian
doan, K.Gudehus dua ra ham sd

Himh I=13 "1i¢1 il theo mat bal dién
cia hinh chop Coulsmb (1)
vl miill xdp i (2)
e 2k
8®) = A+ - (1 -X =in36
Phuong trinh nay thé hién trong hé toa d6 cuc mdt hinh cd ba
truc d6i xidng, ma ti l& gilta cac toa dé cuc cue dai va cuc tifu ia

g{ﬂ}l ;
ks e (1.45)

g{H'}ITIEII

Khi k = 1, phuong trinh (1.44) th& hién mét vong trdon (tist
dién nay duge tao ra bdi cdc mat theo tigu chudn chay Mises va
titu chuidn Coulomb-Mises, khong phu thude vao bat bign thi ba).

Ti s6 Foin/Tma TTODE tiét dién khéi tam mat cda hinh chdp
Coulomb thi da duge xdc dinh trudc diay - cong thic (1.30). Khi
K = (3 - sin ¢)/(3 + sinp), phuong trinh (1 44) sé cho mét hinh
tron gdn xdp xi tiét dién sau canh Coulomb (hinh 1.13).

i1.44)

1.6. LI THUYET BIEN DANG DEO

Nhitng khai niédm co bdn eda H thuyét bién dang déo (LTBDD)
do Genki dua ra. Trong H giai hién nay d6i vdi cac vat lieu kigu
dédt, LTBDD khéng dinh riang : dng sudt trong mdi truding duge
xac dinh mét cach don tri bdi cdc bién dang cua nd.
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{5} = (Dy,] (e} (1.46)

Vi mn tran [ ] én két cdc gid tri bién dang va dng suft hién
tni, chu nén ngudi ta goi nd 1a ma tran cdt tuyén.

Cace phin tif cda ma tran dan-déo (D, | i cdc ham bién dang
{heae 14 him dng sudt). Trong trudng hop téng quat ma tran [D ]
khong d6i xing d6i véi dugng chéo chinh.

Néu bién dang déo khing kém theo
L xdp, thi cd thé xép ma trén & dang
ma trin cat tuyén dan hdi [Dc] cd cac T
hang sd dan héi cat tuyén thay ddi G L
~ G(r), K = Kig) hoac 1a G = G(o),
K = K(s). Difu dd duge thé hién bang 7
bidu d6 trén hinh 1.14. ;

LTBDD ngidm dinh tinh déng truc -
chia cac Ung suft va bién dang chinh 7
d tAt ca cac giai doan bién dang. Cac
diéu kién d€ ap dung thanh cOng Mink 1-14. So ¢6 ké 1di tinh déo khi
nhitng nguyén li cia LTBDD vao  irudt king madun thay dbi G
nghién eltu cac bai todn dan déo la sy '[::-'“ ;;’:1"“:’:" l’:{':nd:';'
gia tai don kém véi tang bién dang e ‘
theo ti 1& (tuong dng véi viéc duy tri cdc phuong bién dang chinh)
va tri 50 cac bién dang tuong déi déo.

1.7. Ui THUYET CHAY DEO

Néu khong gidi han diéu kién gia tai 1a tl 1¢ don, thi truong
hop gia tai tng quat sé la cdc tenxd lugng tang tdi trong va Ung
sufit tdc dung khong déng truc (cdc tenxo chi phuong cia ching
khéng can bang)

Gia sit trang thai ing suft — bién dang khoi ddu clia phén ti
méi trudng dan-déo duge dac trung bdi di€m A (hinh 1-15) véi
cde vectd ing sudt va bién dang tuong ing {6} va {£} ; néu ta dat
vao phén ti d6 Iugng tang wing suit {do}, thi lugng tang bién dang
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toan phan {df} cd thé phan chia thanh edc phin dan héi {de¥) va
phan déo {de"}.

{de} = {de} + {deY). (1.46, a)
Lugng tang bién dang dan héi thi déng truc véi lugng tang ing
suat va lién hé vai nd bdi quan he
(de!) = [D]"'{do}, (1.46, b)

trong dd ED]'] - ma trian
nghich ddo cia ma tran [D].

Quan hé cia lugng tang bign 16 g
dang déo vai lugng tang vng
sudt thi hoan toan khac. Bién TNl

dang déo x4y ra 1a do xudt hién lag?@ 459
trudt trén cdc mat ed tri s6 dng
sudt tifp tdi han nao do hoac la
do gidn doan cac quan hé ting &
sudit gidi han nao dd.

Hink 1-15. Bidu d5 bidn dang
Néu dat lugng tang ng suit dan i va déo.

{As} vao phdn tif Ung sudt toi han, thi do luong tang nay nho ma
cac phuong (dng sudt chinh va phudng cde mat dng suat tdi han
lién quan voi chung sé khang thay déi va lwong tang bién dang
déo do sy trugt bd sung trén cdc mat nay sé dong truc vdi cdc ling
sudt tac dung {o}

Tinh déng truc cia lugng tang bién dang déo chinh vdi cac dng
sudt chinh cho phép phan tich ching trong cic true tring véi cdc
truc dng sudt chinh, con tenxa luong tang bién dang déo co thé
dua ra dudi dang

_'J - 4
de =106, (1.47)
trong dd A - hé s ti la G, - tenxo doi xing déng truc voi tenxo
Ung sudt G”

Tinh déng truc cua tenxo G, voi tenxo 6, sé duge dam béo trong
trudng hop cde thanh phén tenxo Gii la cac dao ham riéng cia
ham vo hudng nado do cla cdc wng sudt chinh (hoac céc bt bién)
ela tenxc dng sudt ;
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Gil = Ejg.-'{iﬂij {1.48)
trong dd g = g({s}, k) - hAm vé hudng cia cac bat bién ing sudt
va lich sl tai trong, dude dac trung bing thong s§ bén k Chang
han, néu ham g phu thudc vao dng sudt trung binh 0. cubng do
cic Ung sudit ti€p 7; va théng s6 bén k (ching cing la ciac ham ing
sudt), thi dao ham dg/do,; sé duge tinh theo cong thite

agmgij = mg.-'ﬁﬁn}{ﬂﬁnﬁidli} + L'Ei;;-'ﬂri}{ril‘ifﬂﬁlj + tag-":?k}iiikfﬂﬁij}
Gia tri cdc vectd dao ham (a6 oo}, {aT/26} duge néu trong cong
(1.3}

Mat duge mé ta bai ham g trong khong gian ing suit chinh,
goi Ii mat thé déo.

Dat phuang trinh (1 48) vao phuong trinh (1.47) sé duge

a g

d %'I is .'i ﬁ.J 5 (1.49)
hedde: & dang ma Lrdn
(de'} = i{a} , (1.50)
; 98 g il
trong dd {a} :{fja P

Trude khi dat lugng tang déng sudt, phuong trinh chay cd dang
Fi{ag), k) = 0. {1.51)

Sau khi tang ing sudt mot tri s6 {A6), phuong trinh chay cd
dang

Fi{g} +da, k +dk) = 0 (1.52)

Khi so sanh cdc ding thie (1.51) va (1.52), ta thiy rdng dF = 0.
Ldy vi phan phuong trinh (1.52) theo cde phan sé dén tai phuong
trinh

_ caF aF T oF
dF = [IE} {ds} + = = {b} "{da} + Edk =0 (1.53)
. aF @F i
trong dd {b} = i;ﬁ; ?E __}F
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Néu thong s6 bén 1a cong cia cdc bigén dang déo
k= [{or" {def},
thi
dk = {o}T{de?} (1.54)
Ta dat phuong trinh (1 50) vac (1.54) va sau dd vao (1.53) :
dF = {b}T{ds} +1%§ {6} T{a} = 0, (1.55)
tir dé co
. oF :
{biT{do} = "‘%k" {6} {a}. (1.56)

Dat quan hé (1.46,b) va {1.50)} vao phuong trinh (1.46,a) :

{de} = [DI7! {ds} + A{a}. {(1.57)

Nhén ca hai v& phuong trinh (1.57) vai {b}T(D] :

{b}T[(DNde} = {b}T[DIDI ! {do} + A{b}'[D){a}.

Thay thanh phdn ciia v& phai tuoag dng voi phudng trinh (1.56)
la —4 % {(6}7 {a} réi tit phuong trinh dd rit ra d :
d

{b} "(D1{de}
A= ' aF .1
(b)T[DHa} — = {6} {a}
Dat gia tri A nhan duge vao phuong trinh (1.57), sau khi bién
ddi, ta cd

(1.58}

{do} = (D) {de}, (1.59)
[D){a}{b} ' [D]

b} T[DNa} - o (6} T{a}

{b} al — o

trong dd [Dy] = (D] - (1.60)

- 1a ma tran lién hé céc dng sudt va bién dang dan déo [50].

Cédc phén ti ctia ma tran [D, ) phu thude vi;.u. miic ing sudt va
bi¢n dang hién thai. Ma tran do lién két cac gmtmi ‘ning sufit va
bién dang nhd vo cung véi nhau, va ngudi ta goi nd 14 ma tran
dan déo ti€p tuyén.

a8

Néu nghién ciu moi trutng khéng bén Reuss - Prandtl, thi o
dF/ik = 0, vi & miu 56 cia phan s6 trong cac edng thic (1.59) -
(1.60) con lai mét sé hang [3]

Néu mat chay va mat thé déo trung nhau, thi vécto lygng tang

bign dang de vudng gdc véi mat chay. Trong li thuyét déo eta mai
trudng khong bi ép co (kim loai) (tic méi truing cd bién dang déo
chi duéi tdc dung cla tenxo léch wWng suit, va cé mat chay song
song voi truc thiy tinh), sy tring hop cia mat chay va déo la cd
cd 80 vé mat vat li va toan hoe Tinh vudng géc cua vécto {ded)
vii mat chay trong li thuyét déo cia kim loai goi la rguyén li phap
tuyén hodc la dinh lugt chdy két hop.

Ta hay nghién ciu dac di€m cia qud trinh bign dang déo bing
dinh luat chay két hop va mat chay ki€u Tresca (hinh 1-16)

Thit nhét, bit ki mot vecto de nao truc giao véi mat chay va
truc cua nd, thi sé tdong Wng nam

trong mot mat bat dién nao dd, duac &, E::f
dac  trung bsi phuong trinh f /
1‘_':]! + Eg + E"JII —. const, va vi d’fﬂf[_

(&) + £ + &) 1a bién dang thé tich, !

cho nén vai dang mat chay da cho theo
dinh luat chay két hop, bién dang déo
thé tich sé khong cd. Ta thdy ngay
ring, néu mat chdy khong SONg song - N —
vl true thay tinh, thi dinh luat chay gec
két hop sé du dodn su thay d&i thé
tich trong qua trinh chay déo : thé tich
tang lén (det + del + £9) khi cdc mat Hink 1-16. Hiéu dién bing 46 thi

) 3 dinh ludt chay kft hop
chiy ma réng (ki€u Coulomb hodc mat

hinh ndn cia tiéu chudn khai quat Coulomb - Mises), & cdc mat

el i il

i ”* = 0, va thé tich giam bat khi cic mat cd Tl_z < 0 (thu hep
L Fi I

wit phia ép eo thay tinh).
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Phan tich hinh 1-16, dé dang nhan thdy ring, vécto {de"} truc giao
véi truc €5 , o6 nghia la khong cd bién dang de§ doc chiéu tac dong

clia Ung suft 6, Khi dd hién nhién rAng, mat lang tru ma vécto de®
vubng goe vdi nd, dude dac trung bing bit ding thuc
o, = 6, = 0, {1.61)

Tiéu chudn Tresca, cing nhy tiéu chudn Coulomb, khing dinh
rdng, qud trinh bién dang dugc xdc dinh chi bang quan hé clia céc
{tng sudt chinh cyc dai va cuc tifu (4, va 6;), con tri sfh ding sudt
trung gian 6, khéng ddng vai trd gl, va bién dang déo doc theo né
khong tén tai. Nhu vdy, trong trudng hgp nay dinh luit chdy két
hop tuong dng voi co hoc cla qua trinh.

Mat chay va mat thé déo chung trong dinh luat chay két hop cho

g aF

{#} = {7}

Tich {a}{b}T trong cong thic (1.60) va tit ca ma tran [D 4] trong
d6 14 cdc ma trn ddi xdng. Ma tran [D ] d6i véi cdc vat thé tang bén
véi dinh luat chay két hgp va khong tang thé tich khi chay déo {nghia

aJ

I khi cdc mat chay cd 313
1

dan héi cd cdc gia tri tiép tuyén G va K bién thién.

g - l“ll

< 0 ed thé duge trinh bay nhu ma trin

1.8. TINH DAN NHOT VA TINH DEO NHOT

Bi#n dang ctia vat liéu theo thoi gian dudi tac dung cia tai
trong khong ddi ducgc goi la ti bién, con hién tugng ling sufit trong
vét liéu giam khi bi&n dang khong d6i duoc goi la su rdo. D& biéu
difn bang dé thi cdc tinh chit luu bién cla vat litu ngudi ta si
dung yéu t6 tinh nhét dusi dang bo gidm chén thuy lue, ma tée
44 bién dang cia nd £ = de/dt ti 1& vai dng sudt 6 :

£ = o,
trong dd g - la hé a6 nhat.
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Mbi trudng cd chita phén tif nhdt, lién két néi tiép voi cac phén
ti bdt ky khac hoac véi cdc khéi trong md hinh bién dang cia
minh, duge goi 1a moi trudng nhot. Moi truéing nay dudi tdc dung
cia tai trong khong déi sé cd bién dang tang vo han theo thai gian

Mbi truong c6 chia phin tir nhot chi lién két song song véi
phén ti dan hdi trong mo hinh cia minh duge goi la méi trudng
dan - nhot. Moi trudng dan - nhot don gian nhat duge bigu thi
trén hinh 1-17.a. Bién dang cia méi trudng nay dudi tdc dung cia
tai trong khéng di sé tang theo thoi gian vai tée 4o gidm din toi
mbt gioi han ti 1& véi tinh dé bién dang chung cla cac phén ti,
theo quan hé

1 1l

s:a[EI+%.2{1 - )

(1.62)

Né&u trong md hinh cta
minh, moi truéng bao
) £ &) ﬁ;rgj- gim phén td nhit, nhung
£ Fr— litn k&t song song vdi
# g o phén td déo, thi ngudi ta
D_'me_“ D_NW'I;—I gol nd la moi trudng déo
- nhot. Thi du méi trudng
Hink I-17. M@ hinh méi trudng dan - nhét (1) 460 - nhét don gidn nhat
via dén - nhot (b) duge biéu dién trén hinh

1-17.b.

Hink [-18. M hinh cic mdi trudng oo phan dng khac nhau dii v phin tenxo Ung
sudt thiry tinh () va tenxd dng sul lch (b) (C1 < C3)
Khi gia tai thdp hon gidi han (6 < 6,,) bién dang cia moi truding
nay hoan toan dan héi, con khi tai trong cao hon gidi han, thi méi
trudng thé hién nhu méi trudng nhdt va bién dang tang vd han.
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Méi trudng co thé cd ciac mé hinh lyu bién khac nhau déi vai cac
thanh phin tenxo 1ing sudt léch va thiy tinh (hinh 1-18). Phan ting
déi vai nén thuy tinh, di nhién khong thé 12 nhat hoac déo - nhat, bai
vi bién dang thé tich khong thé la vo han Trong khi dd, phan ting déi
vdi thanh phin tenxo léch cd the 1a dan - nhdt (T < C)), déo — nhat
(C, > 1> C)), va déo (r > C,) khi muc ing sudt khéc nhau.

Khi phéan tich cde qua trinh luu bi¢n, ngudi ta ¢6 ging mo ta
cac tinh chit cia moi truding bing cac mé hinh bién dang don Eidn
nhédt. Ta sé nghién cliu quy luat bién dang va cac phucng trinh
lién hé d6i voi hai moi trudng don gian nhat.

a) Gia st phan iing thé tich cta méi truong 14 hoan toan dan
héi, edbn phan dng tenxa lach la dan - déo (hinh 1-17, a). Néu giai
duge bai todn vé bién dang theo thisi gian cla moi trudng nay dudi
tai trong khéng ddi & thai difm t = 0, thi lai giai d6i vai thoi diém
bit ki t cd thé thu duge & dang tuyén tinh nho T sit dung ma tran
dan hai [T}II, trong dé médun nén thé tich khéng ddi, cin modun
truot G, phu thude vao thai gian :

{6} = D)4},

Médun trugt G, duge xac dinh bAng bigu thic rit ra tit eong thic
(1.62), con hé s6 Poisson dé dang tim duoe tit eong thic (1.13) :

G G
G = 1{(21?_ ; (1.63)
G (l-e"7)+G,
HK—EG'
"= 8K +2G,’

trong do K la médun nén thé tich.

Phuong phap nay dugc ta dp dung khi bién dang tit bién tuong
déi nhé, bai vi khi ching ldn lén thi Gl =0, con v, — 0,5 ; didu
do gay kho khan cho viée nhan duoe lai giai dan héi.

b) Ta nghién cdu mdi truting cd phan dng thé tich 1a dan héi,
con phan dng truot 1a déo - nhat (hinh 1-17, b).

Méi lién hé dng sudt {6} va bién dang {£} trong mbi trudng
nay sé dudc xac dinh bang quan hé
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{6} = [D] ({g} - (&'}
Trong dd téc dd bién dang déo nhdt {¢Y} phu thude vao mic

qué tai cha méi truang, con quan hé cia cdc thanh phin Eﬂ phu

thudc vao quy ludt chay déo.

Nhu da thay trude day, mat chiy duy nhit cia mdi Itnit:ng dan
- déto i tudng la mat gidi han cia né va cd phuong trinh

F ({s}} = 0.

Néu F > 0, thi didu do cd nghia 14 méi truﬁ?g qua tdi va trong
no dién ra qua trinh tit bién - raoc vai tée do ti 1¢ vai F.

D& xac dinh quan hé ciia cdc thanh phén bién dang déo, ::Lﬁrn
phai xdc dinh mat thé déo g. Khi dd luong tang thanh phédn bién
dang déo trong khodng thai gian dt la

1_ ag
A - == dt. (1.64)
dalj n F fiﬂ'ij

Tri s6 bién dang déo toan phén
[

(g9 = [ (ded}. (1.65)
i

R6 rang la cho tai thisi difm t = =, khi cac Ung sudt trong moi
truting chua vuot ra ngoai mat gidgi han, tée doc tang bién dgng‘
theo thisi gian vin biang khéng va phén ti nhat vin chua ding vai
tro gi. Trang thai ing suit - bién dang cla moi trudng rtiay dudd
tai trong khong d8i vdn tuong tu trang thai cha mdi trudng dan
- déo i tudng dudi chinh tai trong dé.

1.9. CO HOC MO! TRUONG HAI PHA

Ta sé& nghién ciiu dong dn dinh phing trong phén td vudng cia v?t
thé réing thdm co kich thude dx x dy. Luu lugng di qua 1:n6i mat cha
phén tit trong mét don vi thii gian bing tich cia dién 1r,|ch mat niy
véi thanh phén tée d6 thim vuéng gde voi mat dé. Liy tong dai s0 cac
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luu lugng qua mat cia phén ti va can bang voi khong, ta sé nhan
dge ding thie bidu thi tinh lién tue cia dong
v v v
x ¥ ]
— =t
- By = 0 {1.66)
Chuyén déng cia chit long trong cde dit réng thdm la chay
tdng Tdc dd thdm trong dong chay tdng lien hé vai gradien edt
nudc bang dinh luat Darcy :
oH
o e T .

X ix Yy

o
zgz'
trong dé k,, k., k, - 12 hé s6 thdm tuong ing theo phuong cia céc
truc x, v, z ; l}I - la cdt ap.

Dat cac hé thic vao phuong trinh (1.66), ta nhan dude

a*H atH
k& - =

o2
#“H
rrkE— %k
ax* 5 iy? * ot
Trong vat thé tham dang hudng, khi k, = ky = k, phuong trinh
{1.68) duoe rit gon va cd dang '

aH -
- _l'tﬁfa_y § ¥, = =k (1.67)

0. {1.68)
fird

#H
= =1 (1.69)

#H  #*H
___.| + — J

ot oyt oz

Phuong trinh vi phan nay duge goi la phuwong trinh didu hoa,
hoae phuong trinh Laplaso.

Viée giai bai toan thdm 6n dinh cu thé sé ddn toi giai phuong
trich vi phan (1.68) hoac 1a phuong trinh (1.69) véi cde diéu kién
bién cu thé

Bay gio gia si phdn ti vuéng duoge nghién citu trong khoang
thai gian dt o bién dang de,, d£, di,, ..., dy,,. Trong dé bién dang
thé tich cia phan tir la ' y

dz,h. = 1:I.~:“t + dzv + dz_‘. (1.70)

Trong cac méi truong rdng phin tan ki€u d4t, tinh nén cda cic
hat 12 mdt phdn rat nhé trong tinh nén chung ctia méi trudng, va
khi khéng cd sai s6 r6 rét c6 thé cho rang, bién dang thé tich cia
moi trudng réng bang bién thién thé tich cia khong gian réng chia
ddy chdt léng.
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Bién thién thé tich chit long trong khéng gian 16 réng trong thoi
gian dt duge hinh thanh tir dong chat long thudn tiy nhap thém vao
phén ti, dong nay bang tong dai s6 luu luong qua cdc mat

#H #'H #H
dt = — + k —— 4+ k -—)dt (1.71)

va bi€n dang thé tich dan héi cha chét long trong phén ti khi ap
luc lén nd thay déai

ndp/K, {1.72)

trong dé n - 14 d6 réng ; dp - 1a bién thién dp lue 16 roéng cua chét
lIong ; K - 14 médun nén ép thé tich cha chit léng.

Cén bang bién dang th& tich cda phan ti vai t8ng cdc bifu thic
{1.71) va (1.92), ta nhan dudge phuong trinh vi phan vé tinh lién
tuc cia dong chit long :

—_ - +q = 0. {1.73)

Cac ing sudt trong ddt 6'F bao gém dp lyc 18 réng va Ung sudt
trong cot dit (Wng suft hidu qua) .

g‘ljh - GIJ + pﬁij, (1.74)
trong dé, & - la dng sudt hidu qua ; p - ap luc 16 réng ; 5”. - ki

hiéu Kmnnécker.

Néu coi cdt dit 1a vat thé dan héi - tuyén tinh ddng hudng thi
litn he gida dng sudt hiéu qua va bién dang sé duge mo ta bang
dinh luat Hooke :

0, = Ac‘iuzkk + QII}EIj {1.75)
Dat phuung trinh (1.75) vao phuang trinh (1.74), ta nhan duoc
phuong trinh can bang, lién két \ing sudt toan phdn trong dit vai

cdc bién dang,
6Ff = 16,8, + 26, + pd . (1.76)

Cac phuong trinh (1.73) va (1.76) xdc dinh dién bign cia cac
qua trinh xfy ra trong méi trudng réng bao hoa nude dudi tdc
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dung cia tai trong khong déi va bign déi. Tich phan chung cia
ching theo khong gian khi cdc diéu kién bién da cho, va theo thii
gian khi cac diéu kién ban ddu da cho sé gidi dap ducge trang thai
ing sudt - bién dang cla c&t d4t va su phan bé ap luc 16 réng tai
thai didm cu the.

Néu bé qua tinh nén cda chit léng va hop nhft cdc phuong
trinh (1.73) va (1.76) thi d&i v&i bai todan mot chifu sé dé dang di
dén phuang trinh cf k&t thidm mot chiéu da bist cua Terzaghi. Dinh
luat Hooke (1 75) déi vdi truémg hop mot chiédu cd dang :

£ = mg, (1.77)
trong dé m_ - hé 56 nén ép cha dit.
Tri s6 €, trong phuong trinh (1.73) khi d6 bang vi phan phuong
trinh (1.77)
dEy, = mig. (1.78)
Néu bé qua tinh nén ép cua chat léng 16 réng, thi s6 hang thu
hai trong cong thidc (1.74) triét tiéu.

56 hang thit ba coa cong thdce (1.74) duge xdc dinh tit céng thic
(1.71) khi a#Hjox = vHie = 0

.
*H
q=k—= {1.79)
Uz
o 1 9 1 a2 .
Vi 0*Hjirz® = o il LN — ﬂ, cho nén cd thé trinh biy cong
P 022 7w HZ‘1
thie (1.79) dudi dang
ook o
Y .'!zz g

trong do - la trong luong riéng cla nude

Pat bidu thde (1.78) va (1.80) vao codng thdc (1.74), ta nhan
duogc phuong trinh vi phdn cd két mdt hudng Terzaghi
{’i_ﬁ k {125

g = -+
ut Yw gt
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CHUONG 2
PHUONG PHAP PHAN TU HUU HAN

Phuong phdp phan tif hitu han la san phdm va dong thoi la cong
cu chi lue manh cida tién bé khoa hoc - ki thuit ngay nay. Kha nang
to lén cia PPPTHH thé hién dac biét r6 trong co hoo dét va da - la
cdc vit lidgu da dang vé& tinh chit co hoe va digu kién gia tai.

Nhitng wu diém dam bao tinh ph§ cap cia PPPTHH la : dé
dang nhan duoc 1&i gidi cu thé theo chuong trinh sdn cd : eo thé
cd dac mang ludi cac phdn tif tai nhing noi tuy ¥ cd gradien théng
50 nghién ciu cao ; co the gidi cac bai todn cd cac didu kién bién
bit ki ; vé nguyén i ed khd nang thuc hién trong eac chuong trinh
vé tinh chat co hoc bat ki cua vat liéu, trinh tu gia tai bat ki, v.v...

‘Cau chuang trinh cia PPPTHH ngay nay khéng con don gian
chi la phuong phdp tinh toian Ung suidt ma sau diy nguii ki
su phai so sdnh ching voi cac tinh chit cia dat ; cac chuong
trinh cia PPPTHH ngay nay vé ban chidt la cong cu d¢ mo
hinh hda toan hoe tdt ca cdc qua trinh xay ra trong dit. Ching
lu dong ddi chiéu dng sudt vdi tinh bén clia dat va nho cac
tha tue nhidt dinh ching dim bao su tuong dng cia bidc tranh
ung; sudl vadi cae didu kién can badng vaA vdi céc tinh chéit da
cho ecin dat Khi dd ngudi ki su khéng cdn phai phan tich
truang dng sudt, hon nita cic théng tin vé chung cing trd nén
khong cin thiét. Mét chuong trinh hoan thién cd thé cung cdp
cho nguisi ki su cac thong tin khong cén tiép tuc xu li, trong
dd cd ca dang bidu dé.

Thu tue co ban cia PPPTHH diam bao giai dugc cac bai todn
tuyén tinh nhu bai toan thdm chay tdng dn dinh va bai toan
trang thdi dng sudt - bién dang cla méi trudng cd lién hé dan

47



hoi ~ tuyén tinh giita dng sudt va bién dang. Cac loi gidi phi
tuy&n khdac nhau dat duge bang phép lap nhiéu lin cac loi giai
tuyén tinh. Chuong nay nghién cdu céc thi tuc co ban ecla
PPPTHH, ctin viéc mé td cdc thd tuc d€ nhan cdc 16i gidi phi
tuyén sé duge ti€n hanh cung véi viée md td cac mé hinh dat
cu thé.

Quan niém co ban cia PPPTHH la tri 8 lién tuc cdn tim - du la
ett ap cia dong thdm hay chuyén vi cia cic diém trong vit thé bién
dang - duge tinh gin ding hdi mét bd phén doan cdc ham don gidn
nhit, cho trén cac mién con (cdc phan td) hitu han bi chan. Nho tha
tuc niy ma phép My tich phan cdc phuong trinh vi phin dude quy vé
giai hé thing cac phuong trinh tuyén tinh. Céc gia tri dinh lugng ctia
dai luong chua biét sé duge tim thdy trong s6 luong han ché cdac diém
{cde nit) bi chan cla mién ; con trong pham vi cde phdn b cac gid tr
chia ham chug bigt va gid tri cdc dao ham cla nd dude xdc dinh bang
cic ham xdp xi va cdc dao ham cia ching.

2.1. THAM ON DINH

Viéc nghién ciu bai todn thdm trong pham vi cudn sach nay duge
quan tam do hai nguyén nhan : thi nhét, vi phép giai bai toan tham
s¢ duge ng dung khi nghién ciu bai toan cd két thim cia dat, thd
hai, vi nhifng nguyén Iy co bin ciha phuong phap phin tif hitu han
duge trinh bay dudi dang dé hi€u nhdt thong qua thi dy cia bai todn
tham. Tdt ci cong cu todn hoe cua bai toan thim 6n dinh hoan toan
ap dung duge vao giai bai toan din nhiét dn dinh.

2.1.1. Su réi rac héa mién. Phan W tam giadc

Ta sé& nghién ciu ddy dd trinh tu tinh eba PPPTHH trong bai
todn thidm &n dinh phang cu thé dudi dap (hinh 2-1,a). Cac bién
cia mién, diap va ciac mang chdng thim duge coi 14 khéng thim
nude. Cén phai xdc dinh sy phin bé cét ap dudi dap, cing nhu
tdng luu luong dong nude ngdm. Cot ap duge xem nhu la ham
chua biét.
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Hinh 2-1. Ludi cac phén t hilu han () va dudng dang &t dp (b) dudi dip

Mit tron cia ham H duge xdp xi bing mdt boé cdc manh mat
phang tam gidc dang ', j', k' (hinh 2-2}, xdc dinh trén mién con
tam gidc i, j, k (phdn td hiu han) thudc mién nghién cifu trong
mat phang xy.

Vi tri mat phang trong khéng gian dudge xdc dinh don tri bidng
ba didm khéng ndm trén mét duiing thang. Hién nhién la, 48 xdp
xi mat ham tron H bdng cac manh mat phang thi cdc phin td hiu
han i, j, k phdi 1 cdc phdn td tam gidc. D6 sai léch cia mat phén
manh xdp xi so v4i mat tron thue t€ sé cang l6n, khi 46 cong cla
mat tron cang lon va kich thude
cia phin td hiu han cang lén.
Tir dd rit ra qui tac co ban xay
dung ludi cdc phin t hitu han
la :lam day dac ludi tai nhing
ndi cd gradién ham cdn tim cao,
chang han nhu cédc cot 4p.

Coing cu todn hge PPPTHH
bio dam dua bai todn tich phan
phudgng trinh vi phin song diéu
hoa vé phép giai hé théng cde
phuong trinh tuyén tinh, trong
dd gid tri cot 4p O nat cdc phén
tif hitu han hién dién nhu la cde
n sd.

Hink 2-2. XAp xi ham tron Hixy) bing
phan manh - phin 1w
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2.1.2. Ma trdn dd cung cua phén tr va cua hé théng cac
phan tr

Manh mat phang xdp xi ham eat nude trén mot phin ti hire
han cd phuong trinh dang da thie tuyén tinh
H=r_x|+<¢lx+a_,’y, (2.1)
trong dd «|, a,, «, ~ la cdc hang s&.
Tai cdc difm nit i, j va k cia phan tid, cdc gia trj cot ap bang
I, H, va H, va ching duge xdc dinh bang phuong trinh (2.1} khi

x va y lin lugt bang x, y, Xis ¥jr Xs V- U dang ma tran, nhitng
hé thiie nay cd dang :

{H} = [A) {a}, (2.2)

trong dd {H} = {HIH]Hk} ' - la vée to cac cdt dp & diém nit cla
phan tir,

1 x'i }?I
(Al = 11 % ¥ |;ia) = o, w8y 17
I

Ta sé giai hé ba phuong trinh tuyén tinh (2 2) déi vai vée ta {er}
lat = [A]'! {H) (2.3)
Bién ddi hé thic ma tran (2.3) vé dang théng thudng, ta cod -

1
a, = =

17 94 l!_x]:fk = xk},erH. +(xy; - ".3’:\-'}1] +(xy; - x;Yi]'HuL
1
iy = 9 A [{!r’i 1, H‘i iy, —y) Hj +(y - J:J]. Hk}J (2.4)

E
& =53 [(x, - xJJIHI + (%, - xk}Hj + {xj - x} Hk]1

1 X ¥,
trong di 24 = |1 X, ¥i | - la dinh thde, A - la dién tich phin ta
1 X, X,
Bat cac gia tri tim dudc @, @. @, vao hé thie 12 11 va say
nhitng bién déi don gian ta nhan duoe

ol}

-

H=NH+ NJH. +N.H,, (2.5)
trong dd
1
N, = A (a +bx +cy) (2.6}
E| - X}YL = xkyj1 bl = }Ir.l ¥=, }rk1 CI = xk = xj-- 1’2 ?}

Cac bigu thdce ddi vai ham Nj va N, nhan dude bAng cach dat
tudn hoan cac chi 56 theo thi tu i, j, k

Cac ham N, Nj, N, dugc goi la cac ham dang. Cd 16 ding hon nén
goi cac ham nay 1 cac ham dnh hudng cua cac diém nié, vi ring ching
bi€u thi &nh hudng cha cit 4p diém nut téi tri s6 cot dp tai diém tay
¥ {x,y} ciia phdn tif phi hop vdi ham xip xi. Tuy nhién, néu giit nguyén
thuat ngit phé bién, thi ta nhan thdy nhitng dac di€m sau day coa ham
dang. Ching co dang da thic cung bac véi da thuc xdp xi. O bat ky
difm nao cia phan tu déu cd N + Ni + N, = 1. Haim dang ctia nit
thi | bang mdt don vi tai nat |
(khi x = x| vi y = y) va bing
khing tai cac di€m nit con lai cia
phéan ti

Cae mat duge bi€u dién bing
ba ham dang trén mat phang
clia phdn ti tam gide dude néu
trén hinh 2-3. Chd ¥ rdng cie
gradién cdt 4p I va | bang cdc
dao ham riéng cha ham eot ap
theo toa dd, ta sé xdc dinh ching
bang cdch ldy vi phan quan ha
(2.1):

Hinh 2-1. Rifu difn cic ham
dang bing di thy

aH 9N, aN, N,
I’[ = -—E};- = K Hl + —‘;x— ]:I_I + K Hk; {2-81
aH 9N, N, 3N,
= —— = —H +—H +— ]
Lo S ¥ B B (2.9)

hoac dudi dang ma tran :
{I} = [B] {H}, (2.10)
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trong do
R A
) " _ | = ox ax
= Gel B = TN aN aN,
dy dy oy

Cac dao ham riéng cia ham dang tinh duge dé dang tu biu
thic (2.6} va la cac hang 56 trong pham vi phén ti. That vay,

d N, b, @N, g,
et bl e B e Gt (2.11)
i  BA ey 3R *

Noi chung, khi trinh bay thd tuc PPPTHH cho cdc phin tir tam gisdc
eéd ham xdp x dang tuyén tinh, ngudi vEn co the thuc hién duoe ma
khéng can 4p dung khdi niém ham dang That vay, sau khi lﬁy vi phin
phuong trinh (2.1) theo cdc tpa d§, ta cd thé nhin dwoe cie bidu thie
déi vi cdc gradién cdt ap khong co cic hiam dang

i H
o Ay "] i N y I
e g_l-l] {] = |B'| {a} = [B'lIA] {H}, (2.12)
iy |
trang dé [B'| = lg l!j 'IJ]

Trong cac cong bé diu tién W PPPTHH, khidi nié¢m him dang khong
duoe it dung. Tuy nhién, cdic him dang li cdn thiét khi nghién ciu cde
phin tir phirc tap hon, vi ban chit cic him dang thi minh hoa bing thi
du phidn v tam gide la dé dang hon ea

Cée tde d thim v, va vy biang tich cdc gradién cot ap vdi hé =8
thim k,, :

"'x|

(v} = ’ + = Kl = K, (B H (2.13)

PPPTHH thiia nhéin ;ﬁn]g, sy trao ddi thé long gita cac phén
tir chi x4y ra tai cdc di€m nit dudi dang cac dong chay tap trung.
Cu thé la, phdn ti duge nghién edu sé cd cde luu lugng mit trong
mot don vi thai gian Q,, Qj, Q,. lén hon khéng, nhé hon hay la
bang khéng R6 rang la khi thAm &n dinh sé cd dang thic

Q+Q +Q =0 (2.14)

Bude co ban cuia PPﬂ’THI—I la xdc 1ap quan hé gilra luu lugng

difm ndt va cot ap difm nidt. Quan hé nay ed thé dude rit ra bing

52

b 57

phuong phap cuc ti€u hda phiém ham da biét trong phép tinh bién
phéan hoac phuong phap sai s6 ¢ trong sd cia Galerkin. Ching ta
s& van dung phuong phap don gian d€ di tdi cing nhing quan hé
trén. D lam diéu dd, tuong tu nhu nguyén ly chuyén vi kha di da
dé cap trong co hoc cdng trinh, ta sé trinh bay ma khong ching
minh nguyén ly bi€n phan cot ap kha di thich hgp vdi cdc bai todn
thdm : trong mién kin cta dong 6n dinh khi bién thién (bi&n phan)
cot 4p nhd vé han kha di, cong bi cia dong thAm trén dudng vién
quanh mién phai bing cong b tudng Ung trong pham vi mién.
Né&u xem phén tif hitu han nhu 12 mién kin, thi dong dudng vién
qui thanh ba luu lugng diém nit vai cde oft 4p H, H, H . Nhu vay,
ta hay cho cot ap H. mdt bién thién kha di dH. Chirng nao tai cac diém
nit con lai cie bign phan con chua duge dat ra, thi vecto cla cdc bién
phan cot ap bang {dH} = {dH 0 0} Cong b cta dong tai dudng vién
bang tong cde tich caa luw lugng didm nat va bién phan cdt dp.

A, = {QI" tdH} = Q, dH (2.15)

trong dd {Q} = {Q, Qj QKIT - la véc o lvung dong vao nat coa
phén ti.

Cédc bign phin gradién et ap trong pham vi phdn ti theo phuong
trinh (2.10) bang

{dI} = {B] {dH} (2.16)

Cong bu cua dong chay trong pham vi phén t bing tich phan
theo dién tich phén ti cda tich tée dd voi bifn phan gradién et ap :

A, =J (vedl +v dl)dS = [ {dI}'{v}dS (2.17)

5 5
Dat cde bifu thiae (2.13) va (2.16) vao quan hé (2.17), ta cd
A, = [ {aH)' [B)" k, [B] {H} dS. (2.18)

5

Cdn bang A, va A tl cdc quan hé (2.15) va (2.18) va gian
udc ca hai v& cho dH, ta nhan duge biéu thic déi véi luu lugng Q,

Q = J k, [dH]' [B]' [B] {H} dS =
5

k,, dH [ (100} [B)' [B] (H} dS (2.19).
5
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Cho ldn lugt bi&n phan dH 8 cde nit j va k, ta 2@ cd cde bifu
thic déi vdi lugng dong vae Q va Q, tugng tu nhu biéu thie (2.19),
chi khac la trong sé hang thd hai cua ching thanh phdn don vi sé
¢ mat tuong ing & vi tri thd hai va thd ba. Ba bidu thic via
nhan dude d6i vai lugng ding vao cd thé hop nhit trong mot cong
thitc ma trén

1 00 _
Q =k, 0 1 0 (B]'[B] {H} dS (2.20)
s 10 01

Khit bé ma tran don vij, ta cd
{Q} = [K] {H}, (2.21)
trong dd [K] = _f k, [B]" [B] dS - la ma trian dac trung cho tinh
5

thdm cia phdn 1. Sau nay dé théng nhit vé thuit ngi chiing ta
s& goi ma tran [K] |12 ma tran d6 cing cda phidn tid (MTDCPT).
MTDCPT thdm cd hang 3 x 3 Ddu hiéu tich phan theo dién tich
cd nghia |4, m&i mét s6 hang cia ma tridn nay la tich phan theo
dién tich eda phéin td. Tuy nhién, dao ham cac ham dang cia phén
ti tam gidc voi ba di€m nat khong phu thudc vao toa dé, va cdc
thanh phdn ctia ma tran dudi ddu tich phan k, [B]" [B] cing la
cée tri 56 khong déi. Déng théi phép ldy tich phan cia méi thanh
phin theo dién tich ed thé thay thé don gidn bang cdch nhin né
vii dién tich phdn td A. Ruat dién tich ra lam thita sd chung, ta
thu dudge bifu thic cudi cung d6i véi ma tran d6 cdng cha phén
ti tam gidc véi ba diém nut.

[K] = Ak, [B]' [B]. (2.22)

Van dung phuong trinh (2.12), cd thé viét biéu thic déi vai
MTBCPT dudi dang khac

(K] = Ak, (A" (B1' (B (AI' (229

Dédi vai mdi trudng thim di hudng cd hai hé 58 thim khdc nhau
k. va lsrj & hai phuong vuéng gde vdi nhau (x' va '), khéng tring
vdi cdc phuong cia truc toa do, MTDCPT cd dang

[K] = A[B1' (817 [D] (4] [B] (2.24)

k}. —sin# cos

trong dd f/ - la gde gitta cac truc x va y.

« Ok ; :
(D] = [:;'( . [6] = |: cns i Smlﬁi}}

Sau khi hoan tit trinh tu phép todn ma tran, dé dang nhéan
thiy ring, ma trin dé cing cia phdn ti dang hudng cd dang
—{a+b) a [§]
[K] = a —(atc) G {2.25)
b c -{b+c)
a = Ak, [y, - ¥) {_yj =¥ )+ ix -x)(x - x}T]. (2.26)
trong dé A - la dién tich phén ti

Cac bigu thie dbi vii b va ¢ nhan duge tt phuong trinh (2.26)
bang cach dat tudn hoan cac chi s6 theo thu tu k—j-i.

Bay gis ta nghién cidu mot mat ludi tam gidc duoc tao thanh
tit ba dng nhd cé do truyén ddn a, b va ¢ (hinh 2-4), Luu lugng
theo mdi 6ng dudge xdc dinh bang d6 truyén din va hidu cot dp tai
cdc diu nuit

Quj = alH, - Hj! - QJ-‘* = -.:{Hj - Hy) ;@ = b(H_~- H). (2.27)

Lugng nudc dén cac diém nit duge xidce dinh la tdng luu luong
trong cac fng ndi vai difm niat :

Q = -Q; +Q = -a(H; - H) +biH, - H) |
Q =-Q,+Q =-cfH - H)+all - H) | (2.28)
Q = _Qm + QJ-..- = -biH, - H) +c,-1I-Ij - Hy)
Iung ma tran cia ba dang thiae nay la -
Q —(a+h) a b H,
Ql = a —@at) ¢ | {H (2.29)
Q, b c ~(b+c) IHk

Cdec ma tran do cing cia phan ti hiu han lién tyuc va cia mét
ludi tam giac lam bédng cdc 6ng nho la giong nhau. Nhu vay, thi
tue PPPTHH da thay mién tham lién tuc bang ludi cdc phin td
phan tdn cd tinh thd&m. Ma tran dd cing cla toan hé thdng cée
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phén tit (MTDCHT) duge hinh thanh tit cdc ma tran df cling cdc
phén ti, bang cdch chuyén cac s6 hang cia ma tran do cing cia
cdc phén ti ridng biét tai cac dia chi tuong dng cia MTDCHT, va
ldy tdng dai s6 cia ching voi cdc tri s8 da tich ldy 4 diy tu trude.
Trén hinh 2-5 cho thdy, cdc s6 hang cia ma tran dd cing phén td
hitu han cé céc nit i, j va k duoe bd sung vao cac s6 hang cla
MTDCHT nhu th€ nao. Bi€u thic chung déi vai MTDCHT tham
cd dang

M
K = 3 K] (2.30)
=1
Fd f.z... .‘,". N F, o |
{"?{ s : I ; g
' 1-._ Ir : '._I
P N
d?g-’/ @, == - -i:'-""l‘i*."f'lf‘“_‘
H = i | "
£f-g-18-----: o B
) [0 e,
e L W U3

s

Hink 2-4 Mt ludi hinh ng tam gisc  Hink 2-5. 50 d6 chuyén MTDCIT vao
MTECHT
MTDCHT la tap hop cdc hé s6 cia hé phuong trinh tuyén tinh,
lien két n luu lugng nut {Q"} véi n cot ap nat {H"} :

[KR1 {H"} = {Q"} (2.31)

Cac s6 hang cla vécto luu lugng nit toan phén cia mién Q"
la lugng nuée dén (nuéc di) tit bén ngodi vao nut da cho cia mién,
N&u tai nit i khéng cé lugng nudc dén (nude di) thi téng luu lugng
clia cic phén tif tiép gidp véi nit nay, va s6 hang thd i cla vécto

-luu luong chung cing sé bang khéng.

MTDCHT cing nhuy ma trdn dd cing cia phédn ti déu déi xing
vi#i duding chéo chinh. S8 hang l6n nhét vé tri s6 tuyét dfii ctia mbi
hang 14 86 hang nAm trén dudng chéo chinh. MTDCHT ¢ cdu tric
dai, cé nghia la cdc s6 hang khéc khong lap thanh nhdm dudi dang
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dai bang doc theo dudng chéo chinh. Vi dai nay déi xing doi vai
duémg chéo chinh, cho nén trong bd nhd ecda MTDT chi tao ra va
lyu giif nita trén cia dai la du. Chiéu rong cia dai, cd nghia la sd
cac s hang d mbi hang cla MTDCHT, duge xdc dinh bai su khac
bidt cuc dai Pmux ciia céc 56 higu thudec mot phan ti va bang (P,
+1). MTDCHT thuoing duge luu giit trong viing nhé riéng biét cua
MTDT theo hang, déng thai dé luu giit cdc hang ngan via néu cho
déu dan, thi cing phai chia ra cdc khoang nhd cd do dai (P, +
1) gibng nhu déi véi cdc hang trén. Nhu vay, dé luu giidt MTDCHT
cén phai cd mot viing vai chidu dai n(P__ + 1) s0.

2.1.3. Diéu kién bién

MTDCHT lién k&t cde luu lugng nit voi cde cot ap nut chua
bigt. Tuy nhién & nhing nit trén bién, cing nhy nut & bén trong
o6 thé cd cot ap : do la mic nude &n dinh trong hé trén bién cla
viing trong 16 khoan thoat nudc, trong b& thu nudc cua hd mdng.
M#&i mot cot dp duoc dua ra sé rat bot s6 dn s6 di mot don vi, Dé
dira cot ap da cho vio nit thd i cn nhan cbt ap nay vii cac hé sd
clia cot thd i cia MTDCHT va, k&t qua nhan sé duge b sung (vdi
ddu nghich ddo) vao cdc phdn ti tudng dng cia vécta luu lugng
nit. Sau dd hang thd i va cot thd i trong MTDCHT lap duge sé
trd nén khong cin thiét, cd thé loai bd ching va giai hé phuong
trinh d6i vdi cac 4n s8 con lai. Cde phuong phap khac dé& giai he
co s6 An s6 khong ddy di sé nghién edu & mue 222

Sau khi giai hé phuong trinh, viéc dat cac cit ap nut tim duoe
vao céng thite (2.13) cho phép xdc dinh tée d6 thim trong cic phin
ti, con dat ching vao phuong trinh (2.21) sé cho phép xdc dinh
Juu luong tai cac nit cd cot ap da cho. Hinh 2-1,b trinh biay dudng
ding cot ap dudi dap.

2.2. BAl TOAN PHANG CUA LY THUYET DAN HOI

221, Phén t hiru han va céac tinh chét cua né

Trong bai todn phang cia ly thuyét dan héi, cac di€m cla mién
Gng sudt cd chuyén vi biu thi bang céc thanh phdn u va v doc
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theo true x va y tuong dWng. Mai thanh phdn nay la ham lién tuc
cia cdc toa db va co thé bidu dién bang dd thi dudi dang cac mat
tron bén trén cic mat phiang x va v (hinh 2-6). Sau khi phan chia
mién da cho trong mat phing x va v thanh ede phén L tam gide,
ta xdp xi cac ham chuyén vi tron trong pham vi cac phén tir ("4
bén trén phan tu" theo hinh 2-6) bang cdc da thic tuyén tinh :

u=a]+a3x+a1y l
¥

v=a, tax+ay {2.32)

!
trong dd a, .. «, — la tap hop cac hing sd.
Khi dat cdc tpa d6 nit vao cac phuong trinh (2.32) ta sé nhan
duge bigu thic déi véi sdu thanh phdn chuyén vi nat ;

{a} = [A] {e}, (2.33)

trong do {4} = {1.1Luj1.1k1.rl.'|.rj1.rk}T
1 X, ¥, 0 0 0
1 X ¥ 0 0 0
[A] = 1 X, ¥ 0 0 0
0 0 1 X, ¥
0 1 X, ¥;
| 0 I Y

Tit phuong trinh (2.33), ta bidu
dién vécto {a} qua cac chuyén vi
nut

{a} = [AITT {8} (234)

Sau khi tinh gid tri cha tat
cd saun hing s6 o va dat ching
vao phuong trinh (2.32), ta
nhan dude cdc bidu thic tugng
tu ehng thie (2.5) :

Hirmh 2-6. Xip i ham chuyén v tron
bing cac manh - phin w.

o8

— ]

u NIUI_ 6 Njuj + Nk“k

v o= N.Lv. + Nivj + Npv,

{2.35)

trong dé N, N, N, - la cdc ham dang cia phdn ti tam giae,
duge xdc dinh bang phudng trinh (2.6)

Bién dang tuong d6i trong pham vi phén tif dude xdc dinh bang
cach ldy vi phan bi€u thic (2.35) theo cdc toa do -

du " b ’ .
£ = == N, + ijul + N' u, ;
av "
= — = N + N' v + -.
by = 3y Ny + Ny + Ng¥
iu " f}"{ - N e W P
g Ty T T it ky K

¥ 1 8
+ Ny, + N]xvj + BN

hodc ¢ dang ma tran

{e} = [B] {8}, (2.36)
trong do {e} = {g £ },w}'l',
Ny, Ny Ny oo 0 0
[B] = 0o 0 0 N NN (2.37)
N'.!J N’j}_ N'kf N, N‘j,i W

Gid tri cac dao ham cia ham dang dé dang nhén dugc bang
cach 14y vi phan cac bigu thie cia ching. Chang han, ldy vi phan
bigu thdc (2.6), ta cd

1 , 1
= ﬁb"’ﬂi‘r‘_ TR {2.38)

Cdc ng sudt {6} = {6, 0, yw}"' trong phdn tit dan héi lién hé
viti cac bigén dang bang dinh luat Hooke
{6} = (D] {e} = [D] [B] {4} (2.39)
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Dang ma tran [D] dii vdi diéu kién bién dang phang va trang
thdi @ng sudt phang duge xac dinh bang cdc phuong trinh (1.10)
va (1.11). Cédn ldu ¥ nhitng dac tinh quan trong cia phan ti hitu
han tam gide :

a) Chuyén vi u va v (phu thudc tuyén tinh vao céc toa db trong
pham vi phédn ti) thi thay d6i tuyén tinh doc theo dutng théng
bdt ky trong phén t, ed nghia la cic doan thang trong phan ti
khéng bi bién dang - k€ ci cdc canh cia phdn tit - cing vin thang
ngay ca khi phédn ti bi bién dang ;

b) Cdc dao ham clia ham dang N' khéng phu thudc vae toa dd ;
tri s4 clia ching cing nhyv hién dang va ing suft duoe xdc dinh
bdi ching trong pham vi phidn ti la khéng déi.

Diéu kién lién tuc dudge thoa méan néu cdc phdn td trong qud
trinh mién bi bién dang vin gid dude sd tidp xic vdi nhau tai cic
digm nit.

Phucong phap phdn ti hiru han gid thiét rang, sy tuong tac lue
giita cdc phén ti chi xay ra tai cac diém nut. Bién dang cia phédn
tit ti dang 1 (hinh 2-7) 4én dang 2
xay ra la do tdc dung cda cde lue nidt
F, F. va F_ ti phia cic phan ti ké 7|
lién Il'mal: do cdc tiac dong bén ngoai.

M&i mét lue nit lai duge phan thanh

hai thanh phan doe theo cdc truc toa

da. DE rit ra quan hé gitta sau thanh

phin lyc niot véi sdu thanh phin . |
chuy#n vi nit ngudi ta sl dung nguyén e
ly chuy€n vi kha di duge trinh bay nhu
sau : khi chuyén vi kha di cda cdc
difm nuat 1a nhé vo han thi cong cha  Hink -7, S0 46 bign dang cla
cdc lde nit phil bidng cong cac dng AR Bk R 1
suit bén trong. Ta cho nut i mdt chuyén vi nhé v6 han dd theo
phuong true x. Khi dd vécto toan phdn cla chuyén vi nit sé cd
dang

{dd} = {d500000}' =d5 (100000}7 (2.40)
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Khi chuy&n vi do 1a do cdac ngoai luc nit giy ra thi cong cla
ngoai lye chi do luc F thue hién :

A, =d5F,

Bién dang trong phdn t do chuyén vi nat i da cho gy ra duge
xac dinh theo cong thidc (2.36) :

{de} = [B) {dd} (241)

Cong cia cdc iing sufit trong thuc t& khi xuit hién cac bi€n dang
tang thém {de} (nhd v han d6i vai thue t&) la

A, = [ deg, +deg, +dy 7 )dS
5

= [ {de}? {5}dS (2.42)
)

Pat cac bi€u thic (2.39), (2.40) va (2.41) vao phuong trinh
(2.42) ta nhan dugc

A,=4ds [ {100000} [BI'[DI[B] {8}dS (2.43)
5
Can bang A, va A va gian udc ca hai v& cia phuong trinh
cho dd, ta eod bigu thic d6i vai luc

F.=J (10000 0}B]'[DIB]{&}dS (2.44)
5

Cho ldn lugt cde chuyén vi kha di d4 theo phuong cla nam
thanh phéin luc nat con lai, ta thu duge tdt cd sau phuong trinh
litn két cac lue nut véi vecto cde chuyén vi nut. Cac phuong trinh
nay cd dang nhu phuong trinh (2.44) chi khéc trong s6 hang thid
nhit cda bifu thie dudi ddu tich phan, sé mdt sé lan luot chidfm
ché tit thit hai dén thi sau. Hop nhit tat ca sau phuong trinh
thanh mot phuong trinh ma trin va bd qua ma tran don vi duge
lap ra bang cdc s6 hang thd nhédt cia cdc phuong trinh, ta ed

{F} = [K1{4) (2.45)
trong dd [K] = [ (B)'[DI[B1dS {2.46)
b1

Ih ma tran db elng cha phén td (MTDCPT).
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Nhu trong bai todn thim da dé cap trude day, do tinh khong
ddi efia dao ham ham dang trong pham vi phén ti, ta thay thé
phép ldy tich phan theo dién tich bing phép nhan vai dién tich
A va thu dude bi€u thic cudi cung d6i v6i MTDCPT cia phdn
ti tam gidc :

[K] = A[B)'[D]{B] (2.47)

Ma tran d6 cimg phidn tlr tam gidc (cung nhw ma trén thim - xem
cong thie 2 23) co thé duge trinh bdy dudi dang khing chia ham dang
& dang twong minh

Kl = (AT '8 "B A" (2 48)
trong do
0 1 0 1] 0 0
[B'] = { i 0 0 0 1

Dé dang nhan thdy rang (B] = [B')(A]"

Ma tran d8 cding phédn td tam gide o6 hang 6, nd déi xdng d{i?
vdi duting chéo chinh. N&u cha y tdi quan hé (2.48) va (2.39), thi
cd thé trinh bay céng thic (2.45) dudi dang :

{F} = [ (B1'{o}dS = a[B]" {6} (2.49)
-1

Dd 1a quan hé quan trong, lién hé gida cde ding suidt trong phin
tit véi cde lue nit.

2.2.2. Ma tran dé cirng hé théng

Hop nhdt ciac ma tran dé cing phin td trong MTDCHT (K"
duge tigén hanh theo cong thic 12.30) va theo quy tde nhu trong

bai todan thdm : s6 hang K:} cta MTDCHT la tdng céc s6 hang K,
Iy tif cdc ma tran 4o cing clia tdt ca cdc phén tdf tiép gidp vdi
nit ¢d bac tu do thd i (chuy&n vi thd i va luc thi i).

Néu i = j, thi 6 hang K[} cia MTDCHT sé nam trén duding chéo
chinh, va nd sé 13 téng cdc s6 hang tuong dng tif cde ma tran dé
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cing cia tdt cd cdc phén td ti€p gidp voi nat cd bic tu do tha i.
Néu nhu i # j, thi =6 hang F.” sé khong nam trén duding chéo chinh,
vit nd sé la tong cla hai 56 hang thuéc cic ma tran dé cing chi
van hai phan ti tiép gidp dong thoi véi cdc nit ¢ bic ty do i va
J- Nhu vay, s6 hang trén duimg chéo trong MTDCHT ro rang lan
hion bit ky s6 hang nio nam trén hang hay c6t dé nhung khong
phiti trién duding chéo chinh. Pac tinh nay ]a co ban khi chon céc
phuang phap giai hé phuong trinh. MTDCHT cé hang bing gdp
i =0 nat © méi nat co hai bac tu do, tuong dng vai hai phudgng
trinh. Ciing nhu trong bai toan thdm, MTDCHT cta mién dan héi
liv d6i xiing va co edu tric dai. Trong b nhé eda MTDT chi hinb
thanh va luu tru phidn trén cta dAi ed chidu rong bang 2P o h 1),
trongr da PP~ 14 khie biét cue dai cda s6 hiéu cdc nit cia moL
phin td D& Juu trd phan MTDCHT da hinh thanh edn phai oo
truing dai ntl? 4+ 1), trong do n la 36 nut coa toan bd he thing
cie phiin to MTHCHT lién két cac lue nat da bift va cde chuyén
vi nut chua bict thanh he phuong trinh tuyén tinh :

[KM" (8" = {F1} (2 50)

Vecto cde e nut duge tao thanh tir cde tdi trong tap trung thue
dé cho hoac tit cdc lue phan bé trén duang bién hoac trén mat clia
mién duge quy thanh cde lue nit. Viée quy trong lue (hoac lue
quan tinh) thanh lue nut thudng duoe dua vao chuong trinh. Ding
thoi trong luong cia mbi phan tid - tich gita dién tich cia nd vai
di chat va vdi gia tde trong trudng (hoac gia toc da cho nao dd) -
thi duoe phan bé déu gitta ba nit cia phdn td.

Neéu chuyén vi mit thi i nao do da biét, thi s6 4n duoe giam di
mot dun vi. Khi 4y cde thanh phén cia et thd i trong MTDCHT
ciin phai nhin véi chuyén vi dd va két qua phép nhan duoe bd
sung vao cac jue nat da ed (vai diu nguoe). Sau dd edt tha i va
hang thi i coa MTDCHT, edng nhu s6 hang chua biét thy i trong
vectd lue cd thé duge tach ra. Cd thé cd nhitng cich khde cho phép
tranh dude nhitng thii tyc cing kénh, “loai bé" nhitng hang va cot
khong cdn thiét khai MTDCHT.

Trong chuong trinh ela ching toi (duge trinh bdy & phan phu
luc), khi gidi hé phuong trinh. ta don gian bé qua cic déng va cac
cot cia MTBCHT cd s6 hiéu eda chuyén vi da cho. B& luu tri ddu
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cua cac chuyén vi da cho, ta sif dung loai ddu toa do cda nit tuong
ing (con toan bd ludi cdc phidn td thi duge tao ra d goc phén tu
cd toa d6 duong). Phép céng cic "tich nhitng chuy&n vi da cho va
cac hé s8 tuong dng cha MTDCHT" véi cac thanh phin vecto luc
duge tién hanh truc tié€p trong qua trinh giai hé, diéu dd cho phép
luu trit vecto luc & dang khong thay dé6i. Tha tuc chi tiét hon trinh
bay ¢ muc 2.11.

R.Pein va J.Irons [5] da dé nghi cdck khac sau day. S6 hang
chéo thit i cia MTDCHT duge thay bang s6 A nao d6, Ion hon mét
a8 béc so vai cac thanh phén con lai cia MTDCHT (ching han,

= 10%, cin s6 bang DA (D !a chuyén vi da cho) duoe dat vao
chb cia iue thi i chua bift trong vecto cdc luc niat. Sau do hé duge
gidi theo trinh ty thong thudng.

Ré rang 14, sau cdc phép thé nay hang thy i cia phuong trinh
trong hé (2.50) cd dang

AS, +2 (k8) =DA, (=zi+1), (2.51)

ik
trong dg 2.tk S) - téng cdc tich cia cdc s6 hang hang thd i khong
thutic duétng c’hen cia MTDCHT va cde chuyén vi chua biét d

Vi tri 6 A l6n hon 2 (k. 63 nhiéu, cho nén tri s6 chuyén vi 4, tim
duge do gidi hé phuong trinh trén thuc t& sé bang tri s& da cho D

Theo céng thide (2.36) va (2.39), cic chuyén vi nat tim duge cho
phép tinh bién dang va chuyén vi trong cic phdn ti. Cac luc, do hé
phan tif truyén dén cac litn két od cde chuyén vi da cho, co thé tim
duge bang hai phuong phap. Thi nhit, thanh phin vecto lue thi i
{chua bigt) co the tim duge bang phép edng cace tich clia nhing hé si
thudc hang thi i cia MTDCHT véi nhitng s6 hang cia vecto chuyén
vi. Néu trong qud trinh gidi hé phuong
trinh, cde hiang cdn thigdt cia MTDCHT
khong duge luu git thi phuong phap
tinh toan cac lyc chua biét nay doi hoi
phai tao lai MTDCHT. \\i

Cd thé dung mdét cdch khac. Trong
dd, theo cong thiic (2.49) ngudi ta tinh

todn phin lue gdp (theo cde dng suit Hink 2-8. S0 J4 tinh todn
lfhng lue nut

b
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da biéiL) cda tdt i cdce phin td (trén hinh 2-8 4 3) tiép gidp vdai
nut nghién ciu co chuvén vi da cho. Tong cha tdt cd cdc luc gop
gé cho tri 20 Ung lve cin tim méa lién k&t tiép nhin.

2.2.3. Dat bai toan va xac
dinh diéu kién bién
Ta nghién citu trinh e gial

}iﬂfl
bai toan trong thi du cu thé /Ll\’ in
l'

',,lf'

{mong bang nam dudi tai trong

phéan hid da bift, trén ban khing
gian dan hoi thinh 2-9)) ;

Su 1on tai tryuc doi xdng cho
phép chi nghién ciu mét nua
mifin, 'l quy dinh kich thude cia

mién xuat phit tit dac tinh trang E f'________ B hE 3
thai dng sudt bién dang da du

tinh clia méi trudng sao cho didu

kién bifn it Anh hudng téi cac kit

qua ta quan tAm - nhu do lin cua  Hink 2=9 5040 @il b toan mang
mong hoac ing sudt trong viung din cin mong. !ifn nhién la khi tang
mién nghién oo thi dd chinh xdc ela loi gai sé tang, tuy nhién diéu
dd =& cing lam tang thoi gian chay may va no luc chudin bj théng tin

|
o~ ,/ 1
|
i

Khi tién hanh phin chia ludi cac phian td hitu han can luu ¥
ring, phép giai ¢da PPPTHH trong pham vi phén tif tam giac sé
cho cae gid tri Wng sudt khong ddi. Vi thé tai nhitng noi cé Gradién
Ung sudt cao da du tinh, ludi cdc phén tif cdn lam day dac. Vi cde
canh cua phan uf tam giic khi bién dang van thang, che nén can
tranh s dung ciac phan td hep va dai. Néu 4p dung mang ludi cac
phan t tiéu chudn (déu hoae duge gav dung theo quy luat nao dal
s& cho phép tu ding hda viéc tinb cac toa d6 nut va rut gon dung
luong théng tin dua vao ; nhung théng thudng cde mang ludi khong
déu lai ti€t kiém thoi gian chay may hun

Trén true dii xing, cdc Ung sudt ti€p bang khéng va cde chuyén
vi vudng gdc vai bién nay bang khing Nhing didu kién nay dam
bdo hoan toan ding Kkhi cho cée nit trén bign AB (xem hinh 2-9)
cdc chuyén vi :u = 0
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N.é'u cac trong lye duge dat vao ede phén td cua miln va cd the
dy tinh d6 lun chung cla cdc nit, thi trén bién CD cho cdc nit
nhing chuyén vi nAim ngang bang khéng la hop 1y hon ca. Néu
khong cho cdc trong lue, va bién dang sé chi do tai trong tac dung
vao mang gay ra, thi con cd the cho ca cac nut trén bién CD nhiing
chu:,ré:n vi thang ding bing khong. O bién dudi cho edc niat nhing
chuyén vi nim ngang va thdng ding bing khong la hap ly.

Hé lién két (co cac chuyén vi da cho) trong moi trudong hop cin
phai lam sao loai trir duoe chuyén vi tu do hoac xoay cla mién trong
truong toa do. 56 lién két toi thi€u dam bao didu kién nay la - hai
trén true nay va mot trén truc khac. 56 lién két cang nhidu, sd chuyén
vi chua biét eang it, thoi gian st dung may cang it.

Sé hdp ly khi chia déi tai trong phan bd q tac dung lén mdng
gitta cdc nit A va G, khi dd

Fy=F, =ql,,2
trong dé q — tai trong trén don vi dién tich mong ;

1y, = chidu dai doan chéau tai AG.

Buong nhién, hé théng va t¥ 1& cac don i dung cho cac lue, cdc
mé& dun vi dé chat phai nhat quan. Lai giai thu duoc cung phai
theo ty 1& nay.

Hink 2-10. Cic bidu 06 ing suft then io0 gidi [y thuvér (1)
v 1 gidl phin ul hdu han (A v i)

Kinh nghiém cho thiy rang, khi giai cdc bai toan phang ludi
cdc phdn ti cd 86 mit lén hon 300 - 500 la khong hop ly. Néu s&
nul dd khoéng ddm bao mat d6 ludi cdn thift trong mién con cd
cic gradién cao, thi tét hon nén tién hanh giai theo hai giai doan,
() giai doan thd nhdt mién va mién con duge chia thanh cac phén
tit 16n va tién hanh tinh toan Sau dé chi gidi d6i vai mién con
dudr chia thanh nhiing phédn td nhd hon, cén cdc chuyén vi nit
trén dudng vién cla mién con nhan dude trong ldn giai thi nhdt,
duge dua vao nhu nhitng diéu kién bién da cho. O cdc mién co
hinh dang don gian khi s6 phdn tif tuong d&i nhé cing cé thé dat
duge dé chinh xdc cao : Trén hinh 2-10 la so sdnh iing sudt tai
cic difm clda viung xung quanh him theo 1oi giadi gidi tich va loi
oiai s6 (chuong trinh "Dia co hoc"). Ung suét cho trén cac bién cia
mién : 6, = 0.3 ; 6, = 1. Trong cdc phéin ti A (nét xién) mic Wng
sufdt gAn hdm cao ‘Ldn Iy thuy&t mot chit, con trong cdc phan ti
B (nét thodi) thi thdp hon mot chit. Chuyén vi cda cdc nit theo
It giai chia PPPTHH khac vai cdc tri s6 nhan dudge bang giai tich
khéng qua 3 - 5%.

Sy phan tdn dng sudt d cde phin td gay khd khan cho viée phan
tich truding ung sudt (xdy dung dudng ding tri, biéu dé). D& san
bAng Ung suiit trong cdc loi gidi dan héi co thé ldy trung binh s6
hoc cac thanh phdn Ung sufit (6, 6. T ) trong cdc cap phin ti
tam gidc, ma tdng cong lai sé tao ra m?@t hinh td gide tuong dai
déu va chuyén cac Wng suit dude trung binh hda vao trung diém
cia ti giac ; hodc 1a |4y trung binh cac thanh phén dng sudt trén
tdt ci cdc phdn tu tigp gidp vdi nit da cho va dat cde dng suit
duge trung binh hda vaoc nit.

2.3 BAl TOAN DOI XUNG TRUC

Khi cd ddi xing truc vé mat hinh hoe, v& cde tinh chit cia mién
chiu tai va vé cdc didu kién bién giy ra do su chit tai, thi chi
nhitng toa dé r va z cia cdc di€m thudc méi trudng 13 thay dai,
vim toa dé try cda nat 9 thi khong ddi.
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Vi thé su phan tich cé thé
tién hanh chi ¢ mat phing toa
do r - z, trong dd xem phan ti
hitu han la mét vanh cd tigt dien
ngang hinh tam giac (hinh
2-11}. Ta x4p xi cde ham chuvén
vi trong pham vi phédn ti bang
cac da thic tuyén tinh :

kil

u = {;{'I g Gt - T e o “iz I
% 1 (2.5 IO

v =a, e Tl + c:“zjg ”~
hoac tuong tu edc phudng Hinh 2-11. Phin wd hilo han trong
[_rinh {2 1) vi [2_35|| i lexin diew xung tryc
u = I\‘Iul + I\'rul - NL"k
: .53
v=Nv + Nv + Nv [ (2.53)
| 14 k'k |

trong dd N Ni. N, la cic ham dang duge xdc dinh bai phuong
trinh (2.6} ; u. vy 14 cde chuyén vi nit.

Trang thii bién dang cha cac diém thude mién doi xing truc
duge dac trung bang bén thanh phin khac khong :
cHa oy ouo oV

1
2 — + 20 (@254
L ir iz r \ e --‘fi_.-]}' -

(e} = e e &, ) =

i
rE TN ey

Dat ham (2.53) vao phuong trinh (2.54) va liy vi phan, ta co

£y = [BHSL, (2.55)
trong da
Nllr J'“-r ler 0 ﬂ 0
(] 0 N’i; N’ir N'RI
(B] = N, N_] N, (2.56)
== — 0 0 0
I r r
\I.w N.‘j.‘ N’Lr N i N,u' N rIer
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Dé dang nhan thiy rang

[B] = [B][A]7Y, (2.57
trong dd

01006C0 (1 r, 2 00 0]
L o7 00 0
000001 1 I Do o

ikl = [A] = (2.58}
l l z 060 00 0 1 Yoz
r r i} o1 n o
001010 o0 01 r I

Céc dng sudt lién hé véi cdc bién dang bang dinh luat Hooke.
Quan hé cta cdce lye nit vai cac chuyén vi nut dude xdic dinh mot
lan nda, nhés sit dung nguyén ly chuyén vi kha di tit didu kién can
bing cong cla ngoai luc va cong cia ndi dng suit. Khi dé tich
phan khong lay theo dién tich phdn t&, ma theo the tich cua phan
ti hitu han :

(Ft = [ (BI'IDIBHS}dv (2 59)
W

Ta nhan thdy rang, khac véi bai toin phing, ma tran [B}
thay ddi trong pham vi phdn td, didu nay duge xac nhan bai
sy ton tai trong no cac thanh phdn phu thuéc vao r va z (xem
phuong trinh (2.56)). Néi chung, ¢d cac phuang phap cho phép
thue hién phép tich phan sé trong phuong trinh (2 59) ; nhimng
phuang phdp niy sé duge xem xét dén sau nay. Tuy nhién, khi
ap dung cac phdn tf tam gidc cd ba nut & cic dinh sé thu
duge két qua hoan toan thoéa ding, néu cac thanh phin cia ma
tran [B] trong phuong trinh (2.56) (hoac la cda ma tran [B’]
trong phuong trinh (2.58)) duoe xde dinh cho tam cida phin tu
vd cde toa do,

1l 1
r, = E”L + rJ + rk]. z, = ﬁ'[zt + zj + z,)
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va coi nd khong déi trong toan phéan td Ré rang diéu nay tuang
tu gid thiét vé tinh khoéng déi cia cac dng sudt va bién dang trong
pham vi phin ti Gia thiét tyong ty mot ldn nita cho phép thay
phép tich phan theo thé tich cia phan t bing phép nhan véi thé
tich ¢é gid tri gdn bang Zrr A (A la dién tich phén i) :

[F] = [Kl{a}, (2.60)
trong dd [K] = 2xr _A[B])'[D][B],

{4} = {uiuiukvivjvk:-.
Lién két gitta cdc dng sufdt va cdc lue nit duge xdc dinh bing
quan hé
{F} = 2ar AlB]'{6}. (2.61)

Hap nhit cdc ma trdn dd cing ela cde phidn tlf vao cdc ma tran
dd cing hé théng duoe thue hién theo thi tu nhu trong bai todn
phang. Cdn luu y 13 t8ng cdc tri s6 phan bé trén vong tron do dinh
cda mit v& nén xung quanh truc déi xing dude xem nhu edc luc
nit. Trong luong cia phén ti (hoac cac luc phan bé hudng doc
theo truc z) cang la trong lugng cia toan vanh.

Néu khdéng dat UJ = 0 la didu kién bién cho cde nit nim trén
truc d6i xuing, thi két qua tinh todn ching cd thé cho cdc chuyén
vi hudng tam khac khéng (dit 1a nhd)

Gia thiét vé tinh khong d&i cia ma tran [N'] va phuong
phdp tinh thé tich phdn tii sé gy nén cac sai sd lén nhit &
cac phén tit cd kich thude theo toa do r gin voi tri s6 r_ cia
ching, vi th€ ¢ cdc phdn ti gin truc khéng trénh khoi cac sai
s dang ké.

2.4, PHAN TU DANG THAM SO PHANG

Ham x&p xi cia ham chuyén vi chua biét trong pham vi phdn
tir khong chi 1a da thice tuyén tinh, ma con cd thé 1a edc da thic
bac cao hon. Khi d6 cdc dng sudt va bién dang sé khéng 8n dinh
trong pham vi phdn ti.

0

Trong tai lidu [5. 46] trinh bay nhiéu
ki€u phan tit khdac nhau. Ta chi nghién

 fs s
ciiu mét kifu duge ding rong rai nhit T
trong dia co hoc cung vdi phén ti tam 8 4
gide don gidn nhdt, dé 1a phén ti td giac 1 +j§
vdi tam nit. i

Trudc hét ta nghién edu phidn ti ;2 7
vudng trong cdc toa dé &y (hinh 2-12).

Ham xdp xi chuyén vi u va v trong pham  Hink 2-12. 12 thi bidu didn
vi phin tit nay, sé la da thite bac ba : phin w vuong

u=ga + .—xz{ +ayn + <r¢.§q + ﬂ'j.E: + rxhrgz + uT.?_;'zrg + HRE;@E
V=g, tayd tantany +f.!n.f';'3 +“L.1.’?2 + a]ﬁEzq +vrmeq2 (2.62)
Sau khi dat vao phuong trinh (2.62) tri s8 toa dé cac nut, ta
nhan duge hé cic phuong trinh tuong tv hé (2.2) va lien k&t 16
chuyén vi nat véi 16 hé so «,
{4} = Ala). (2.63)

Viée giai hé nay déi vai cdc hé s6 o va dat cde gia tri nay vao
(2.62j cho phép viét ching dudi dang khac :

u=Nu +Nu, +.. + NHuHI

vi= Ny, + Ny, ...+ Ny, r 0
trong dd NI, .y Ng 14 cde ham dang ; Uy, .., vy la cac chuyén

vi mit doc theo céc truc £ va 1.
Tam ham dang cd thé duge tinh theo cac cong thic
1
N|= 1357 = 4_[1 + E,E_Hl * ’i,'ﬂ]‘ﬁf,ﬁ + nn = 1)
12 65)

1 . .
Ni-2408 = a1 = ’Ef*f" =& + &8 + )

Ham dang cia hai nat dac trung duoc biéu dién bang bidu dé
trén hinh 2-13 Cédc ham dang lai bAng don vj khi £ = & van =y,
va bang khong & tdt ca cde nit con lai. Tdng tat cA tam ham dang
tai di€m bat ky cia phin ti ed toa do £, n bang don vi.
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Hink 2-14. 10 th bedu didn min che bam dang cos not O goc
vy cia pic & didm giia canh phin 1 (1=K T so hidu che nat)

B . ta v o du
Tap hop cac bién dang {£} = {g, E} yx}_l' = {?"JE o - f’E, phu
thudc van cdc toa do cia diém trong pham vi phidn t va dugde xac
dinh bang cach lay vi phan edac phuong trinh (2.2) :

i} = [BHS), (2.66)
trong do {8} = fu; vyu, v, v__,I}-],
[N, iN, iNg ]
7): UT TE - []' - PE - 0
Bl = | ¢ E‘ a % _ d:; (2.67)
uN, N, N, N, N, iNg
W W Cw W v i ®

Viée tinh -man gia tri dac ham cia cac ham da_mg cho & cong
thite (2.65) tai didm bdt ky cia phan (U cd cac toa do cu thé § va
n khéng khd khan : khii = 1,3, 57

nNI 1
7 = g5 e o,

khii=2,4,68

”Ni 1 5 2 Z
26 = ol= 2081 + & + g + EQ + plE - &) (268)

Dé co cac dao ham theo 5 chi viée déi ché § va n (k€ ca cdce chi
80} trong cac céng thic (2.68).
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[Fng sudt lién hé vai bién dang théng qua ma tridn dan héi [D)]
thé hiftn trong cdc céng thde (1.9) va (1.10) :

{g} = [D]{e}.

Vide dp dung nguyén Iy chuyén vi kha di sé dua ta dén hé
phuung trinh lién két 16 thanh phan lde nat vdi 58 chuy&n vi nat
faroimgr tu,

{(F} = [K]{d} (2.69}
trong do
b *1
(K] = [(Bi' [(DI[B1dS = [ [ (BI'(DI(Bldidy  (270)
5 -1 -1

Ta nhan thiy ring cdc thanh phin
eda ma tran dudi ddu tich phan bifn
déi theo dién tich phén ta, va su thay
thé phép tich phan bang phép nhéan

-3

PR S SRR JRRPIE. YOt VIS

gid tri diing nao ddy cha ma tran dudi Lo .-.T‘:'f

d&u tich phan véi dién tich cta phén ]

tl s& lam mat chinh xac mot cach vo [ o | I e P

'y oy il S
Phuong phdp tich phian s8 da bit

nhu phép cdu phuong Gauss Hinh 2-14. 50 db nch phan theas

Lezandr, [5], du tinh tich phan ham digm tich philn 1

theo dién tich cta phin tif tuong tu bing cach sau day

Phin tit duge chia thanh 9 phin (hinh 2-14). O méi phin cia
phin td 4n dinh mot diém duoe goi 14 didm Idy tich phan. Tai day
mit gid tri eda haim dude nhdn vdi dién tich cta phin dd (A ),
vén tich phan chung theo dign tich cla phdn td duge coi la tdng
cla cic tich nay :

3 3
K] = E E ‘ﬂmn [E“m]-r [Dmnl [EITIr‘l] (271

m=1ln=]

Can luu y ridng, tinh dan héi cla phdn td xdc dinh ma trén
D, ] cong cé thé khac nhau theo dién tich coa phdn té Hoanh
d6 cde didm lay tich phan trong cdc cdt m = 1, 3 va tung d6 cla
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cic diém trong cde hang n = 1. 3 ihinh 2-14) bing : + 0,774597.
Dién tick cdc phin tlf cua phén tir bang : A

(.g) (§j LA, = {%}3. Diéu nay la két luan

chung cia ma tran do edng phdn tir vudng c6 tdm dinh,

bi:13:33:31 = (g) 2;

‘32.|-_32.:_3;1.z =

Ta chi ¥ ring, cdc da thie x&p xi va cdc ham dang ed hang
bing hang cia ching thi ed dang cia cac da thie bic ba. Néu nhu
ldy mét trong cac toa do khong ddi (ma doe méi canh cia phéin ti
€0 mt trong cdc toa do 1a khéng d4i), thi cac da thic sé trg thanh
cac phuong trinh parabsn. Trude
hét duong thang trong pham vi
phdn tir bién dang sé trd thanh
dudng cong tran.

Viéc sit dung cic phén ti vubng
ty no khéng cd gi ding quan tam,
tuy nhién cd thé 4p dung cac tinh
todn da tién hanh 48 rit ra ma trén
dd cung cia phan tif co dang phiic
tap hon. Ta hay hinh dung ring,
phin i duoe bifu dién trén hinh
2-12, trude day da bi bién dang thay sk 2-15. Bidu gidn
d6i manh hinh dang va cac duting
thing ban d4u trong nd bién thanh ede duiing cong (hinh 2-15).

phin W cunh cong

Céc toa d6 &, 5 va phép dianh s6 cde nat cia phin t tir 1 dén
B ta goi la cde ton do cuc bé va phép danh s6 cuc bo, khde viai cac
toa dd toan cuc x, y va phép danh s6 lién tuc toan cuc cdac nut
trong toan hé cia cdc phin tr. Khi coi toa dd todn cuc cla cde nat
nht cdc thanh phén chuyén vi nit g duge do bién dang, ta ¢d thé
sit dung phuong trinh 12.64) d€ xic lap méi lién hé cdc toa dé x
va y cia bit ky di€ém bén trong nio cia phan tif véi cde toa do &
vi n cia nd trong nghich Anh vubng cla phén ti va véi cde toa
ddé nut {x, ¥, ¥z) :
x =Ngx +Nx, + ..+ N:-:xr:l_

8 (2.72)
y=Ny + Ny, +...+ Nufaj
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trong da N - N, 1a cdc ham dang duge xac dinh bdi phuong trinh
(260

Né&u nhu phin tif cong da cho bing cdch do cd bién dang mdi, thi
chuyfn vi cua cac di€m bén trong cd thé lién hé vai chuyén vi cla
cie difm nat thing qua phuong trinh (2.64) nhé chinh cde ham
dangg N, - N, da duge dién ta trong hé cac toa do ban dau &, n
Nu, + Ny, + ...+ Ny,
N.v, + NEVE ¥ et M I

. (2.73)

v

PPhan tU ma trong dd mot tap hop cde ham dang nhu nhaul duge
sif dung dé mé ta phép bién déi toa dé, cing nhu d¢ xdp xi ham
cAn tim (chuy®n vi, cot dp v.v...) duge goi 1a phan ti ddng tham
s6. Anh xa clia phén ti cong lén nghich dnh vudng cho phép su
dung t6t cac phuong phdp tich phan 56 khi rit ra ma tran d6 cing

. du i
cua nd. Cédc bién dang trong phin tit £ = B G = ay’
¥ = o + i duge xde dinh bang cach 18y vi phan cic phuong
xy iy ax : ‘
trinh (2.73) theo toa dé {£} = [B]{4}, trong dd
N, ; N, ; Ny .
ox ix Tt g
N N N
Bl=|0o —— o0 -—;---2 o0 2 @274
dy y dy
9N, aN, @N, aN, oNg Ny
H‘d‘y_r. ox dy ox ay %

Céc ham dang 14 cdc ham toa dd x va y, va viéc tinh dac ham
oN, N, )
— va = duge thue hién theo cong thic
¥

ox
N, aN,
W e W
ay )



trong do [J] la ma tran bién ddi toa do (ma tran Akobil ;

1

r“i !"II-
iy N, oN, Nyl %y ¥,
_ | e _ | W aE ey b
¥} = i iyl T N, iN, NG| | ? \2.76)
Wy . iy g g T | |-
" -Y'H.J
ihy {i_‘,r- .
i Ot
| R ] 2.7
[ I |J| Iﬂx I:.;IX . fﬂf?]
- ia}j g

trong dd |J] la dinh thiée cia ma tran Akobi (akobian)
_x dy i iy .
I} = JE rJ'rE'l- - i AE (2.78)
Ung sudt lién hé vai bién dang badng ma tran dan héi [D] - xem
cdc edbng thaie (1.8), (1.10), (1.11) -

{6} = (DMe}.
Ma tran d6 cing cia phin tit thi nhan duoe nhi si dung nguyén
li chuyén vi ban ddu va cd dang
[Kl = [ (BI'[DI[B]4S (2 79)
=
Viée ldy tich phan theo dién tich cua phdn t thue duoc thay
thé bang vigée lay tich phan theo dién tich nghich 4nh vuéng cia
nd. Gitta cac dién tich co ban dS = dxdy trong hé toa do thue va
dédn trong hé toa d6 nghich anh eo quan hé
d5 = abs|J|dédy (2.8
trong dd abs{J| 14 tri s6 tuyét déi cia akobian. Khi dé bidy
thic (2.79) cd dang
1 +
(Kl = [ [ abs{J|[BI"(DI[B] ddy (2.81)
=} =
Khi chuyén sang tich phan 4 theo cach tuong tu cong thie

(2.71), ta cd cong thic cubi ciang vé ma tran déb cing cla phdn td
(MTDCPT) :
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—
IK] m Z E "'\li.ﬂnahsl"drnnl [Hmn].].[nrﬂn“}imn} (2.82)
m-=ln=]
Tuong ty vai cong thie (2,491, ti bigu thde d6i vai MTBCPT
(2.82) ta vi€t ra duge quan hé gita cdc iuc nét vA cac dng suit
irong phdn ti ding thong s tam nut

L] 3
(F} = Z 2 ‘ﬁlnn"jhsi*imn

m=1n-1|

trong d6 {6, } la cdc ing suit (66,7 _}" tai di¢m ldy tich phan.
Toa d cta cde diém ldy tich phan £ va g va cac trisé A da duce
biét trong phin giai thich céng thde (2.71). Cac gia tri [B
r']mr-l duge tinh todn tai mbi dicm lay tich phian

Khi sl dung cac phan tu dang thong s6, cic lue nut tuong duong
cua cac luc phan bd cd cuiing d6 trén mot don vi dign tich la 7y va
¥, (tuong dng doc theo true x va y) duge xdc dinh theo cong thic

[B._ 1" (e ), (2.83)

[
5 mr!] imn

'I'l'lll:I v

k1

‘ F i ;j- -2:: "\|dh | HET] |

X' i [ I B

gy e = NdS§; "L (2.84)
IP'!'-'_. if :;} Nldﬁ[ J- 1 i.ij!

Chuyén sang tich phin theo cic loa d6 £ va g va sau dd, thuc
hién tich phan =8, ta cd

4 £}
Fx.: = Y.w: E 2 ﬂ'mnahlermll Nl.rnr‘l ¥ 12'85-5

m= =]

Bifu thic déi vai F., cd dang tuong tu. Cac gia tri cia hé s
A, va bidu thic doi voi |J| da dé cap & trén

Su phan bé cac lue nit tugng duong duge tinh nhu trén cd thé
khong duoe nhu dy dinh. Trén hinh 2-16 dua ra cic lue md phong
trony luc trong phén L& vudng cd trong luong riéng bang méot don vi
S phan bo lue trong phin tif cd cde canh cong con phiic tap hon nita

Vide gquy tadi trong chu tuyén phan bs déu thanh cde lue nut
twong duong cdn duge tién hanh phi hop véi ede him dang khac
khiing dang tén tai trén bién nay. Chdng han, néu dat tai trong
(khong nhat thiél 1a déu) l1én canh cia phdn Ui o6 cdc nat 5, 6, 7
{hinh 2-17), thi cac ham N, N, N, trén canh do sé khac khéng
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Trén doan phan t6 can bién, ma hinh chifu cda nd 1én true x bang
dx, s& chiu tac déng cia mot lue q,dx. Luc nay phian bd giita cac
nit 5, 6, 7 ti 1& voi tri s6 ham dang cta cic nut nay trén doan dx

aF,) [N
dF}'J; = Nq. mdx (2.86)
dF, ;| |N,|°

Toa d6 x la ham cia cac toa do nghich &nh £ va 5, va trj s8
ax ix
dx = JE dé + W dr . (2.8T
Trén canh cd cdc nit 5, 6, 7 thi 7 = const.
Vi thé khi bé 56 hang thi hai trong cong thic (2.87) va ldy vi
phan ham x (2. 72), ta cd

dx = §d &, (2.88)
trong dod
g = {N’S g X5t N'ﬂf X, + NT?E X,). (2.89)
-1/3 by -
4/3
—_— S . e
£/3 izl X
33 -
S NS
i /3
Hinh 2-16. So &0 quy cac lue Hink 2-17. S &b quy téi trong chu wuyén
phin b0 thanh cac e nue. thinh e nut.

Dao ham cia cdc ham dang con lai khong trinh bay, vi N

48
trén canh ndy cha phén (it bAng khong

Sau khi dat gia tri dx ti phuong trinh (2.88) vao phuong trinh

(2.86) va ldy tich phan theo £ tir -1 dén +1 (ti nit 7 d&n nut 9), ta
nhan dugc

T8

F}'.f.‘ +1 N
Foor = [ IN, q fdé (2.90)
F. 4 “1 [N,

Van dung phép ciu phuong Gauss - Lezandr, C6 thé dua ra
dang xfip xi sd cua tich phan (2.90)

. < {[Ns
F'.',l; T ﬁ Nﬁ q‘ﬁ +
I Fy_'." N?
) £ = = TT4597
[ 5 s
Fgliteasl gl Nejas
N? N'.l'

&= \ & = 0774597
16 la phép x&p xi khd the, va tdng cac lue duoe tinh sé khong
dung bang tdng tdi trong trén canh cla phin ti. Su khae biét
khing lén co thé dem phan bd déu gida cdc niat. Néu canh cla
phan td nghién edu la doan thing dai 2b va nit gilta nadm o chinh
fiva cua canh, thi tai trong phan bé déu duge phan chia giva cac

T | 4 |
nit theo ding t1 1é 3 qb, 3 qb, 3 gb. T4t nhién cdn phai lap chuong

trinh quy cdc lyc phan bé theo dién tich thanh cic lue nut va tét
han hét 12 tién hanh lap ma tran dé cing cida cac phin tiu theo
vhu trinh. Tinh todn lue nit tit tai trong phan bé theo chu tuyén
tduwge thue hién mot cach don gian hon bing tay.

Thuat todan da trinh bay dé lap cic ma tran do cing cia phan
dang théng s méi thoat nhin cd vé rdt cong kénh, tuy nhién chuong
trinh duge lap mot cach hop h thuong khong phie tap hon miy so véi
phudng phap x4p xi tuyén tinh cac chuy@n vi déi vai phan t tam gidc.

Tit cong thde (2.82) ro rang la MTDCPT vé ban chat 1a téng
et chin ma trin duoc tinh déi vai méi didm ldy tich phan. Vi the
viae ham hop li 1a sau khi lap cac chu trinh theo 36 hiéu cit m va
hang n cia cdac di€m tich phan thi tinh cic ma tran nay va ding
thai chuyén cac phdn tif eda chung téi ché cia minh trong truing
cuit ma tran dé cing he théng. Khi d6 cac cong thic sau day dude
viel bang ngén ngit Fortran ¢6 thé la hitu ich. Cac toa dé didm lay

T8



tich phian & va 5 (KSI va& ETA) phu thude vio s6 hiéu cét M va 6
hi¢u hang N 14 can thiét khi tinh cac thanh phdn eda ma tran [B]
va [J] trong cong thic (2.82) :

KSI = (M-2) * 0,774507

ETA = (N-2) * 0774597 |
Hé s A . (DEL) trong cong thic (2.82) phu thude vao M va N ;
DEL = (5./9)) *S(IABS(2*IN2) - N1 +

+ IABS = (2 * (M/2) - M) * (B./9.) ** (] -

- IABS (Z * (N/2) = Ny + i1 = TABRS(2 *M/2) - M)
Néu lap ma tran [B] theo cong thic (2 .74} trong chu ki voi cde
s0 hidu cda cdc nut tu [ = 1 dén | = 8, thi cdc Loa do nat & va g,
cd thé tink theo cong thic :
KSIT = (1 - 4) * (8 - I} /IMAX (TABS (I - 4y, |*
*FIMAX (8 - 1y 10 ;
ETAL = (2 = b * 4] - 8{ITMAX (TARS (2-I}, 1) *
* IMAX (JABS (T - 65, 1)),

So dd khai tdng quat cia chuong trinh lap MTDCPT cho trén hinh 2-18.

U'u diém cua cde phén ti ding tham s6 bac cao so vai cic phdn
ba nit 13 : do chinh xdc efa léi gial cao hon (khi s6 nat nhu nhau), cd
thé md ta cde bién cong chinh xdc hon, ed thé rit gon lugng thong tin
dua vao. Nhuoe diém 14 : tinh phiic tap cia ede bai todn lue chu tuyén,
su han ch& vé mat hinh hoc khi xay dung ludi cac phan v, chifu rong
cia dai cac s6 hang khae khong trong MTDCHT kha lon.

Trén hinh 2-19 theo tai lidu [5] cho ta so do ddm edngxon, duoe
phan chia bdi ludi ede phan tir tam gidae (2) v diang tham 36 tam
nut ib). 56 nit trong ca hai so d6 14 nhu nhau, tuy nhifén vai cac
phin td tam gidc chuyén vi cia diém dat tai trong la 0,53 so vl
loi giai chinh xac, con dng suit cue dai trong ddm la 0,51 ; con
vii cde phin tit dang tham s5 thi ca chuvén vi lin dng sudt déu
bang 0,99 so vdi cac két qua thude 181 gidi ehinh xdc.

Trong phén ti ding tham s6 da dé cap, mét tap hop cic ham dang
nhut nhau dude sir dung dé mé ta hinh hoe (phuong trinh (2.72)) va
chuy&n vi iphuong trinh (2.73)) Néu dé mo ta chuyén vi ma si dung
cdc da thie bac thip hon, thi phin t0 duge goi la phan tie tham sd
trén, con néu be cao han thi goi la phin #f tham s6 duoi
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Xéc 1ap sy tuong dng gida cac 58 higu,
cuc bd va toan cyc cda cac nul phin

.—,i Chu trinh theo oot ciia cac diém tich phan m = 1,3 |

[ ]
————»{ Chu winh theo hang cia cac diém tich phan n = 1.3 |

i
[ Tinh 1ga g0 cic diém tich phan KS1 va £TA va he s6 DEL 1

!
—4-[ Chu trinh theo cic ndt cda phn w1 = 1.8 ]

| Tinh ma wén 1] theo cang thic (2.76) |

—r 1=87

sai 4 ding
| Tinh (1} theo cong thic (z,vayj

-——a-lﬁu trinh theo céc nit cha phin Wi [ = 1.8 ]

t Tinh ma tran |B] theo cong thic (2.74) I

Tinh cac lye nit Fx va Fy & nit ol céc Iye khii theo cdng thilc (2.85)
1 diém tich phan va chuyfn ching 19 vecld cila cie luc hé thong

— | =8

LET! + ding
P | - oL
Chuyén [B] thanh (B]" |

R
Nhan DEL |' ﬁl’}][Nm
e B gL

N=37

&ai & .ﬁung
M=37

s + -dung

Hink 2-18. S0 d@ khei 1000 godt cda chaong trinh [3p MTDCPT




-
e r— — [ ]

ot z" | ™ L~

- i Lf_T - S SR

Hink 2-19. [34m congxon
Bac biét 1a trong phén ti tam nat dé mo tad cac chuyén vj od
theé chi si dung cédc chuyén vi cia bén nit & goc théng qua bin
ham dang tuong dng cd bac thap hon :
U= Nlul + N3u3 + Njuﬁ 1 N.l,u.r l

v =Ny + Nyvy + Novg + Now, [ (2.91)

trong do N| - N. la cac ham dang dude xdc dinh bang biéu thuc

1
Ni =3 0+5 80 +q . (2.92)

Phan ti tham s6 trén cd tam nat va bén didm tich phin & bén
trong dudge ap dung khi phan tich dan déo (xem muc 2.7},

2.5. BAl TOAN BA CHIEU

D& gidi bai toan ba chidu cd thé si dung cdc phdn tif o6 dang
tif dién bén mil véi cdc ham chuyé&n vi xdp xi tuyén tinh hoac 1a
cae phan ti dang tham sé c6 dang bat ky.

Viéc xay dung luéi khing gian cic phéan tr hitu han tir cie tit
dién khac chiéu phic tap vé hinh hoe, vi thé truse hét thuang
ngudi ta chia mién thanh cac khéi sdu mat titu chudn nao do
"nhiing vién gach®) ¢6 tam dinh. Bang phuong phap tiéu chudn cd
thé phan chia méi "vién gach” thanh nam tu dién va coi mbi phén
nhu la phén ti hitu han. Tuy nhién sau khi mién duge phan thanh
cac vién gach, ding hon nén coi cac "vién gach" nay la cdc phin
tit ding tham s6 cd tam nit & dinh. Trén canh coa khéi sau mat
vé nguyén tdc cd thé tao thém mét hose mét sd nut, tuy nhién
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view it dung cac phdn ti ding tham sd phuc tap t.mr!g c‘ﬁ-:: bai
ioan khong gian sé lam tang manh chiéu rong cla dai cdc s6 hang
khiae khéng cha MTDCHT.

Vi thé trong thuc t& giii cie
hii toan khéng gian thuding ap zh
dung khéi sdu mat cd tAm nit,
trong d6 ta chi dua ra ma tran
o eiding cia nd ma thoi.

Nghich dnh caa khdi sdu mat
khong déu (hinh 2.20) la khdi
lip phuong trong toa dé &, 7,
ma toa do cdc dinh bang 0, +1

ac -1. Tuong tu nhu phuong
T:;:lh (2.72) tags(: thé hién cdc Hinh ITM 1
toa do x, y va z cia cdc diém bén trong cla phén td thong qua
c:ic lq;a d6 nit va cdc toa do cia nghich anh &, 7, £ :

x = Nx, + ...+ Ngx,
y =Ny, +... +Ngyg (2.93)
Z = lel A= +NRZR

trong dd x|, y,, ... 2z 12 céc toa dé nidt ; N, = Ng la cac ham dang,
duge xac dinh bdi phuong trinh ¢ dang tong quit

B4, = %“ FEENI (i +E) (2.94)

on gian 1a, khi danh s8 edc nat trén hinh 2-20, céc toa df cua
nit i 1a £, g, va §, cd thé duge wic dinh theo céng thife :
1 )
-'xL...I.'-I bt 143
&= 0, g = (0™ T) = (" (5, @ 9m)
trong dd int 1a ki hiéu phdn nguyén. ‘
Cac ham chuyén vi trong pham vi phén td cd dang tudng tu
vdi cde phuong trinh (2.73) :
u=Nu +. +Ngu,
Vo= va,‘ + ...+ Novg (2.96)
w = lei * e F NS“"B'
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Cac bién dang tuong déi trong pham vi phan ti

S TN
XomyY gyt bz *
iu Y v ; : i
Py R ey =y e B
} oy i ® oz dy T gy iz

duoe xdc dinh bang cach ldy vi phan cac bigu thuie (2.96)
{e} = [Bl{d},

trong do {4} = Ve, 11,{1.5;{.:”1‘!::»'I
Ny O o0 N, 0 L Ne, 0 0
0 Nyo0 0 Ny, .0 Ny O

- n, 0 N, 0 0 .0 o0 N
Ny Ny 0 N, N, .. Ny N, 0 | 297
0 N\, Ny o Ny, .0 Ny, Ny
N% 0 N, 0 N, .N,0 N,

[}a? hﬁl‘!‘i clia edc ham dang theo toa dd x, v, z lién hé vai cdc
dao ham cia nghich anh &, 7, - bAng quan hé

rN'ix Nvii:“;
N'I:_. = [J]} N’“? ’ (2.98)
er! N.ip
trong dd 2
X ¥ zrd
x:E Yz N 18 N‘z.; N‘HE X; ¥; 2,
W)= 1y ¥y 2| = [Ny, Ny o N, (2.99)
Ey ¥y 3¢ Ny Ny ... Ny
) Xz ¥y ZHJ
la ma tran Akobi. L

Quy tdc tinh ma tran nghich ddo [J]"/, cing nhu dinh thie | J|
duge dé cap trong cdc gido trinh dai s6 tuyén tinh.

Bi€u thic téng quat déi vai dao ham cda cic ham dang theo
toa do nghich anh cd dang '

84

N

i1 i
Nis= W "8 E(1 + N1 + L) {2.100)

Cic bigu thie dbi vai N;q v szt nhan duce tit cong thie (2.100)
bang cdch dat tudn hoan cac toa do theo trat tu & — 5 —={ = —
n — ... Ung sudt lién hé v6i bién dang bang dinh luat Hooke (xem
cdc cong thde (1.8 ; 1.9 ; 2.66)) :

{oy = [D}{e} = [DIIBl{d}. {2.101)

Quan hé cia céc lyc nit vai cde chuy€n vj nut lai dude xdc dinh
nhd nguyén |y chuyén vi ban ddu bang cach cAn bang cong cla cde
lye nit véi cong cia cdc ndi dng suét (tinh duge bang cich tich
phan tri s6 {de} "{6} theo thé tich cla phdn ti) :

{F} = [E]{d}, (2.102)

trong dd
FLo+E +
(K] = [ (BI"IDIBMv = [ [ [ [J](BJ'[D](B] dédnds
v il =l

K] = 1a ma tran dé cing.

Viée tinh tich phan ba lép duge thay bang cach tinh (theo phép
céiu phuong Gauss — Lezandr) gia tri biéu thiie duéi ddu tich phén
tai tdm difm tich phén, va bing cach nhéan edc gia tri nay voi phdn
th€ tich ctia phén td dng véi diém tich phan da cho (hé s8 trong
lugng) A, ma trong trudng hop nay nd bing mét don vi va co thé
khéng vift ra :

2 L 2
[K] = E E E ablemnkI [anhj.r”‘}mnk“Brnnk] (2.103)

m=1n=1 k=1
Cac Iuc nit litn hé v&i cdc dng suét tai cac di€m ldy tich phéan
bing quan hé
2 2 2

Ft =Y 3 % abslJ ) Byud 16,00 (2.104)

m=]|l n=] k=1
Toa do cha cac diém tich phan & 7, { ma & do gia tri cdc
ma tran [J_ 1, [B_ ] duge tinh, c6 thé duge xdc dinh bang
cdc cbng thie :
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&n = (-1)™0,57735 ; 1, = (-1)" 0,57735 ;
& = (-1)* 0,57735 (2.105)

Tuong tu nhu cong thie (2.85) viee 1
; i -89 quy cac lue phian bd vé
lye nut e6 thé thyc hién nha céng thic PRAn B v cde

2 2 2
Fai=7% 2 Y 3 N .absd|. (2.106)

m=]n=] k=1

trong dé N, . - 1a gid tri ham dang cha nat thid i tai diém

tich phan theo trinh ty ; 2 i
: 1 ; v, la lde khdi luong don vi (¢ i
thé tich) tdc dung doc therf truc x. RRER MR

Ha =3 t}'c_:ﬂg luong A trong cong thiic (2 106) vAng mat, vi nd bing
mot don vi. Cong thic twong tu 6 thé ducc vit ca d6i véi céc thanh
::rllt'lﬁ:ﬁluc nit theo cde truc v va z. a phén tir 1ap phuong véi tam nat

uc tong cong phan bé theo thé tich duge chia déu nhau cho cae mil:’

‘ Néu trén mat bt ki cia phén ti, ching han trén mit § = +1 cd
cdc niit 5, 6, 7, 8 (xem hinh 2-20) dat tai trong phan b, thi ti tron
nay phai phan b giita cdc mit 5, 6, 7, 8 ¢6 cac ham dan'g khae khﬁn:
;rén mét dd, TE rm‘ii mat phs..n i} cn dién tich dxdy, tai trong qdxdy

u-::.tr:r phan ba gitia cdc nut 5,6, 7, 8tilevaitri s6 ham dang trén phén
t6 do. Ban doc dé ding rut ra cong thc tuong ty vé y nghia véi con
thiie {2:90} d& tinh todn cac lye nat. Khi mat hink vufing va tai tro .
déu, thi tdng t4i trong trén mat duoc chia déu gilta cdc nit. o
th1N3¥u cac phén tli_l' vé dang khong khac hinh lap phuong nhiéu,

hi viéc phan déu cdc luc phan bé theo thé tich va theo dudng vién
gita cac nat tuong ing s& khéng méc sai s5 lon.

2.6. um‘mc; THU TUC CO BAN
KHI GIAI BAI TOAN PHI TUYEN

’ Mac .dl:l trong dia co hoc phép giai dan hai dai khi cé lgi, ching
r'z,tn khi tinh tm%n do lin, danh gid én dinh cta cdc him ngim
rong da ; tuy n!nén, khi phan tich hién tuong trong cdc mai trudng
:‘E tll:‘lll;jpc":}']it}{phl tuyén phic tap thi méi thiy hét kha ning to lén
a . Hién cd mét s6 phuong phdp kha
ey g phép ¢ nhau d& thu duge
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2.6.1. Tinh dan héi phi tuyén v&i ma tran cét tuyén

Tinh chit cia mai truagng duide
cho dudi dang mét tap hop ban ddu
cac dac trung dan hdi va cdc ham
xdc dinh cac dac trung cat tuyén,
phu thudc vao bién dang Chéang
han, déi véi méi truéng dan déo I
tudng (hinh 2-21) quan hé cua
médun trugt cAt tuyén va bién
dang cd dang :

néu y = Tghflﬂgr thi G = Gn’

Néu y > 1, /G, thi G = Toolve y 221, 06 th bidu didn cich thu

Khi dd néu mat gidi han duge Judc b giai phi luyén Wing phuung
dién t4 bang tiéu chuin Tresca phap cic Jic trung il wyén thay dii
hode Mises, thi 7, = const ; con néu mat gioi han duge dién ta
bang tiéu chuin énu’lumb hoac Botkin, thi Vaip: f(I,).

Trude tién médun ban ddu G duge gan cho cac phén ti cda
mién nghién cdu (xem hinh 2-21), va bai todn dan héi duge giai
vii tai trong toan phén. Sau dd, d6i voi méi phan ti, tinh cdc gia
tri G_ mdi theo thuat todn da ndi & trén (hoae theo mét thudt toan
khée phi hgp vai md hinh nghién cdu). Trong mot phin td néu cd
di chi mot gia tri méi G_ khde vai gia tri cq, thi cdn ti&€n hanh
giai lap v6i ma tran do cling mdi duoe lap nén ti cdce dac trung
dan héi mai. Khi gidi lap, trong cac phdn ti cd cac modun mdi
(giam) thi mic ing suat sé giam, va gua mot vai chu ki lap nd sé
xip xi véi miic giéi han da cho (xem hinh 2-21). Phép lap nging
khi trong tdt ca cde phdn ti muc khac biét {Tgh - 7) dii nhod vé tri
s tuyét d6i hoac tuong déi.

R6 rang la tha tuc dé dam bdo tinh déing truc cla cac dng suft
va bién dang toan phén. Hé s6 Poisson khéng thé dat duge tri sb
0,5, vi & mAu sd cla cdc phin ti thude ma trin dan hdi cd chia
dai luong (1-2v) ; do vy, phuong phap nay khong ding d& phan
tich cdc qua trinh trong méi trudng x6p. Phuong phap da gia thist
la dat déng thoi tdt ca cdc tai trong va khd nang cia nd dé giai
cic bai todn o6 cac tai trong dat khéng déng thai bi han ché.

7

87



2.6.2. Tinh dan héi phi tuyén véi ma trén tiép tuyén

Tinh chit cia mai trudng duge cho dudi dang mat tap hap cde
dac trung dan héi ban ddu va cde ham xdc dinh cdc dac lruﬂg tiép
tuyén phy thude vao bién dang hay ing sudt

Tai trong duge dat titng cdp nhd theo trinh tu cin thiét, khong
nhdt thiét theo ti 1&, con vng sudt trong phén tif sau méi cip tang
tai thi duge 14y tdng.

Bude giai thd nhat duoe tién hanh véi tinh chdt dan héi caa
cdc phan tl, tuong dng vdi trang thai
Ung sudt - bién dang ban ddu da cho,

con dbi voi mbi bude tidp theo, tinh T
dan héi ciia cde phin ti duge xde dinh f
lai cho phit hop v6i mide tng suat {hay G

bién dang) da dat dugc. Cach thic d&
co 18i gidi duge trinh bay trén hinh
2-22. Vi cdc tinh chdt dan héi duoc
coi la phi hop véi trang thdi cia phén &
tit trude khi dat cdp tai trong tiép ;
theo, cho nén sai s8 ddn d4n tich lay J::;: ;ﬁlzﬁ ::: hi?"l difn ;;'Lﬁ
lai, _lam cho cdc di€m tinh toan léch phucng phap E-;.L- 5;: l::f; li,;!:g
khoéi quan hé dng sudt va bign dang tuyén thay ddi
cho truée. Tuy nhién, khi chia tai
trong thanh 20 cdp hodc 1on hon thi sai 8 s& nhé hon, Ngoai ra,
cd thé hiéu chinh sau méi bude bing phép gidi lap voi cde médun
tinh cho tri 56 trung binh cong cla cde dng sudt (bign dang) trude
va sau khi dat cdp tai trong.

Phuang phép chi dugc dp dung déi véi cic méi truiing tang bén,
vi trong mién khit bén cdc modun tiép tuyén la Am. Phuong phap
khéng thich hop véi maéi trudng toi xGp. Phuong phdp didm bao
tinh ddng truc cia do tang Ung sudt va bién dang trong titng bude,
diéu nay khong dac trung cho bign dang déo, va khi phuong cla
cdc ﬂ‘r!g sufit chinh thay d6i manh trong qua trinh tang tai khong
theo ti 1& thi ¢ th€ cho cac két gqué sal,

Tuy nhién, phuong phap duoc sit dung thanh céng dé gii cac
bai todn dia ki thuat, va hién nay nd vén kha phd bién. Mét s6 lai
giai theo phuong phédp do duge nghién ciu & mue 6.1,
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2.6.3. Phuong phép (rng suét ban dau - i thuyét bién dang déo

Phuong phdp dng sufit ban ddu, do O. Zienkiewicz [5] dua ra
lan ddu tién, doi khi duge goi |4 phuong phap Newton - Raphson
cai bién. Phuong phdp téng hop va hiéu quad nay rdt phd bién khi
gidi cAc bai todn phi tuyén. Gia sif quan hé phi tuyén cha dng suit
va bién dang cd dang

g = [Duu[ﬂ (2.107)

Cac thanh phan cia ma tran [D ] khéng phai la cac tri s6 dn
dinh, ma phu thude vao bién dang. Ma tran [D ] khéng nhét thiét
phai cho & dang tudng minh : chi cdn dua ra mét loai phép todn
ma nhd nd cd thé tinh duge cdc dng sudt li thuyét theo bién dang
cho trufc {£} trong méi trudng phi tuyén da cho.

Lai gidi dat duge bang cach sau ddy. Gan cho cac phén ti cla
méi truing cde tinh chdt dan héi ban ddu, va thift l4p ma tran do
ciing hé théng khong ddi. Dat tai trong toan phdn da cho, giai bai
toan dan héi, tinh todn d@ng sudt va bién dang diém A trén hinh
2-23. Ung sudt li thuyét {6"'} phi
hop vii bigén dang dinh trude, duoe
tinh theo cong thic (2.107), sé khac \
vi ing sudt dan héi {6},. Su khéc {61+

ﬂ
=

5
A
- et
biét gida cdc dng sudt dan hdi va
i

[

ting sudt li thuy&t duge xem nhu

d6 tang cha ding suit ban déu : {gb*?
1

{ac™}, = {o}, - {6"}, (2.108) //

D6 tang cdc dng sudt ban didu /1] -
cua phdn ti dude tinh ddi thanh ; .-’rf' £
cdc luc nit ban ddu theo céng thic / ;’ff

v [/

{F} = k, [ (BI"{ac™}dS, (2.109)
]

:‘;‘1
wl |/
yld

trong dd kg la hé sd gia toc hii tu.

Theo kinh nghiém kg = 1,61a

tri s0 tdi vu d&i voi pham vi rOng Hish 2-23. Bidu difn bing 6 thi cic

cdc m6 hinh méi trudng thd tyc cia phuiing phap
“Ung sufl ban Jdiu”
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0. Zienkiewicz [50] dua ra phuong phap khd phic tap dé xdc
dinh tri a8 k, riéng biét ddi voi mdi phén tit ; didu dé cho phép tdi
uu hoa hon nira qua trinh lap. Thém ede lue niat ban déu vao vécto
luc cida hé thing, réi tifn hanh phép gial dan héi sau diy vai cde
ma trin dé cing cd, nhung cd tap hop cdce lue nit mdi.

Viée thém cdc luc ban diu vao sé lam tang dng sudt dan héi
trong phin td mot lugng ; tuy nhién lugng nay nho hon cdc dng
sudt ban ddu dung d€ tinh cac luc nut ; chitng nao trong tip hop
cac phdn td, cac luc ban ddu da duge thém vao cing duge phin
phéi ca cho cédc phdn ti khéac eda mién. Vi thé sau khi trit cdc dng
sudt ban ddu dude dua vao khdi cdc dng sudt tinh todn ta sé nhan
dude didm C, gan vdi duding li thuyét hon diégm A. Ta xdc dinh lai
cdc ing sudt 1i thuydt {6}, tuong dng véi cde bién dang mdi, va
cdc ing suit ban diu Lané thém. Cd thé viée lap dude lam lai
chitng nao cic ing sudt dan héi tim dude trit di téng cdc Wng sudt
ban ddu tich lay {6™} cén chua did gin vai li thuyét.

Uwu di€ém cia phuong phap ing sudt ban déu 1a tinh khdng ddi
cia MTDCHT, diéu nay cho phép thanh lip nd va tinh toan ma
tran nghich dao chi mét 1an. Ngoai ra, phuong phap khéng dua ra
yéu cdu nao, chang han tinh déi xdng, d6i véi ma tréan [D, ] trong
phudng trinh (2.107) : méi trudng cd thé cd quy ludt chay déo bit
ki. Vige dua ra nhém md hinh cd hidu qué ela cde moi trudng diung
phudng phiap nay duoe trinh biy & chuong 5.

2.6.4. Li thuyét chay déo

Trong trudng hop tdng quat trang thai dng suft khdi ddu cia
mién duge dac trung bing cdac diém ndm bén trong mat chay
F ({o}, k} = 0. Khi ting din tdi trong, thoat ddu mién sé& bi bi&n
dang dan hdi, va chi sau khi dat mic tai trong nhat dinh thi cic
ing sudt trong cdc phin td coa ving cd Wng lyc lén nhit mai bat
dédu lién tuc di t4i mat chay.

D& nhian duge léi giai phan ti hitu han thi tadi trong cén
dat theo tiing cip nho, com quan hé cia dng sudt va bién dang
trong phdn ti& & pham vi mét cdp thi xdc dinh hoac 12 bang
ma trdn dan héi, nfu phdn ti la dan hdi, hoac 14 bang ma
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trdn dan déo [D, ] theo cong thic (2.107), néu cdc dng suit
trong phdn ti ra t6i mat chay. Ung sufit trong céc phén ti
duge cdng lai theo ting bude. Trong tai liéu cd trinh bay mdt
sf phuong an thuc hién qud trinh nay.

Qud trinh tirng huwde véi MTDCHT thay dé'i. Trong phuong an nay,
déi vii tdt cd cac phdn tu cd trang thai dng sudt d trén mat chay,
ngudi ta lap cdc ma tran tiép tuy&n dan déo [D ] theo cong thie
(1.90), cbn doi vdi cdc phén tl ¢d trang thai Wng sudt & bén trong
mit chdy thi lap ma tran dan héi [D] ; trj s6 cdp tang tai theo thi
tu duge 14y sao cho trang thdi Wng sudt cda phdn ti chiu dng lue
16n nhat (PTULLN) trong s8 cdc phédn tir dan héi di téi mat chay.
O buéc tang tai thi n, ma tran [D,,] cha cae phén ti, phu thude
vao ing suft, duge I.inh todn then trang thdi dng sudt dén cudi
bude thid (n - 1). Qud trinh nay duge ap dung d6i vai mébi trudng
cd quy luat chay két hop, tie 1a quy luat dam bdo tinh déi xiing
cia ma tran [D ). vi tinh khéng déi xing cia MTDCPT dédn t6i
tinh khong déi xing cia MTDCHT, lam phic tap nhiéu cho phép
gidi hé phuong trinh. Tri s6 cdp tang tai theo thi tu dam bdo
PTULLN di téi mat chay duge xdc dinh bing cich sau day. Gia st
trang thdi dng sudt cia phiin td dan héi duge xdc dinh bang diém
A ¢ bén trong mat chay (hinh 2-24), c6 nghia la F({s}, k) < 0. Ta
dat clip tdi trong thir d& dua trang thdi Wing suit cla phan ti tai
di€ém B & ngoai hodc & trong mat chay. Gidi déng thisi cdc phuong
trinh duding thing AB va mat chay
F{{s}, k) = 0, ta xdc dinh duoc
diém giao nhau giita dubng thing
AB vdi mat chay - difm C, nd zé
nam bén trong hodc bén ngoai doan
AB. Ti s6 d6 dai cdc doan AC/AB
duge goi la hé sé qua tdi Iz Néu
AB = AC, thi k > 1, va nguac lai.

Cd phudng phap khac xde dinh
hé s qua tai. Ta ki hiéu tri s6 cla
ham F{{s}, k) v&i trang thédi ing
sufit khai dau cia phédn tif 1a F,.

Hién nhién la F, < 0, vi diém ‘A Hinh 2-24. DS thi bitu dién sy di i
mil chay cia PTULIN

SN\
nat |
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rrf'!un bén trong mat chay cé phuong trinh F = 0. Ta ki hiéu tri s6
ham F tai diém B |a Fp ; FH = 0, néu di€ém B nam ngoai mat chay,
va Fj; < 0, néu di€ém B nadm bén trong. Khi d6 hé s6 qua taj

‘ k, = (F, — Fu)fF,. (2.1100
‘ Z1mr1lciewicz [50] da lam chinh xdc thém cong thie (2.110) bang
cdch tinh tdi quan hé phi tuyén gita ham F va ing sudt.

Phédn tif cd hé sd qua tai k_cve dai duge goi la phin td chju
Ung lyc 1én nhat (PTULLN). Tdt ca cde luc (va chuyén vi) nat eda
cdp tai trong thit déu duge dem chia cho k , va bAng cach dd xac
dinh duge cdp tai trong tinh todn dé€ chuyén trang thdi dng sudt
cua PTP’LLN tai mat chay. Khong céin lap lai cdch giai voi cdp tai
trong tinh todn - chi cdn thuc hién phép chia don gian cac gia s6
L’n?g sudit tinh duge tir edp thi cho ku va tinh gia s6 tuong dng voi
cap tai trong tinh todn la da.

béi v6i PTULLN da dén mat chay thi ma trin dan déo duoge
thiét lap theo cdp gia tai sau day. .

Néu tai trong tang theo ti 1&, thi thd tuc da trinh bdy sé dua
phén ti thd nhit toi trang thai déo sau méot bude. Cae cdp tiép
theo, ma méi cdp sé dua mot PTULLN dén trang thai déo, 1a kha
nho. Ta luu ¥ rdng, ddi véi mbi cap gia tai thi cdn lap mét MTDCHT
méi, va khi sit dung cac phuong phap nay dé giai hé phuong trinh
thi méi ldn déu doi héi tén nhidu edng siic.

Vi cac ma tran do eing dan déo cia cic phén td dude thanh
lap theo trang thai Wng sudt - bién dang trudc khi dat cdp tai
trong, cho nén trang thai Ung sudt cia phdn ti sau khi dat tai
trong khéng & ding trén mat chdy, va sai s nay ddn ddn tich lay
gidng nhu s¢ dé trén hinh 2-22, nhung do edp tai trong tinh todn
khd nhé nhu da néu ma no khéng dat tai tri s§ 16n.

A.K. Bugrov [3] did van dung qua trinh tuong tu vio méi trudng
dan déo Il tudng cd mat gigi han Coulomb, mat nay déng thai la
mét chady va mat thé déo duy nhat.

Qud trinh Idp ting budc véi MTDCHT khéng di'i 1a mot phuong
an ciia phuong phdp tng suat ban ddv. MTDCHT duoc thanh lap
moét lan theo cdc dac trung dan héi ban ddu, réi tinh ra mdt ma
tran nghich déo loai nae dé sao cho phi hop véi phuang phap da
sit dung d€ giai hé phuong trinh.

52

Thi trong da cho duge dét theo cdc cdp od trj 56 cho trude. Lai
giai ddi voi budc tai trong thd n thi tim dude mot cach chinh xac
theo phuong phdp ing suit ban ddu da trinh bay trude day. Téng
Ung sudt trong cac phin td {6} __, do (n - 1) cdp trude dd da biét
d dau budc.

Dat vécto luc (va vécto chuyén vi da cho) cta cdp tai trong tudin
tu vao mién, rdi theo ché do lap tién hanh lai phép giai dan héi
véi cdc vécto luc da duge thay déi.

Trong cdc phén v & chu ki lap thid i ta tinh duge :

do tang cdc bién dang (A £} ;

dd tdng cdc Ung sudt dan hdi tuong dng vadi dd tAng bién dang
{ae?}! = [D]{Ael ; (2.111)

cAc Ung sudt dan héi

{e}l = {6}, _, + (Ae‘} (2.112)

n—1 nt
dd tdng cde dng sudt "thuc” bang higu gita d6 tang dan hdi va

cdc Ung sudt ban ddu da tich luy & (n - 1) chu ki lap trude :
{ad't = {ac") - (6™}, (2.113)

Theo mé hinh moi truémg da cho, tinh duge do tang dng sudt "l
thuyét” {4 t'!iJ:-f,1 tuong ng vii dé tang bién dang {A £} . Hiu s0 gida
dé tang thuc va i thuyét duoe xem la 46 tang Ung sudt ban déu :

{ag™l = {ao'}, — {ad'), . (2.114)

Tir dé tdng dng sudt ban dau, tinh duge phan thém vao vécto

ldc ban ddu theo céng thic (2.109).

Cac dng sudt ban ddu qua ting chu ki mét trong pham vi cla
mot bude tai trong sé duge tich lay lai :

(6™ = (o™} + (as™)
Néu d6 tadng cdc dUng sudt ban ddu cla mdt trong cac phdn ti

vin con chua dd nhd, thi phai tién hanh phép lap tha (i + 1) sau
day. Khi dat tdi do chinh xdac cin thigt, thi dat cdp tdi trong thi
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{n+ 1) tiép theo. Do tang dng suidt Ii thuyét cd thé tinh bang cach
sau day :

a) Néu phan tf trude khi ddt cdp tai trong thd n da dang &
trang thdi déo, thi

{Ad'y, = Dyl {Ael . (2.115)

Cac thanh phdn cta ma tran dan déo [D4,l: phu thude vao dng
sudt (hoac bién dang), cd thé tinh theo cac dng sudt L.

b} Néu phén tir truée khi dat efp tai thi n 1a dan hdi, cd nghila
la Fi{o},_,, k} < 0, con sau khi dat cdp tai thi n ma chuyén sang
déo, cd nghia la F({6}.) > 0, thi trong pham vi cdp gia tai thd n
phin ti sé bifn dang dan héi cuc bd, déo cuc bé. Phin bien dang
ma phén tif trdi qua & trang thai dan hoi 1a r, con & trang thai
déo la (1 - r). Dé dang thdy rAng, r quan hé vai hé sd qua tai kq
theo bi€u thic : r = 1/k_, va d€ tinh nd co thé si dung cing mét
phuong phdp. D6 tang cdc dng sudt ly thuyét sé gém cac phin dan
héi va dan déo :

{adt, = riac's + (1 - D, JlAael . (2.116)

Trong cdc cong thic (2.115) va (2.116) cdc ma tran [D,,] tuong
Ung vidi cac dng sudt trude khi bit ddu bign dang dan déo ; khi
cac cdp tai trong l6n, didu do sé kéo cac ing suit trong phdn ti
thodt khéi mat chay va din dén tich ldy sai s6. D& giim sai sd khi
tinh d¢ tang ing sudt "Iy thuyét’, trong tai licu [84] dé nghi chia
khoang bién dang {ag} va (1 - 1) {Az} trong cac cong thic
(2.115) va (2.116) thanh m {m = 5 = 10) khodng con. Cong thie
{2.115) khi dd cd dang

i ] - 1 L]
{ady, = — 3 D), (Aeh . (2.117)
j=1
Ma tran [Dg ] duge thanh lip theo miic ing sudt
({6}, -, + (Ad'}!), dat duoe & ddu khoang con thd j.
Cach nay ciung véi viéc sit dung phuong phdp ing sudt ban ddu
dude ap dung cho cdc mbi trudng tang bén cing nhu khd bén cd
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qui luat dong chay lién hop va khéng lién hop. Cach thic ti€n hanh
di trinh bdy duge thé hién trén hinh 2-25, a.

Viégc thue hanh mot s6 md hinh méi trudng vii sy hé tro cla
phuong phap nay duoe trinh bdy trong cdc muc 5.3 va 5.4.

Phuwong phdp hon hep. Khi phan tich trang thai Ung suat - bién
dang trong cdc moi trubng cd qui luat dong chay lién hop nham
liet kiém thoi gian chay may thi diéu hop ly d6i vai méi bude tai
trong tuong d6i ldn 1a lap mot MTDCHT moi co st dung cde ma
tran ddi xdng cia cac phéin to EDuul ; con trong pham vi cia bude
thi ti€n hanh qud trinh lap bang phuong phap dng sudt ban déu,
theo ciach da trinh bdy & phdan trudc (xem hinh 2-25, b).

Hirh 2-25. 13 thy bidu dién phuong phap phan hue
vili MTIDCHT khang déi (a) v thay déi (b)

Phurang phip bién dang ban diiu. Trong mét s6 mo hinh moi trudng,
ngudi ta khong cho do tang dng suit phu thude vao do tang bién
dang, ma cho dd tang bién dang {Af) phu thude vao ds tang ing
sudt {Ag}, dng sudt hidu qud {5}, khoang thai gian At, dé tang
nhiét d6 Af va cdc yéu t6 khéc, D6 tang bién dang nay cd thé duge
dua vao tinh todn bang cdch thém vao vécto t4i trong chung cia
cac lue ban ddu, ma tri 56 cua cic luc nay trong phdn ti duge xdc
dinh bang céng thuc

{F} = [[BI' (D] {¢} ds. (2.118)
l"‘
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Déi voi phan ti tam gide phing cong thic (2.118) cd thé trinh
bay dudi dang

F = a[AI"'" [B'1'[DI{e}. (2.119)

Néu d6 tang bién dang {Af} khong phu thufc vao bién dang,
ing suit hodc do tang cua ching, thi chi thém mét 1dn céc luc ban
dau vao vécto tal trong cling di, chdng han nhy khi dua cic db
tang bién dang nhiét dé vao tinh toan. N&€u nhu d6 tang bién dang
{Ae} phu thube vao trang thai (ng sudt - bién dang (chang han,
bigén dang tit bién), thi cdn hidu chinh thém vécto tdi trong trong
chu ki lap cho d&n khi nao d6 tang bién dang thuc té & cdc phén
tit kha gin véi cde gid tri Iy thuyét duoe xac dinh bang md hinh
mdi trudng. Thi du ap dung phuong phap nay cho mébi truong dan
déo nhdt duge trinh bay & muc 6.5.

2.7. DAC DIEM CACH GIAI CAC BAI TOAN CAN BANG
GIOI HAN BANG PHAN TU HUU HAN

Theo mic ting tdi trong, s6 cdc phdn tli chuyén sang déo ngay
cang 16n lén. N&u & trang thai dan hdi mién phiang véi n nut cd
2n béc tu do, thl viée chuyén mot phdn td o k diém tich phin
sang déo sé lam gidm sd bac tu do mét luong k, bdi vi qui luit
chay lién hop hoac khéng lién hop qui dinh nhitng han ché& nhét
dinh dén chuyén vi cia cdc nit coa phin td nay : chang han, viée
duy tri thé tich hoac thay d6i thé tich thi phu thube nhdt dinh vao
higén tuong trugt, v.v...

Khi nhém ldn cdc phan ti chuyén sang déo, thi s6 lién két bat
buée ed theé vuot qua s6 bic tu do cua mién hoiac mién con.

Trong trudng hop nay sé dién ra sy "khép kin" mién hoac mién
con, va khong thu duge 1ai giai gidi han. Trong tai lidu cda S.5loan
va M. Randolph [46] cho biét cic difu kién 4p dung cia kifu phén
tu, dé trdnh hién tuong khép kin la

I = k, (2.120)
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trong dd 1 Ia sd bac tu do trén mdt phédn ti, bang lim % i p lasd
m—=m

bac tu do cia mién ; m la s& phdn tu ; k 1a s di€m tich phan

trong mdt phén ti.

Dé thdy rang, phdn tif tam giac tuyén tinh doneé 1 = 1 : qua
vay (hinh 2-26), khi thém vao mién l6n hai
phin td tam gidc thi sé cd thém mot nut
vii hai bae tu do. %

Trén hinh 2-27 dua ra mot s6 ki€u phin
tit (difm cham danh ddu niat, ddu cong ddnh
dfu di€m tich phan), cac thong s6 1, k va
tinh thich dung cta ching d5i véi phan tich
gigi han (theo [46, 50]). T hinh 2-27, theo gian 2-26. 1.udi cic phin
tiéu chudn (2.120" ré rang khong ding duge Lam gidc
cdc phin tiu

W
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Himk 2-27. CAc %ifu ohir o v unh thich dung
el ching doi véi cic bii 1oao wrang thai gidi han

ding tham s6 kifu 2 vao phin tich gioi han. O Zienkiewicz [50]
chi 6 tinh hop i clia viéc sl dung cdc phdn tu tham sd trén (ki€u
4) : d6i voi cac phdn t nay, d€ md ta cdc chuyén vi bén trong
phdn tit thubng sl dung cac ham cd bac thip hon khi d€ mo ta
hinh hoc. $.8loan va M.Randolph [46] mé tA phédn ti tam giac 15
nit véi ba nit hén trong (kifu 5 trén hinh 2-27), dua ra tp hop
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cie ham dang d6i voi nd va ching minh tinh hiéu qua cao cua nd
dé gidl cac bai toan giai han. Theo kinh nghié¢m, viée si dung cac
phéan tit tam gisc tuyén tinh cho phép thu duge lai giai thoa dang,
néw kich thudc cic mién déo khéong vuct qua 40 - 509% toan bo
difn tich cta mién .

2.8. MO PHONG SU THAY DO! DUONG VIEN CUA MIEN

Khi nghién cdu tinh hinh dia ky thuat thuong cdn phai tién
héinh mit loat phép gidi véi dudmg vién ctia mién bi thay dai lién
tifp ¢ chang han, khi dao hé mong theo ting lép (hinh 2-28), khi
dao duiing tunen theo timg giai doan. Toan bb cae phép gidi cd the
thue hién trén mot huéi cac phén t& hitu han theo ché do tu déng.
Loai bd mét nhom phén ti nao dé bang cach gan cho ching tri s6
médun d4an héi bang
khéng, trong khi ¢d dinh
dbng thdi cde nat chi co
cac phdn tit khéng bao :
quanh. Viéc loai bo lién Grs doanriic)
ti€p theo chuong trinh G opar 2
mét 58 nhom cde phdn tix
cd thé thuc hién bAng
cach sau day, ma chung
LAl da sd dung trong mot
phuong dn ecua td hap
chugng trinh "Dia co hoc”.

Cae phén tir kifu khéng duge gdn cac dic trung E = 0, v = 0.
Tap hop cdc tinh chdt dé vio dam dng suit bang khing trong cdc
phan ti ki€u nay vai bién dang tuy y Cac phidn ti cia nhing lép
dao lén lién tue duge gan cdc s6 hidu cia kigu bang =8 hiéu cla
giai doan diio, con toan bo cic kidu nay dude gdn cac dac trung
thue t& eda dit.

Chu ky duoc iap ra theo s6 giai doan dao. Trong méi chu ky :
a) Tat cA cac phdn ti, cd 86 hitu kidu tring véi s5 hiéu chu ky,
duge gan sd hiéu kidu 14 0 ; b) T4t ca edr nit cia mién déu phai

Hink 2-28. 50 di dao tling lip hi mong
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thé hién rd, chn trong mai ehu ki thi tit cA cde phén tt cla mién
déu phai thé hién rd bang cdc nit. Néu bao quanh nit chi 14 cac
phan ti kiéu khéng, thi nut duge gan nhitng didu hidu cé dinh theo
tdi ca4 cdc phuonyg toa do ; c) D&i vii tdt cA cic phéin td ed kifu 0
cia mién (co nghia la cae phian tif duge ldy ra trong giai doan dao
da cho), thi céc lge nut dude tinh theo cdc dng sudt xdy ra trudc
khi dao lop ray, theo cong thic (2.49). T cac lue nat vua tinh
toan (vdi dfu nguge), thanh lap vécto tai trong cha heé.

Sau khi thyc hién tdt ca cdc bude k& trén, nhém céc phan tu
tiép theo s¢ duoge tdch ra, con trén doan dudng vién mdi thanh lap
sé dat cac hie tvsng dudng vai cdc dng sudt di duge 18y ra khéi
dudng vién kki loai bd lop. Cace tuc duge tinh todn va dat vao cée
nut trong cha ving bi loai bé s& hoan toan khong tham gia vao
cdc phép gidi sau nay, vi cdc nit da dugc gdan ddu hiéu c6 dinh va
khi gidi hé thi cac phuong trinh tuong dng bi bé qua.

2.9. GIA| HE PHUONG TRINH

Cac phuong phap gidi hé phuong trinh tuyén tinh lén da duoe
nghién ciu diy di trong dai sd tuyén tinh. Trong s6 cdac phuong
phdp nay ngudi ta phan ra : phuong phdp Igp, trong dd hiéu qua
hon c¢a la phuong phap Gauss-Seidell, va phwong phap truc tiép,
trong dd nguii ta thudng 4p dung phudng phap Gauss va Holeski
hon ¢4 (phuung phap "Can bac hai”). Nhitng phwong phap chinh
diér [28] la mét nhém dac biét cta cic phuong phdp truc tiép. DE
nhin duge 16 gidi duy nhat th wic phuong phéap tryce tiép cd uu
the tuyit déi

Né&u tién hanh mét =6 phép gidi vdi mot ma trin dé cing, nhung
v vécta cdc lve nut thay d4i. thi phuong phép truc ti€p cang thich
hop hon ¢4, vi khéi luong tinh todn co ban, lién quan vai viéc tinh
ma tran nghich ddo nao dd, chi phai ti#n hanh mot ldn.

Né&u nhu thuc hién mér a6 phép gidi vdi ma tran d6 cing thay
d6i, thi ed thé la bep I7 kb’ 18§ gidi ddu thue hién theo phuong
phap trde tiép, con tdt ca " i fiai sau ddy thue hién bang phuong
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phiap lap. Trong méi truong hop sy tén tai gid tri ban ddu gdn
diung cua vécto chuyén vi vé co ban déu lam tang nhanh tinh héi
tu cua cde phuong phap lap.

Ta hdy xét qua phép bién déi trong phuong phap lap Gauss-Seidell
vi phuong phap truc tiép Holeski o6 tinh dén chuyén vi da cho cia
cdc nut ma khéng can lap lai MTDCHT va vécto cic e niit.

Phuong phdp Gauss— Seidell. Phuong trinh can bing nhan duge khi
nhan hang thi j cia MTDCHT véi vécto chuyén vi ed dang

r

Fi= 3 k& = k3, +ky6, + .. + ki S, (2.121)

1=1
T,["cmg do Fj la 56 hang thi j cla vécto lue : :5i la s6 hang thit i eda
véctg chuyén vi ; klj - 56 hang cia MTDCHT ; r - s6 cdc 4n.
Ta trinh bay phuong trinh (2.121) duéi dang :

] gl r
Fj= 3 ki + a4 +3 kb (2.122)
i= ] jaj+ ]

(!J. phuong phip Gauss-Seidel]l trong chu k¥ lap hién thai (s +
1) o st dung cic gia tri chuyén vi gin ding tim duoe trong chu
ky nay, tic 1a cac chuyén vi & "' khi i < j va 8" khi i > j (cac
chug_.ré:n vi ¢d s6 hiéu nhd hon s hiéu cia hang nghién cttu la cae
chuyén vi mdi tim duoe trong chu ky lap thi (s + 1} ; con & cac
hang sau dd chiang vdn 1a nhitng chuyén vi ea) Tir phuong trinh
(2.122} ta thu duoe tri sé gan dﬁpg cua chuyén vi chua bist (’.iJ :

1) r
- Tl i 2 ki o
&= [Fj Z: k& - 2' qu 5]k, - (2.123)
= i=]

Phuoug phap Gauss-Seidell duge ap dung, néu s6 hang thudc duang
chéo clia ma tran k.j vE tri s0 tuyét doi 1on hon s6 hang bat ki khac &
hang thit j. Nhu d4d néu ra & trén, MTDCHT c6 dac diém nay.

Tinh hoi tu cia phuong phdp e6 the tang lén, néu tinh todn va
sau dd s dung gid tri chuy€n vi ban ddu "duoe hiéu chinh” 2 *1
theo cong thic
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{ETH =8 (c;;s*rl_ - 5}1‘} + 5.-1“1 (2.124)

trong do § — la bé s6 dao, bang 1,8 =+ 1,95

I}é tinh cac chuyén vi nit da néu cdn phai bd qua viéc tinh
todn gid tri méi & trong méi chu kv lap, n&u trén lién két tha j
ili cho trude chuyén vi. Tdt nhién khi do chinh chuyérn vi nay phai
v d vi trl cda minh trong véeto chuyén vi

Phueeng phip Holeski (phieang phdp cin bic hai) dudge ap dung kni
cic ma tran l& ddi xdng va dac biét hidu qua khi cdu tric cia
ching hinh bang ; cA hai tiéu chuiin chdc chin déu cd mat trong
bdt ky MTDCHT nao. Phudng phdp nay duge ding trong chuang
trinh néu & phu lue.

Ma trdn dé ecdng dude trinh bidy dudi dang tich cla ma tran
tam gidac trén [R] vdi ma tran hodn vi clia nd :
[K] = [R]'[R]. (2.125)

Ta goi [R] 1a ma tran lién hgp, Cac thanh phédn trén dudng chéo
cia nd tim duge theo cong thic

r, = sign(b) V]b][, (2.128)

]
trong dd

i =1
b=k - X sign(r,,) 2 C,, (2.127)
vemagl, (i -1+ 1))

i = s8 hiéu hang ; L — chidu rdng cta dai cdc sd hang khdc khéng
cia MTDCHT ; C, = 1 khi lyc cho theo quan hé v, C, = 0 khi
chuyén vi cho theo quan hé +.

Phép cong trong cong thie (2.126) khong xdy ra, néu gidi han
trén cda téng (i — 1) nhd hon gigi han dudi.

Cac thanh phdn cia ma trin R duge giit trong trudng cia
MTDCHT ban ddu, c6 nghia la s6 hang tinh todn r,, duge git tai
ché clia 36 hang da duoe dung, v vé sau d chd cia 6 hang khéng
cin thiét k :
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Khéng tién hanh tinh todn theo céng thdc (2.126), néu C = 0,
c6 nghia 14 n&u hang thi i di cho phi hop véi chuyén vi cho trude.
Nhu vay, tai ché ciia r; trong ma tran mai khi C, = 0 thanh phén
cia MTDCHT ban ddu k;, vin duge duy tri.

Khi ¢ mat thita s8 C trong cong thic (2.127) thi bd qua cdc

thanh phén thudc cac hang trong MTDCHT cd lién quan vai cac
chuy&n vi da néu.

Cée 38 hang khong nim trén dudng chéo chinh duge tinh theo
cong thic

=1

= .
r, = aod.... .2, k... K 2 (2.128)

1 r.
ii

56 hang £ khong duge tinh, néu C, = 0 hoac C, = 0

Nhu véy, tai vi tri cac hang va cac cét (cd s8 hiéu biang s higu
cla cdc chuyén vi da néu) com lai cde hang va cde ¢t cia MTDCHT
ban diu.

Tai day phén tinh todn d&u tién, tdn cdng nhil, lién quan vai viéc
giai hé phuong trinh két thue O chuong trinh néu trong phy luc, phdn
nay duge tdch thanh chuong trinh con déc lap "S0US 5"

Nhiing tinh todn tiép sau sé dua dén viéc gial hai hé phuong
trinh. Trudc hét, tinh vécto trung gian {w] tir phép giai hé :

[R]"{w} = (F}, (2.129)
trong dd {F} la vécto cac lue nit cua hé.

Va cudi ciung, tim vécto cac chuyén vi chua biét {3} tu phép
giai hé phuong trinh

[RI{d] = {w}. (2.130)
Céac thanh phédn ctia vécto {w} duge xdc dinh theo cong thic
i1 i1
F, - 3 signr,)r,C, - 3 x

v = madl,i-1+1)

' rj;

v =max],i-1.+1)
1

(2.131)
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mip(n, 1 +i, =1}

k,9,(1 -C) - Yy k,d,(1-C)

(LY
v=jt1]

trong dd n la s6 phuong trinh trong hé.

Viéc dat vécto o trong trudng tach riéng cho vécto cac chuyén
vi nit {4} 1a thich hap. Khéng tién hanh tinh todn theo eéng thie
(2.131), néu C. = 0, cd nghia la cic chuyén vi da cho duge lua
trong trudng viécto cde chuyén vi nit

5S¢ cd mat cua thia s6 C trong 56 hang thd hai cla tu s &
cHhng thie (2.131) cho phép bd gqua cde thanh phan duge luu ti
MTDCHT ban dau, con cdc s6 hang cd cédc thita »3 (1 — C) thi
sit dung cac thanh phdn nay d& bd sung tich cdc chuyén vi da cho
v cdc thanh phin tuong dng cia MTDCHT vio lye nut F,. Néu
gidi han trén cta tdng nhd hon gidi han dudi, thi khéng lamm phép
cong, va khi i = 1 thi edng thic (2.131) ty déng chuyén ra dang :

w, = Fir.

Ciac phén tii cla vécto ban ddu {4} duoge xde dinh bing qua trinh

nguoe lai tit i = n (n 1a =8 phuong trinh) dén i = 1 theo cong thiic
i=minni+L—1)
w, = 2 r, g, C,
5w s (2.132)
: Irl

Khong tinh 4, néu C, < 0 ; khéng lam phép cdng néu gidi han
trén cla tdng nhd hon gidi han dudi. Trong két qud tinh todn,
vécto cia cde luc nit da cho lubén duge gid cf dinh. s} chuong trinh
néu trong phu lue, phdn hai cta phép gial hé phuong trink (cong
thie (2.129-2.132)) duge tach thanh chuong trinh con "OMEGA”",

Néu ma tran dd cing khong chda trong bd nhd tac nghiép cia
MTDT, thi phai thiét 1ap nd bing cde vung riéng va dva ra bd nha
ngoai. Cdc viing cdn phai phi lén nhau theo L phuong trinh (L la
chiéu rong cua dai cdc sd hang khdc khong cta ma tran - xem
hinh 2-29), vi khi x Iy cdc hang tiép sau trong qua trinh giai hé
cdn co cdc hé s6 L cia cdc phuong trinh trude.
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Hinh 2-29. 5S4 46 ving khi dua MTDCHT vao b nhd ngodi

Phuang phdp chinh dién giadi hé phuong trinh la mét phuong 4n
ctia phuong phap khit Gauss. Quan difm co ban cua phuong phap
chinh dién la déng thoi 1ap cac phuong trinh va khit cic bign sé.
Ngay sau khi cdc hé s6 cia phuong trinh duac tap hop mat cach
dﬁ:-,r du tif cdc ma trdn dé ciing cia cdc phdn td bao quanh nit,
thi dn s6 tuong dng (chuy&n vi eda nit da cho) ¢é thé bi khi. Vi
vay ma trdn d6 cing ddy du cha hé khéng hinh thanh, con cdc he
s0 clia mbi phuong trinh bi khit ké& tidp da bj bign ddi trong qua
trinh khit ciac phuong trinh trudc, thi duoc dua ra bo nhé ngoai.
Tai vi tri cda phuong trinh bj khi bdt ddu hinh thanh phuong
trinh tiép theo.

O bd nhé tac nghiép chi luu giir déng thai phdn tam giac trén cia
ma trin vudng bao gém cdc phuong trinh duge hinh thanh trong this
diém nay. Cac phuong trinh 8y, cdc nit va bac ty do tuong ing cla
ching duge goi 1a chinh dién. S6 cac 4n & chinh dién duoc goi 1a bé
rong chinh dién. Kich thudc t&i da cla bai todn duge xac dinh bdi bé
rong t8i da cta chinh dién. Trong thoi gian clia qua trinh "ghép-khi",
cdc phén tit duge nghién cdu theo thi tu.

Khi goi dén phén ti tiép theo, cdc hé &6 clia ma tran do cing
ciia nd dude doc tit dia va, hode 14 duge cong vao céc phugng trinh
hinh thanh, hoac 14 duge dién vao hang réng cia phuong trinh da
bi khit. N&u trong phén ti bi goi cd nit nao dé xust hién l4n cudi
cing, thi cdc phuong trinh lién quan dén nd cd thé bi khi. Sau
khi xit ly tdt ca cdc phdn ti va khit lién tiép tdt cA cac phuong
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trinh cho dé&n phuong trinh cudi ciing, trong dé con lai mot dn, thi
trén dia hinh thanh hé phuong trinh tam gide, tir do bang cach
nguye lai s& tim duge cdc chuyén vi chua biét.

Phuong phap chinh dién thich hop vdi dung luong bd nhd tdac nghiép
tuong déi khong 16n ; thye t& nd yéu cdu kha nhiéu lan chuyén dén
b nhé ngoai. Vi phuong phap dbi héi danh s8 cdn than cdc phan ti
d& dadm bao hé rong tdi thifu cda chinh dién ma thd ty ddnh s6 cac
nit lai khong phan biét, cho nén nd dac biét thuan tién khi dung cde
phén t nhiéu nat trong viée giai cac bai todn ba chiéu.

£ chinh xic ctia phép gidi hé phwang trink. Phép gidi phin ti hitu
han tdt nhién la khac phép giai "chinh x4c”. Nhing nguyén nhéin cd
sy khac nhau 14 : a - do rifi rac hda khong gian bang phidn tif hitu
han ; b - do xdp xi cde him chuyén vi trong cdc phin ti bing cdc da
thic don gian nh4t ; ¢ - do sai s8 qui tron trong MTDT.

"Tri s6 cdc sai s6 cia nhom a ed thé gidm xufng bang cach hop
Iy hda ludi cdc phdn td, lam day dac nd & edc ché od gradién cao.
Cdc sai s6 cua nhdm b duge xde dinh bdi kifu cida phdn td si
dung ; tri s6 cdc sai s6 nay khi kifu cia phdn tu khéng thay doi
duge giam di nhd lam day dac ludi cdc phin ti. C4 hai nhdm sai
56 didu phu thuéc dang ké vao kinh nghiém cia ngudi nghién ciu
trong viéc thigt ké& ludi cac phdn ti hitu han va cd thé giam ré rét
téi mic chdp nhan dudc trong qué trinh l4p toan.

Céac sai s6 ciia nhom ¢ la thudn tiy toan hoe, do dac diém bigu
dién biang mdy vé céc sd cd ddu phdy dong giy ra.

Dé bifu dién cdc sd thue trong MTDT ngudi ta st dung hé nhi
- bat phan cd s6 chil s8 han ch& sau ddu phdy. Né&u s6 cla théng
tin dua vao hodc nhan duge trong qua trinh tdc nghiép cia MTDT,
co st chif 56 sau ddu phdy 1dn hon cho phép, thi nhitng chit 56 do
sé bi luge bo : s6 duge qui tron. MTDT loat EC cho phép bi€u dién
dude cdc 56 4 hodc 8 byte (day nhi phan 32 hoac 64 chir sd). Dai
v8i phdn 16n tinh todn chi cdn si dung cdc s6 vdi do chinh xdc
don (4 byte) 1a di ; tuy nhién khi gidi céc hé phuong trinh lon,
thi d6 chinh xdc dé thuong la khéng dia. Dac biét diéu nay lién
quan dén cdi goi 1a cdc hé phuong trinh 4n dinh kém, khi cac phin
td trén dudng chéo chinh cia MTDCHT rit khdae nhau. Cac ma
tran d6 cing 4n dinh kém dd hinh thanh khi dung trong ciang mit
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ludi F:jm phén tli co cdc mod dun dan héi rdt khac bist, vai tri s6
hé 58 Poisson xdp xi 0,5 ; diéu nay lam cho méu s6 I = 2y tr;::ng
day phdn tli cia ma tran [D] gin téi khéng

Thue t& chi ra rang, néu su khdc biét cla cdc modun phén ti
Iu_l:'li lap thanh 4 cdp va cao hon, thi cdc sai 56 qui tron véi do chinh
xdc don sé lam cho loi gidi bi sai léch hdn Khi s6 cdc phan ti 1a
trén 300 - 400 hodc tri s8 hé s6 Poisson 16n hon 0.48 thi d6 chinh
xdc don cing 13 khong du. . -

. "Jié-lc st dung d6 chinh xdc kép tit ddu dén cudi chuong trinh
lam gidm manh hidu qua cia né : dung lugng cida bd nhd trong
nho di 2 ldn, tée dé tinh todn gidm di khodng 4 ldn. Theo kinh
nghiém thi cd thé lap va luu MTDCHT vdi d6 chinh xac don, con
vt’Ili dé chinh xdc kép chi nén thuc hién cac tdc nghiép lién ::[uan
dén viéc giai hé phuorg trinh - cic cong thie (2.125) - (2.132).
Trong do, ngay ca cdc phdn tit cda ma tran [R), tinh toan theo cic
cong thire (2.126) ~ (2.128) v&i d6 chinh xac kép, cing duae chuyé&n
dén luu trong truding cia ma tran do cing vii dé chinh Ixéc dan ;
sau ddy. trude khi ding @ céng thic (2.131) ching méi duac :‘.huyér;
ty trudng dén & céng tdc voi dod chinh xde kép. .

Bién phap dé dung trong chuong trinh duge néu & phu lue. No
cho phép gidi cde bai toan dia ky thuat c6 sy khéc bidt vé cic
modun tdi 4 - 5 cdp, cu thé nhu su khac biét vé& madun ctia mdng
hf‘:l.;frng cot thép va ddt ép co manh Chi phi thoi gian so véi dé
chinh xac don tang len ~ 26%. '

. Tom lai, Anh hudng cia sai 8 qui tron tai d6 chinh xdc cia phép
gidi PPPTHH la vn dé phic tap, khd phan tich : Nhitng binh luan
hién hanh vé viin dé nay co ban déu cd mét dac trung chung. Viée liéu
chudéin hod cdc thanh phén cia MTDCHT d6i vdi s6 hang thude duting
chéo Ia cd loi khi giai hé phuong trinh ; viée dat cdc chuyén vi da tim
dude vao hé phuong trinh, ki€m tra theo déi su can bang cia céc lue
nit cho trude va cdc lyc nit thu duge cd thé 1a of ich. -

2.10. CAU TRUC CHUONG TRINH CHUNG CHO MTDT

Céu trﬁ_c chung cia chuong trinh giai bai todn dan héi bang
phuong phap phén ti hitu han theo trinh tu nhu & bang 2-1 Thong
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tin dua vao MTDT trong giai doan chudn bi truc tiép thong tin
(kh&i 3) phai bao dam cd thé xic dinh s6 hiéu cde nut, toa d§ cia
ching va dac trung dan hdi cia méi phdn ti ; 6 giai doan 5 co the
xdc dinh céc luc nat, con & giai doan 6 cd thé xde dinh cac chuyén
vi cho trude tai cde nit cu thé. Thong tin don gidn nhdt, tong hgp
nhit, nhung khéi lugng cing lén nhét bao gdm : toa do cia tit ca
cde nit, cac lue nut cho trude, cdc chuyén vi nit cho trude ; sd
hiéu cia ba nat bao quanh ting phédn tir, s6 hiéu ki€u cta ting
phén i ; médun dan héi, hé sd Poisson, trong lugng thé tich cac
phén tif cia méi ki€u.

Khi thanh phédn ctia théng tin nhu trén duge dua vao, khsi thi
ba ciia chugng trinh - chudn bi théng tin truc tiép - sé bao gom
mot s6 todn tit d€ tuyén chon s6 hiéu cac ndt va cdc tinh chat cia
phin tir duge xu Il tudn tu.

Khi sit dung chuong trinh d€ giai cdc bai toan cung kigu od the
ap dung nhitng ludi phdn ti hitu han kiu mau cd cdu tric nao
d6. Lic d6 dung lugng théng tin dua vao duge rit gon nhiéu. Chéng
han, néu cac nit duge phan bé thanh cdc hang, thi ed thé cho sd
hiéu va toa dé cde nit ctia mot hang cu thé chi 4 bén trai va phai,
chn s6 hidu va toa do cia cdc nat trung gian mo ta o khéi 3 thi
duoe tinh bang cdc toan tid nhidt dinh. Tuy nhién thue té& cho thay
rang, bé nhidu né lue vao viéc nghién cdu cdc bién phap tu dong
hoa cdu tao ludi phén tit hiru han khi giai cic bai todn phing
thuang khong hop li. Trong khi d6, ching lai hoan toan cin thiét
khi giai cac bai toan thé tich hoac ecac bai toan hai chigéu rdt ldn.

Su hinh thanh vecto tai trong (VT) bat ddu tir vige gui cac phan
tit khong vao truong VT, Sau 46 gii téi d6 cde luc nut da dua vio.
Tiép theo, tinh dién tich cia mdi phan ti, nhin vai trong lugng
thé tich, chia cho ba, va dem két qua tim duge thém vao cic thanh
phén Iyc thang ding cia céc nut bao quanh phan tu.

Khi lap ma tran db cing hé thong (khéi 5) cd thé Iap tic cho
hang ciia nd gidm t&i s0 cdc lién két chit lén. Tuy nhién, trong
triding hop nay, dé tit kiém mot 6 dung luong bd nhd cha MTDT
dimng luu MTDCHT, cd thé chi tinh dén céc lien két cd chuyén vi
chit 1én bang khéng. Mot cach hop Iy hon nita la lap MTDCHT
day di va bd qua cdc hang va cdc cét cd lién quan dén cac lisn két
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Cﬁ_dfl'l‘llli trong qua trinh gidi hé. Trong trudng hop nay cd thé giai
bai todan vdi chuyén vi khéng da cho bAng cach nhan ctt tuong
ing cic hé s6 cia MTDCHT véi chuyén vi da cho va chuyén ket
gui vao vécto cde lue nat (khéi 61, .

Béng 2-1

I, Vao c.iic_lh-'l.ng tin v hinh hoc eda ludi cie phdn 1 hdu han, tnh chit
cac phin 0. cac luc va cie chuyén vi ndl cho trude

- - - - t
[.2. Thianh 13p vecto cic Iye nut 10 cde lue mit va lue khéi chio 1.r|1="-c' ‘]
3 (“hu:irl_l!q thidng tin trge tifp thude v& phin 18, 58 hidu cic nilt ban quanh,
tpa dé cia ching, cic tinh chdl cha phin .
= AR ]
R
I 4. Lap ma tran df cung cia phin ni (MTDCPT)
l

5.. 'I'h,i]{lh lap MTTICIHTT Ming cach chuyén cic he 56 cia MTDOPT dén cac
dia chi wicng dng cia MTDCHT :

] b
i, Dua'c.'ir_' chuyén vi nir cho trude vis bing cach nhin I:_‘hljng-\rc.'i.L chc ot
tuing ong cla MTDCHT vi chuyén cde két qud vao vecta cac lue nut
__ ! :
L T. Gial cac he phuong trinh - ]
J-S. In cac chuyén v nut |
7 =
[ 2. Liw vewd cac luc nt —I
I e
LD. Tinh todn va in che bién ding va dng suft trong cic phin w |
i
L1 Tink cde lue ni va tich 1y ching trong trdiing véelo céc lue nib -|
:
12. In cée lyc nat J
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Khéi 9 dy tinh loc trudng vectd edc lue nat (ma & dang cd nd
khong con cdn thift) d€ tich luy vao dd cdc lue nit duoe tinh theo
cdc ing sudt da tim thiy.

Dudi day sé dua ra thuat todan don gidn nhat dé nhan duoe 1o
gidi dan héi khi st dung cac phén td hitu han tam giac, phi hgp
vi cong cu toan hoc ciia muc 2.2. Thuat todn duge viét bAng ngon
ngit Fortran. Nhitng chi thich trudc cac todin td, trong thudt toan
duge néu kha ngan gon, va dé hi€u cac thao tic mot cich day du
thi cdn phai thuc hién chung hang tay, vi du nhu da lam véi hé
gom hai phén ti.

Trong thuit toan dude néu, viec giai hé phuong trinh tién hanh
bang phuong phap lap Gauss - Seidell. Thuat toan chi dy dinh
diing cho muc dich hoe tap, w1 thé da bd qua viec mo td cdc khéi,
cac Format nhap - xuft, v cd mot st sai khac vdi ci phdp cia
ngoén ngitFortran nhim muc dich dé tiép thu,

C : KHOI 1, NHAP THONG TIN
C : NHAP SO NUT N, 8O PHAN TU M,
s KIEU PHAN TU L
1. READ (N, M, LJ
C . NHAP TOA DO CAC NUT XY (1), CAC DAU HIEU CUA DIEU

KIEN CHO TRUOC KP(I), KP(l) = 1 - LUC CHO TRUGC, KP(l

= 2- CHUYEN VI CHO TRUGC), CAC THONG 80 CHO TRUOC

FD(I) (FD(I) BANG LUC CHO TRUGC KHI KP (I; = 1 VA BANG

CHUYEN VI CHO TRUGC KHI KP/I; = O)

2 READ rXY(l), KP(l), FD(I), I = 1, 2* N)

C : NHAP THONG TIN VE CAC PHAN TU (NN (1, 1)), (NN (1, 2)),
(NN (I, 3 - BA SO HIEU CAC NUT BAO QUANH PHAN TU
THU 1; NL (1) - SO HIEU KIEU PHAN TU)

3 READ (NN (I, 1), NN (1, 2), NN /1, 3, NL I, [ = 1, MJ

C - NHAP CAC DAC TRUNG CUA CAC KIEU PHAN TU (EA (1), VA
(1), GA (I) - MODUN DAN HOL HE SO POISSON, DUNG TRONG
CUA PHAN TU KIEU THU D

4 READ (EA (1), VA (L, GA(I), I = 1, L)
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C : KHOI 2, LAP VECTO CAC LUC VA CHUYEN VI NUT
C : GAN KHONG VAO TRUONG VECTO CUA f:f&?:' LUC NUT
. i h y ; ' LUC NUT F
CUA CAC CHUYEN VI NUT D ' :
5D0T=12*N
Thh =0

C : GUI CAC LUC VA CAC CHUYEN VI NOUT CHO TRUGC VA
_LUC VA cAc , * VAO
CAC TRUONG VF VA vD

8DO 13 =12*N

9IF (KP /1, . EQ . 0) GO TO 12

10 F 1) = FDriy

11 GO TO 13

12 = FD (1)

18 CONTINUE

C : XAC DINH TRONG DJA CHI NW CHIEU RONG DAI CUA MA
TRAN DO CUNG

14 NB = 0

15D0291 =1, M

16 MAX = 0

17 MIN = 2000

18D0O 25J = 1, 3

19 IF INNYT J) . GT MAX) GO TO 22

20 IF ‘NN, (1, J) . LT . MIN) GO TO 24

21 GO TO 25

22 MAX = NN 11, Jj

23 GO TO 25

24 MIN = NN (1, Jy

25 CONTINUE

26 NWA = 2 * IMAX - MIN + 1)

27 IF (NWA . LT NB} GO TO 29
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28 NB = NWA
29 CONTINUE
C : GAN KHONG VAO TRUONG MTRCHT
30D03NT=12*NW*N
318 =0
C: LAP MA TRAN DO CUNG PHAN TU VA GUI CHUNG VAOQ
MTDCHT
32D06T1=1,M
C : GAN KHONG VAO TRUONG CAC PHEP TOAN VOI MA TRAN
33D036J=16
34DO3K =1,6
35RR W, Ki=0
36 RL &), K = 0
C : GOI CHUONG TRINH CON CHUAN BI THONG TIN TRUC
TIEP VE PHAN TU (KHOI 3
37 CALL INFORM I .. |
C - KHOI 4, BAT DAU LAP MTDCPT
C: LAP MA TRAN 2A[A] ' TRONG TRUONG RR
38 DO 47J = 0,1
B9RR(I+3*J 1+3".0 =X(2)* Vi3 - X3 * Y2y
AVRE(1+3*L,2+3 %N =X(3) * Y1) - X(1) * ¥(5
TTRR(1+3*J,3+3% = X(1)* ¥Yi(2) - X(2) * ¥{1)
A2ZRR(2+3%J,1) = Yi2)- Y3
ITRR24+3"JL. 2 =Ti3) - ¥Yil)
A4 RR(2+3*J.3) = Y(1} - YD)
40 RR 3+3*J, 1) = X(3) - Xi(2)
A6 RR (3+3*J,2) = X{1) - X(3)
AT RR (3+3%J,3) = X(2) - X(1)

& ] o L i N
C . LAP MA TRAN l— V"é fh)} (B') 1 [R'] TRONG TRUONG RL
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48RL(2.2)=1-V

49 RL(6,6) =1-V

M RL(2 6=V

8l RL (6, 2) = V

GZ2RL3, 3)=(1-2"V)2

l

it

93 RL (3,5) = (1-2*W)2
54 RL (5,3) = (1-2* V)2
55 RL (5, 5) = (1 -2 * V)2

C : QUAY VE CHUONG TRINH NHAN MA TRAN
56 CALL MATMU (RR, RL, RES..)

C : LAP MA TRAN 2a[A]""" TRONG TRUONG RL BANG CACH
HOAN VI MA TRAN TU TRUONG RR

51D059J = 1,6
58 DO S9 K = 1.6
59 RL (K, J) = RR /J, K

C : PHAN PHOI MA TRAN 24
TRUONG RES VAO TRUONG RR

60 DO 62 J = 6

61 DO 62K = 1,6

62 RR [J, K] = RES [J, K]

C : QUAY VE CHUONG TRINH CON

63 CALL MATMU (RR, RL, RES,.

C : TINH TOAN DIEN TICH PHAN TUY

64 A = ABS M(X(1) -~ X(2)) * (Y(1) - Y(3)) - (X(1) - X3y *(¥(1) -
Y2 2

C : KET THUC LAP MTDCPT TRONG TRUONG RES

65 DOGTJ = 1.6

66 DO 6T K = 1,6

BT RES(J,K) = RES(J, K)*E4*A* (1 +V)*(1-2* v}
112

1 1 — ;
-’”’LEI ) [8)" (D) (B] (A)! TV

¢ : KHOI 5, B0 SUNG C AC THANH PHAN CUA MTDCPT VAO
CAC TH. ‘Jﬁ‘l PHAN CUA MTDCHT, DUQC THANH LAP TRONG
TRUONG S

68D0 T4 =16

69 DO T4 K = 1.6

70 IF INW'K, . LT . NW (Jy; GO TO 13

ML =INWEL=-1)*NB+NWK: - NW + 1

72 GO TO 74

TBL =/ NWEK, - 1)* NB+NWJ - NWEK) + 1

74 S(L; = S(L; + RES (J, K

C : GOI CHUONG TRINH CON GIAI HE PHUUNG TRINH, NO
PHAN BO CAC CHUYEN VI NUT TiM DUOC VAO TRUONG D

75 CALL SOILVE 'S, D,....

C : KHOL 8, IN 8O HIEU CAC NUT VA CHUYEN V1
T6WRITE (L. D@2*1— i, D2%0 =1 N

€ : KHOI 9, LOC VECTO CAC LUC NUT
TTDO78[=12*N

8 Frli = 0

C : TINH TOAN BIEN DANG &0 £ 75, TRONG CAC DIA CHI EX,
EY, EXY VA CAC UNG SUAT r:s 6, T,, TRONG CAC DIA CHI
SX, SY, SXY VA IN CHUNG

TODG106r =1 M

B0 CALL INFORM (1.

C LAY RA CAC CHUYEN V] NCT

81 DOB4J =13

B2DOB4AK =12

B3I L=NW2*"IT+K-2)

84 UK. J) = D /L)

BA=E/l+VI"(1-2"*V,

B6 B = (X (2)-X(1n =Y - Yl - (X1 — X3 * Y1) - Yi2i
-1 113



BT EX = (DML, 1) * (Yi2) - Yi3) + U1, 2) * (Yi3) - YU + (U1, 3
(Yl - Yi2n) ) B )

88 EY = /U/(2, 1) * (X(3) - X(2)) + U(2,2) * (X(1) - X(3)) + Ur2, ) *
(X{2) - X(1)) /B

B9 EXY = I’UIIL 1V * (X(3) - X(2)) + L1, 2) * (X0(1) - X630 + i1, 3
Y (X(2) - X))+ U2, 1) * (Y(2) - Y(3)) + U2, 2) * ¥(3) - Y(1)) 4
U2, 3) * (Y1) - Yi2)) / B '

EIGSX—A*HI—V}I*EX+V*EY]'
NSY=A*(IV*EX+(l1-V:*EY
928XY =A*(1-2*V,* EXY2

93 WRITE 11, EX, EY, EXY, SX, SY, 8XY)

C : KHOI 10, TINH LUC NUT THEO UNG SUAT T ‘
HOI 10, JUUC NU ; & 'RONG CAC
PHAN TUT

94K = NWi(l)

95 FrK) = i8X * (¥(2) - Yi3) + SXY * (X(3) - Xi2n/2
96 K = NW (3)

97 FIK) = rSX * (Y(3) - Yil) + 85Xy * (X(1} - Xi3m2
98 K = NW (5)

99 FYK) = (SX * (Y(1) - ¥Y(2}) + SXY * (X(2) - X112
100 K = NW (2)

101 FIKi = (SXY * (Yi(2) - Yid) + 8¥Y * (X3 - vi2nyz
102 K = NW (4)

103 FIK) = (SXY * (Y(3) - Y(1)) + SY * (X(1) - X(3)))/2
104 K = NW (6)

105 FIK) = (SXY * (Y1) - Y(2) + SY * (X(2) - X(1)))/2
106 CONTINUE

C : KHOI 12, IN SO HIEU NUT VA CAC LUC NUT
10T WRITE ([, VF 2* - 1), VF(2* I, I = I N

108 STOP

109 END

114

(' - KET THUC CHUONG TRINH CO BAN

(. CAC CHUONG TRINH CON TIEP THEO

(: : CHUONG TRINH CON CHUAN BI THONG TIN TRUC TIEP
VE PHAN TU THU I

110 SUBROUTINE INFORM (I,...)

¢ : DANH 80 BAC TU DO CUA PHAN TU

111 DO 113J =1, 3

MN2ZNW(2*J)=2* NN J)

IIBNW(2*J- D =NW(EZ*D-1

C : CHON MODUN DAN HOI E, HE SO POISSON v, DUNG TRONG G

114 J = NK (1)

116 E = EA (J)
116 V = VA J)
117G = GA ()

C : CHON TOA b0

118 D0 1217 =1,3

119K = NW{2*.J)

120 YiJ) = XY (K)

121 X{J) = XY (K - 1)

122 RETURN

123 END

C : CHUONG TRINH CON NHAY MA TRAN HANG 6 x 6, THUA
SO BEN PHAI DUOC VIFT TEGNG TRUONG RR, THUA SO

BEN TRAI TRONG TRUONG RL, KET QUA DUOC DUA VAO
TRUONG RES, CAC THUA SO DUOC LUU GIT

124 SUBROUTINE MATMU 'RR, RL, RLS.,...)
12 DO 129J =1, 6
126 DO 129K = 1,6
12T RES JJ, Ky = 0
128 0O 128 L = 1, 6
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129 RES (J, K1 = RES tJ, Kj + RL &J, L) * RR (L, K

130 RETURN

131 END

€ - KHOI 6. 7, GIAI HE, PHUONG TRI:'H BANG PHUONG PHAP
LAP GAUSS - SEIDELL

132 SUBROUTINE SOLVE (S, D, F, K, P...

133 EP = 0

134 ER = 0

135 DO 1521 = 1,2 * N

136 IF (KP ), EQ . 1) GO TO 152

1374 =0

138 DO 144 J = 2. NB

1394F -0 LT . Y GO TO 142

140A =A+SNB* (I-di+J* DI =J + 1)

141 GO TO 143

42 IF (1 +J) - 1) GT .2 * NB) GO TO 144

43A=A+SNB* - 1)+ *Dil+J-1)

144 CONTINUE

145 B = (F' (I} - AuS (INB* (I - Ly + 1)

146 A =B-D D

147 Dty = Dili + 185 * A

148 IFYABS (ADL)i . LT . 0.01) GO TO 150

149 EP = 1
150 IF fABS fA) . LT 0.000001) GO TO 152
151 ER =1

152 CONTINUE

153 IFfEP * ER . NE. 0) GO TO 133
RETURN

END
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CHIUONG 3

TiNH CHAT CO HOC CUA PAT

Mai lidn quan dng sudt - bi#n dang ¢ trong dit thuong duoe
nghién ciu trén mady nén ba truc, vA mdt 56 it - trén cdc thist bj
chuyén mdn bao dam dude cac didu kién bién dang phang, tac dung
déc lap cha 3 dng sudt chinh hay su xoay cac ing suit chinh. Dé
mb ta trang thai dng sudt - bién dang cia mau trong cdc thi
nghié¢m eo hoe khac nhau, nén st dung tap cdac thong sd khong déi
p. q, ¥, ¥ v& gan cho chung mét a6 ¥ nghia khdc nhau tuy loai thi
nghiém. Trong tai lidu thudng si dung 3 tip thong =6 nay 13 .

|
E{crﬂ + 26), q=6_ -6,

a r

1} p

Il

2
v=¢g +2, y = -:i(z_d ptt - 4 (3-1
8] day 6, 6, £, £_ - Ung suidt va bién dang theo phuong truc
vi phudng ban kinh, khi thi nghiém trong may nén 3 truc d6i vdi
méu hinh tru [40]. R6 rang trubng hop nay p = 6, q = 21

Vo= Ew 7= W

axt

1 1
2) P E{ﬁ] + J‘;}r q= E(G] = ﬁ';}:

v

3

£, +E, P T (3-2)

0 day, 6,, ¢;, £, £, - Ung sudt va bién dang chinh khi chat tai
trong diéu kién bién dang phang [48].

Dp=o,qui=ll,ves,y=y = WiE, (3.3)
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Tap théng s8 nay sl dung khi phin tich trong khong gian 3
chifu.

Tir cac chng thdc trén ta thdy, p 1a ap luc trung binh hay dai
lugng tuong tu cha nd trong truding hop bién dang phang, q - s8
do ding suit tigp, v - 0 do bi&n dang thé tich, y - =6 do bién dang
trugt. Méi tap trong 3 tap déu théa man difu kién : cdng ela cée
Ung sudit p va q do tang bién dang v va ¥ thi bing coéng cla cac
ing sudt chinh do tang bién dang chinh & [40]

BV + a7 = O, + 6, + 04, (3.4)

Pang thuc (3.4) ludn ludn théa man cdc tap tha nhit va thd
hai ; dé& dang thiy duge didu dd khi thay vao no cac tri s6 p, q,
¥, v. D& v8i tap thd ba, ding thae (3 4) thoa man khi tenxo léch
db tang bién dang ti |& véi tenxo léch Wng sudt, trong muc d& nhédt
dinh diéu dd xay ra khi cd bién dang déo.

Cac dng suit duge nghién cdu o day 14 dng sudt trong cot dit
{ing sudt hitu higw). Chd nde nghién cldu 1A ¥ng sudt toan phin
thi s& cd luu ¥ riéng.

Nén dang huong la su chit tai c¢ thoat nude lén mdu, dp luc
déng déu theo moi hudng (q = 0) ; khi dai lugng p khong ddi trong
qué trinh chdt tai thi chat tai do goi la truot thuan tiy.

Day la mét chuong b8 tro clia sach. Vi viay chi xem xét nhimng
tinh chdt chi y&u cla cde loai dit da chinh. Nhiing tinh chédt pay
da duge don gidn hda it nhidu d€ thé hién duge ching trén cdc
mé hinh sé8.

3.1. TINH CHAT CO HOC CUA CAT

Mét déng cat thach anh roi rac va khoé la vi du don gian nhit
vé mdi trudng ddt. Thanh phdn hat cla cat va mudc df mai tron
cua hat ed Anh hudng quyét dinh dén tinh chét co hoc caa cat. Tuy
nhién, khi d4 hing dinh nhirng dac trung nay, thi dé chat la thong
sd duy nhat cd tinh quyét dinh.
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Himh 3—-1. RO db e d3c trung cho cac ninh chit cia cit xop

Hinh 3-1 dua trén k&t qud thi nghiém nén ba truc néu trong
cing trinh clia T Kokusho [32], cd tham khdo cac tai liéu gdn guai
vdi ng, [31] va [34], da thé hién cd- tinh chat cia cdt réi cd hé =48
réng ban diu e = 0,73.

Hinh 3-1.b cho thdy su phu thude cia bién dang thé tich vao
ap lue thiy tinh khi nén dang hudng. Su do tai va chat tai lai sé
cho nhitng dé thi khée vai d6 thi nén ban ddu. Ap lve thiy tinh
ban diu pAy nén sy tich lug bign dang lén chat thé tich khéng
thuan nghich (déo) & trong mau. Tri s6 bién dang dan héi cing
nhu déo trong cat roi déu tuong d6i khong lon, khi nén hé s6 rong
thay ddi vai phdn tram, va khi nén tinh thi cat roi vdn la cat roi.

R Khosla va T'Wu [31] da khéo sat cat d6 chat trung binh trong
may nén 3 truc. Hinh 3-2 thé hién mat gidi han 1, ho cde méat cd
bi¢n dang thé tich bidng nhau (mat ding tich} va cac vectd bién
dang déo. Cac tac giad [31] nhan thidy cac vecto bién dang ludn
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€, mes vudng gdc voi cde mat dang tich
e =4 va dé nghi xem cac mat dang

. tich nhu nhing mat két hop cia
tinh chay va thé déo (xem muc
6.2}, Theo cac tai liéu nay, thi
4.2 = _ 5 | — Y_ci_ | nhu trén hinh 3-1d, khi tac dung
; | lén cdt cac dng suit cat thuan

} tuy, vii p khéng dai, sé lam tang

K
| %

22 &4 V76 Wez df chat. Cac madun nén thé tich

tiép tuyfn cha cdt roi khi chat

Hink 3-2. Duing ding tich tai K va do tal K trong
v chc vecled hitn dung déa khodng ap lue 0,05 - lg.'._"-l MPa,

cd thé tinh duoge kha chinh xéac
theo cdc bidu thdc : K = 94,5p ; KL‘." = 283,5p.

Né&u mau bi nén bai ap lue thuy tinh lai chiu su chdt tdi cat
thudn tiy, tic la voi mdi lugng gia tang ap lue doc truc AS sé
tuong dng voi mot luong giam ap lue theo phuong ban kinh la

Eﬂﬁ‘ thi qui dao thay d8i trang thai (dng sudt trong hé toa db p—q

{hinh 3-1a) s& song song v&i truc q va xu&t phat ti mét diém trén
truc p tudng dng véi ap luc nén dang hudng xdy ra trves. Quan
hé giita bién dang truot y va tri s6 q néu trén hinh 3-i-. Khi do
tai cdc dng suit tiép, modun trugt ng sé& gan bang tri 6 modun
trugt lue ddu khi dat tai G

Tri =8 gidi han cia Ung suit léch lién hé vai tri s6 p theo hé
thie : q = Mp (3.5)

Tri s6 gigi han cda ng sudt doc truc phu thudc viao ung suit
theo phuong ban kinh trong thi nghi¢tm nén 3 truc déi vai cat rid
duge xdc dinh bang hé thic

1 +sinp
= e ——— i }
=l L e (3.6)

Thay tri 56 6, nay vao (3.1), sau do dua cde bidu thic doi véi
p va q thu duge vao phuang trinh (3.5), sé tim duge hé thic gita
M va sing :
M = Bsing/i3 - sing) (3.7)
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Teén hinh 3-1a, tri s6 M = 1,53 tuong ing v6i gde ¢ = 37740".
6 14 tri 56 ¢ cao dd6i vai cat rai. Can luu y la poc ma sat trong
thu dude theo thi nghiém nén 3 truc ludn luén lén hon han khi
cat truc tiép Trén hinh 3-1a, bén dudi duing thdng gidi han q =
Mp con vé mit s duiing ; nhung duing dd déu duge déc trung
bang phuang trinh

7= q/p = const (3.8

Theo tai licu [32] thi méi tri s6 5. khong phu thube vao p vi q,
tuong ing voi cing mot gia tri bién dang trugt y. Déng thoi trén
hinh 3-1a ciang cho thdy khi p khac nhau nhung » gidng nhau ivi
du 2%) thi tuong dng tri sé 5 cling gifing nhau

Nhigu tac gid nhan thdy (32, 34, 4 1], néu bién dang cla cat xay
ra trong truding hop tang lién tuc bién dang v va {khéng cd nhitng
giai doan do tai), thi trj s ev thé ctia v va » sé tuong dng don tri
viii cap tri 6 Ung sudt cu thé cia p va q.

Né&u nhitng duimg bién dang trugt nhy nhau trong toa do p-q-
duting co phuong trinh (3.8) - thi cac dé thi trén hinh 3-1c chi
khac nhau vé ti 1& thang ding.

Né&u trén truc tung do hinh 3-1c ta khong dat g ma dat y thi
cac do thi sé nhap thanh mit dusng. Sde chong trugt cua dat vdi
cic tri 86 p va v da cho cd thé goi 1a "sic chéng trugt huy dong"
Ny + theo (3.7), dai lvong nay cd thé duoe dac trung bang gdc ma
sal trong huy dong ¢, Ré rang n,, = M, o4%¢

T Kokusho [32] vé nhitng duiing trugt bang nhau khong co dang
duong thing ma hoi cong, bé 16i hudng vé phia trén. Trén do, cic
di€m trén d6 thi (hinh 3-1¢) cang dich vé bén phai thi cang cao
hon, tic 1a véi cing myc trugt y thi p sé 1on hon khi 7 nho hon,

Trong qué trinh bién dang trugt véi tri s6 dp luc trung binh p
khéng d8i, cat sé bi bién dang thé tich nhu cac db thi trén hinh
3-1d. Thoat ddu, miu bi nén chat thém. tham chi vdi tri =8 p rit
nho, nhung sau dd nd lai bj tdi ra vai p nho.

Qué trinh nén chat voi p lon cd thé keéo dai dén tan nhing bién
dang trugt rdt ldn, vuot qué giéi han kha nang cia may nén 3
truc. Nhidu tic gid khong phai khéng cd co sd khi gia thiét rang,
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trong qud trinh truot dé chat cia cat sé dat téi mot tri s6 tdi han

nio dd, tiy theo ap lue trung binh p, bang cach chat thém hoac
toi ra

Hinh 3-3 12 b6 d6 thi tuong tu d&i vai cat chat (e = 0,52) theo
chinh nhing nguén tai litu dd. Goéec ma sat trong bang 46°30°, do
nén thé tich - khodng 2 l4n thdp hon so vdi cat roi.

'?. ﬂ-"% £}

Hink 3- 3. Bé 8 1thi ddc trung cho cic tinh chft cha ci chin

Médun nén va gidm nén tiép tuyén trén d6 thi 3-3b, & trong
khoang ap luc 0,05 - 0,5MPa, tinh duge gin ding nhd cdc bidu
thic K = 153,5p va Kgn = 505p.

Dac tinh toi ra (hinh 3-3d), ngay khi bién dang trugt khéng ldn
va cd khi tri s6 p 16n, 14 dac tinh tiéu bidu nhét cia cat chat. Co
ché lam toi khéi hat chat ban ddu da duoe giai thich tir lau.
L.Berrum [4] cho dd la do sy thay ddi géc ma sat trong va goi moi
lién quan dd la hiéu dng e (hinh 3-4). Néu dé chat cia dét thap
hon db chat tai han va trong qua trinh trugt nd tang 1én, thi nang
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lugng 36 thoat ra sé bl dap cho phén nang lugng tiéu hao khi
truct, dude the hién & sy gidm sdc ching trugt va gde ma sit trong
so vii do chat tdi han.

&) 16 &) Lé‘

Hinh 3—4. %0 d6 hidu dng & cias Berrum
a) d&t xOp : b} A chal via | ¢} ddr chdn
Trong cat hat nhd ridt xop Berrum quan sdat dude gdc ma sat
trong la 12°

Nguge lai, trong ddt bi nén gqud chat, hién tugng hoa toi thuc
hién mdt céng ¢ "am”", cong nay cong vai cdng trugt va duge thé
lhién & dang tang goc ma sat trong. J. Koste va G.Sangler [7] tim
duge khoang bign ddi gdec ma sat trong o cat la 299 - 48" tuy
thude da chit. Ho dua ra cong thic Kako d& tinh gde ma sit trong
phu thudc vao hé s6 db réng : tgp = k/e. He 56 do rdng k = 0,55
tuong Ung vdi cidt cd thanh phan hat déng déu, cdc hat co bé mat
xi xi ; e — hé 56 do rdng

P. Lade va J. Duncan [34] nhd&n manh la néu qud trinh chét tai
di vdi cat trong may nén 3 truc xay ra vdi su tang lién tue g, thi
tri s6 trugt ¥ phu thude don tri vao dng suft, khéng phu thude vao
dudng chit tdi. Néu thém ca didu kién p tang lién tue, thi co thé
ndi bién dang cia cat phu thude don tri vao ing sudt, vdi 7 < M.

M.V Malyshev va nhitng ngudi khac [36] da tién hanh thi nghiém
cat trong diéu kién bién dang phing (¢, = 0). Thoat tién, mau
duge nén bing 4p luc "thiy tinh" 4, = 6, (di€m A trén hinh 3-5).
Ti#p tuc chdt tai cho tdi khi dat trang thadi gidi han bang ba cich -
tang 6, khi 6, = const (I trén hinh 3-5), tang &, va gidm &, vai
cing mic d6 (trugt thudn tay, II trén hinh 3-5), gidm &, (II trén
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iinh 3-5). Gde ma sdt trong tir cac thi ﬁ',f
nghiém cia ho lai phu thube vio dusng chét |
tai : né gdn gifmg nhau khi chét tai theo |
duemg 1 va II1, 1a 42", 39" va 37", tuong i NI
ting voi cit cd Chl 26 do chat | = CI',E« 10,55 N
0.23, va giam 1o rél khi chat tai theo dudng !
111377 ; 34,5" ; 32,5" @ cat ed cung do chat) {

Su phu thuéc cla gdc ma sat trong vao o Tl
duang chat tai chua han duge thita nhan 1a {__/ B
mét tinh chit e6 qui luat cia cat. Su phu T

thude dd cd the mot phdn 12 do khi chat tai . . . o o4 R
theo dudng II! cho téi luc tign dén trang chdl tii khie nhau
thai gidgi han thi méu da bi nén qud chat I nen ., [L ct thudn tuy
béi dp lvwe nén thiy tinh ban ddu cao hon. Tl kew

Con khi chat tai theo duéing [, theo thi nghiétm cta tde gia, thi nei
chung khd ghi duac tai trong gidi han +i tai trong gidi han thuong
i0m, tai cudi thi nghiém mdau bi bién dang tich lay lén, hinh dang
mau bi bifn déi manh, va trén cde d6 thi thi nghiém khong thay
ré théi di€m bude vao trang thai gigi han, giv cam tudng la miu
bén vo han.

Cdc tdc gia [36] cd nhan xét 12 dudi dng sudt 1i8p nho, khi dng
xtf cla cdt gAn vai vat dian hdi thudn tday, thi hé s nd ngang gin
bing khing.

K. Roscoe [41] tién hanh thi nghiém cdt trong nhing dung cu
cat dac biét ed dai cat rong (dung cu et xién), trong dé ob thé
thay déi duge hudng cia cac dng sudt chinh. Bién dang cia miu
duge do theo cac méc chi dat vao trong méau nhd tia rongen. Két
qua thi nghiém hodn toan phu hop voi cac nguvén ly cla 1y thuyét
déo, cdc s pia bién dang déo khi tAng ing sadt tiép thi déng truc
vdi cac tng sudt chinh téc dung, chn cdc s6 gia bién dang khi d&
tai thi ddng truc véi cde 56 gia @ng sudt.

Tinh déng truc cla cdc s6 gia bién dang chinh véi cdc dng suit
chinh tdc dung cho phép higu dién ching trén cung mot hé truc

P. Lade va4 [ Musante [35] da thi nghiém cat trong thiét bi co
tri 88 &, thay déi duge trong pham vi tit 6, dén 6, Hinh 3-6 thé
hién mat cat doe va ngang efa cde bé mat gidi han cla cat xfp

124

{17 va cat chat (2) ‘heo cac s lidu thi nghiém cia ko, cing nhu
huding cia cac vects hign dang déo ¢ trang thai ginai han. Trén hinh
3-6b cac dudng gach dit la cac mat cat cua thap Coulomb vdi
¢ = 48'30' va p = 38"20°. Sy gin gii cua cac bé mat giagi han
thue nghiém voi cac mat Coulumb cd cung goe y che phép xem cac
tri a0 nay 12 gic ma sat trong cua cat.

ct

6 4

| 1z
»I?. ; :
! .--ll o -
[ ﬁbu'/

L:J-e‘—"aw B

VEE, Wob, V28, V2 £
M

Himk =6 W 1h hicy diire B M gl ban v Cin roi (1Y w0 ost char (B

Xem xét cac vecto bién dang trén hinh 3-6b ta thiy phan lén
ching gan vudng goc véi giao tuyén cia mat bat dién vai cde thap
Coulomb tuong #ng Sy sai khdc (t nhiéu ro rét thdy & cat rai. o
gin truc 6 (tdc la khi o, gan voi 6.} R6 rang khac vai cdi chat,
trong cat xop khi cdc tri s6 4, va 6, gin nhau, thi bién dang déo
phﬁt trién c¢ xudt hién ca £, chi khng chi cac bién dang £, va

.. Trong mat cat doc cia cdc mat gidi han {hinh 3-6¢), cic vecto
a cat x6p hdu nhu hoan toan vudng goc vai truc thiy tinh, tic la
bi#én dang ctia cat xfp & trang thai gioi han xay ra khi thé tich
khéng ddi. Hudng cta cde vecto bién dang déu 0 cdit chat ching
to co su tui ra (| Ag,| > Ag)) khi xay ra trang thai gici han Tuy
nhién edc vecto bién dang deo trén mat cat nay cua cat chat lai
khéng vudng goe vai duirng gi6i han, tic la cdc mat theé déo du Lhé
nio di nita cing khong tring voi mat gioi han

125




Két cfiu dung cu cd ddi cit rong da duge dé cip cua K Roscoe
cho phép tao trén médu nhing bién dang cat 16n nhat. Hinh 3-7
(theo [41]) th& hién quan hé cia goc ma sat trong duge huy dong
va bié¢n dang trugt cla cat xdp (e = 0,75) va cat chat (e = 0,53)
khi o = 42 va 390 kPa. Trudc hét, ta thay sv gidn giéng nhau cta
cdc db thi vdi & = 42 va 390 kPa, va co th€ bi€u dién ching bing
mét dutng cong. Thi hai 14 sdc khang khi bién dang l6n cha cdit
x0p va cit chat cing gin gidng nhau. Su gidm sitc khang cla cat
chat va tang do bén cla cat x6p hién nhién 1a do cit chat bi toi
ra cém cat x8p thi duge lam chat thém. Tuy nhién, sic khiang cit
cue dai cia cdt chat va sy gidm sit cia nd thuding chi xuat hién
khi bién dang truot lan

K. Roscoe dua ra khdi niém "gde toi® ; sin cta gdc nay thi bang

ti 58 gitta s6 gia bién dang thé tich va sé gia bién dang truot, treng
gua trinh trugt dudi dng suit khing déi o

_ dv .
sinf = - — (3.9)
dy
L
' 7y J
e = !—.mr f
! i T ,.3 i
] F? -ﬂ?? a2 -ﬂ‘.f iz
e e (/i"’
28 Arr rérra
Himh 3-7. 5u phu thudc cua goc ma sil Hinh 3=8. Sy phy thutic coa "gae ("
trowng win Urj s hidn dang truot O car vk goc ma san rong Jude huy dong cis
chit (duang hidn neét) va can xip {dudong cal chan (duong hién i) va cill roi
it mér) khi dng suedt phap O mit tedel B (duong it nét) khi dng sudl phap & mat

32 kPa (1) va 390 kPa (2) ph::mg cil la 42 kPa (1) va 390 kPa (2)

Su gdn gdi cua cac khai niém hiéu dng « cia Berrum va gde
toi 14 ré ring, cung nhu sy ton tai mai lién hé gilta tri 56 gdc ma
sét trong dude huy déng vai sy toi ra Hinh 3-8 la cdc d6 th: quan
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hé cua gdc toi va gdc ma sat trong dude huy dong cta cat xop va
cat chat dudi ap lue p khac nhau. Y nghia cia cic dé thi dd nhu
sau. O cdt chat, véi tri s6 truct nhé va nhitng bién dang y nhé Py
nho), thi khi tang y (tuong dng la ) sé thdy nd chat thém (sinf
> 0). Didu nay cd th€ nhin thidy ca & trén hinh 3-7. Bat dau tiu
mdt mic nao dd, tudgng Wng vdi p, , = 31" - 37" sy tang bién dang
trugt sé kem theo hién tugng toi ra. Tri s6 gic tgi § dat cuc dai
khi siic khang cia cat chat 1a cue dai, dng véi y = 0,1 (xem hinh
3-T), sau dd nd bat didu gidm xudng.

Tuang tu, & cdt xdp su lén chat xdy ra vido nhing giai doan
tang dau tién cda y va g, ,, réi td mét mic y nao dd, tuong dng
viti gic ¢, = 31" — 34", cat cing bat ddu bi toi ra.

Vi tat ca nhirng d6 thi thuc nghiém trén hinh 3-8 kha gdn nhau,
K. Roscoe tham khdo cdc cong trinh cia T. Koula va P. Howe da
dua ra eong thuc :

_ _ (k~1) = (k + 1)sing .
sin g, = &+1)—(k - 1)sing (3.1

v
8] day k = tg (45" + Zc}, . — Eia tri cudii cung cia goc ma sdt
trong huy déng duge.

Trén hink 3-7, ¢, = 34" d6i voi cd cat x6p lan cat chat. K
Roscoe dva ra nhitng tri s6 lon nhdt da quan sat duge d cat chat :
# = 15", tham chi 23" (trong khi dd ¢, , = 47,8").

Trong diéu kién bién dang phdng thi sin ¢, , = (6, - 6,)(5, +
65} vadv = dg, +d¢,, dy = dg - dg;. Sau khi thay nhung hé thue
dd viao phudgng trinh (3.9) va (3.10), ching ta dugc dang don gian
han cia phuong trinh (3.10) d6i vai diéu kién bién dang phang cia
K. Roscoe [41] :

de,

dg;

1 9 ’
7 (3.11)

Hinh 3-9 la d6 thi thi nghiém dit nhian tac manh vun thd (da
dam balat dudng sit) trén may nén 3 truc 16n, khi 4p luc hong la
35 kl’\*."m:, theo tai liégu cia G. Raimond va V. Diyaljee [39] Dudng
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1 la vai da dam “olomit, duang 2 la vai da xi nai lua. Vat liéu duge
chit vac budng nén bang rung déng Gida dudng 1 va 2 trén tat
i hinh v, cac tae gia [(39) vach duce mét ho cdc duing dac trung
cho soi, dam gramit, dam d4 hoa va dam da vai. Hinh 3-9a va
3-9h th® hién tinh chdt cua mAu chét tai !8n ddu, con hinh 3-9¢
va 3-9d - mAu bi chit tai so bo cd tinh chu ky bang tai trong doc
truc (10" chu ki, Da dam im méu thi nghiém phai cd thanh phén
rIfr. hat t3t nhit. Nhv da thiy, tai trong so bd co linh chu ky _dﬁ
n.;‘mg cao dé cdng, do hda tdi va sdc khdng cat cuc dai {I-.ﬁa man.
Cac mau bi suy giam vé dé hén sau khi dat suc khing dinh

R e e

; 4 . e i
Hinh 3—% 1N th ké gua thi nghiém een 3 eae doi o da divn dobemit ¢
T R T (VR R

3.2. TINH CHAT CO HOC CUA SET

Cac tinh chat cua dit sét va sét bao héa nude duue aghién cdu
dia trén nhifng guan niém cia 1y thuyét trang thai (3 han o st
duge dé xust trong cac cong trirh cia M. Hvorslev [27). K Roscoe
va J. Burland [40]. A. Schofield va C Wroth {45] [}. Henke! 125]
v nhiéu nha nghién cdu khae
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3.2.1. Tinh ép co cua sét

Khac vai cat, khi bi nén ted thoat nuder sét o6 the dat do chat
vat |y bat ky, chuy@n it trang thaii chay sang déo va tham chi sang
trang thai ran

)5 thi su phu thude cia hé s6 d6 réng vao dp lue nén cia sét
trong hé toa do nua logarit thuang cd dang gan dudng thang (hinh
3-10) ; trong do phudng trinh nén thity tinh dang hudng va glam
nén itruong ndt co dang :

e=e,~dlnipp,}; 1312}
o= ey + Akin (pipyh (313}

trong dd e, va e, - cac bang s6 cho bidt vi tr cin d6 thi nén ban
dau ; e - hé 36 di réng ; p - ap luc thay tinh. Diém co toa dé €,
vit p, cd thé nam trén khodng d6 thi thi nghiém e - p hoac phéan
kio dai cda no. Tét nhat la lay p, bing ap sudt khi quyén hoac
bang don vi ap luc trong hé don vi chon dang. Trong phuong trinh
giam nén (3-13), p, 1a dap lue 1én mAu trude khi giam nén : ey -
hé sd do réng lic da.

P thi nén mat true,
dua trén két qua nén trong
dung cu nén théng thuang
{xem hinh 3-10), cing la
mdt dudng thing, song
song vdi dé thi nén dang
hudng ban dau, nhung
nam cao hon

Bifn dang thé tich caa |
dat dv %hi h:_} s da rﬁ“g ! 4 FE FR 10 ISSG 2 A
thay déi de la

Hink d=10 1% 1y cie tinh chfn kb nen
il v canlin
dv = dei 1l + SR duang nen bar o GN - Juong gidm
men o FHE - diiings teang thai i han

Nha hé thie nay cd thé' xie dinh duoe cde médun nén thé tich

tiép tuyén khi nén va giam nié'n tit phuong trinh 13-12) va (3-13) -
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K, =dpdyv = ptl +e1i ; 13-14)

K,, = pil+erk (3-15

Cac médun nén thé tich tidp tuyén 0 sét phu thude rit ré vao
dp lue thay 1inh ; trong cac cong thie 13-141 va G-l K va K,:n
ti lé thuan vai ap lue a '

Theo cie kér qua do C Wroth [48] thu duoe, thi sét xanh Boston
ci 4 = 0.145. k = 0,0578 Theo sy phan tich cia Henkel déi véi
vita lam tit sé1 London 1 = 052). 4 = 0,157 k = 00577 ; con
dai v vitn i =61 Viald o o= 0.25), 4 = 0,091, k = 00302

Néu trang thai cia dit duse dac trung bang mét diém trén do
thi nén ban diau. thi dat dé goi la ddt duoe lam chat binh thuong.
Néu dat da trai qua ap lue p 1dn hon dp lue méa nd phai chiuw hién
nay p. tde 11 nd da trii qua qua trinh da tai, thi dat dé goi la dit
qua chat, con ti s P,/ B goi la mue do qua chet 1MCi. Khi chat tai
lai doi voi dit qua chat inén lai) cho tai lic dat dp lue cue dai ma
ddt da trai qua trude do, thi quan hé gita hé 36 dé ring va dp lue
cing gan gidng vai 4o thi gidm nén, mac du nhitng phép do chinh
xie oo theé che thidy mot vong tré khong ldn. Sy ¢6 mat cua vong
tré nay dua dén nhitng bifn dang nén dudi tai trong duve dat nhiéu
lan ttheo chu k¥ ldn hon la dudi tai trong tinh Doi voi mau dat
thuc té, tie la mau trong qud trinh lich sit dia chat da trai qua su
et két dudi dp Ive p, nao dd, thi khi thi nghiém nén & phong thi
nghiém L& ap lye p, nd 5¢ bidu hién nhu dat qua chat, nghia la
quan hé giva hé =a dé rong va ap lye s¢ duoe dac trung bang duding
cong nén lai, va mot khi ap lve cao hon p, qua trinh trd thanh
gidng quéa trinh nén ban diu

Theo ti lé voi ap lye tu nhién p, - bing ap luc do trong
lwong cac lop ddt nam trén trie di ap lue thiy tinh cda nude
dudi dat: - ddt duoe goi la neén chat binh thuong khi p p = L
khi p p, > | - qud nén chat, con khi p p < 1 - nén hhong
di chat Trong ddt nén chat binh thugng, mic cd két ena dat
tudng dng voi Ap lue cha cac lop dat pdm trén. BAt ky su tang
ap lde nao trong dat. do cong trinh xiy dung. sé kem theo su
lam chat thee so d6 nén ban ddu. Nguvén nhan cia trang thai
gui chat ia su ldy di mat phan ap lue tu nhiftn 44 gay nén cd

1340

kit, do tan bang ha, do xdi mon cdac lap ddt da, v.v... Trén
nhirng vang bi phl tram tich hé bang ha hay tram tich bién
trié, thuting gap ddt sét nén khéng di chat ; & dd qua trinh ed
két dudi ap luc ‘v nhién van chua hoan thanh.

Ta hay nghién cidu tinh chit cia dit bao hoa nudc khi dat nhanh
{khéng thoat nudc) lén didt mot dap luc bd sung .&E:I = Ap luc nay
bang téng ung sudt hitu hiéu bd sung trong cdt dit ﬁp v dé tang
ap luc 16 réng Ap,

Ap,, = Ap + Ap, (3-16)

Bién dang thé tich tuong d6i cia cot £, = AV/V, trong d6 AV -
bién thién the tich clia dit

Bién thién dng sudt trong cdt lien hé voi bién thién bién dang
cia nd qua mbédun tiép tuyén nén thé tich :

Ap = K ¢, (3-1T)

Modun nén thé tich cia nuée (K = 2.10° MPa) thap hon mot
bic so vdi modun cha cde hat khodng vat coa cot ddt, vi vay su
gidm thé tich dat AV thuc t&€ biang su giam thé tich khéng gian
ring nV (n - dé réng). Bién dang thé tich tuong ddi cia nudc

= AVinV = 1 £

Ev[ﬁw} n v
va dp lue 1& rdng phat sinh la
ﬁp“ o E{ufvm] (3-18)

Thay (3-17} va (3-18) van (3-16) ta thu duoe

E,o= Oy, (3-19)

trong dé K, = - médun nén thé tich khéng thoat nude ; K, =

KI'I + [{‘J.';n

Néu tdi thii digm chdt tai nhanh ddt vdn & trang thai nén chat
binh thuong, thi K trong cong thic (3-17) sé bing modun tiép
tuyén cla su cd két ban dau - cd tri s6 nho so v4i modun nén cia
nude K . O dat duge nén chat binh thuéng, thi khi nén nhanh thue
t¢ la toan bd ap lue duge truyin cho nudc 16 réng.
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Néu tan thoi diém chit tai nhanh dat la qua chat, thh K trong
L= 170 =0 bang modun iép tuyén nén lai Néu mide quit chat cao
thi B ca thé cd cong tri =0 vii K. va phan ldn tai wrong =6 do
cot dat chiu

Khi di tai nhanh khong 8y
thoat nuier thi K trong  ;
cong thie 13-17) 36 bifu |/
thi madun giam nén. Tinh ,5:% \4
todan bién thién ap lue I6 T R e— p
rong theo cong thite 13-18) il 3 jh:a : ik _'_____""T‘-'-—-
khi do cd the dan toi nhirng Doy \ ~ '
tri 50 am Bidu hién chan T J i
kkong 16 réing da ghi nhan . | o
duve nhidu lan & ca trong o ’?.;?M Por Pus
phong thy nghicm lan ngoai
thite dia Himh 3=F1 160 1l Badu clidn ot che plie sind

i ke 15 o U son el chu ky
Vai  dar chat hinh ChA L = el g0 A I b mdes

thuong bio how nude tham

hi chi saw mat lan chit thi va Jda tai cung xudt hién dp lve 16 rdng
du. nhu minh hoa trén hinh 3-11 ; EACF la dudng rong nén hpn
ditu oia edl ddr, eon AB a duisng p co cla nuae 1 ring

Hay dae trung trang thai dng suit ban diu cun mdu 1a khing
va ap lue 16 rong 1P = 01, ung suit toan phin p,,. Wang dng vii
ng =uit trong cit dit p’ap' = By = ditm A Nén khong thost
nwde mot trl =0 v 36 dua oit dén trang thai duge bicu didn hang
ditm €' 1rén duang cong nén ban ddu cia eot. con nuse 16 ro 10
diém B trén dudng ep co eda nude. Muén vy ¢in o ap lue todn
phan p":P =p tp7 Tiep tue gidm ap lue toan phan tdi tri so
han dau p‘m. Ung sudl trong oot didt =6 giam theo duiing da tad C1,
com ap lue 16 réng gidm theo duing dan hoi AB. Trang thii cudi
cung coa ot dat va nuade 16 ring s duoe bidu dién tudng Wng bang
digm [ vir didm (. do vay 19ng dng sudt trong et p''" va ap lue
16 rong du |‘1::" bang #dp lue toian phan ban dau « va cudi cing

il

l]‘“ + p“ = p l;i—:[}.

1y

'nge sudt trong cdt gidom. con trong nudge 16 réng thy dp lue tang

"hin i dit bi bién dang du v, rit nho

Su xuit hién vong tre khi giam nén vi nén lai sé lam phat sinh
ap lue 16 rong du tang tifn sau nhidu chu kv chat tai va da wai, va
cudi cung cd thé chiém mot phan ding ké trong 1ai trong tinh.
Tae dung tang ap luc 16 ring nhu vay céng xdy ra d et oo do chat
thedi trung binh khi chiu tde dung cia tai trong bién dai (rung.
bifin dai theo chu ky).

3.2.2. Phan (rng cua sét chat binh thuéng déi voi (rng sudt tiép

f)at duge nén chat binh thuitng dudi tic dung cia dng suat cat
thuin tdy itang q khi p = const), trong didu kién thoit nuar,
thuong laim giam hé s6 dd ring va dat chat théem, Hifn twong nay
dudge giai thich 1a su tang dnp suat chinh i, ci kem theo nhirng
hiin dang nén ldn hon cic bitn dang gian nd theo hudang dng suf
giim 4. do chénh léch giua madun chat tai theo hudng 6, va Jdo
tai theo huang &,

flinh 3-12 la bé dad thi dac trung cho tinh chiit ela mau sét nén
chat binh thuing khi chiu cat thuin tuy [42, 49]

Trang thai xudt phat eda mau duoe hidu didn bang didm A trén
hinh 3-12a (p = 0, q = 01, di#m A’ trén dudng cong nén ban diu
thinh 3-12b} ; digm A" trén hinh 3-12d bidu thi quan hé cda hién
dang thé tich cia mau vdi bién dang trugt Theo miic tang ving
sudl Liép tit didm A ti diem gidi han B 1xem hinh 3-12a0 do chat
tang va chuyén tit diém A trén hinh 3-12b ai didm B'. Tap hop
cic diém gidi han kidu B trén hinh 3-12a tao thanh duimg gidi
han O). Theo nhiéu nha nghién cidu {25, 10, 48] thi dubng gidi
han 1GH) khi nén 3 truc 1a mot duding thang co phuong trinh

q = Mp 13-21

Dai vai sét Viald da nhac tdi 6 trén theo [64] M = 0.8575. vai
sét Boston [48] M = 1 K Roscoe va J Burland [40] cho ring. dai
vdi cde loai sét khac nhau, M co the bién déi rrong khoang ti 0.7
dén 1.2, tuong ding vai gde ma sat trong tir 18'40° dén 30", Nhitng
Eoc ma sat trong nhu thé déi vai 26t mdi trong cd vé lén khae

133



thuting va chi cd thé cd khi cac dng sudt ti€p duoge chit tai rit
cham va dp luc 16 rdng phat sinh phai tiéu tdn hét sau mdi mie
tang nhd cia dng suit tidp.

d') f-;ll
Y4 2. 2

Hinh 3-12. 130 & thi dic trdng cho cis tenh chit cda sct chin binh thuong

Téap hap cdc difm, tuong tu didm B’ va dac trung cho méi lién hé
gilta d6 chat cia ddt vdi dp lve trung binh ¢ trang thai gidi han, la
mét duting tuong tu dudng nén ban diu va duge goi 12 duong trang
thai tar han (TH). Duding TH trong toa d6 nia logarit s& gn nhu mot
duisng thiang, song song vii dudng nén ban dau (NBD) va cd cing dang
phuong trinh (hinh 3-10) Diém C’ trén hinh 3-12b cg ciing tung dd
viii di¢m B, nhung nim trén duong NBD. Hoanh dé p; cia nd xdc
dinh dp lyc [am cho mau trong didu kién nén ding hudng dat tai do
chat gidng nhu khi chét tai cat theo AB (hinh 3-12a). M. Hvorlev [27]
goi p,, la dp luc tuong duong. Diém F trén hinh 3-12a ¢d hoanh dé
bang dp luc tuong duong, con tung dé bang sic ching truot cia dat
bi nén chat binh thuéing. Duang OFE 14 tap hop eae di€m tuong tu diém
F cd thé goi la dudng dé bén tuong duong (BTD). Phuong trinh clia
nd cd dang

q=Mgp (3-22)
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Tri s6 caa M, ed lién quan véi hé 56 M cda phuong trinh dugng
gidi han 3-21, Theo tai lidu [27], dbi vai sét Venski. lién hé do
dude bigu dién biang hé thic gan ding M = 0.6M

Duding gach dic BOC trén hinh 3-12a la tap hop cic difm bicuo
thi trang thai dng sudt cia ede mau co cong d6 chat Tuong ing
vii dudng nay la edc dudng B'C’ va B'"C"™ trén hinh 3-12b vi
d-12d

Hinh 3-12d la d6 thi cho thdy sy tang bién dang nén thé tich
theo muc dé trugt ivdi p = const) Su lam chat ddt neén chat biah
thuitng trong gui trinh trugt kém theo su giam 36 dm & mat hay
vang trugt, va su ¢p thodat nude vao cae lop viy quanh. ¢ trdanh
xudt hifn dp luc 16 rong, can chit tai hét sde cham

Dé thi hinh 3-12, ¢ bi#u thi litn hé giua @ng sudt tiép va bién
dang. Theo cac tai liéu cla R Yong va F Mackyes [49]. dd thi
g = v véi p khic nhau cd (thé duge bidu diftn bing mat duiing cung
trang toa db g qQ, ¥ trong do Uy = Lri 56 gidi han cia q vai p da
cho). Bang cdch dd, ciang nhu trude diay trén hinh 3-1 va 3-3, cd
th¢ dung duge mdt ho nhitng duding tia bigu thi trang thaii ing
sufit ¢d cang tri 6 trugt v thinh 3-13), va mat ho cac mat co cung
dd Am (vA tuang dng, co cung bién dang thé tich) Cac 45 thi &
hinh 3-13 xde 1ap su tuang dng don tri gida bién dang vi ing sudt
vdi mot dudng chat tai xae dinh ; sy tugng dng dd it nhidu van
dudge gilt ving néu trong sudt qua trinh chdt tad p va g tang (duong

Hinh 3=74. Cac diong JAng trussi (ean Hinfe 3-14. B30 the Pain déi hinh daeg
va ding dd Am cia i mit chae ke char s
I chan 0 20 gum b by
Wing haksme . 3 e gew hon
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I va Il trén hinh 3-13). Doi vai nhitng duimg chat tai phuc tap
hon thi ngudi ta xac lap khong phai sy phu thuéc gitta ing sudt
toan phin va bi€n dang, ma la giita cac s0 gia dng suft va bién
dang.

_ Theo cdc két qua thue nghiém déi vai sét déo duge lam chat
binh thuiing trong cang trinh néu trén [49], thi trude khi dat tri

. 1
sy = 0,6% fqz-:g q,,! cdc vectd bién dang déo chidu trén mat khoi

bat dién thinh 3-14) 56 vudng gde vai mat tron kifu Mises — Botkin -
con khi mue dng sudt tiép va bién dang cao hon, vae ldc miu bat
ddu xudl hién mat trirot song song vai phudng ., thi hudng ctia
cac véctd bifn dang déo gin vubng gde vai mat cit lue gidc cia
thiap Coulomb.

3.2.3. Sirc chéng truot cua sét qud nén chat

Néu cic mau sét cd cac duiing dac trung GH, BTD, NBD, TH
trong lich st phai chiu nén dang hudng duai ap lue p_(diém A va
A" trén hinh 3-15a. b), sau dd duoe da tai toi digm C va chiu cit
thudn tay dudi ap lue nay, thi tal trong gidi han {pha hoai} sé cao
hon dudng giGgi han cia méau duge nén chat binh thuong (GH)
Diém D bigu thi tai trong gigi han sé thude duong DF nao do
Theo tai liéu [27), déi vai vita qusd nén chat ché& bién tir sét Venx ki,
thi dung DF nay (va mét loat cdc dudng ho hang cua nd. tuong
ung voi nhing 4p lue qua chat khdc) sé 1a mot dudng thiang bidu
dién bang phuong trinh Coulomb trong toa do T - &

T = qu +atgp, . (3-23

trong da th_ vl g 1a luc dinh va goe ma sit trong cia dit qua
chat

Diém F (cho tach cia dusng gigi han) phai ¢ vi tri sao cho ap
lte p la ap lue tudng duong déi vai F. Diéu do dude thé hién bang
cich dung hinh trén hinh 3-15a va 3-15b, tic 1a d di€m F mét
mdu nén chat binh thuing cd dé chat gidng nhu méiu & didm A

D6 thi quan hé dng sudt - bién dang thinh 3-15¢t & sét qua
nén chat cd tri 36 cuc dai thé hién ré. Khi bién dang truot tiép tuc
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tang. thi do sy phit trifn cac vi khe mit ma sic khing bi giam
téi mic gan bang sdie khang cia mdu bi nén chat binh thufing
(digm E. K"), miu & ving trugt (cat) bi toi ra «diém K™ trén hinh
3-15d) tai muc gan vai didm E' trén dubng trang thai wai han Do
Am trong vung truot tang do thu hat nude L ede lop dat vay quanh
Néu truot xay ra nhanh (trdot khong thoit nuée) thi trong vang
trigt phdt trign ap lue 16 réng am lam ting luc nén thay tinh
irong cot dit va sdc chéng trugt cda mau, nhu viy hién tugng mat
do bén ngoai gigi han trong truding hgp nay cd thé la dn.

Himk 3—15. Bo oo the dae trimg cho cic tinh chae oda sée gud nen chan

Duémg CG (hinh 3-15a) la duing ding tich. ede didm & trén do
cd bién dang thé tich gidng nhau. Doi vdi dat bj qua chat manh,
duong dang tich hudng bé lom v& phia tang p ; khi chit tai mau
qud chat bing Wng sudt tiép tit didm C tai didm I thi cac dudng
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d::mg Iti.r'h cd bién dang thd tich giam se¢ lan ludl cat nhau : didy
nay bi€u thi su toi ra cia mau. Can nha la dai .vr'li mau nci.n, chat
binh thuisng (xem hinh 3-12a} thi cic duéng ding tich 16i va bidu
thi su lam chat méu khi Lruot.

Cd thé tim duge didm H, dac trung bang mét ap lue p,, nao do
rn‘;‘a tai dd viée dat dng suat Lifp sé khong gﬂ'. nén ca hiIéEn tu‘clng;'
nén chat lan tai ra, tic la duong ding tich sé l1 FH. Mat |.miu I;th.l‘
the khi trugt s¢ khong tang do bén, nhu dit chat binh thuang, va
cung khong giam do bén, dé thi quan hé q - + (rﬁa nd gan voi t‘inh
dan - déo Iy tudng. Theo tai litu [25) nhitng miu nhu vay cd muic
qua chat p /p = 2. -

.Th{ nghiém chat tai miu lrong may nén 3 true duge tign
hm?h theo 2 giai doan : thoat tién dat ap lue dr;mg déu mi—:i
h‘u'rsng &, = 6. = p, sau dd thi dat cic ung sudt léch. UTng suﬂ't
léch thudng dvoe tao ra bang 4 cdch : a) nén - ung sudt doc truc
5;!’ tang, con ap lue hong khong ddi, dp lue trung binh P t;iﬁ;r bl
kéo - ding sudt doe truc & giam, ap lue héng duy tri, p giam ; t:} cét
t.,hu."in tiy - dng suit doc true tang. com dp lye hong giam s:{m cho
ap h_ri* trung binh la khéng d6i : p = const » d) cdt thudn tuy - ap
lue héang 8, tang, con dng suit doc true i giam sao cho p = const.

Néu t!.1i nghié¢m tién hanh & ché do thoat nude va Ap lue 16 ehng
khong ddi bang khong. thi Ung sudt trong cét sé b;"ing.uj‘ng sudt
toan phan dat vio, va cac qui dao thay di cia nd sé tuong iing
vai dudng chét tai ap dung (hinh 3-16).

N#u chat tai léch tién hanh & ché dd khong thoat nude (nhanh
hoae d{ipg dudng thoat nude 16 réng), thi qui dao hién dai ﬁﬁg SuAt
trong cat dit sé khang lap lai qui dao bién déj ung sudt toan phan
ma chay doc theo duong ding tich.

. Hmh. 3-16 theo tai licu [25] 1a the hi¢én ciac qui dao thay déi
u'pg suat trong ot khi thi nghiém khéng thoat nude miuy lam v
vua_ vét Uildski, dugc lén chat o dp lue 0,84 MPa tdi€m A). Cac
m.ﬁl tén a, b, ¢, d chi hudng thay déi cua iIng sufit toan phan theo
cac phuong thic chat tai da néu. Khi thi nghiém trén miu dugc
niin chat binh thuong, cac qui dao thay ddi dng sut trong cdt 1
va 2 lap lai cac duong dang tich l6i thay 20 vdi hinh 3-12), kl;lf:ng
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phu thuéc vao dudng
thay ddi dng sudt toan
phéin la a, b, c hay d

O méu cd mite qud
chat lon hon 2, ciac qui
dao thay ddéi Ung =sudt
trong cit la dudng lém
{hday so vd&i hinh 3-15).
Khi dg, vao thoi digm
pha hoai, ing suit trong
cit tham chi cd the vugt
qud Ung sudt toan phdn,
do 4p lue 16 réng Am. Tri
g0 vugt ldn nhat co thé
cua dng sufit trong odt
80 vi UWng sudt toan
phﬁn la []_ilng ap Iue khi Hish d=I6. 5S¢ phiu thuoe v dng Ihu.'ﬂ Lo ool dat
quyﬁn (khi xudt hi¢n b= qun ddace Thay :::u: I:ij::.;l:fl.l.:tlh.;l:- :nl;_' el kb thars diddy
chin khfﬂlg trong & U S Lekin 'ill‘li-ll"l Ilil..'.ll wui dasvava e 2 - L.ung
rﬁng}, nhu thé cdc qui viiv. khi thay din ung sudt toan plian eo gui dao b
dao ing sudt & trong cot vind ; ¥ clmg wiv, 3t wedi mébu |."I yuit ¢hit manh :
P . qué chat manh 4 - cang vay, vl mdu o mde gui chit 2
d gian duing gidi han cd theé bi tach khai mat ddng tich, khi xudt
hién chan khong 16 rong.

Nhu vay, khi tang toc d6 chdt tai sé kem theo gidm mie thoat
nude, sic khdng cit d miu chiat binh thuing sé giam do phat sinh
ap luc 16 réng ; con & mAu qua chat thi tang do chan khong 156
réng. N¢i chung, tinh bén clia sét qua chat rat khong dn dinh.
Diéu nay thé hién ré d xu hudng trugt mai doc trén ddt sét qua
chat mot thoi gian nao dd sau khi dao hd mong. Khi giai quyét
vin dé dn dinh clia sét qua chat. tinh toan sde khang du (chi
khéng phai dinh} tudng ding vai do bén cta trang thai lam chat
binh thuéing cia loai sét do la ddang tin cAy nhit,

& Q28 Q55 Q84Y26. M,

Co ché lam viéc vira duge xem xét eda sét cho phép du bdo tinh
chéit cia nd trong diéu kién khong theit nude, néu da bict cde tinh
chit cha cot dat theo két qua thi nghiém o thodt nude Kha nang
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Ligp can chung nhu vay doi vai chat tai khong thodt nudc Vil ed
thodt nude 14 disu quan trong va rat tién lai

O trén da ndi la trong tu nhién cd thé ¢o sét chua du chat
L Berrum [4] lam thy nghiém cat quay 4 ngoai tris vai set nay thu
dude gie ma sat trong -~ 10" icho vng sudt phap trén dién eat
bang dp luc dat ty nhién theo phuong thing dung & dé sau thi
nghiém), trong khi thi nghiém trong phong cd thodt nudc gric ma
sdt trong 13 28 - 32" Berrum luy ¥ 14 doi khi sy thay dai 1% da
16 rbng cd theé kém theo thay déi 10" & gic ma sat trong.

3.3. DAT CHIU TAI TRONG DONG

Tinh chdt cia dat dudi taic dung déng lue manh o6 tinh chil
sung kifu sdng nd |4 mér vin dé dac biét chua duoe quan tam
réng rii,

it hay gap trutong hap nén dat phai chiu taj trong rung, co
chu ky heie tudn hoan do may mdc hoat dong (may nén, bua may,
v.v b dong dit. Nhitng nam gan day su quan tam dén van dé niy
ting manh, lién quan dén viée dinh gid dé bén cia nén cic be
khoan trong lue 6 thém luc dia dudi tic dung cla sing bign.

Nhu da nhan xét 0 mue 32 1. duai tac dung cia ap lue thay tinh
cd tinh chu ki, do cde vong tré ma trong oot dit tich tu bicn dang
khong thuin nghich. Néu sy chdt tai nay xity ra trong dicu kién khong
thodt nuie va do sv ddi ddu nhanh cia ung sudt chit tai od tinh tudn
hoan (vi nd ma diéu kien khing thoat nude 1a thue 16 khong chi dei
voi dat sét ma ca doi véi cath, thi cot dit dang chat sé thodat khoi tac
dung cia tai trong, va ap lue 16 rong tang lon

Cung tuong tu, khi char tai trong léch (xem hinh 3-1,¢) tudn
hoin 1én miu dang chiu tai trong tinh 7. thi do hién tugng tré trj
50 bién dang s6 tang ti tri 56 tinh ¥y 46én mot gia tri cudi clng
ituan hoani nao di 2 0 dat duge lam chat binh thuiing, truat
kem theo hién tuong lam chat efit dat, tie la vice dat cie taj trong
tudn hoan gay truor sé giai phdng cét dat khoi ung suit phap. va
lam tang ap lue 16 réng
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Trén hinh 3-17 [29] la 06 thi diép hinh cda su tang sip |I_._I{‘ Ié
ring p. 0 miu bao hoa nude nén chat h]nf't thuimp. sau kh1. J,I-'“
lén maw mat 1ai trong tudn hoan doe true. Sav ba chue 1hu ky. ap
lue 16 rang dan tri 20 ap lue trong buong nén 3 true. Bién d:_'.r?].;
eua may lue do 1a 1099 Vi oap lue 16 rdng bang vai thianh phan t]"!uy
tinh, nén vé thue chit mau ddi vai tai trong dtmf{ { trong m*_"u
kitn nen mdt true, va dat bi rdao ra 58 chu kv cian d@ lam rio Pﬂan
H:-{.m dit phu thude vao do chat cda dat va ('uij?ggr.‘lt} rl.l1ng Jl;_;lllft.; ;
thudmy 1 5-10 chu ki Chinh su tang ap ll..!'.:‘ |E: m_n;: vil -,u giam
tuong dng sue ching trugt dudi thi trong doi dau !.'II nguytn nh.-'m
chinh giv truot diat, lam nén mat kha nang chiu tai kht_d:}ng dar.
khi e¢hiu va dap oda sing bifn, chyd khong phai do h."lr.'| 1hm11 su L.ng
tai trong ngin ngai v thuiing (uong Jd6i khong ldni cda thianh
phin dong lue giy ra.

Hién tuong tredé dan dén lam cha eot dar khi dat .i:'-n l_.-‘|.|' lm“},’r
tinh thanh phan déi diau, ching to dd tang h|‘~1'l'| cun l:l.-511 khong phai
Ia ding hudng. Trong moi truiing tang bén ding hm”_]ff:' miue lh:lﬂ
sudl Iat dude 2¢ xde dinh mat chay doi xdng dai vdi true thay
tunh : bén trong mat nay la vang dan héi réng lan. Thue ra, nhu
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