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PHẦN 2. CÁC PHƯƠNG PHÁP CƠ BẢN 
TÍNH TOÁN HỆ THANH 

Mục đích của phần hai là nghiên cứu các phương pháp phân tích kết cấu 

dạng khung, dàn. Như đã nói ở phần nhập môn đối tượng của phần này là các kết 

cấu hợp thành từ các phần tử có kích thước đủ dài khi so sánh với mặt cắt ngang. 

Đó là dầm, dàn phẳng, dàn không gian, khung phẳng, khung ngang và khung 

không gian như trên hình 1 ở phần nhập môn. 

Lưu ý khi phân tích hệ thanh ta vẫn chấp nhận các giả thiết  

� Chuyển vị và góc xoay của kết cấu thay đổi tuyến tính đối với lực tác dụng 

có nghĩa chúng tỷ lệ với lực tác dụng 

� Biến dạng nhỏ có nghĩa các chuyển vị không làm thay đổi hình học của kết 

cấu do vậy không thay đổi lực tác dụng lên kết cấu 

� Từ hai giả thiết trên ta có nguyên lý cộng tác dụng: Dưới tác động của tổ hợp 

lực ta có thể cộng dồn ứng suất, biến dạng và chuyển vị gây ra bởi từng lực 

riêng biệt 

� Ứng xử của vật liệu là đàn hồi tuân thủ định luật Hooke 

Các hệ thanh mà ta sẽ khảo sát chủ yếu là các hệ siêu tĩnh. Phân tích hệ siêu 

tĩnh dẫn đến giải hệ phương trình tuyến tính với số ẩn phụ thuộc vào phương 

pháp mà ta lựa chọn. Khi tính toán bằng máy tính bấm tay ta có thể sử dụng các 

thuật toán lặp hay chỉnh dần để làm giảm số phép tính. Trong khuôn khổ của giáo 
trình này, các phương pháp lực, phương pháp chuyển vị và phương pháp công ảo 

được trình bày lần lượt trong chương 11, 12 và 13 

Đối với hệ lớn và phức tạp ta sử dụng máy tính sử dụng các chương trình 

phân tích kết cấu dựa trên phương pháp phần tử hữu hạn. Vì vậy phương pháp 

phần tử hữu hạn cũng được giới thiệu trong chương 14.  
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CHƯƠNG 10  
Hệ siêu tĩnh 

10.1 Siêu tĩnh  

Xét vật thể tự do chịu lực trong không gian. Khái niệm lực bao gồm lực tập 

trung và cặp ngẫu lực (hay mô men).  

Vật thể ở trạng thái cân bằng khi tổng các lực tác dụng thỏa mãn phương 

trình cân bằng tĩnh học 

.,,,,, ������ ������ 000000 zyxzyx MMMFFF  (10.1) 

Trong không gian trực giao ba chiều ta có sáu phương trình cân bằng. Khi ta 

xét trong mặt phẳng còn lại ba phương trình 

.,, ��� ��� 000 zyx MFF  (10.2) 

Khi kết cấu ở trạng thái cân bằng thì các thành phần tạo thành cũng ở trạng 

thái cân bằng. Có nghĩa tại mỗi phần tử, nút hay một phần của kết cấu cũng ở 

trạng thái cân bằng. 

Phân tích kết cấu là xác định phản lực tại các gối đỡ và ứng suất do nội lực 

gây ra. Khi số phương trình cân bằng đủ để xác định các lực cần tìm thì kết cấu 
(hệ) được gọi là tĩnh định. Khi số lực cần tìm lớn hơn số phương trình cân bằng 

tĩnh học thì kết cấu (hệ) được gọi là siêu tĩnh, phần lớn các kết cấu trong thực tế 

là hệ siêu tĩnh. 

Phân loại hệ siêu tĩnh 

Hệ có thể là siêu tĩnh ngoại, siêu tĩnh nội hoặc cả hai. 

� Siêu tĩnh ngoại là khi số phản lực cần xác định lớn hơn số phương trình cân 

bằng. Bậc siêu tĩnh ngoại bằng số phản lực trừ đi số phương trình cân bằng 

(hình 10.1). 

� Siêu tĩnh nội là khi số phương trình cân bằng vẫn đủ để xác định phản lực, 
nhưng nội lực không thể tìm được nếu chỉ sử dụng phương trình cân bằng 
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Giải phóng nội lực bằng cách cắt thanh hay đặt khớp nối ta có thể đưa hệ về 

hệ tĩnh định (Hình 10.2). Số nội lực cần giải phóng bằng bậc siêu tĩnh nội. 

 

Hình 10.1. Các ví dụ về bậc siêu tĩnh nội 

  

Hình 10.2. Các ví dụ về bậc siêu tĩnh ngoại 

� Siêu tĩnh cả ngoại và nội. Xét ví dụ về hệ khung phẳng trên Hình 11.3 hệ có 

bốn phản lực như vậy ta có một bậc siêu tĩnh ngoại. Nhưng để xác định nội 

lực cần giải phóng nội lực tại hai mặt cắt suy ra ta có sáu bậc siêu tĩnh nội. 

Tổng cộng 7 bậc siêu tĩnh 

 

Hình 10.3. Kết cấu siêu tĩnh cả nội và ngoại 
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Tương tự ta xét hệ khung không gian trên Hình 11.4. Tại mỗi ngàm có sáu 

thành phần phản lực như vậy tổng cộng có 24 phản lực. Có sáu phương trình cân 

bằng vậy bậc siêu tĩnh ngoại là 18. Để xác định nội lực ta cần giải phóng một mặt 

cắt vậy ta có sáu bậc siêu tĩnh nội. Tổng cộng 24 bậc siêu tĩnh. 

Ta xét hệ lưới trên Hình 11.5, do chỉ chịu lực vuông góc với mặt phẳng xz nên 

các thành phần phản lực X, Z, My tại gối đỡ và các nội lực X, Z, MY tại các phần tử 

sẽ triệt tiêu. Như vậy tổng cộng ta có 24 phản lực và ba phương trình cân bằng 

suy ra hệ có 21 bậc siêu tĩnh ngoại. Để tìm nội lực ta cần giải phóng nội lực ở một 

trong bốn thanh như vậy ta có ba bậc siêu tĩnh nội. Hệ có tổng cộng 24 bậc siêu 

tĩnh. Trường hợp các thanh của hệ lưới không chịu xoắn có nghĩa là liên kết các 

thanh là liên kết khớp các mô men xoắn sẽ bị triệt tiêu nên hệ sẽ chỉ còn 12 bậc 

siêu tĩnh. 

  
Hình 10.4. Hệ khung không gian   Hình 10.5. Hệ lưới ngang 

Xác định bậc siêu tĩnh 

� Xét dàn phẳng có r phản lực, m phần tử và j nút khớp 

+ Lực cần tìm gồm m nội lực tại từng thanh, r phản lực, tổng cộng có m+r 

+ Tại mỗi nút có hai phương trình cân bằng  

;, �� �� 00 xx FF   

vậy tổng là 2j phương trình 

+ Vậy số bậc siêu tĩnh sẽ là: 

jrmi 2��� )(  (10.3) 
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� Với dàn không gian có r phản lực, m phần tử và j nút khớp ta có  

+ Tại mỗi nút có ba phương trình cân bằng  

,,, ��� ��� 000 zxx FFF  

+ Vậy số bậc siêu tĩnh sẽ là 

jrmi 3��� )(  (10.4) 

Ví dụ tìm bậc siêu tĩnh cho các kết cấu trên Hình 11.6  

� dàn phẳng (a) r=4, m=18, j=10 vậy i=2,  

� dàn không gian (b) m=3, r=9, j=4, vậy i=0 dàn tĩnh định,  

� dàn (c) m=13, r=12, j=8 vậy i=1. 

 

Hình 10.6. Tính bậc siêu tĩnh cho hệ dàn 

� Xét khung phẳng có m phần tử, r phản lực và j nút liên kết cứng  

+ Nội lực trong thanh (Hình 10.7a) có thể tìm được nếu ta biết ba trong sáu 

lực đầu phần tử vậy mỗi thanh có ba nội lực cần tìm, tổng lực cần tìm là 
3m+r 

+ Tại mỗi nút có ba phương trình cân bằng gồm hai phương trình lực và một 

phương trình mô men 

,,, ��� ��� 000 zxx MFF  

+ Như vậy số bậc siêu tĩnh:  

R1 R2 R4 
(a) m=18, r=4, j=10�i=2 

R3 

(b) m=3, r=9, j=4�i=0 

R1 

R2 R3 

(c) m=13, r=12, j=8�i=1 
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jrmi 33 ��� )(  (10.5) 

� Khung không gian với m phần tử, j nút, r phản lực 

+ Nội lực trong thanh (Hình 10.7c) có thể tìm được nếu ta biết sáu trong 12 

lực đầu phần tử vậy mỗi thanh có sáu nội lực cần tìm, tổng lực cần tìm là 
6m+r 

+ Phương trình: tại mỗi nút có đủ cả sáu phương trình cân bằng gồm ba 

phương trình lực và ba phương trình mô men (10.1) 

+ Số bậc siêu tĩnh:  

jrmi 66 ��� )(  (10.6) 

Ví dụ khung phẳng (Hình 10.7b) có bảy thanh m=7, bốn phản lực r=4, sáu nút 

j=6 vậy có bậc siêu tĩnh là 763463 ������ )(i . Còn khung không gian (Hình 

10.7d) có tám thanh m=8, có bốn nút bị ngàm chặt nên số phản lực r=24, có tổng 
cộng tám nút j=8, như vậy bậc siêu tĩnh 24862486 ������ )(i  

 

Hình 10.7 Tính bậc siêu tĩnh cho khung phẳng và khung không gian 

(b) m=7, r=4, j=6�i=7 

x 
y 

z 

R1 

R2 R3 R4 

F1 
F2 

F3 
F4 

F5 

F6 

F12 

F9 

F10 
F7 

F8 F11 

F1 

F2 

F3 

F6 

F5 

(c) Lực đầu phần tử 

(a). Lực đầu phần tử 

F4 

Mx 

Mz My 

X 
Z 

Y 

(d) m=8, r=24, j=8�i=24 



Hệ siêu tĩnh 

 

142

10.2 Bậc tự do  

Các phương pháp chung giải bài toán siêu tĩnh 

Mục đích của phân tích kết cấu là tìm ngoại lực (các thành phần phản lực) và 
nội lực thỏa mãn điều kiện cân bằng, điều kiện liên kết. Biến dạng do các lực này 

gây ra đảm bảo tính tương thích, tính liên tục và các điều kiện tại các gối đỡ. 

Như đã biết để phân tích hệ siêu tĩnh ngoài phương trình cân bằng ta cần đưa 

thêm các liên hệ hình học giữa biến dạng - gọi là điều kiện hình học (hay điều kiện 

tương thích). Các liên hệ này đảm bảo tính tương thích của chuyển vị với hình 

học của kết cấu.  

Có hai cách tiếp cận để phân tích kết cấu 

� Phương pháp lực (hay phương pháp độ mềm): ta giải phóng một số liên kết 

để kết cấu thành tĩnh định. Sẽ xuất hiện sự không tương thích về chuyển vị. 
Sự không tương thích sẽ được điều chỉnh bằng cách đặt thêm các lực. 

� Phương pháp chuyển vị (phương pháp độ cứng) ta thêm các ràng buộc hạn 

chế chuyển vị, xác định các phản lực tại ràng buộc đó, sau đó cho các phản 

lực đó bằng không để xác định chuyển vị tại các điểm bị hạn chế. 

Phương pháp lực: ta chọn ẩn là các lực cần để đảm bảo tính tương thích về 

hình học, thường dẫn đến giải hệ phương trình với số ẩn bằng số lực cần xác 

định. 

Phương pháp chuyển vị: ta chọn ẩn là chuyển vị tại các nút, số lực ràng buộc 

thêm vào bằng số chuyển vị tại nút. Như vậy các chuyển vị cần tìm chính là sự 
không xác định động học.được gọi là bậc tư do 

Xác định bậc tự do của hệ 

Như vậy chuyển vị tại các nút là các ẩn trong phương pháp chuyển vị. Ví dụ 

trên Hình 10.8 tại ngàm C không có chuyển vị, tại gối đỡ A, B, không có chuyển vị 

thẳng nhưng có góc xoay. Vậy số chuyển vị chưa biết là hai gồm D1 và D2.  

 

Hình 10.8. Ví dụ về bậc tự do 

D1 

D2 

A B C 
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Chuyển vị nút độc lập là các chuyển vị thay đổi độc lập, không phụ thuộc vào 

sự thay đổi của các chuyển vị khác. Số các chuyển vị nút độc lập là số bậc tự do 

(bậc không xác định động học) của hệ.  

Chú ý phân biệt giữa bậc siêu tĩnh và bậc tự do. Hệ trên Hình 10.6b bậc siêu 

tĩnh là không những bậc tự do là ba. Còn hệ trên hình 10.6c bậc siêu tĩnh là một, 

bậc tự do là 12.  

 

Hình 10.9. Ví dụ bậc tự do của một số kết cấu 

Trên Hình 10.9 là các ví dụ về xác định bậc tự do của hệ. Hệ dàn phẳng (Hình 

10.9c) có hai bậc tự do là chuyển vị ngang và chuyển vị dọc của nút A. Hệ khung 

không gian (Hình 10.9b) có 24 bậc tự do. Mỗi nút tự do của khung có thể thực 

hiện 3 chuyển vị thẳng và 3 chuyển vị xoay tổng số sáu bậc tư do. Hệ có bốn nút 

A, B, C và D nên hệ có 24 bậc tự do. Hệ lưới ngang (Hình 10.9c) có 12 bậc tự do, 

mỗi nút tự do của lưới thực hiện một chuyển vị thẳng đứng và hai chuyển vị quay 

tổng số là 3 bậc tự do. Hệ có bốn nút A, B, C và D nên hệ có 12 bậc tự do 

10.3 Đường ảnh hưởng 

Khi thiết kế ta quan tâm đến nội lực dưới tác động của tải cố định và hoạt tải. 

Ví dụ tải cố định là tải trọng bản thân, còn hoạt tải  có thể là máy móc đặt trên sản, 
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tải của bánh xe tác động lên cầu. Khi phân tích hoạt tải thường được biểu diễn 

như tải phân bố hay tổ hợp các tải tập trung 

Khi thiết kế ta quan tâm đến giá trị cực đại của nội lực tại mặt cắt khác nhau. 

Do vậy hoạt tải có thể được đặt tại đúng vị trí làm cho nội lực đạt cực đại. Để xác 

định vị trí của tải di động gây ra nội lực cực đại người ta dùng đường ảnh hưởng.  

Đầu tiên ta xét ảnh hưởng của tải di động lên dầm đơn giản 

10.3.1. Ảnh hưởng của lực tập trung 

Xét ảnh hưởng của một lực tập trung chuyển động dọc trên dầm đơn giản  

như trên Hình 10.13a. Tại mặt cắt n bất kỳ trên dầm biểu đồ lực cắt và moment 

như Hình 10.13b và c. Công thức tính lực cắt và moment cực đại có dạng 

� �
l
l-xx

PM
l
x

PV
l

l-x
PV nnn ���� ��� maxmaxmax ;;  (10.7) 

Đường bao của lực cắt cực đại biểu diễn trên Hình 10.13d là các đường 

thẳng, đường bao của moment cực đại biểu diễn trên Hình 10.13e là đường 
parabol bậc hai. Chúng được gọi là biểu đồ lực cặt cực đại và biểu đồ moment 

cực đại, chúng biểu diễn nội lực cực đại mà mặt cắt phải chịu khi thiết kế.  

 
Hình 10.13 

10.3.2 Ảnh hưởng của lực phân bố đều 

Dầm chịu lực phân bố đều đặt trên toàn bộ hoặc một phần của độ dài. 

Moment cực đại xuất hiện khi lực phân bố trên toàn bộ độ dài của dầm. Còn lực 

cắt dương (âm) đạt cực đại khi lưc phân bố năm trên toàn bộ phân bên phải (bên 
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trái) của mặt cắt. Công thức tính lực cắt và moment cực đại tại mặt cắt bất kỳ có 

dạng 

� � � �
222

22 l-xx
qM

l
x

qV
l

l-x
qV nnn ���� ��� maxmaxmax ;;  (10.8) 

Biểu đồ lực cắt cực đại và moment cực đại biểu diễn trên Hình 10.14, chúng 

đều là các parabol bậc hai 

 
Hình 10.14 

10.3.3 Ảnh hưởng của hai lực tập trung 

Hai lực tập trung P1	P2, khoảng cách giữa hai lực s chuyển động dọc treo độ 

dài của dầm. Công thức tính lực cắt và moment cực đại tại mặt cắt bât kỳ  có 

dạng 
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Biểu đồ lực cắt cực đại và moment cực đại biểu diễn trên Hình 10.15, 

Khi trên dầm chỉ có lực P1 hoặc P2 thì 
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lxskhi
l
x

PVn 

��� ;max 2  (10.15) 

 
Hình 10.15 

10.3.4 Ảnh hưởng của nhiều lực tập trung 

Xét tại mặt cắt n (Hình 10.16a), moment sẽ đại cực đại khi một trong các lực 

tập trung di động đặt vào mặt cắt đó. 

  
Hình 10.16 

Ta thử tính cho từng lực sẽ tìm ra lực nào gây ra moment cực đại Mn+max. Còn 

lực cắt dương sẽ đạt cực đại khi tất cả các lực nằm ở bên phải của n (10.16c). 

Tương tự lực cắt âm sẽ đạt cực đại khi tất cả các lực nằm ở bên trái của n 

(10.16d). 

Ta xét ví trí mà ở đó moment đạt cực đại tuyệt đối trong biểu đồ moment cực 

đại. Thường ví trí đó ở gần ví trí của hợp lực. Ta giả thiết moment cực đại tuyệt 
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đối đạt được do lực P3. Ta cần xác định ví trí x sao cho moment uốn Mn đạt cực 

đại 

� � 22211 sPssPxRM An ����  (10.16) 

���
� P

l
cxl

RA  (10.17) 

Giá tri cực đại đạt được khi 
x

Mn

�
�  nên 

� �
22

02 cl
xcxl

l

P

dx
dMn ������� �  (10.18) 

10.3.5 Đường ảnh hưởng đối với dầm đơn giản và dàn 

Trong các mục 10.3.1-10.3.4 ta đã xét ảnh hưởng của tải di động đối với dầm 

đơn giản. Trong phần này xem xét đường ảnh hưởng của lực cắt, moment uốn 

trên dầm và các lực dọc trục trong hệ dàn gối tựa đơn giản. Đường ảnh hưởng 

được xây dựng để biểu diễn giá trị của một phản ứng nào đó tại một mặt cắt nhất 

định khi lực đơn vị di động trên dầm. Hình 10.17a biểu diễn các đường ảnh hưởng 

của lực cắt Vn, moment Mn, phản lực gối tựa RA và Rb tại mặt cắt n của dầm đơn 

giản. 

Tung độ � tại mặt cắt x bất kỳ bằng giá trị của Vn và Mn khi lực đơn vị đặt 

đúng ở tọa độ x này. Tung độ dương vẽ xuống dưới. Ta có thể xây dựng đường 
ảnh hưởng cho dầm đơn giản từ bài toán tĩnh học đơn giản sau. Khi lực đơn vị 

đặt ở tọa độ x thì phản lực  

l
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Vậy tung độ của các đường ảnh hưởng của RA và RB là 
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Lực cắt tại n bằng với RA khi lực đơn vị nằm ở ví trị bất kỳ trong đoạn bên phải 

từ n đến B. Tương tự  Vn=-RB khi lực đơn vị nằm trong đoạn bên trái từ A đến n. 

Đối với moment khi lực đơn vị nằm trong đoạn bên phải từ B đến n thì 

Mn=RAb, tương tự khi lực đơn vị nằm trong đoạn bên trái từ A đến n thì Mn=RBc. 
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Hình 10.17 

Đối với dàn ta xây dựng đường ảnh hưởng cho nội lực của từng thanh. Ta 

cũng dựng các đường ảnh hưởng của lực dọc trục từ đường ảnh hưởng của phản 

lực tại gối đỡ. Khi lực nằm trong đoạn B và D ta có 
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Ví dụ 

Tìm moment lớn nhất và lực cắt lớn nhất tại mặt cắt x=0.4l cho trường hợp ba 

tải di động như trên Hình 10.18a  

Ta dùng phép thử tính cho lần lượt lực P1, P2 và P3 đặt vào n ta được 

WlWlM n 2408008080160202401 ,),,,,,,( �������  
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WlWlM n 33602008080160802404 ,),,,,,,( �������  

WlWlM n 32080240801605 ,),,,,( �����  

Như vậy trường hợp thứ hai khi lực P2 đặt vào điểm n moment đạt cực đại. 
Lực cắt đạt cực đại tại các trường hợp đạt tải như trên Hình 11.18d 
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Kết luận chương 10 

Phần lớn các kết cấu trong thực tế là siêu tĩnh, cần phải xác định bậc siêu tĩnh 

của kết cấu khi ta sử dụng phương pháp độ mềm. Bậc siêu tĩnh phân ra làm các 

loại sau: siêu tĩnh nội, siêu tĩnh ngoại và hỗn hợp. Những kết cấu đơn giản ta có 

thể xác định bậc siêu tĩnh dựa vào hình vẽ. Đối với kết cấu phức tạp ta có công 

thức (10.4), (10.6), (10.7) và (10.8) để xác định bậc siêu tĩnh của hệ dàn phẳng, 

dàn không gian (khớp nối tại nút), khung phẳng và khung không gian (nối cứng ở 

nút). 

Có hai phương pháp phân tích kết cấu. Phương pháp thứ nhất là phương 

pháp lực hay còn gọi là phương pháp độ mềm. Phương pháp này giải phóng các 

liên kết để kết cấu trở thành tĩnh định, sau đó tính tổng chuyển vị và sự sai lệch về 

chuyển vị sẽ được hiệu chỉnh bằng cách đặt các lực dư vào đúng hướng của các 

liên kết đã giải phóng. Như vậy ta có được các phương trình tương thích, lời giải 

của chúng là các lực cần tìm. 

Trong phương pháp chuyển vị (phương pháp độ cứng) ta đưa vào các ràng 

buộc tại các nút. Sau đó tính những lực ràng buộc hạn chế các chuyển vị này. 
Tiếp theo cho phép chuyển vị tại các hướng có lực ràng buộc sao cho lực ràng 

buộc triệt tiêu. Như vậy ta có một hệ các phương trình cân bằng, lời giải của hệ là 

các chuyển vị cần tìm. Nội lực trong kết cấu cũng được xác định bằng phép tổ 

hợp các tác động của các chuyển vị vừa tính được và của các chuyển vị do lực 

ngoại lực trên kết cấu đã bị hạn chế dich chuyển. 

Số các ràng buộc trong phương pháp độ cứng bằng với số chuyển vị nút độc 

lập của kết cấu. Số chuyển vị nút độc lập này được gọi là bậc không xác định 
động học hay đơn giản hơn là bậc tự do của kết cấu. Ta cần phân biệt bậc siêu 

tĩnh và bậc tự do. Chuyển vị ở đây phải hiểu là cả chuyển vị thằng và cả góc xoay. 

Trong cả hai phương pháp phân tích kết cấu ta đều sử dụng nguyên lý cộng 

tác dụng cho phép cộng chuyển vị (đáp ứng) do từng tải trọng (chuyển vị) riêng 

biệt. Nguyên lý này chỉ áp dụng khi vật liệu là đàn hồi (tuân thủ định luật Hooke). 

Ngoài ra, chuyển vị phải nhỏ so với kích thước của kết cấu để không làm méo mó 

hình học ban đầu của kết cấu. 
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Bài tập chương 10 

10.1. Với các kết cấu dưới đây 

– Xác định bậc siêu tĩnh và đưa ra các giải phóng liên kết thích hợp để kết cấu 

trở thành tĩnh định 

– Xác định bậc tự do và chỉ ra các chuyển vị  

 

10.2.Vẽ biểu đồ lực cắt và biểu đồ moment cho các dầm và khung dưới đây. 

 

10.3. Xác định moment uốn cực đại và ví trí của nó trên dầm đơn giản có khẩu độ 

l khi chịu các trường hợp tải trọng di động sau 

a) Hai lực P1=P2=W, khoảng cách giữa hai lực là s=0.2l 

b) Hai lực P1=P2=W, khoảng cách giữa hai lực là s=0.55l 

c) Ba lực P1=P2=W, P3=0.5W khoảng cách giữa các lực là s=0.2l 

d) Ba lực P1=0.2W, P2=P3=0.8W khoảng cách giữa các lực là s=0.2l 

 

l60.l40. l20.

ql ql50.

A 
B 

C 
D 

l

l l

o90

D A 

C P
P



 

152 

CHƯƠNG 11  
Phương pháp lực 

11.1 Mô tả phương pháp 

1. Đầu tiên xác định bậc siêu tĩnh. Đưa hệ siêu tĩnh về hệ tĩnh định bằng cách 

giải phóng một số liên kết, có nghĩa bỏ đi một số phản lực hay nội lực (phải 

đảm bảo kết cấu ổn định). Số liên kết cần giải phóng bằng số bậc siêu tĩnh. 

Nói chung những lực cần giải phóng (được gọi là lực dư) cần lựa chọn sao 
cho hệ kết cấu đã giải phóng thành tĩnh định dễ phân tích nhất. Chú ý việc 

lựa chọn này không duy nhất.  

2. Khi giải phóng các liên kết sẽ dẫn đến sự không tương thích về chuyển vị. 
Do vậy bước thứ hai phải xác định những sai lệch về chuyển vị ở hệ tĩnh 

định (đã giải phóng liên kết). Ta tính sai lệch về chuyển vị chính ở tọa độ ứng 

với lực dư đã chọn. Những sai lệch này có thể do ngoại lực, do lún của gối 

đỡ hay do biến dạng nhiệt. 

3. Bước thứ 3 ta cho hệ tĩnh định (đã giải phóng liên kết) chịu lực dư đơn vị, 

sau đó xác định chuyển vị. Những chuyển vị này có cùng vị trí và hướng như 

chuyển vị xác định ở bước 2. 

4. Ta thấy các lực dư ở những tọa độ đã chọn phải có giá trị sao cho những sai 
lệch về chuyển vị bị triệt tiêu. Như vậy, ta có các phương trình tổng hợp các 

chuyển vị do từng lực dư riêng biệt (xác định ở bước thứ 3) cộng với chuyển 

vị tương ứng của hệ tĩnh định (xác định ở bước thứ 2). 

5. Từ đây ta tìm lực trên kết cấu siêu tĩnh ban đầu: chúng là tổng các lực dư và 

lực trên hệ tĩnh định (đã giải phóng liên kết). 

Quy trình này được trình bày qua ví dụ dưới đây 

Ví dụ 11.1. Xét ví dụ trên Hình 11.1a dầm ABC ngàm cứng ở đầu C tựa trên hai 

gối di động tại A và B chịu tải phân bố đều q trên toàn dầm. Độ cứng uốn của dầm 

là hằng số và bằng EI. 
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Hệ này có hai bậc siêu tĩnh như vậy cần giải phóng hai lực dư. Có một số lựa 

chọn: bỏ lực phản lực thẳng đứng ở A và B (Hình 11.2a); hoặc bỏ mô men ở C và 

thêm khớp nối ở B (Hình 11.2b). Dưới đây ta chọn phương án giải phóng phản 

lực thẳng đứng ở B và mô men uốn tại C đưa hệ về dầm đơn giản như trên Hình 

11.1.b. Ta gọi vị trí và hướng của lực dư và chuyển vị là hệ tọa độ. 

Hướng của lực dư F1 , F2 ... có thể tùy chọn. Sau đó hướng của chuyển vị 

phải tương ứng với lực dư. Để thuận tiện ta dùng ký hiệu chỉ số dưới 1, 2, ...n.  

 

Hình 11.1. Ví dụ mô tả phương pháp lực 

Trong ví dụ này lực dư và chuyển vị là F1, M2 và D1, D2 (Hình 11.1b). 

Trên sơ đồ hệ tĩnh định này ta xác định chuyển vị D1 và D2 dưới tác động của 

lực phân bố đều (Hình 11.1.c). Chúng chính là sai lệch về chuyển vị, vì trên thực 

tế (Hình 11.1a) các chuyển vị này phải bằng không. Sử dụng phụ lục 1 ta tính 

được giá trị của chuyển vị D1 và D2. 

Sau đó tìm chuyển vị gây ra do tác động của các lực dư đơn vị (như trên Hình 

11.1.d và 8.1.e). Cũng sử dụng phụ lục 1 ta có 
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4 22
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21 ��  (11.2) 

Tổng quát ijf  là chuyển vị tại tọa độ thứ i do lực đơn vị tại tọa độ thứ j gây ra. 
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Điều kiện hình học trong bài toán này chính là điều kiện chuyển vị thẳng đứng 

tại điểm B (D1) và chuyển vị xoay tại điểm C (D2) bị triệt tiêu.  

Chuyển vị tổng cộng tại các tọa độ đã chọn là tổ hợp các tác động của ngoại 

lực và các lực dư trên hệ tĩnh định đã được giải phóng. Như vậy điều kiện hình 

học được viết 

�
�
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0
0

2221212

2121111

FfFfD

FfFfD
 (11.3) 

Thế các biểu thức (11.1) của D1, D2, và (11.2) của f11, f21, f12, f22 vào (11.3) ta 

có thể tìm được lực dư F1 và F2.. 

11.2 Ma trận độ mềm 

Phương trình (11.3) có thể viết dưới dạng ma trận 

� � !  !DFf ��  (11.4) 

trong đó  ! � �  !
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Véc tơ {D} phụ thuộc vào ngoại lực. Ma trận f là các chuyển vị do lực dư đơn 

vị gây ra, do vậy ma trận f chỉ phụ thuộc vào đặc trưng kết cấu và được gọi là ma 

trận độ mềm, các phần tử của ma trận này gọi là hệ số ảnh hưởng mềm. 

Các thành phần của vectơ lực dư {F} xác định từ phương trình sau 

 ! � �  !DfF �� �1  (11.5) 

Trong ví dụ ở Hình 11.1  
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Giải phương trình (11.5) ta được các lực dư 
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Kết quả ta được hệ lực tác động lên hệ tĩnh định như trên hình (11.1.f). Sau 

đó bằng phương pháp thông thường ta có thể tìm được nội lực và phản lực trong 

thanh. 

Chú ý ma trận độ mềm phụ thuộc vào hệ lực dư ta chọn. Cũng với Ví dụ 11.1 

này ta chọn hệ lực dư khác  

 

Hình 11.2. Hệ lực dư khác nhau cho cùng một kết cấu siêu tĩnh 

Với trình tự như đã trình bày cho hai hệ tọa độ này ta có véc tơ chuyển vi và 

ma trận độ mềm và lực dư như sau  
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Đáp ứng của kết cấu (phản lực và nội lực) xác định bằng tổ hợp ảnh hưởng 

của ngoại lực và lực dư 

� �nuinuiuisii FAFAFAAA ����� %2211  (11.6) 

trong đó Ai – đáp ứng bất kỳ (có thể là phản lực tại gối đỡ, lực cắt, lực dọc trục, 

 mô men xoắn và mô men uốn) tại mặt cắt nào đó của kết cấu 

thực. 

 Asi - cũng là đáp ứng trên nhưng tính cho kết cấu đã giải phóng liên kết 

 dưới tác động của ngoại lực. 

 Aui1, Aui2,...,Auin, - đáp ứng tương ứng do lực đơn vị tác động tại các tọa 

độ 1,2, ...,n với kết cấu đã giải phóng liên kết.  

 F1, F2, ..., Fn – các lực dư tác động vào kết cấu đã giải phóng. 

Dưới dạng ma trận 

a. 

2 1 

b. 

B A C 
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 !  ! � �  ! 111 ���� �� nnmumsm FAAA  (11.7) 

trong đó  !  ! � �
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Chú ý đơn vị của các thành phần của ma trận độ mềm không nhất thiết đồng 

nhất vì chúng có thể đại diện cho chuyển vị thẳng có thể là góc xoay. 

Ta tính phản lực tại gối đỡ cho Ví dụ 11.1. Từ Hình 11.1 c,d và e ta có được 

các vectơ As và ma trận Au như sau 
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Sử dụng (11.7) ta tính được  
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11.3 Giải bài toán với các trường hợp đặt tải khác nhau 

Khi có p trường hợp tải khác nhau tác động lên kết cấu ta có thể sử dụng 

phương trình (11.3) để tìm lực dư mà không cần tính lại ma trận độ mềm, ta tổ 
hợp thành phương trình ma trận 

� � � � � � pnnnpn DfF �
�
�� �'� 1  (11.8) 

Mỗi cột của [F] và [D] ứng với mỗi trường hợp tải. Đáp ứng của hệ (phản lực 

và nội lực) có thể tìm từ phương trình ma trận tương đương với phương trình 

(11.7) 
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� � � � � � � � pnnmupmpm FAAA ���� ��  (11.9) 

11.3.1 Ảnh hưởng của chuyển vị tại nút: ảnh hưởng của môi trường 

Phương pháp lực có thể dùng để giải các kết cấu chịu những ảnh hưởng khác 

ngoài lực tác động. Ví dụ như sự di chuyển của gối đỡ (do gối đỡ bị lún, hay do 

sự thay đổi nhiệt không đều của gối đỡ) gây ra nội lực. 

Nếu kết cấu bị hạn chế chuyển vị cũng gây ra nội lực. Ví dụ như khi nhiệt độ 

thay đổi trong dầm không đồng đều. 

Co ngót của bê tông cũng gây ra nội lực trong kết cấu như hiệu ứng thay đổi 

nhiệt. Hiệu ứng của bê tông dư ứng lực cũng gây ra nội lực. 

11.3.2 Ảnh hưởng của chuyển vị tại tọa độ 

Khi gối đỡ chuyển vị theo những tọa độ lực dư mà ta đã chọn thì hệ phương 

trình (11.3) sẽ thay đổi. Điều kiện hình học có dạng 
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 (11.10) 

Để tìm lực dư ta có phương trình ở dạng ma trận 
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 (11.11) 

Khi đó phương trình (11.8) sẽ thành 

� � � � � � pnnnpn DfF �
�
�� �'� 1  (11.12) 

11.4 Năm bước giải của phương pháp lực 

Bước 1. Chọn liên kết cần giải phóng và xác định hệ tọa độ. Đồng thời xác định 

[A]m�n của các đáp ứng cần tìm và quy ước dấu nếu cần. 

Bước 2. Xác định [D]n�p [']n�p và [As]m�p do ngoại lực tác động lên hệ tĩnh định (hệ 

kết cấu đã giải phóng liên kết). 

Bước 3. Thiết lập ma trận [f]n�n và [Au]m�p do các lực dư đơn vị tác động lên hệ tĩnh 

định.  
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Bước 4. Tìm lực dư [F]n�p từ phương trình hình học. 

� � � � � � pnpnnn DFf ��� �'�  

Bước 5. Tìm các đáp ứng từ tổ hợp. 

� � � � � � � � pnnmupmspm FAAA ���� ��  

Ở đây có các ký hiệu:  

n,p,m - số lực dư, số trường hợp tải, số đáp ứng (phản lực hay nội lực)  

[A] – đáp ứng cần xác định - lời giải của bài toán 

[As] – đáp ứng do ngoại lực tác động lên kết cấu đã giải phóng liên kết 

[Au] – đáp ứng do lực dư đơn vị tác động riêng biệt tại các tọa độ lên kết cấu 

đã giải phóng liên kết 

[D] - chuyển vị do lực tác động gây ra tại các tọa độ. Chuyển vị này cần được 

triệt tiêu bằng các lực dư 

['] - chuyển vị cho trước 

[f] – ma trận độ mềm  

Sau bước thứ 3 các ma trận cần thiết để giải bài toán đã được xác định. Hai 

bước còn lại đơn thuần là các phép tính đại số.  

Ví dụ 11.2. Xét ví dụ ở Hình 11.1 cho 2 trường hợp gối đỡ di chuyển Hình 11.3:  

(a) Điểm A lún xuống một đoạn là l/100; (b) Điểm B lún xuống một đoạn là l/100 và 

điểm C xoay theo chiều kim đồng hồ một góc =0,004 rad. 

Lời giải: Trường hợp (a) với hệ tọa độ như Hình 11.1b sự lún của gối A không ứng 

với tọa độ lực dư nên '=0, sai lệch về chuyển vị (Hình 11.3a) xác định dễ dàng: 
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Trường hợp (b) chuyển vị cho trước này không gây ra sai lệch D=0, các 

chuyển vị cho trước này trùng với tọa độ lực dư nên  
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Hình 11.3. Ví dụ tính toán với chuyển vị cho trước 

Thế vào phương trình (11.12) ta có 
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Để tính phản lực tại gối đỡ ta sử dụng ma trận Ru đã tính ở ví dụ 1 vì ta vẫn 

giữ nguyên hệ tọa độ đã chọn. Còn ma trận Rs=0, nên ta có 
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2222 1750
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Ví dụ 11.3. Phân tích dầm liên tục độ cứng không đổi EI (Hình 11.4) với các 

trường hợp tải: a. Tải phân bố đều q (a); b. Gối A lún một đơn vị (d). c. Gối B lún 

một đơn vị (e). 

Để đưa kết cấu thành tĩnh định ta có thể giải phóng liên kết bằng cách đưa 

vào các khớp ở các gối đỡ ở giữa. Bằng cách này ta giải phóng hai mô men bằng 

nhau về độ lớn nhưng ngược hướng tác động tại hai phía của gối đỡ đưa kết cấu 
về một loạt các dầm đơn giản. Những mô men uốn đó được gọi là mô men liên 

kết. 

Sự sai lệch về chuyển vị là các góc xoay tại các điểm nối của các dầm liền kề 

-góc giữa các đường tiếp tuyến của hai dầm liền kề (Hình 11.4.b).  

Bước 1. Thực hiện trên Hình 11.4b. Phản lực gối đỡ có: RA, RB, RC, RD, RE. 

Bước 2. Sử dụng phương trình 11.12 tìm sai lệch chuyển vị cho cả 3 trường hợp 

– Trường hợp (a) tải phân bố (Hình 11.4c) sử dụng Phụ lục 1 ta tính được 
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– Trường hợp gối A lún xuống một đơn vị (Hình 11.4c) và trường hợp gối B lún 
xuống 1 đơn vị (Hình 11.4d) đều không ứng với tọa độ của lực dư đã chọn 

nên véctơ ' bằng không, ta tính được chuyển vị sai lệch như sau 

a.  !  !
&
�

&
�

�

&
"

&
#

$
�'

&
�

&
�

�

&
"

&
#

$
�

0
0
0

0
0
1

1
l

D ; 

b. !  !
&
�

&
�

�

&
"

&
#

$
�'

&
�

&
�

�

&
"

&
#

$�
�

0
0
0

0
1
2

1
l

D  

cả hai trường hợp b, c vectơ phản lực {RSb}=0 và {Rsc}=0 

Vậy ma trận ['-D]  và ma trận [As]  có dạng 



CÁC PHƯƠNG PHÁP CƠ BẢN TÍNH TOÁN HỆ THANH 

 

161

� �

�
�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�
�

�

�
�

���'

00
12

10
12

21
12

3

3

3

EI
ql

lEI
ql

llEI
ql

D  � �

�
�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�
�

�

�

�

002
00
00
00
002

ql

ql

ql

ql

ql

As  

 

Hình 11.4. Giải phóng liên kết cho hệ dầm liên tục bằng các khớp 
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Bước 3. Thiết lập ma trận [f] và ma trận [Au]. Đặt từng cặp lực dư là cặp mô men 

có độ lớn bằng 1 và ngược hướng vào các điểm B, C, D tương ứng, sử dụng Phụ 

lục 1 ta tính các thành phần của ma trận độ mềm (Hình 11.4 f,g,h) 
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Cũng trên hình (11.4f,g,h) ta thiết lập ma trận [Au]  
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Bước 4. Từ phương trình (11.12) ta tính được các mô men uốn tại các gối B, C, 

D. Mỗi cột trong ma trận F ứng từng trường hợp tải đã nêu trong ví dụ 
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Bước 5. Tính phản lực tại các gối RA, RB, RC, RD, RE sử dụng phương trình (11.9) 
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Phản lực, biểu đồ lực cắt và mô men cho trên Hình 11.5. 

 

Hình 11.5. Biểu đồ nội lực cho dầm liên tục ví dụ 11.2 
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11.5 Phương trình ba mô men 

Trong thực tế thiết kế ta thường gặp bài toán phân tích dầm liên tục chịu lực 

cắt với các gối đỡ bị lún. Đơn giản hóa phương pháp lực áp dụng cho trường hợp 

cụ thể này dẫn đến phương trình ba mô men. 

Trên Hình 11.6 ta xét 2 nhịp dầm liền kề của dầm liên tục. Ta xét nhịp dầm 

bên trái và bên phải của gối đỡ thứ i với độ dài ltr và lph, độ cứng EItr và EIph. Các 

gối đỡ là  i-1, i, i+1 độ lún của chúng ký hiệu là (i-1, (i, (i+1.  

 

Hình 11.6. Thiết lập phương trình cho gối i 

Ta đưa về hệ tĩnh định bằng cách đưa các khớp tại gối đỡ sao cho mỗi nhịp 

dầm làm việc như một dầm đơn giản (Ví dụ 11.3). Qui ước dấu như trong Ví dụ 

11.3. 

Sự sai lệch về chuyển vị là góc xoay tương đối của các nhịp dầm liền kề, như 

trên Hình 11.6b và c. 

iiiD )�*�  (11.13) 

Các lực dư {Fi} chính là các mô men liên kết {Mi}, giá trị của chúng phải đảm 
bảo làm sao cho góc xoay bị triệt tiêu. Ta có phương trình thỏa mãn điều kiện liên 

tục tại điểm i.  

01111 ���� ���� iiiiiiiii FfFfFfD ,,  (11.14) 

các hệ số fi là các hệ số độ mềm của kết cấu đã giải phóng. Trên Hình 11.7a trình 

bày dầm đơn giản chịu mô men đơn vị tại một đầu và 11.7b là biểu đồ mô men 

còn 11.7c là đường cong chuyển vị và các góc xoay tại A và B (Phụ lục 1).  

Áp dụng kết quả này ta có được các hệ số độ mềm  

i-1 

ltr lph 

i i+1 

(i 
(i-1 (i+1 

)i 

Fi-1=Mi-1 Fi=Mi Fi+1=Mi+1 

*i 

a. b. 

c. d. 
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Hình 11.7. Các hệ số độ mềm 

Như vậy phương trình 11.14 có dạng 
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�� ��  (11.15) 

Khi độ cứng trên toàn dầm không đổi ta có phương trình ba mô men 

� � iphiphtritri EIDlMllMlM 62 11 ����� ��  (11.16) 

Viết phương trình này cho từng gối đỡ được hệ phương trình, lời giải của nó 

là các mô men cần tìm. Góc xoay Di có thể tính từ phương trình (11.13) với góc )i 

xác định từ Hình 11.6c 

r

ii

l

ii
i ll

11 �� (�(
�

(�(
�)  (11.17) 

và góc *i có thể xác định bằng phụ lục 1. 

Ví dụ 11.4. Tìm biểu đồ mô men cho dầm trên Hình 11.8a với hai trường hợp tải 

a. Lực thẳng đứng như trên Hình 11.8a. 

b. Gối đỡ B và C lún xuống các b/100 và b/200.  

Độ cứng của dầm không đổi và bằng EI. 

Phương trình ba mô men áp dụng cho nút A và B để tìm mô men tại đó, tại 

điểm C ta có thể dễ dàng tìm được trường hợp a. 
2

2qb
MC � , trường hợp b. MC=0. 

Đầu tiên ta tìm sai lệch về chuyển vị theo công thức (11.13). 
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l
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Chú ý trường hợp a. )=0, còn trường hợp b. *=0. Dùng phụ lục 1 và công 

thức 8.17 ta tìm được 
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Biểu đồ mô men cho trên Hình 11.8 b và c. 

Chú ý trường hợp (a) khi vẽ biểu đồ mô men để tìm phương trình của đường 

parabol cho đoạn dầm chịu lực phân bố ta phải tìm phản lực tại điểm A. Phản lực 

đó có thể tìm được vì ta đã biết mô men tại A và tại B, cụ thể ta có phương trình 

qb
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M
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AAAB 2
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)(  

Và phương trình parabol biểu diễn biểu đồ mô men trong đoạn AB có dạng 
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Hình 11.8. Biểu đồ nội lực cho dầm trong ví dụ 11.4 

Có thể vẽ theo cách đơn giản hơn: ta đặt giá trị mô men tại A và B tạm thời 

nối lại bằng đường thẳng, trên đoạn AB có lực phân bố đều nên tại điểm giữa của 

đoạn thẳng vừa nối ta hạ xuống một đoạn là ql2/8, nối ba điểm bằng một được 

parabol  ta được biểu đồ mô men cho đoạn AB.  

Đoạn BC và CD có thể dễ dàng vẽ được biểu đồ mô men vì không có lực tập 

trung cũng như lực phân bố nên biểu đồ mô men là các đường thẳng nối các điểm 

mà ta đã có giá trị mô men. Tương tự như vậy trường hợp b nội lực sinh ra do sự 

lún của các gối đỡ. Ta đã tính được mô men tại A và B, còn tại C mô men bằng 
không. Biểu đồ mô men là những đường thẳng nối các điểm với giá trị mô men đã 

biết.  

Kết luận chương 11 

Phương pháp lực có thể áp dụng cho kết cấu bất kỳ chịu tải trọng môi trường.  

5b 4b 
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� Lời giải của phương trình tương thích được xây dựng một cách trực tiếp cho 

ta các lực cần tìm.  

� Số phương trình bằng với số lực dư bằng với bậc siêu tĩnh 

� Phương pháp lực không thích hợp khi dùng máy tính vì việc lựa chọn lực dư 

làm ẩn số không duy nhất.  
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Bài tập chương 11 

11.1. Dùng phương pháp lực tìm phản lực tại các liên kết và vẽ biểu đồ M và Q 

cho các trường hợp dầm siêu tĩnh trong các hình vẽ sau. Độ cứng của các dầm 

không thay đổi và bằng EI 

 
Bài 11.1 

2.2. Dùng phương trình ba moment vẽ biểu đồ moment và biểu đồ lực cắt của các 

dầm liên tục như trên các hình vẽ sau với hai trường hợp tải trọng 

- Chịu tải trọng bên ngoài như trên hình vẽ. 

- Gối đỡ B lún xuống một đoạn bằng l/2000. 

Độ cứng của các dầm không thay đổi và bằng EI 
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Bài 11.2 
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CHƯƠNG 12.  
Phương pháp chuyển vị 

12.1 Mô tả phương pháp 

1. Đầu tiên cần xác định bậc tự do của hệ. Thiết lập hệ tọa độ để xác định vị trí 

và hướng của các chuyển vị nút. Số lực hạn chế bằng với số bậc tự do được 

đặt vào các tọa độ để ngăn cản chuyển vị tại các nút. Chú ý ở đây khác với 
phương pháp lực là ta không phải lựa chọn. Chính điều này là ưu điểm khi 

lập chương trình tính toán phân tích kết cấu. 

2. Sau đó các lực hạn chế được xác định như tổng các lực đầu phân tử của tất 
cả các phần tử nối vào nút. Phụ lục 2 và 3 cho ta bảng lực đầu phần tử cho 

các trường hợp chịu lực thường gặp.  

Chú ý lực hạn chế cần ngăn cản chuyển vị do mọi tác động ví dụ như ngoại 
lực, thay đổi nhiệt độ hay dư ứng lực. Các hiệu ứng có thể xem xét riêng biệt 

hay đồng thời. 

Trường hợp kể đến tác động do sự di chuyển của các nút trong kết cấu ví dụ 

như sự lún của gối đỡ thì các lực gây nên sự di chuyển đó phải được kể đến 

trong lực hạn chế.  

Nội lực tại các ví trí cần tìm của phần tử cũng được xác định cho cấu hình đã 

bị hạn chế.  

3. Bước này kết cấu được giả thiết là biến dạng theo cách sau: một tọa độ 
được giả thiết là có chuyển vị đơn vị, còn các tọa độ khác cho chuyển vị 

bằng không. Sau đó xác đinh lực hạn chế để kết cấu ở cấu hình giả định 

trên. Các lực áp đặt vào các tọa độ đại diện cho bậc tự do. Đồng thời ứng 

với cấu hình giả định này ta xác định các nội lực tại các vị trí cần tìm. Bước 

tính này được lặp lại cho từng tọa độ.  

4. Tiếp theo ta xác định giá trị của các chuyển vị sao cho các lực hạn chế bị 

triệt tiêu. Ta có các phương trình tổng hợp cộng dồn các tác động của từng 

chuyển vị lên lực hạn chế.  
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5. Cuối cùng xác định lực trên kết cấu siêu tĩnh ban đầu bằng cách cộng các 

lực trên kết cấu đã bị hạn chế với lực do chuyển vị gây ra được xác định 

trong bước 4. 

Ví dụ 12.1. Xét giàn phẳng trên Hình 12.1a gồm m phần tử nối bằng khớp tại điểm 

A. Tìm nội lực trong các thanh dưới tác động của tổ hợp tải trong sau: 

(1) Ngoại lực P đặt tại điểm A. 

(2) Thanh thứ k giãn dài một đoạn là �k do nhiệt độ tăng trong thanh đó. 

Bậc tự do của hệ này là 2: chuyển dịch thẳng của nút A trong mặt phẳng theo 

hai trục x và y, ta ký hiệu chúng là D1 và D2. Hướng của chuyển vị tùy chọn, ở đây 

chọn như Hình 12.1b. 

Trường hợp (1) ta hạn chế chuyển dịch của điểm A bằng cách đặt lực có độ 

lớn như lực P nhưng có hướng ngược lại. Các thành phần F11, F12 theo các 
hướng 1, 2: 

���

���

sin

cos

PF

PF

21

11  

Ký hiệu Ei, li và ai là module đàn hồi, độ dài và diện tích mặt cắt của thanh thứ 

i và đặt �i là góc với trục x của thanh thứ i.  

Xét trường hợp (2) độ giãn dài �k của thanh thứ k được hạn chế bằng một lực 

đặt vào điểm A gây ra sự nén của thanh cùng giá tri như sự giãn. Do vậy lực nén 

này cần có giá trị là � � kkkk lEa �/ . Các thành phần của lực nén này trên hai hướng 

1 và 2 là 

kk
k

kk

kk
k

kk

l

Ea
F

l

Ea
F

���

���

sin

cos

22

12

 

Như vậy tổng lực hạn chế là  

22212

12111

FFF

FFF

��

��
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Hình 12.1. Mô tả phương pháp chuyển vị 

Ta có thể thấy khi chuyển vị bị ngăn cản, sẽ không có nội lực ở các thanh 

trong trường hợp (1), còn trường hợp (2) chỉ có thanh thứ k có lực nén, các thanh 

còn lại không có nội lực. Ký hiệu {Ar} là vectơ lực dọc trục trong các thanh trong 

điều kiện kết cấu bị hạn chế chuyển vị, ta có 

1 

2 

i k 
m 

A 

P 

�i 

� 
x 

y 

a. 

1 

2 

x 

y 

b. 

A A’ x 

y 

d. 

i 

�i cos�i 

D1=1 
S11 S 2

1 

x 

y 
c. 

A A’ 

D1=1 

S12 

S22 

x 

y 
e. 

D2=1 
A 

A’ 

A 

A’ 

x 

y 
f. 

i 

�i 

sin�i D2=1 
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Trên Hình 12.1c biểu diễn các lực cần để kết cấu biến dạng ở cấu hình mà 

D1=1 và D2=0. Từ Hình 12.1d ta thấy chuyển vị sang ngang một đơn vị làm thanh i 

bất kỳ ngắn đi một đoạn cos�i và gây ra lực nén � � iiii lEa �cos/  dọc thanh i. Do 

vậy để giữ điểm A ở cấu hình này ta cần đặt các lực � � iiii lEa �2cos/  và 

� � iiiii lEa �� sincos/  theo hướng 1 và 2. Vậy tổng lực cần để tất cả các thanh ở 

đúng cấu hình này là  

 

�

��
m

i
i

i

ii

l
Ea

S
1

2
11 cos   

và 

�

���
m

i
ii

i

ii

l
Ea

S
1

21 sincos  

Tương tự, như vậy để điểm A ở cấu hình mà D1=0 và D2=1 (Hình 12.1e và f) 
ta cần đặt các lực sau 



�

���
m

i
ii

i

ii

l
Ea

S
1

12 sincos   

và 

�

��
m

i
i

i

ii

l
Ea

S
1

2
22 sin   

Các phần tử Sij có 2 chỉ số: chỉ số thứ nhất biểu diễn tọa độ của lực hạn chế, 

chỉ số thứ hai là thành phần của chuyển vị có giá trị đơn vị. 

Trong thực tế điểm A dịch chuyển đi các đoạn D1 và D2 theo hướng 1 và 2, và 

không có lực hạn chế nào cả. Do vậy tổ hợp của lực hạn chế và tác động của 

chuyển vị thật phải bằng không. Ta có quan hệ tĩnh học thể hiện sự thật là khi 

điểm A có chuyển vị D1 và D2 thì các lực hạn chế bằng không. Ta có biểu thức 
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�
�


���
���
0
0

2221212

2121111

DSDSF

DSDSF
 (12.1) 

12.2 Ma trận độ cứng 

Phương trình (12.1) có thể viết dưới dạng ma trận 

� � � �� � 0�� DSF  

� �� � � �FDS ��  (12.2) 

trong đó � � � � � �
�
�


�
�
�

��
�

�
�
�

�
�

�
�


�
�
�

�
2

1

2221

1211

2

1

F

F
F

SS

SS
S

D

D
D  

(có thể so sánh với phương trình quan hệ hình học (11.4) của phương pháp lực). 

Véc tơ {F} phụ thuộc vào tải trọng của kết cấu. Thành phần của ma trận [S] là 

các lực ứng với chuyển vị đơn vị. Do vậy ma trận [S] chỉ phụ thuộc vào đặc trưng 

kết cấu, chúng thể hiện độ cứng của kết cấu. Vì vậy [S] được gọi là ma trận độ 

cứng và các thành phần của nó được gọi là các hệ số độ cứng. 

Các thành phần của vectơ chuyển vị {D} xác định từ 

� � � � � �FSD �� �1  (12.3) 

Trường hợp chung, khi hệ có n bậc tự do ta có kích cỡ của {D}nx1, [S]nxn, 

{F}nx1. Ma trận [S] là ma trận vuông đối xứng. 

Nội lực trong thanh i bất kỳ được xác định bằng tổ hợp của các điều kiện hạn 
chế và tác động của các chuyển vị nút  

� �nuinuiuirii DADADAAA ����� 	2211  (12.4) 

Dưới dạng ma trận 

� � � � � � � � 111 ���� �� nnmumrm DAAA   

trong đó thành phần của {A} là tổng lực trong các thanh, thành phần của {Ar} là lực 
trong các thanh dưới điều kiện hạn chế, và thành phần của [Au] lực trong các 

thanh ứng với các chuyển vị đơn vị. Cột j của [Au] là lực trong các thanh khi 

chuyển vị Dj=1 còn các chuyển vị còn lại bằng không. Dạng tổng quát 
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� � � � � �� �DAAA ur ��  (12.5)  

trong đó thành phần của {A} là tổng lực trong các thanh, thành phần của {Ar} là lực 

trong các thanh dưới điều kiện hạn chế, và thành phần của [Au] lực trong các 

thanh ứng với các chuyển vị đơn vị.  

Trong ví dụ ở Hình 12.1  
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Khi xét khung với các ngàm ở nút ta cần tìm nội lực ở mặt cắt hay ở gối đỡ. 

Chính vì vậy ta có phương trình ở dạng tổng quát (12.5), ở đây {A} có thế là đáp 

ứng bất kỳ - lực cắt, lực dọc trục, mô men uốn hay mô men xoắn. 

Ví dụ 12.2. Xét khung phẳng trên Hình 12.2a gồm các phần tử có cùng độ cứng EI 
được nối cứng với nhau. Xác định biểu đồ mô men cho khung dưới tác động của 

lực P ở E và F và ngẫu lực Pl tại điểm B. Bỏ qua sự thay đổi độ dài của thanh. 

Hệ có ba bậc tự do như Hình 12.2b đó là chuyển vị ngang (nút B và C như 
nhau vì coi độ dài thanh không đổi), góc xoay tại B và tại A. Ta có hệ tọa độ như 

Hình 12.2b. Lực hạn chế là tổng các lực đầu phần tử ở các thanh tính được dùng 

phụ lục 3.  

Hình 12.2.c biểu diễn quan hệ giữa lực đầu phần tử và lực hạn chế chuyển vị. 

Các lực tác động là ở nút biểu diễn bằng các mũi tên liền, còn lực có giá trị bằng 

và hướng ngược lại bằng mũi tên ngắt quãng. Như vậy cần đặt vào điểm B các 

lực F1 và F2 cùng hướng với các mũi tên ngắt quãng để ngăn cản chuyển vị. Do 

vậy để có được các lực hạn chế này ta chỉ cần thêm các lực đầu phần tử như 

Hình 12.2d. 

Các lực hạn chế chuyển vị tại điểm B và điểm C cho dưới đây 
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Hình 12.2. Lập ma trận độ cứng cho ví dụ 12.2 

� � � �
�
�

�
�



�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�



�
�

�
�

�
��

�
�

l

lP

Pl

PlPlPl

P

F

1250

50

1250
12501250
50

,

,

,

,,

,

  (a) 

Để vẽ biểu đồ nội lực ta cần tính xác định mô men và lực cắt tại các mặt cắt ở 

hai đầu thanh. Ký hiệu 1, 2, 3, 4, 5, 6 là các mặt cắt tại các đầu thanh như trên 
Hình 12.1a. Với quy ước dấu mô men dương quay theo chiều kim đồng hồ, lực 
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cắt dương làm thanh võng xuống. Các giá trị của 6 mô men và lực cắt ứng với 

điều kiện hạn chế chuyển vị sẽ là 
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Các phần tử của ma trận độ cứng chính là các lực ở các tọa độ cần để đưa 

kết cấu đến ví trí như Hình 12.2e, f, d. Các lực này bằng tổng các lực đầu phần tử 

tính theo phụ lục 3.  
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Ma trận độ cứng [S] có dạng  
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Ta thể (a) và (b) vào phương trình 12.3 nhận được 
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Để viết ma trận nội lực đầu thanh gây ra do chuyển vị đơn vị ta đặt các giá trị 
mô men (lực cắt) tại các mặt cắt 1, 2, ..., 6 vào cột 1, 2 và 3 cho trường hợp 

chuyển vị đơn vị như trên Hình 12.2 e, f, g. 
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Moment (lực cắt) tại các mặt cắt đầu thanh sẽ được tính từ phương trình 12.5: 
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Biểu đồ lực cắt và mô men trình bày trong Hình 12.3. a và b.  

 

Hình 12.3 Biểu đồ lực cắt và mô men cho ví dụ 12.2 
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Chú ý: Khi sử dụng các chương trình tính toán nói chung không bỏ qua biến 

dạng dọc trục. Lúc đó đối với khung phẳng tại mỗi nút ta có ba chuyển vị gồm: hai 

dịch chuyển thẳng và một góc xoay. Tại mỗi mặt cắt ta có lực dọc trục, lực cắt và 

mô men. Phương trình (12.5) được áp dụng để tính cả ba nội lực này. 

Khung với các thanh nghiêng được xét trong Ví dụ 12.3. 

Ví dụ 12.3. Vẽ biểu đồ mô men cho khung trên Hình 12.4a. Độ cứng của thanh 
không đổi bằng EI. Bỏ qua biến dạng dọc trục. 

 

Hình 12.4 

Trên Hình 12.4b. biểu diễn ba bậc tự do ứng với ba tọa độ: hai góc xoay và một 

dịch chuyển thẳng. Lực đầu phần tử do ngoại lực xác định trên Hình 12.4c. Lực 

hạn chế F1 và F2 xác định bằng cách cộng mô men. Để tính lực F3, ta phân các 

lực cắt tại nút B và nút C ra thành các thành phần dọc theo trục của phần tử (Hình 

12.4d), sau đó ta cộng các thành phần theo hướng của tọa độ thứ 3.  
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Để xác định các nội lực tại đầu phần tử ứng với từng trường hợp chuyển vị 

đơn vị ta dùng phụ lục 3, xem trên Hình 12.5.  

Khi D3=1 dịch chuyển tương đổi của các thanh AB và BC là DBA=1.25, 

DBC=0.75. Ta có ma trận Mu và Vu.  
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Để thiết lập ma trận độ cứng [S] ta tính lực đầu phần tử như trên Hình 12.3e, 
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HÌnh 12.5. Thiết lập ma trận độ cứng cho hệ khung có thanh chéo 

Ta có ma trận độ cứng [S] như sau 
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Để vẽ biểu đồ lực cắt và biểu đồ mô men ta phải tính nội lực tại các mặt cắt ở 

đầu các thanh. Sử dụng ma trận [Mu], [Vu], {Mr}, {Vr} và {D} đã tính được thế vào 
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Trên Hình 12.6 biểu diễn biểu đồ lực cắt (Hình 12.4a) và biểu đồ mô men 
(12.4b) 

 

Hình 12.6. Biểu đồ nội lực 
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Ví dụ 12.4. Tìm ba thành phần phản lực (lực thẳng đứng, mô men uốn và momnet 

xoắn) tại điểm A của khung ngang như trên Hình 12.7 chịu tải trọng phân bố đều q 

trên đoạn AC. Tất cả các thanh có cùng diện tích mặt cắt ngang, và tỷ lệ giữa độ 

cứng xoắn và độ cứng uốn GJ/EI=0.5. 

 

Hình 12.7. Khung ngang  

Hệ có 3 bậc tự do là các chuyển vị tại điểm E, có tọa độ như trên Hình 12.7b. 

Trên Hình 12.7b biểu diễn các lực hạn chế chuyển dịch, và phản lực tại A {Ar} khi 

bị hạn chế. Những lực này được tính sử dụng phụ lục 2.   
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Để thiết lập ma trận độ cứng phần tử cũng như ma trận phản lực tại đầu A, ta 

cho từng chuyển vi bằng đơn vị (còn các chuyển vị khác bằng không) và sử dụng 

phụ lục 3.  

Ma trận phản lực tại điểm A do từng chuyển vị đơn vị gây ra được tính như 
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Các phần tử của ma trận độ cứng cho từng cấu hình được tính dưới đây 
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Ma trận độ cứng có dạng 
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Thế vào phương trình 12.2 ta tìm được vectơ chuyển vị 
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Phản lực tại đầu A tìm được từ phương trình 12.5 
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12.3 Giải bài toán với các trường hợp đặt tải khác 

Như đã nói ở mục 12.2 ma trận độ cứng chỉ phụ thuộc vào tính chất của kết 

cấu không phụ thuộc vào ngoại lực. Vì vậy khi xem xét các trường hợp tải khác 

nhau ta không cần tính lại ma trận độ cứng. Nếu ta có p trường hợp tải lời giải 

(phương trình 12.3) có thể viết gọn dưới dạng phương trình ma trận 

� � � � � � pnnnpn FSD �
�
�� �� 1  (12.6) 

Mỗi cột của [D] và [-F] ứng với mỗi trường hợp tải.  

Ảnh hưởng của môi trường 

Trong chương 10 ta dùng phương pháp lực để tích toán các ảnh hưởng của 

thay đổi nhiệt độ, co ngót hay dư ứng lực. Tương tự phương pháp chuyển vị cũng 

xem xét đến các hiệu ứng trên. Có thể áp dụng phương trình 12.3 nhưng vectơ 

{F} khi đó là vectơ lực hạn chế chuyển vị nút gây ra bởi những hiệu ứng trên. 

Trường hợp hiệu ứng di chuyển của gối đỡ ta vẫn dùng phương trình 12.3 khi 

sự di chuyển này không ứng bậc tự do của hệ. Trường hợp di chuyển này ứng với 

bậc tự do ta cần biến đổi phương trình 12.3. Ví dụ 12.5 sẽ giải thích rõ cách biến 

đổi. 

12.4 Năm bước giải của phương pháp chuyển vị 

Bước 1. Xác định hệ tọa độ biểu diễn các chuyển vị nút, đồng thời xác định 

các đáp ứng cần tính [A]m�p và xác định quy ước dấu nếu cần. 

Bước 2. Xác định lực hạn chế [F]n�p và [Ar]m�p do ngoại lực tác động lên kết 

cấu. 

Bước 3. Thiết lập [S]n�n và [Au]m�p bằng cách đưa các chuyển vị đơn vị tại từng 

tạo độ một. 
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Bước 4. Giải phương trình cân bằng 

� � � � � � pnpnnn FDS ��� ��  

để tìm [D]. 

Bước 5. Tìm các đáp ứng từ 

� � � � � � � � pnnmupmrpm DAAA ���� ��  

Cũng như phương pháp lực sau khi bước thứ ba đã xong ta có các ma trận 

cần thiết bước 4 và 5 chỉ là thuần túy các phép tính đại số. 

Ở đây các ký hiệu:  

n,p,m - số bậc tự do, số trường hợp tải, số đáp ứng (phản lực hay nội lực) cần 
xác định. 

[A] – đáp ứng cần xác định - lời giải của bài toán. 

[Ar] – giá trị đáp ứng do ngoại lực tác động lên kết cấu khi hạn chế chuyển vị. 

[Au] – đáp ứng do ta đưa chuyển vị đơn vị lần lượt tại từng tọa độ.  

[F] - lực tại các tọa độ để ngăn cản các chuyển vị do lực tác động gây ra . 

[S] – ma trận độ cứng. 

Ví dụ 12.5. Dầm liên tục như trên Hình 12.6a có độ cứng uốn EI không đổi, có hai 

ngàm tại A và D và hai gối đỡ di động tại B và C. Vẽ biểu đồ nội lực cho dầm với 

hai trường hợp tải: a) Điểm A lún xuống một đọan là �; b) Khi dầm quay đi một 

góc � theo chiều kim đông hồ tại gối B. 

Số bậc tự do của hệ là 2, đó là góc xoay D1 và D2 tại B và C (Hình 12.6b). 
Dịch chuyển của điểm A không ứng với bậc tự do. Lúc này lực hạn chế có nhiệm 

vụ giữ cho chuyển vị D1=D2=0 như biểu diễn trên Hình 12.6c. Dùng phụ lục 3 ta 

tính được 
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Hình 12.8. Biểu đồ nội lực của ví dụ 12.5 

Quy ước mô men dương theo chiều kim đồng hồ, lực dương hướng lên trên 
ta có các mô men và lực cắt tại các mặt cắt 1,2,...,6 (Hình 12.8a) điều kiện hạn 

chế (Hình 12.8b) là 
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Lực đầu phần tử cần để giữ các phần tử ở cấu hình với D1 hoặc D2 bằng đơn 

vị (Hình 12.8d và e) được xác định từ phụ lục 3 và từ đó ta có ma trận độ cứng 
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Giải phương trình 12.3 ta được 
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Moment và lực cắt tại các mặt cắt 1,2,...6 gây ra do từng chuyển vị D1 và D2 

bằng đơn vị được tính theo phụ lục 3. 
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Đường cong biến dạng của dầm do dịch chuyển � của điểm A biểu diễn trên 

Hình 12.8f. Nội lực tại các mặt cắt tính được từ phương trình 12.5. Biểu đồ lực cắt 

và biểu đồ mô men biểu diễn trên Hình 12.8g và h. 
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Để kiểm tra kết quả tính toán ta dùng điều kiện cân bằng tại điểm B và C, ở đó 

tổng mô men phải bằng không. 

Xét trường hợp tải (b) như trên Hình 12.7i. Để tạo ra chuyển vị xoay tại điểm 

B ta cần có một mô men *
1F  (cặp ngẫu lực) tác động vào điểm B. Ta gọi vectơ 

ngoại lực là � � � �01 ,
*FF � . Khi đó quan hệ giữa lực và chuyển vị được biểu diễn qua 
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Ma trận độ cứng S đã xác định trong trường hợp tải (a). Ta có D1=�, từ 

phương trình thứ hai ta xác định được D2 
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Trong trường hợp này nội lực tại các mặt cắt trong điều kiện hạn chế bằng 

không � � 0�rM ; � � 0�rV . Dùng phương trình 12.5 với các ma trận Mu và Vu đã 

tính được từ trường hợp (a) ta tính được nội lực tại các mặt cắt 
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12.5 Ảnh hưởng của chuyển vị tại các tọa độ 

Trường hợp tải (b) trong Ví dụ 12.5 sẽ được tổng quát hóa trong mục này. Giả 

thiết hệ có n bậc tự do.  
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Mục đích của ta tìm ảnh hưởng của m chuyển vị cho trước �1, �2, &, �m tại m 

tọa độ. Ta viết ma trận độ cứng sao cho toạ độ ứng với các chuyển dịch cho trước 

sẽ năm ở m dòng và cột đầu  
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;  (12.7) 

Ma trận này có thể viết dưới dạng 
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� � � ���

�
�
�

�
�

2221

1211

SS
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S  (12.8) 

ở đây [Sij] là các ma trận con. 

Chúng có kích cỡ như sau [S11]mxm, [S11]mx(n-m), [S11](n-m)xm, [S11](n-m)x(n-m). 

Cần phải có m lực *** ,,, mFFF 	21  tác động vào các tọa độ từ 1 đến m để có 

được các chuyển vị �1, �2, ...,�m. Vì không có ngoại lực nên tại n-m toạ độ còn lại 

sẽ xuất hiện chuyển vị Dm+1, Dm+2,..., Dn. Quan hệ giữa lực và chuyển vị được viết 
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ở đây {D1} là vectơ các chuyển vị cho trước �, {D2} là vectơ các chuyển vị chưa 

biết Dm+1, Dm+2,..., Dn và vectơ � �*1F  là vectơ các lực chưa biết tại các tọa độ 

1,2,...,m. 

Từ dòng thứ hai của phương trình ma trận (12.8) ta tìm được  

� � � � � �� �121
1

222 DSSD ���  (12.10) 

Khi đã biết chuyển vị tại n tọa độ ta có thể tìm đáp ứng tại mặt cắt bất kỳ bằng 
phương trình 

� � � �� �DAA u�  (12.11) 
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Phương trình này như phương trình (12.5) với vectơ {Ar}=0, vì đáp ứng chỉ do 

ảnh hưởng của chuyển vị {D} thôi. 

Nếu cần tính vectơ lực � �*1F  ta có phương trình 

� � � � � �� � � �� �� �121
1

2212111 DSSSSF �% ��  (12.12) 

12.6 Sử dụng phương pháp lực và phương pháp chuyển vị 

12.6.1 Quan hệ giữa ma trận độ mềm và ma trận độ cứng 

Ta sẽ tìm quan hệ giữa ma trận độ cứng và ma trận độ mềm. Trên Hình 12.7 

biểu diễn hệ tọa độ với n tọa độ ứng với ví trị và hướng của các chuyển vị D1, D2, 

..., Dn và các lực F1, F2, ..., Fn. Các thành phần của vectơ chuyển vị {D} có thể 
biểu diễn qua các thanh phần của vectơ lực {F} bằng hệ phương trình 

FfFfFfD

FfFfFfD

FfFfFfD
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Hệ số fij là hệ số ảnh hưởng độ mềm, chúng là chuyển vị đơn vị tại tọa độ thứ 

i khi chỉ có một lực đơn vị tác động tại tọa độ j. Có thể viết dưới dạng ma trận: 

� � � � � � 11 ��� � nnnn DFf   (12.13) 

Không nên nhầm lẫn phương trình này với phương trình 10.4 [f]{F}={-D} dùng 

trong phương pháp lực để tìm giá trị của lực dư {F} gây ra chuyển vị {-D} điều 

chỉnh sai lệch chuyển vị {D} gây ra do giải phóng liên kết. 

Lực {F} có thể biểu diễn qua chuyển vị khi giải phương trình 12.13 

� � � � � � 1
1

1 �
�
�� � nnnn DfF  (12.14) 

Phương trình 12.14 có thể dùng để xác định lực tạo thành các phần tử của 

ma trận độ cứng của cùng kết cấu đang xét. Nếu ta cho kết cấu biến dạng theo 

cấu hình mà D1=1 còn các thành phần chuyển vị khác D2=D3=...=Dn=0 (Hình 
12.9c) ta được  
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Hình 12.9. Hệ tọa độ của phương pháp lực và phương pháp chuyển vị 

Tương tự ta cho kết cấu biến dạng theo cấu hình mà D2=1 còn các thành 

phần chuyển vị khác D1=D3=...=Dn=0 (Hình 12.9d) ta được 
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Tổng quát ta cho kết cấu biến dạng ở cấu hình mà Dj=1, còn các thành phần 

chuyển vị khác bằng không (Hình 12.9e), ta nhận được hệ phương trình giống 

như hai phương trình vừa viết ở trên. Tất cả phương trình này có thể gộp lại trong 

một phương trình ở dạng ma trận 

(a) 
A B 

2 

1 

4 

3 

 

j 

n 

 

jf1

(b) 

A B 1�jF

jf2

jf3

jf4

ijf

njf

jnf ,1�

(d) 

A B 
1212 SF � 3232 SF � 22 jj SF �

2222 SF � 4242 SF � 22 nn SF �

12 �D

(c) 

A B 
1111 SF � 3131 SF � 11 jj SF �

2121 SF � 4141 SF � 11 nn SF �
11 �D

(e) 

A B 
jj SF 33 � jjjj SF �

jj SF 44 � njnj SF �1�jD
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Các lực Fij trong ma trận bên trái thực chất là các phần tử của ma trận độ 

cứng cần tính. Ma trận cuối là ma trận đơn vị, do vậy 

� � � � 1�� fS  (12.15) 

ở đây [S] là ma trận độ cứng ứng với tọa độ đã cho. Nghịch đảo cả hai vế ta được 

� � � � 1�� fS  (12.16) 

Phương trình 12.15 và 12.16 chỉ ra rằng ma trận độ cứng là nghịch đảo của 

ma trận độ mềm và ngược lại ứng với cùng hệ tọa độ lực và chuyển vị dùng để 

thiết lập hai ma trận này. 

Tuy nhiên ta biết phương pháp lực ta giải phòng liên kết để kết cấu thành tĩnh 

định. Hệ tọa độ thể hiện ví trí và hướng của các lực dư. Còn trong phương pháp 

chuyển vị ta đưa vào các lực để hạn chế chuyển vị nút. Hệ tọa độ trong trường 
hợp này biểu diễn vị trí và hướng của chuyển vị chưa biết. Suy ra hai hệ toa độ 

không thể như nhau. Do vậy nghịch đảo của ma trận độ mềm trong phương pháp 

lực là ma trận độ cứng nhưng không thể dùng trong phương pháp chuyển vị. 

Tương tự như vậy, nghịch đảo của ma trận độ cứng trong phương pháp chuyển vị 

là một ma trận độ mềm nhưng không thể dùng cho phương pháp lực. 

12.6.2 Lựa chọn phương pháp 

Việc lựa chọn phương pháp phân tích kết cấu chủ yếu xem xét việc thiết lập 

ma trận độ cứng và ma trận đồ mềm, nếu việc thiết lập ma trận nào dễ hơn ta 

chọn phương pháp tương ứng. Ví dụ trên Hình 12.10a ma trận độ cứng có thể 

thiết lập dễ dàng dùng phụ lục 3. Các chuyển vị đơn vị tại nút j chỉ gây ra các lực 

tại j và hai nút j-1, j+1 liền kề. Ví dụ như trên Hình 12.10c, ta chỉ cần tính S11, S21, 

S31, S41 còn các thành phần khác bằng không. Mặt khác nếu sử dụng phương 
pháp lực khi thiết lập cột thứ j của ma trận độ mềm ta phải đặt một lực đơn vị và 

tính tất cảc các chuyển vị. Trong ví dụ này ta thấy việc lập ma trận độ mềm nặng 
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nhọc hơn lập ma trận độ cứng. Nhưng không phải lúc nào việc thiết lập ma trận 

cứng cũng dễ hơn thiết lập ma trận độ mềm, như Ví dụ 12.6. 

Xem xét một cách tổng quát ta thấy trong phương pháp lực việc lực chọn liên 
kết để giải phóng có thể ảnh hưởng đến số phép tính cần tính. Ví dụ như dầm liên 

tục nếu ta đặt các khớp ở gối đõ đưa hệ về các dầm đơn giản khi đó lực dư đơn vị 

chỉ ảnh hưởng đến hai dầm liền kề. Những kết cấu khác không thể tìm được lực 

dư mà chỉ gây ảnh hưởng địa phương. Thông thường dưới từng lực dư đơn vị 

riêng biệt có tác động đến chuyển vị ở tất cả các tọa độ. 

Trong phương pháp chuyển vị, tất cả các chuyển vị bị hạn chế không phụ 

thuộc vào việc lực chọn chuyển vị cần tìm. Thiết lập ma trận độ cứng nói chung là 

dễ vì các hiệu ứng địa phương thường đã được xem xét từ trước. Chuyển vị đơn 
vị ở một nút chỉ ảnh hưởng đến các phần tử nối vào nút đó. Hai tính chất này làm 

cho phương pháp chuyển vị dễ thiết lập hơn, và cũng là hai lý do rằng phương 

pháp chuyển vị thích hợp cho lập trình tính toán bằng máy tính. 

Khi tính toán bằng tay, việc giảm bớt số phương trình cần tính toán rất quan 

trọng. Việc lựa chọn phương pháp lực hay phương pháp chuyển vị phụ thuộc vào 

bậc siêu tĩnh hay bậc tự do nhỏ hơn. Không có nguyên tắc tổng quát. 

Trong phương pháp chuyển vị ta có thể giảm số phương trình bằng cách chỉ 

hạn chế một số chuyển vị đủ để có thể phân tích kết cấu (xem Ví dụ 12.9). 

Ví dụ 12.6. Xét dầm trên Hình 12.10a, với ba tọa độ.  

Từng cột của ma trận độ mềm được xác định dùng phụ lục 3 tính chuyển vị 

khi đặt lực dư đơn vị (Hình 12.10b), ta được 
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Để thiết lập ma trận độ cứng mỗi cột của [S] đòi hỏi phải phân tích một kết cấu 

siêu tĩnh. Ví dụ như khi thiết lập cột thứ nhất ta phải xem xét kết cấu ở biến dạng 
ở cấu hình như trên Hình 12.10c – là hệ có ba bậc siêu tĩnh. Ta được 
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Hình 12.10. So sánh giữa phương pháp lực và phương pháp chuyển vị 

Ví dụ 12.7. Khung ngang trên Hình 12.11 gồm 4 dầm ngang chính và một dầm 

dọc trên mặt cầu có độ cứng EIngang:EIdoc=3:1. Độ cứng xoắn bỏ qua. Vẽ biểu đồ 

mô men của dầm dọc dưới tác động của lực dọc tập trung tại nút 1. 

 

Hình 12.11. Hệ khung ngang và biểu đồ nội lực 

Tại mỗi nút có 3 bậc tự do gồm: một chuyển vị dọc và hai góc xoay quay trục 

trong mặt phẳng của khung ngang. Tuy nhiên nếu ta hạn chế chuyển vị dọc thì hệ 

trở thành hệ các dầm liên tục, dùng Phụ lục 4 ta có tính toán ảnh hưởng của dịch 

chuyển nút không cần biết góc xoay. 
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Ta xét hệ tọa độ gồm 4 chuyển vị thẳng đứng tại nút 1, 2, 3 và 4, quy ước dấu 

dương hướng xuống. Ma trận độ cứng có thể thiết lập sử dụng các giá trị ở các 

bảng trong phụ lục 4 cho trường hợp dầm hai nhịp đối với dầm chính và trường 

hợp dầm ba nhịp cho dầm dọc. Cột đầu tiên của ma trận độ cứng được tính toán 

như sau. 

Cho chuyển vị D1=0 còn D2=D3=D4=0, khi đó chỉ có dầm chính A và dầm dọc 

biến dạng còn các dầm khác không bị biến dạng. Các nút cho phép quay tự do. 

Sau đó đặt các lực dọc để giữ cho dầm A và dầm dọc ở cấu hình này. Xem Bảng 

PL4.1 ở trường hợp dầm hai nhịp, tìm trong bảng phản lực tại dòng 2 và cột hai 

(vì gối đỡ thứ hai lún 1 đơn vị và xét phản lực tại gối đỡ thứ hai) ta được 

� � 3311 3
2

3
6

b
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b

EI
S dng ��  

Đối với dầm dọc ta tìm trường hợp dầm ba nhịp xem trong bảng phản lực lấy 

toàn bộ các phần tử trên hàng thứ nhất ta được 
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b
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b

EI
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b

EI
S d,� ; 341 40
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S d,��  

Như vậy cột thứ nhất của ma trận độ cứng có dạng 
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3
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Tương tự, cho các trường hợp cấu hình biến dạng khác ta vẫn dùng bảng 

PL4.1 trong Phụ lục 4. Dầm ngang chính vẫn dùng phần tử thứ 2 trong dòng thứ 2 

của bảng phản lực cho trường hợp dầm hai nhịp. Còn đối với dầm dọc lần lượt 

dùng dòng thứ 2, 3 và 4 của bảng phản lực cho trường hợp dầm ba nhịp. Ta có 
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Với tải trọng P tác động vào điểm 1, ta cần lực hạn chế chuyển vị có hướng 

ngược tại với P, vậy {F}={-P,0,0,0}. Giải phương trình 12.2. ta tìm được chuyển vị 
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Moment uốn trên dầm dọc bằng không tại điểm 1 và 4 do vậy cần xác định mô 

men tại điểm 2 và 9. Quy ước mô men uốn dương nếu làm cho sợi ở đáy bị kéo. 

Trong trường hợp này lực P tác động vào nút nên vectơ {Ar}=0. Khi tải trọng tác 
động vào vị trí khác thì cần phải xác định {Ar} bằng cách tính toán các dầm liên tục 

với các nhịp bằng nhau qua các gối đỡ cố định. 

Phần tử của ma trận [Au] xác định từ Bảng PL4.1 trong phụ lục 4 cho trường 
hợp dầm 3 nhịp xem phản lực tại gối đỡ. 
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Từ đó ta tính được dùng (12.5) 
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Biểu đồ mô men cho trên Hình 12.11 

12.6.3. Ma trận độ cứng cho dầm thẳng 

Trong chương 3 ta dùng phụ lục 3 tìm các lực đầu phần tử của từng thanh 

riêng biệt, sau đó cộng lực đầu của tất cả các phần tử nối vào từng nút. Ở đây ta  

thiết lập ma trận độ cứng cho một thanh thẳng riêng biệt, vì ta sẽ dùng thường 
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xuyên trong phân tích hệ khung. Ta xét phần tử dầm với 12 tọa độ tại hai đầu nút 

gồm các chuyển vị thẳng và góc xoay theo các trục x, y và z Hình 12.10a. Ký hiệu 

độ dài thanh là l, diện tích mặt cắt là a, mô men  bậc hai của diện tích đối với trục 

z và trục y là Iz, Iy, hằng số đàn hồi là E, và độ cứng xoắn là GJ.  

Khi bỏ qua biến dạng trượt và hiệu ứng vặn, mọi phần tử của ma trận độ cứng 

có thể thiết lập nhờ phụ lục 3. Phần tử thứ i bất kỳ tại cột j bằng lực tại tọa độ i đó 

do chuyển vị đơn vị tại tọa độ j gây ra. Ma trận độ cứng sẽ có dạng 
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 (12.17) 

 

Hình 12.11 Phần tử phẳng 

Nếu xét bài toán trong mặt phẳng x-y, thì ma trận độ cứng chỉ xét cho 6 tọa độ 

là các tọa độ 1, 2, 6, 7, 8, và 12 Hình 12.11b. Xóa các cột và các hàng 3, 4, 5, 

9,10 và 11 ta được ma trận  

a. 

1 4
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Nếu bỏ qua lực dọc trục ta sẽ không xét tọa độ 1 và 4 nữa Hình 12.11c vậy 

ma trận độ cứng của dầm thẳng chỉ còn kích cỡ là 4x4 
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Những ma trận độ cứng này được thiết lập cho trục tọa độ với trục x trùng với 

trục của dầm. Khi hệ trục này gọi là hệ trục tọa độ địa phương, khi xét trong hệ tọa 
độ tổng thể thì ta phải dùng ma trận chuyền để chuyển ma trận độ cứng về hệ tọa 

độ tổng thể. 

12.6.4. Giản lược ma trận độ cứng 

Ta có quan hệ giữa chuyển vị {D} và lực {F} đặt ở cùng một tọa độ 

� �� � � �FDS �  (12.20) 

Nếu chuyển vị tại một số tọa độ bị ngăn cản do có các liên kết và ma trận [S] 

bố trí sao cho phương trình ứng với các tọa độ này nằm ở phía dưới ta có 
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 (12.21) 

trong đó {D2}=0 đại diện cho các chuyển vị đã bị hạn chế. Từ đây ta có thể viết 
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� �� � � �1111 FDS �  (12.22) 

� �� � � �2121 FDS �  (12.23) 

Từ phương trình 12.22 ta nhận thấy ma trận độ cứng của những tọa độ còn 

lại có thể nhận được bằng cách xóa các cột và các dòng ứng với tọa độ đã bị hạn 

chế chuyển dịch. Ma trận độ cứng nhận được sẽ có bậc nhỏ đi. Từ phương trình 

12.23 nếu ta biết các chuyển vị {D1} ta có thể tính được phản lực tại các gối đỡ 

ngăn cẳn chuyển vị {D2}. 

Ví dụ trên Hình 12.11c ta giả thiết hai chuyển vị thẳng đứng 1 và 3 bị hạn chế, 

như vậy ma trận độ cứng ứng với hai tọa độ còn lại (2 và 4) sẽ nhận được bằng 

cách xóa các dòng và các cột thứ nhất và thứ ba trong ma trận (12.19) 
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 (12.24) 

Phản lực {F1,F3} tìm được từ phương trình 
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Nếu ta biết lực bằng không ở một số tọa độ, có nghĩa tại tọa độ đó tự do 

chuyển động. Ma trận độ cứng ứng với các tọa độ còn lại có thể tính được từ các 

ma trận con trong phương trình 12.21. Cho {F2}=0 trong phương trình 12.21 ta có 
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and  (12.26) 

Từ phương trình thứ hai ta giản ước {D2} trong phương trình thứ nhất và có 

� � � �� � � �� �� � � �1121
1

221211 FDSSSS �� �  (12.27) 

phương trình này giống phương trình 12.12. Ta viết lại thành 

� �� � � �11 FDS �%  (12.28) 
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ở đây ma trận [S*] là ma trận độ cứng giản lược liên hệ giữa lực {F1} với chuyển vị 

{D1}, và có dạng 

� � � � � �� � � �21
1

221211 SSSSS �% ��  (12.29). 

12.6.5 Tính chất của ma trân độ mềm và ma trận độ cứng 

Xét lực Fi tác dụng từ từ lên kết cấu, sao cho động năng của khối lượng bằng 

không. Ký hiệu Di là chuyển vị do lực Fi gây ra tại chính điểm đặt lực và có cùng 

hướng với lực Fi. Nếu kết cấu đàn hồi thì quan hệ giữa lực và chuyển vị là đường 
cong (gia tải và cất tải như nhau) trên Hình 12.12a.  

 

Hình 12.12 

Tại một thời điểm nào đó lực Fi tăng lên �Fi và chuyển vị tăng tương ứng lên 

�Di thì công thực hiện bởi �Fi là 

ii DFW �'�  

Là hình chữ nhật gạch chéo trên Hình 12.12a. Nếu gia tải đủ nhỏ thì công 

ngoại lực thực hiện bởi Fi sẽ bằng phần diện tích bên dưới đường cong giữa 0 và 

Di. 

Khi vật liệu tuân thủ định luật Hooke thì đường cong trên Hình 12.12a thay 

bằng đường thẳng trên Hình 12.12b. Khi đó công thực hiện bởi lực Fi có biểu thức 

iiDFW
2
1

�  

a. 

F 

D �D 

�F 

�W 

b. 

F 

D 
Di 

Fi 

Di 
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Nếu kết cấu chịu tác dụng của một hệ lực F1, F2, ..., Fn tăng từ từ và chúng 

gây ra các chuyển vị tương ứng D1, D2, ..., Dn tại các điểm và hướng như lực tác 

động thì công ngoại lực (công ngoại) biểu diễn qua 

� � 

�

�����
n

i
iinn DFDFDFDFW

1
2211 2

1
2
1

	  (12.30) 

Viết lại dưới dạng ma trận ta có 

� � � � � � 1111 2
1

��� � n
T
n DFW  (12.31) 

Thay chuyển vị bằng lực qua ma trận độ mềm ta có 

� � � � � � � � 1111 2
1

���� � nnn
T
n FfFW  (12.32) 

Ta làm phép chuyển đổi cả hai vế, vế trái không đổi, với vế phải ta có nguyên 

tắc sau phép chuyển đổi một tích sẽ là tích của các ma trận đã chuyển đổi nhưng 

thứ tự ngược lại nên 

� � � � � � � � 1111 2
1

���� � n
T
nn

T
n FfFW  (12.33) 

 Từ phương trình 12.32 và 12.33 ta thấy ma trận độ mềm và ma trận chuyển đổi 

của nó bằng nhau 

� � � � jiij
T ffff ���  (12.34) 

Ma trận độ mềm là ma trận đối xứng. Đây là tính chất quan trọng của ma trận độ 

mềm.  

Phương trình 12.15 chỉ ra rằng ma trận độ cứng là nghịch đảo của ma trận độ 
mềm nên suy ra ma trận độ cứng cũng đối xứng 

jiij SS � . (12.35) 

Tính chất quan trọng thứ hai của ma trận độ cứng và độ mềm là các phần tử 

đường chéo Sii và fii phải dương. fii là chuyển vị tại tọa độ i dưới tác động của lực 

đơn vị cũng vào điểm i nên chuyển vị phải cùng hướng với lực nên fii dương. Còn 
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Sii là lực cần đặt vào tọa độ i sao cho gây nên chuyển vị đơn vị tai điểm i, do vậy 

Sii có cùng hướng. 

Phương trình 12.32 biểu diễn công ngoại lực qua lực và ma trận độ mềm, nếu 
thế lực bằng biểu thức 12.20 vào phương trình 12.31 ta được biểu diễn công 

ngoại lực qua chuyển vị và ma trận độ cứng  

� � � �� �FfFW T

2
1

�  (12.36) 

và  

� � � �� �DSDW T

2
1

�  (12.37) 

Đây là các dạng toàn phương theo biến F hay D. Dạng toàn phương là xác 

định dương nếu chúng dương với mọi vectơ khác không của biến, hơn nữa chúng 

bằng không khi và chỉ khi các vectơ biến bằng không. Định thức của các ma trận 

đối xứng xác định dương phải dương. 

Như vậy ma trận độ cứng và ma trận độ mềm là ma trận xác định dương. Hệ 

phương trình 

� �� � � �FDS �   

và  

� �� � � �DFf �   

cũng sẽ xác định dương. Như vậy đối với một vectơ vế phải khác không hai hệ 
phương trình trên có một nghiệm duy nhất. 

Kết luận chương 12 

Phương pháp chuyển vị có thể dùng cho kết cấu bất kỳ đặc biệt có lợi khi hệ 

có bậc siêu tĩnh cao. Qui trình tính toán chuẩn có thể áp dụng dễ dàng cho hệ 

giàn, khung, khung ngang và các loại kết cấu khác dưới tác động của ngoại lực 

hay biến dạng cho trước. Như đã nói phương pháp lực rất thích hợp cho chương 

trình máy tính. 
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Ma trận độ cứng và ma trận độ mềm có quan hệ với nhau theo nghĩa chúng là 

nghịch đảo của nhau khi sử dụng cùng một hệ tọa độ của lực và chuyển vị. Tuy 

nhiên tọa độ lựa chọn trong phương pháp lực và phương pháp chuyển vị không 

cùng nhau nên quan hệ đó không đúng trong phân tích. 

Lựa chọn phương pháp phân tích phụ thuộc vào bài toán và cả vào việc có 

dùng máy tính hay không. Phương pháp chuyển vị thích hợp cho việc lập trình để 

tính toán. 

Ma trận độ cứng và độ mềm đối xứng, có các phần tử trên đường chéo lớn 

hơn không và chúng xác định dương. Như vậy lời giải của hệ phương trinh trong 

phương pháp lực cũng như phương pháp chuyển vị là duy nhất. 
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Bài tập chương 12 

12.1. Dùng phương pháp chuyển vị tìm nội lực tại các phần tử của hệ giàn phẳng 

trên hình dưới. Giả thiết tất cả các phần tử có cùng giá trị l/aE.  

 
Bài 12.1 

12.2. Cho khung phẳng chịu lực ngang bằng P tác dụng vào điểm B từ phải sang 

và lực dọc 4P từ trên xuống tại điểm giữa của thanh BC (hình (a)).  

 

Bài 12.2 

Thiết lập ma trận độ cứng cho khung phẳng như trên hình vẽ với hai trường hợp 

a. Sáu chuyển vị cần tìm (tại 2 nút B và C mỗi nút có 3 tọa độ) (hình (b)). 

b. Bỏ qua biến dạng dọc trục (hình (c)). 

11 aI ,

22 aI , 22 aI ,l

P
P4

l l

D A 

B C 

a. 

1 

3 2 5 
4 

6 

b. 

1 
3 

2 

c. 

E 
30o 

C 

P 

D 

A 
P 

30
o
 

30o 

30o 

B 
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c. Dùng phép giản lược tìm ma trận độ cứng S* cho tọa độ 3 trên hình (c). 

và tìm moment nội lực tại các mặt cắt đầu phần tử (MAB, MBA, MBC, MCB, MCD, và 

MDC) trong trường hợp b. Cho I1=4I2. 

12.3. Cho khung ngang như trên hình vẽ với lực thẳng đứng P tác dụng vào điểm 

I.  

 

Bài 12.3 

Thiết lập ma trận độ cứng cho hai trường hợp 

a. Tại mỗi nút I, J, K, L có 3 bậc tự do: chuyển vị thẳng đứng hướng xuống dưới 
theo trục y và hai góc xoay quoanh hai trục x và z. Lấy GJ/EI=0.5 cho tất cả các 

dầm. 

b. Bỏ qua biến dạng xoắn (chỉ xét chuyển vị thẳng đứng) 

và tìm moment nội lực tại các mặt cắt đầu phần tử ở hai thanh BE và AF trong 

trường hợp b. 

12.4. Trên hình vẽ là ba hệ tọa độ của dầm có độ cứng không đổi EI.  

Thiết lập ma trận độ cứng  

a. Cho 4 tọa độ (hình (a)). 

b. Giản lược ma trận độ cứng cho 3 tọa độ (hình (b)). 

b. Giản lược ma trận độ cứng cho 2 tọa độ (hình (c)). 

L 

I J 

K 

l

l

l

dEI

F 

G H 

E 

ll l

P

D 

A 

B 

C 

x 

y 
z 
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Bài 12.4 

1 3 

2 4 

b. 
l ll

1 

3 2 

a. 

c. 

1 2 
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CHƯƠNG 13.  
Phương pháp công ảo 

13.1. Thế năng biến dạng  

Trong chương 3 ta đã nhắc đến khái niệm thế năng biến dang và trong các 

bài toán thanh ta cũng đã xem xét thế năng biến dạng của từng loại nội lực. Trong 

mục này trước khi đi vào chi tiết nguyên lí công ảo ta hệ thống lại các biểu thức 

thế năng biến dạng của từng loại nội lực. 

Ta có công thức tính thế năng biến dạng đàn hồi tổng quát (3.2) 

dvdU ���
2
1   

13.1.1. Thế năng biến dạng lực dọc trục 
Xét đoạn dl có diện tích mặt cắt ngang a và độ dài l chịu một lực dọc trục N. 

Trong trường hợp này ứng suất pháp aEN�� , biến dạng E��� . Như vậy từ 

phương trình (3.2) ta có tổng thế năng biến dạng  

��
t

dl
Ea
N

U
2

2
1  (13.1) 

Khi thanh thẳng ta có 

Ea
lN

U
2

2
1

�  (13.2) 

13.1.2. Thế năng biến dạng do mô men uốn 
Xét đoạn dl chịu mô men uốn M quanh trục z, một trục chính của mặt cắt 

ngang (hình 13.1b). Ứng suất pháp tại phần tử da có khoảng cách y  đến trục z là 

IyM�� , biến dạng tương ứng EIyME ���� . Như vậy từ phương trình (3.2) 

ta có thế năng biến dạng của phần tử 

dadl
EI

yM
dv

EI
yM

dU 2

22

2

22

2
1

2
1

��  

Lấy tích phân trên toàn bộ mặt cắt ngang của đoạn dl, ta tìm được Thế năng 

biến dạng 
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���
a

daydl
EI
M

U 2
2

2

2
1  

Tính phân bên vế phải chính là I, vậy 

dl
EI
M

U
2

2
1

��  (13.3) 

Từ đó ta có tổng thế năng biến dạng do uốn  

�� dl
EI
M

U
2

2
1  (13.4) 

tích phân được lấy trên toàn bộ độ dài của phần tử kết cấu. 

Trên hình 13.4b ta thấy hai mặt cắt chặn hai đầu của đoạn dl xoay đi so với 

nhau một góc � �dldxydd 22 /��	�  ở đây trục y hướng xuống dưới. Công ngoài do 

ngẫu lực M thực hiện để xoay đi một góc -d	 là 

 
Hình 13.1. 

	��� MdW
2
1  (13.5) 

Vì ngẫu lực dương (làm căng các sợi bên dưới) làm giảm góc nghiêng dxdy/�	  

của trục biến dạng của dầm nên phương trình này mang dấu âm. Sự chênh lệch 

giữa góc nghiêng của đầu trai và đầu phải của đoạn dx chính là 

� �22 dxydd /��	� . 

Vì công ngoại phải bẳng công nội lực nên ta có UW ��� , từ phương trình 

(13.3) và (13.5)ta có 

dl
EI
M

d ��	  (13.6) 

V

dl

dl
Ga
V

r(c) 

y

b

dday
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�

�

�
��� 2

2
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M

dxdl �

dl
EI
M

dl
dx
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d ��	� 2

(b) 

y
z 
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T

dl

GJ
Jdl

��

(d)
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Thế (13.4) vào ta nhận được tổng thế năng biến dạng do mô men uốn  

� 	�� MdU
2
1  (13.7) 

13.1.3. Thế năng biến dạng do lực cắt 

Xét đoạn dl chịu lực cắt V (hình 13.1c). Nếu lực cắt gây ra ứng suất tiếp �, thì 

biến dạng trượt � tại phần tử có diện tích da có dạng G� . Như vậy từ phương 

trình (3.2) ta có Thế năng biến dạng của đoạn dl 

� �
�

�� dadl
G

U
2

2
1  (13.8) 

Tích phân lấy trên toàn bộ mặt cắt ngang, sao cho giá trị của dU phụ thuộc sự 

thay đổi của lực cắt trên tọa bộ mặt cắt ngang. Ví dụ nếu mặt cắt ngang là hình 

chữ nhật thì 




�

�

�

�
��� 2

2

42
y

d
I

V  (13.9) 

ở đây b là bề rộng, d là chiều cao của hình chữ nhật còn y  là khoảng cách của 

thớ sợi đến trục trung hòa và 123 /bdI � . 

Thế (13.9) vào (13.8) 

ybdy
d

GI
dlV

U
d

d

22

2

2
2

2

2

442
1

�
�




�

�

�

�
����   

Ta nhận thấy bd=a là diện tích mặt cắt ngang, ta có 

dl
Ga

dlV
U 



�

�
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���

2

21
2
1

.  (13.10) 

Công thức này cho thanh có tiết diệt hình chữ nhật. Đối với tiết diện bất kỳ ta 

có công thức tổng quát 

dl
Ga
V

U
r



�

�

�

�
��

2

2
1  (13.11) 

Ở đây ar là diện tích thu nhỏ cho trong các bảng trong các sách sức bền cho 

từng loại tiết diện thường gặp. 

Từ phương trình 13.11 ta có tổng thế năng biến dạng do trượt 
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� 


�

�

�

�
� dl

Ga
V

U
r

2

2
1  (13.12) 

ở đây tích phân lấy trên toàn bộ độ dài của từng phần tử kết cấu 

13.1.13.. Thế năng biến dạng do xoắn 
Hình 13.1d biểu diễn đoạn dl của một thanh có tiết diện tròn chịu tác động 

của mô men xoắn T. Ứng suất trượt tại điểm có khoảng cách r đến tâm là 

JTr�� , ở đây J là mô men quán tích cực. Biến dạng tương ứng là G��� . Từ 

phương trình (3.2) ta có thế năng biến dạng của đoạn dl 

�� ���� dar
GJ

dlT
dadl

GJ
rT

U 2
2

2

2

22

2
1

2
1  

Tích phân Jdar �� 2  là mô men quán tích cực. Như vậy 
GJ

dlT
U

2

2
1

��  suy ra tổng 

thế năng biến dạng do xoắn sẽ là 

��
GJ

dlT
U

2

2
1  (13.13) 

Biểu thức này có thể áp dụng cho thanh có tiết diện khác với hình tròn. Trong 

trường hợp đó J là hằng số xoắn (đơn vị m4) phụ thuộc vào hình dáng của tiết 

diện. Biểu thức của J có thể tìm trong phụ lục 5. 

13.1.5. Tổng thế năng biến dạng  
Nếu kết cấu chịu cả bốn loại nội lực như trên, khi đó thế năng biến dạng tổng 

thể sẽ là tổng của các năng lượng biến dạng cho trong các phương trình 13.1, 

13.4, 13.12 và 13.13  

���� ����
GJ

dlT
Ga

dlV
EI

dlM
Ea

dlN
U

r

2222

2
1

2
1

2
1

2
1  (13.14) 

Tích phân lấy trên toàn bộ chiều dài của từng phần tử kết cấu. Cần chú ý mỗi nội 

năng là tích của nội lực N, M, V và T tác động lên đoạn dl và thực hiện trên 

chuyển dịch tương ứng tại hai đầu nút của đoạn dl. 

13.1.6. Năng lượng bù và công bù (bổ xung) 
Khái niệm này có thể áp cho kết cấu bất kỳ. Nhưng ở đây ta sẽ xem xét 

trường hợp thanh chịu kéo nén của hệ dàn với các liên kết khớp. Giả sử thanh bị 

dãn một đoạn là e do lực kéo N, và một đoạn et do thay đổi của môi trường (ví dụ 
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như nhiệt độ, hay co ngót v.v). Đặt �=e+et. Giả thiết ta có quan hệ giữa � và N 

như trên hình 13.2. Vậy khi ta đặt lực từ từ để đạt đến giá trị Nf và gây ra biến 

dạng ef sao cho �f=et+ef thì thế năng biến dạng là ��
fe

NdeU
0

, chính bằng diện 

tích của phần gạch ngang trong hình 13.2. 

 
Hình 13.2 

Ta định nghĩa năng lượng bù là  

� ���
fN

dNU
0

 (13.15) 

hoặc 

���� fN

tf edNeNU
0

 (13.14a) 

là diện tích phần gạch dọc trong hình 13.2.  

Chú ý: khái niệm năng lượng bù không có ý nghĩa vật lý, ta sử dụng thuật ngữ này 

đơn thuần vì sự thuận tiện. 

Từ hình 13.2. ta thấy tổng năng lượng bù và thế năng biến dạng bằng diện 
tích của hình chữ nhật Nj(et+ef)=U+U* 

Khi độ dãn dài tăng từ e đến (e+de), U sẽ tăng một lượng Nde, sao cho 

N
de
dU

�  (13.16) 

Đạo hàm tương ứng của U* theo N sẽ bằng độ dãn dài �, vậy 
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t  (13.17) 

Nếu theo biểu đồ lực-chuyển vị (tương tự như biều độ lực-độ dãn dài trên 

hình 13.2) thì diện tích bên trái của đường cong là công bù W* vậy 
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��� fN
DdFW

0
 (13.18) 

ở đây Ff là giá trị sau cùng của lực F và D=dt+d là tổng chuyển vị, d là chuyển vị 

do tác động của lực F, và dt là chuyển vị do tác động của môi trương như nhiệt 

độ, co ngót, v.v. 

Nếu lực F1, F2, ..., Fn tác động từ từ lên kết cấu và tổng chuyển vị tại các ví 

trí và hướng ứng với các lực này là D1, D2, ..., Dn, thì công bù sẽ là 
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 (13.19) 

ở đây Fif là giá trị sau cùng của Fi. 

Công bù sẽ bằng công ngoại lực khi kết cấu đàn hồi tuyến tính và chuyển vị 

D chỉ do ngoại lực sinh ra (dt=0) thì 
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13.2. Nguyên lý công ảo 

13.2.1. Phát biểu chung 
Nguyên lý công ảo liên hệ giữa hệ lực cân bằng với hệ chuyển vị tương thích 

trong kết cấu tuyến tính cũng như phi tuyến. Thực chất ta cho hệ lực giả tưởng 

(ảo) cân bằng hay chuyển vị ảo nhỏ tác động lên kết cấu và liên hệ với chuyển vị 

thực hay lực thực tương ứng. Có thể sử dụng hệ lực ảo hoặc chuyển vị ảo bất kỳ, 

sao cho hệ lực này thỏa mãn điều kiện cân bằng hay các chuyển vị này đảm bảo 

điều kiện tương thích. Điều này có nghĩa chuyển vị ảo là chuyển vị hữu hạn bất kỳ 

khả dĩ về mặt hình học có thể xảy ra. Chúng phải liên tục trong kết cấu và thỏa 

mãn các điều kiện trên biên. Với sự lựa chọn lực ảo và chuyển vị ảo thích hợp ta 

có thể dùng nguyên lý công ảo để tính chuyển vị và nội lực. 
Xét kết cấu biến dạng dưới tác động của ngoại lực và môi trường như nhiệt 

độ hay co ngót. Ta gọi tổng năng lượng biến dạng thực tại một điểm bất kỳ là �, và 

chuyển vị (thực) tương ứng tại n tọa độ đã chọn là D1, D2, ..., Dn. Giả thiết trước 

khi có tải trọng thực và biến dạng thực, kết cấu chịu hệ lực ảo là F1, F2, ..., Fn tại n 

tọa độ gây ra ứng suất � tại điểm bất kỳ. Hệ lực ảo này cân bằng nhưng không 

nhất thiết phải ứng với chuyển vị thực {D}. Nguyên lý công ảo phát biểu: tích của 
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chuyển vị thực và lực ảo tương ứng (chính là công bù ảo) sẽ bằng với tích của 

chuyển vị nội thực với nội lực ảo tương ứng (chính là năng lượng bù ảo). Vậy 

Công bù ảo = Năng lượng bù ảo 

Có thể biểu diễn dưới dạng tổng quát 

� � � ��� ���
� v

T
n

i
ii dvDF

1

 (13.21) 

ở đây � là ứng suất ứng với lực ảo F, và � là biến dạng thực tương thích với 

chuyển vị thực {D}. Tích phân lấy trêh toàn bộ thể tích của kết cấu và tổng theo tất 
cả lực ảo {F}. Phương trình 13.21 phát biểu: công bù của ngoại lực ảo và năng 

lượng bù của nội lực ảo khi chuyển động dọc theo chuyển vị thực bằng nhau 

                 
Nguyên lý công ảo dưới dạng này được áp dụng trong mục 13.2.2 để tính 

chuyển vị tại tọa độ bất kỳ khi qua biến dạng do nội lực thực gây ra. Nguyên lý 

này còn dùng để xác định ngoại lực tại một tọa độ từ nội lực. Khi đó ta cần chuyển 

vị ảo {D} tương thích với biến dạng ảo � tại mọi điểm. Tích của ngoại lực thực {F} 

và chuyển vị ảo bằng với tích của nội lực thực và chuyển vị nội ảo tương thích với 

{D}. Quan hệ  

Công ảo = Năng lượng ảo 

Có thể biểu diễn theo 13.21 

� � � ��� ���
� v

T
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i
ii dvDF

1
 

ở đây � là ứng suất thực ứng với lực thực và � là biến dạng ảo tương thích với 

chuyển vị ảo {D}. Trong trường hợp này ta phát biểu: công ảo của ngoại lực và nội  

lực thực khi chuyển động dọc theo chuyển vị ảo bằng nhau 

 
Khi áp dụng nguyên lý công ảo để tính chuyển vị (hay lực) lực ảo (hay 

chuyển vị ảo) chọn sao cho vế bên phải của phương trình (13.21) cho ta định 

lượng cần thiết. Ta có thể làm dược điều này khi dùng định lý lực đơn vị hay định 

lý chuyển vị đơn vị  để tính chuyển vị hay lực tương ứng. 

lực ảo 

tại i 
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nội lực 

ảo 

chuyển vị 

nội thực  
dv

lực thực 

tại i 
�
�

n

i 1
�� v

chuyển vị ảo tại 
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13.2.2. Định lý lực đơn vị và chuyển vị đơn vị  
Khi dùng nguyên lý công ảo để tính chuyển vị Dj tại tọa độ thứ j, ta sẽ chọn 

hệ lực ảo {F} sao cho nó chỉ chứa có một lực đơn vị tại tọa độ j. Khi đó 13.21 có 

dạng 

� � � � � � � ��� ��������
v

T
ujj

v

T
ujj dvDdvD1  (13.22) 

ở đây �uj là ứng suất ảo ứng với lực ảo đơn vị tại j, và � là biến dạng thực do tải 

trọng thực gây ra. Phương trình này chính là định lý lực đơn vị, và là dạng tổng 

quát (không giới hạn ở tuyến tính) của phương trình (5.4) xây dựng cho hệ tuyến 

tính. 
Nguyên lý công ảo còn dùng để tính lực tại tọa độ thứ j, nếu ta biết phân bố 

của ứng suất thực hay của nội lực. Ta chọn chuyển vị ảo Dj tại tọa độ thứ j, nhưng 

chuyển vị tại các điểm đạt lực khác không thay đổi. Ta sẽ xác định chuyển vị nội 

tương thích. Công ảo của nội lực và ngoại lực thực thực hiện trên chuyển vị ảo có 

này có dạng 

� � � �� ����
v

T
jj dvDF  (13.23) 

Vì � là ứng suất thực ứng với lực thực, và � là biến dạng ảo tương thích với cấu 

hình của chuyển vị ảo. 

Trong kết cấu đàn hồi tuyến tính, các thành phần biến dạng � tại điểm bất kỳ 

tỷ lệ với giá trị của chuyển vị tại j, sao cho 

juj D���  (13.24) 

ở đây �uj là biến dạng tương thích với chuyển vị đơn vị tại j, vì không có chuyển vị 

tại các điểm đặt lực khác. Phương trình 13.35 sẽ có dạng 

� � � �� ���
v

uj
T

j dvF  (13.25) 

Phương trình này chính là định lý lực đơn vị, 
Định lý này không áp dụng cho hệ phi tuyến vì ta đã sử dụng quan hệ 13.24, 

quan hệ tỉ lệ này chỉ đúng khi hệ là tuyến tính. 

Định lý chuyển vị đơn vị là cơ sở để tính các đặc trưng độ cứng của phần tử 

kết cấu được áp dụng trong phần tử hữu hạn, khi kết cấu liên tục (bản, vật thể ba 
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chiều) được chia làm những phần tử với các biên giả tưởng (hình tam giác, hình 

nón ba cạnh).  

13.3. Tính chuyển vị bằng công ảo  

13.3.1. Mô tả phương pháp 
Xét kết cấu đàn hồi tuyến tính trên hình 13.3 chịu hệ lực F1, F2, ..., Fn gây 

nên ứng lực N, M, V và T tại mặt cắt bất kỳ. Công ngoại lực và công nội lực bằng 
nhau từ phương trình 3.2 và 13.14 ta có  
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ở đây Di là chuyển vị tại vị trí và hướng của lực Fi, và N, M, V và T là ứng lực tại 

mặt cắt bất kỳ do hệ lực {F}. 

Giả thiết tại thời điểm khi lực {F} tác động đã có lực ảo Qj tác động vào vị trí 

và hướng của tọa độ thứ j (hình 13.6). Lực này gây ra ứng lực NQj, MQj, VQj và TQj. 

Công ngoại lực và công nội lực lúc này cũng phải bằng nhau 
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 (13.27) 

ở đây Dj là chuyển vị tại j do hệ lực {F} tại hướng của lực ảo j. Số hạng thứ hai 

trong cả hai vế biểu diễn công của lực Qj thực hiện khi chuyển động dọc theo 

chuyển vị gây ra bời hệ lực {F}.  

 
Hình 13.3 

Lấy 13.27 trừ đi 13.26 ta được 
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Để xác định chuyển vị tại vị trí và hướng bất kỳ do hệ lực {F} gây ra ta chia 

13.28 cho Qj. Vậy ta có chuyển vị tại j là 

���� ���� dl
GJ

TT
dl

Ga

VV
dl

EI

MM
dl

Ea

NN
D uj

r

ujujuj
j  (13.29) 

ở đây 
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đây là nội lực tại mặt cắt bất kỳ do lực ảo đơn vị (Qj=1) tại tọa độ j gây ra. Phương 

trình 13.29 là một trường hợp của định lý lực đơn vị áp dụng cho hệ khung. 

Để sử dụng phương trình 13.29 để tính chuyển vị tại mặt cắt bất kỳ, nội lực 

tại mọi mặt cắt của kết cấu có thể xác định do: (i) lực thực và (ii) lực ảo đơn vị. 
Lực thứ hai là lực giả tưởng, tải trọng giả đưa ra chỉ đơn thuần để tính toán. Cụ 

thể, nếu chuyển vị cần tính toán là dịch chuyển thẳng thì lực giả tưởng là lực tập 

trung đặt vào điểm và hướng của dịch chuyển phải tìm. Nếu chuyển vị phải tìm là 

góc xoay, thì lực đơn vị là một ngẫu lực tác động vào cùng hướng và cùng vị trí 

của góc xoay. Nếu cần xác định dịch chuyển tương đối giữa hai điểm, thì cần hai 

lực đơn vị tác động ngược hướng tại các điểm đó dọc theo đường thẳng nối các 
điểm đó. Tương tự, nếu cần xác định góc xoay tương đối, thì cần hai ngẫu lực 

đơn vị tác động ngược hướng tại các điểm đó.  

Nội lực Nuj, Muj, Vuj và Tuj là lực trên lực ảo đơn vị. Nếu chuyển vị cần tính là 

dịch chuyển thẳng và đơn vị là N và m thì Nuj, Muj, Vuj và Tuj có đơn vị lần lượt là 

N/N, Nm/N, N/N và Nm/N. Nếu lực ảo là ngẫu lực thì Nuj, Muj, Vuj và Tuj có đơn vị 

lần lượt là N/Nm, Nm/Nm, N/Nm và Nm/Nm. Ta có thể kiểm tra phép tính bằng 
cách kiểm tra đơn vị của các phép tính. 

Mỗi số hạng trong 13.29 thể hiển sự đóng góp của từng loại nội lực. Trong 

thực tế không phải lúc nào cũng có cả bốn loại nội lực, vậy một số số hạng sẽ 

không cần tính. Có thể bỏ qua các số hạng có đóng góp không đáng kể .  

13.3.2. Chuyển vị của kết cấu siêu tĩnh  
Như trong mục 13.2 đã trình bày nguyên lý công khả dĩ có thể áp dụng cho 

kết cấu bất kỳ, tĩnh định hay siêu tĩnh. Tuy nhiên trường hợp siêu tĩnh cần tính nội 

lực gây ra do tải trọng thực bằng phương pháp lực hoặc phương pháp chuyển vị. 
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Sau đó, ta cần tìm nội lực Nuj, Muj, Vuj và Tuj do lực ảo đơn vị tác dụng tại j. 

Những lực này có thể xác định cho kết cấu đã giải phóng liên kết (bất kỳ) miễn 

thỏa mãn điều kiện cân bằng với lực ảo đơn vị. Ta có thể làm được điều này bằng 

cách giải phóng một số liên kết đảm bảo kết cấu ổn định. Ta có thể làm vậy vì 

nguyên lý công ảo liên hệ giữa chuyển vị ảo tương thích của kết cấu thực với hệ 

lực ảo cân bằng, hệ lực này không nhất thiết phải ứng với hệ lực thực. 
Ví dụ 13.1. Xét kết cấu trên hình 13.4a tìm chuyển vị ngang D4 tại điểm C. Chỉ xét 

biến dạng uốn. Độ cứng của các thanh không đổi bằng EI. 

Biểu đồ mô men đã có từ ví dụ 3.2 và biểu diễn trên hình 13.4b. 
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Lực đơn vị tác động vào tọa độ 4 vào kết cấu tĩnh định có được bằng cách 

cắt khung chỉ để lại thanh CD, hình 13.4c. Biểu đồ mô men uốn Mu4 biểu diễn trên 

hình 13.4d. 

Sử dụng phương trình 13.29 và chỉ xét uốn ta có 
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Tích phân này chỉ cần lấy trên đoạn CD vì mô men uốn bằng 0 trên các đoạn 

còn lại. Sử dụng phụ lục 6 ta có 

� �
EI
Pl

PLPl
ll

EI
D

3

4 00870334027102
6
2

2
1

,,,
)/(

���
�

��
� ���  

Giả thiết ta cần tìm chuyển vị thẳng đứng tại F, ký hiệu là D5. Ta đặt lực ảo 

đơn vị tác động vào khung có ba liên kết khớp, hình 13.4e. Biểu đồ mô men Mu5 

biểu diễn trên hình 13.4f. Tương tự như với D4 ta có 

�� dl
EI

MM
D u5

4  

Tích phân này chỉ cần lấy trên đoạn BCD vì mô men uốn bằng 0 trên các 

đoạn còn lại. Sử dụng phụ lục 6 ta có 

� �
EI
Pl

PlPLPl
ll

EI
D

3

5 02400334025043850
6

2
4

1
,,,,

)/(
���

�
��
� ����  

Có thể đưa ra các lực ảo khác để tính D4 và D5. 

13.3.3. Đánh giá tích phân để tính chuyển vị bằng phương pháp công ảo 
Phần trước ta thấy tích phân 

� dl
EI

MMuj  

thường xuất hiện trong phương trình công ảo. Ta sẽ xem tính tích phân này như 
thế nào, sau đó các tích phân khác cùng có thể làm tươgn tự.  

Nếu kết cấu có m phần tử, thì tích phân có thể thay bằng tổng 

��� �
pt

uj
uj dl

EI
M

Mdl
EI

MM
 (13.30) 

sao cho bài toán đưa về tính tích phân cho một phần tử. 
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Ta xét phân tử thẳng AB có độ dài l, có tiết diện thay đổi chịu uốn (hình 

13.5a). Hình 13.5b biểu diễn biểu đồ momet uốn do tải trọng bất kỳ. Nếu ta chia 

tung độ của biểu đồ này cho EI ta nhân được biểu đồ M/EI trên hình 13.5c.  

 
Hình 13.5 

Vì thanh AB thẳng, nên biểu đồ mô men uốn Muj trên đoạn AB do lực ảo đơn 

vị tại tọa độ bất kỳ sẽ là đường thẳng (hình 13.5d). Ký hiệu tung độ của biểu đồ 

này tại A và B là MuAj và MuBj. Tung độ tại mặt cắt bất kỳ cách a một đoạn x là 

� �
l
x

MMMM uAjuBjuAjuj ���  

Thế biểu thức của Muj  vào tích phân, ta có 

��� 


�

�

�

� �
��

luAjuBjl

uAj
uj xdx

EI
M

l

MM
dx

EI
M

Mdl
EI

MM
00

 (13.31) 

Tích phân trong số hạng thứ nhất là diện tích của biểu đồ M/EI, ta ký hiệu  

��
l

M dx
EI
M

a
0

 

Nếu x  là khoảng cách từ trọng tâm của biểu đồ M/EI đến điểm A thì mô men bậc 

nhất của diện tích aM đối với A sẽ là 

��
l

M xdx
EI
M

xa
0

 

Như vậy phương trình 13.31 sẽ có dạng 

� � ��
�

��
� ���� l

x
MMMadl

EI

MM
uAjuBjuAjM

uj  

Số hạng trong dấu ngoặc vuông chính là tung độ ujM  của biểu đồ Muj tại mặt 

cắt đi qua trọng tâm của biểu đồ M/EI. Vậy 

l
A 

(a) 

B 

x

(d) 
x

uAjM
ujM

ujM
uBjM

x

(b) 

dx
M

x

(c) 

Trọng tâm 

x

EI
M

dx
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ujM
uj Madl
EI

MM
��  (13.32) 

Bằng cách phân tích tương tự ta có thể tính toán 

ujV
r

uj Vadl
Ga

VV
��  (13.33) 

ujT
uj Tadl

GJ

TT
��  (13.34) 

ujN
uj Nadl

Ea

NN
��  (13.35) 

Các ký hiệu bên vế phải của các phương trình 13.32-13.35 là 

Ma , Va , Ta  và Na  diện tích của các biểu đồ M/EI, V/Gar, T/GJ và N/Ea 

ujM , ujV , ujT  và ujN  - giá trị của ujM , ujV , ujT  và ujN  tại trọng tâm của các 

diện tích a xét ở trên. 

Diện tích và trọng tâm của một số hình thường gặp có thể xem trong phụ lục 

5. Với thanh có độ cứng EI không đổi, giá trị của tích phân � MdlMuj  cho một số 

hình thường gặp cho trong phụ lục 6. 

Chú ý: giá trị của tích phân không phụ thuộc vào quy ước dấu của nội lực, 

đảm bảo rằng quy ước dầu cho lực ảo và lực thực như nhau. 

13.4. Áp dụng phương pháp công ảo cho hệ dàn  

13.4.1. Chuyển vị của dàn 
Trong dàn phẳng hay dàn không gian từ m thanh liên kết khớp, chỉ chịu lực 

tại các nút, nội lực duy nhất là lực dọc trục, vây phương trình 13.29 có dạng  

��
�

�
m

i
l

uj
j dl

Ea

NN
D

1

 (13.36) 

Nói chung tiết diện không đổi trong từng thanh nên ta có 

�
�

�
m

i
i

ii

uij
j l

aE

NN
D

1

 (13.37) 

ở đây m số phần tử, Nuij là lực dọc trục trong thanh thứ i do lực ảo tại điểm j, và 

Nili/(Eiai) là thay đổi độ dài của thanh i do lực thực gây ra, giả thiết vật liệu tuân thủ 

định luật Hooke. 
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Phương trình 13.37 có thể viết dưới dạng 

�
�

��
m

i
iuijj ND

1
 (13.38) 

trong đó �i là thay đổi độ dài thực của thanh thứ i. Biểu thức này dùng khi thay đổi 

độ dài là do các nguyên nhân khác ngoài ngaọi lực ví dụ như thay đổi nhiệt độ. Sự 

tăng hay giam nhiệt độ trong thanh thứ i đi t độ sẽ gây ra sự thay độ độ dài là 

ij tl ��  (13.39) 

trong đó li độ dài của thanh thứ i, và   là hệ số giãn nở nhiệt.  

Phương trình 13.38 đúng cho cả kết cấu tuyến tính và phi tuyến. 

Ví dụ. 13.2. Dàn phẳng như trên hình 13.6a. Chịu tác động của hai lực bằng nhau 

P tại E và D. Tiết diện của các thanh 1, 2, 3, 4 và 5 là a, còn các thanh 6 và 7 là 

1.25a. Xác định chuyển vị ngang D1 của điểm C, và dịch chuyển tương đối D2, của 

hai điểm B và E. 

Nội lực được xác định và cho trên hình 13.6b. 

Nội lực do lực ảo đơn vị gây ra tại tọa độ D1 và D2 được xác định và cho trên 

hình 13.6c và d. Các giá trị nhân được có thể kiểm tra từ điều kiện cân bằng tại 

nút. 

Quy ước dấu: thanh chịu kéo có lực dọc trục dương. 

Tính D1 và D2  dùng phương trình 13.37. Trong bảng 13.1. dưới đây là các 

tính toán cho dưới dạng bảng.  

Bảng 13.1. Tính D1 và D2 (Ví dụ 13.2.) 
Đặc trưng của thanh Tải thực Tính D1 Tính D2 

Phần tử 
Độ dài Tiết diện 

Ea

l
 N Nu 

Ea
NlNu  Nu 

Ea
NlNu  

1 1 1 1 1,167 -1 -1,167 -0,8 -0,933 
2 1 1 1 1,167 -1 -1,167 0 0 
3 0,75 1 0,75 0 0 0 -0,6 0 
4 0,75 1 0,75 0 0 0 -0,6 0 
5 1 1 1 -1 0 0 -0,8 0,800 
6 1,25 1,25 1 -1,458 0 0 0 0 
7 1,25 1,25 1 -0,208 0 0 1 -0,208 

Hệ số l a 
Ea
l  P - 

Ea
Pl  - 

Ea
Pl  

      -2,334  -0,341 
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Từ bảng 13.1 ta nhân được chuyển vị D1 và D2 là tổng của cột 
Ea

NlNu  tương 

ứng. Vậy  

Ea
Pl

D 33421 ,��  và 
Ea
Pl

D 34102 ,�� . 

Dầu âm của D1 chỉ ra rằng chuyển vị ngược với hướng của lực ảo trong hình 

13.6c. Có nghia điểm C dịch sang bên phải. Tương tự dich chuyển tương đổi của 

B và E ngược với hướng của lực ảo như vậy chúng tách ra khỏi nhau. 

 
Hình 13.6 

A 

P 

(a) 

P 

B C 

D 

D1 

E 

l l

l750.

1 2 

3 4 

5 

6 

1 

D2 

2 

D2 

2 

7 

-1 

0 

0 

-1 

0 0 0 

(c) 

1 

P 

P 1,167P 

-P 

0 

P 

1,167P 

0,125P 0,875P 

0 -0,208P -1,458P 

(b) 

-0,8 

-0,8 

-0,6 

0 

-0,6 1 0 

(d) 

1 

1 
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Ví dụ 13.3. Cũng với dàn phẳng trong ví dụ 13.2, tìm chuyển vị D2, khi phân tử thứ 

5 và 6 tăng 300. (Trường hợp này không có lực P tác dụng). Giả thiết độ giãn nở 

nhiệt  =0,6�10-5/độ. 

Lực ảo đơn vị tác động như trên hình 13.6d.  
Thay đổi độ dài thực chỉ xuất hiện ở hai phần tử số 5 và 6, sử dụng 13.39 

ll 55
5 1018301060 �� ������� ,  

ll 55
6 10522251301060 �� ������� ,,,  

Từ phương trình (13.38) ta có 

lllND
i

iui
555

65
22 10414105220101880 ����������� ��

�
� ,),()(,

,

 

13.4.2. Chuyển vị của dàn dùng đại số ma trận 
Co dàn có m phần tử, phương trình (13.37) cho ta chuyển vị tại các nút theo 

các hướng xác định bằng các tọa độ j. Ta có thể biểu diễn dưới dạng ma trân 

� � ! " � � 11 ���
� mmmMm

T

juj NfND  (13.40) 

ở đây � �T

juN  la ma trận chuyển đổi của ma trận � �juN  là các nội lực do lực ảo đ[n 

vị tại tọa độ j gây ra. Các thành phân của � �N  là nội lực do lực thực gây ra. Cuối 

cùng, ma trận [fM]  

! "

�
�
�
�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�
�
�
�

�

�

�

mm

m

M

aE
l

aE
l

aE
l

f

#

####

#

#

00

00

00

22

2

11

1

 (13.41) 

là ma trận đường chéo, với các phân tử trên đường chéo là độ mềm theo biến 

dạng dọc trục của từng phần tử, đây chính là thay đổi độ dài do lực đơn vị gây ra. 
Ma trận nay là ma trận độ mềm của kết cấu chưa tập hợp. 

Sử dụng ma trận có ưu điểm khi ta sử dụng máy tính để tính toán chuyển vị 

tại một số nút. Giả sử chuyển vị cần tìm tại n tọa độ. Lực ảo đơn vị tác động riêng 

biệt vào từng nút và ta có được một tập các lực. ta bố trí các lực này dưới dạng 

ma trận 
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 (13.42) 

ở đây phần tử trong cột thứ j là lực trong phần tử do lực ảo tác động vào tọa độ 

thứ j. Chỉ số thứ nhất của Nu xác định phần tử dàn, chỉ số thứ hai xác định tọa độ 

j, tại đó lực ảo đơn vị tác động. 

Dùng các biểu thức 13.42 và 13.40 ta có thể mở rộng cho trường hợp xác 

định chuyển vị tại n tọa độ như sau 

� � ! " ! " � � 11 ���� � mmmM
T

nmun NfND  (13.43) 

Khi chuyển vị cần xác định cho p trương hợp tải trọng ta có 

! " ! " ! " ! " pmmmM
T

nmupn NfND ���� �  (13.44) 

Các ký hiệu được dùng là 

D - chuyển vị tại các tọa độ 

Nu - lực tại các phần tử do lực ảo đơn vị gây ra tại các tọa độ. Phần tử của 

từng cột trong ma trận [Nu] là lực do lực ảo đơn vị tác động tại tọa độ tương ứng. 

fM = l/(Ea) = độ mềm của phần tử 

N - lực tại phần tử do tải trọng thực; phân tử của từng cột trong ma trận [N] 
là lực ứng với từng trừng hợp tải trọng 

n - số tọa độ mà tại đó ta cần tính chuyển vị 

m - số phần tử 

p - số trường hợp tải. 

Nếu chuyển vị cần tìm là do sự thay đổi độ dài của các thanh do thay đổi 

nhiệt độ, hay do nguyên nhân biến dạng khác. Phương trình 13.38 có thể biểu 
diễn dưới dạng ma trận tương đương như phương trình 13.44  

! " ! " ! " pm
T

nmupn ND ��� ��  (13.45) 

Phần tử của từng cốt của [�] là độ dãn dài của từng thanh ứng với từng trường 

hợp. 
Ví dụ 13.4. Giải ví dụ 13.2 dùng ma trận. Chuyển vị cần tính tại tọa độ 1 và 2 biểu 

diễn trên hình 13.6a. 
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Trong bài toán này ta có n=2, m=7 và p=1. Lực tạo thanh ma trận [N] và [Nu] 

biểu diễn trên hình 13.6b, c và d. Vậy 

! "

�
�
�
�
�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�
�
�
�
�

�

�

�
�
�

�
��

��

10
00

800
600
600

01
801

27

,

,

,

,

uN  ! "

�
�
�
�
�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�
�
�
�
�

�

�

�
�
�

��

2080
4581
1

0
0

1671
1671

17

,

,

,

,

uN  ! "

�
�
�
�
�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�
�
�
�
�

�

�

�

1000000
0100000
0010000
000750000
000075000
0000010
0000001

,

,

Mf  

Thế vào phương trình 13.43 

! " ! " ! " ! " �
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NfND M
T

u  

13.5. Áp dụng phương pháp công ảo cho hệ khung 

13.4.1. Tải trọng nút tương đương 
Như ta đã thấy khi phân tích kết cấu bằng phương pháp lực chuyển vị được 

chọn tại một số tọa độ, thường ta chọn tại các nút và ta cũng nhận thấy sẽ rất tiện 

nếu ta sử dụng ma trận để tính toán. Như vậy đòi hỏi tải trọng phải đặt tại nút. Tuy 

nhiên tải trọng tác động giữa các nút có thể đưa về tải trọng nút tương đương. 

Các tải tương đương được chọn sao cho chuyển vị tại nút sẽ bằng với chuyển vị 

do tải trọng thật gây ra. Chyển vị tại các điểm không phải là nút không nhất thiết 

phải bằng với chuyển vị do tải thực gây ra. 
Ta xét dầm trên hình 13.7a, cần tìm chuyển vị tại tọa độ 1 và 2 tại B (hình 

13.7b).  

 
Hình 13.7 

Ta coi điểm B là một nút nối phần tử AB với BC. Trên hình 13.7c chuyển vị 

tại nút B và C đã bị hạn chế và ta xác định lực đầu phần tử do tải trọng thực gây 

B 
A C D 

(a) 

2 

1 

(b) 

F3 F2 

F1 

(d) (c) 
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ra. Ta có thể dùng phụ lục 2 để tính. Lực đầu phần tử tại các nút công lại và thành 

lực nút tương đương đặt vào kết cấu (hình 13.7d). Những lực này tương đương 

về mặt tĩnh học với tải trọng thực và gây ra chuyển vị tại tọa độ 1 và 2 giống như 

tải trọng thực. Góc xoay tại C cũng sẽ giống như góc xoay do tải trọng thực gây 

ra. Nhưng điều này không đúng cho chuyển vị tại các nút A và D.  

Thật vậy, ta xác định chuyển vị tại 1, 2 và góc xoay tại C bằng cách tổ hợp 
chuyển vị do các trường hợp tải trọng trên hình 13.7c và 13.7d gây ra. Nhưng lực 

trong trường hợp hình 13.7c không gây ra chuyển vị 1, 2 và góc xoay tại C. Khi 

cởi bỏ các lực hạn chế bằng cách đặt vào các lực như trên hình 13.7d sẽ gây ra 

các chuyển vị tại tọa độ 1 và 2 và góc xoay tại C bằng với chuyển vị do tải trọng 

thực gây ra. 
Trong trường hợp trên ta đưa vào các hạn chế tại những tạo độ ta cần xác 

định chuyển vị, Tuy nhiên có thể đưa thêm các hạn chế tại các ví trí khác để thuận 

tiện hơn cho việc tính các lực đầu phần tử. 

Tất nhiên, thay thế bằng lực nút tương đương sẽ cũng gây ra phản lực bằng 

với phản lực trong trường hợp tải thực. Nội lực tại các đầu nút của phân tử do lực 

tương đương gây ra được cộng với lực đầu phần tử do tải trọng thực cho ta nội 

lực trong trường hợp tải thực. 

Ưu điểm của việc dùng tải trọng nút tương đương là biểu đồ nội lực tương 

ứng thành đường thẳng. Do vây, việc tính tích phân trong phương trình 13.43 dễ 

dàng hơn nhiều.   

13.4.2. Chuyển vị của dầm và khung 
Nội lực chính trong dầm và khung là mô men uốn và lực cắt. Lực dọc trục và 

mô men xoắn hoặc không tồn tại hoặc đóng góp rất nhỏ so với chuyển vị ngang 

và góc xoay. Vì vậy, trong phương trình 13.43 ta có thể bỏ qua các thành phần 

kéo nén và xoắn khi tính chuyển vị ngang và góc xoay. Như vậy chuyển vị của 
dầm chịu lực cắt và mô men uốn có dạng 

�� �� dl
Ga

VV
dl

EI

MM
D

r

ujuj
j  (13.46) 

Hơn nữa, các tiết diện của dầm dùng trong thực tế được thiết kế sao cho 

biến dạng do trượt không đáng kể và có thể bỏ qua. Nên chuyển vị sẽ là 
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�� dl
EI

MM
D uj

j  (13.47) 

Từ phương trình 13.6 ta có thay đổi độ võng của trục biến dạng của dầm 
trên một đoạn dl là EIdlMd /��	 . Thế vào (13.47) ta được 

� 	� dMD ujj  (13.48) 

Độ võng âm nếu nó có cùng hướng với sự thay đổi góc do mô men dương 

gây ra. Quy ước dấu của độ vòng xem trên hình 13.4b. 

Phương trình 13.48 có thể dùng để tìm chuyển vị do các nguyên nhân không 

phải là ngoại lực gây ra, ví dụ như chêch lệch nhiệt độ của mặt trên và mặt dưới 

của dầm. 
Ví dụ 13.5. Hình 13.8a biểu diễn dầm ABC với một đầu treo tự do. Tìm chuyển vị 

dọc D1 tại C và góc xoay D2 tại A. Dầm có độ cứng uốn không đổi EI. Chỉ xét biến 

dạng do uốn. 

 
Hình 13.8 

Biểu đồ mô men cho trên hình 13.8c với tung độ vẽ lên mặt chịu kéo. Hình 

13.8e và f cho biểu đồ mô men do các lực đ[n vị tại toạn độ 1 và 2. Vì EI=const 
nên ta có thể xác định trọng tâm của biểu đồ M thay vì M\EI, sau đó lấy giá trị tìm 

được chia cho EI. Ta chia biểu đồ M thành các phần để dễ tìm trọng tâm như trên 
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hình 13.8d. Phần diện tích của biều đồ dương thì mang dấu dương, và ta chỉ cần 

tọa độ trọng tâm theo chiều dài của dầm. 

Bước tiếp theo xác định tung độ của các biểu đồ mô men Muj ứng với trọng 

tâm của từng phần diện tích (xem hình 13.8e và f). 

Chuyển vị D1 và D2 tính theo 13.32 

�� ujMj MaD  

ở đây M  là tung độ tại trong tâm của biểu đồ mô men. Vậy 

� � 4
4

1
17103345642448445054108 qb

EIEI
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D ��������� ,  

và 

3
3

2
912

2
13456

3
12448 qb

EIEI
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D �
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Kết quả tính có dấu dương có nghĩa chuyển vị D1 và D2 theo hướng của các 

tọa độ trên hình 13.8b. 

Ví dụ 13.6. Tìm tỷ lệ đóng gpó của trượt so với đóng góp của mô men uốn lên 

tổng chuyển vị tại điểm giữa của dầm thep chữ I chịu lực phân bố đều gối tựa đơn 

giản (Hình 13.9a). Các dữ liệu khác: mô men quán tính chống uốn của dầm là I, 

diện tích ar=aw diện tích của cách tiết diện chữ I, G/E=0,4; độ dài nhịp l; cường độ 

phân bố lực là q/đơn vị độ dài. 

 
Hình 13.9 

Hình 13.9c và d biểu diễn biểu đồ mô men uốn và lực cắt do tải trọng thực gây 
nên. Cho lực ảo đơn vị tác động vào tọa độ 1 (hình 13.9b) nơi cần tìm chuyển vị.  
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Các biểu đồ của Mu1 và Vu1 cho trên hình 13.9d và f. Ta chia biểu đồ M và V 

là hai phần ứng với hai phần của biểu đồ Mu1 và Vu1. Xác định tung độ 1uM  và 1uV  

ứng với trọng tâm của từng phần biểu đồ. Tổng chuyển vị tại điểm giữa là 
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uu 11
1  (13.49) 

trong đó độ võng do uốn là 
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còn độ võng do lực cắt 
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 do 
 do  

Công thức này đúng cho dầm đơn giản tiết diện bất kỳ chịu lực phân bố đều. 

Trong trường hợp này ta có G=0,4E nên 
2

22 24
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48
 do 
 do 
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ở đây h là chiều cao của tiết diện chữ I và 

wah
I

c 224�  

Ta thấy giá trị c phụ thuộc vào tỷ lệ của tiết diện, với thép cán nói chung giá 

trị c thay đổi từ 7 đến 20. Trong các tài liệu tra cứu ta có thể tìm thấy giá tri c cho 

các tiết diện của các loại tiết diện thép cán thường gặp. 

Với các thanh chữ I trên thực tế tỷ lệ h/l nằm trong khoảng 1/10 và 1/20. 

Dầm đơn giản chịu tải phân bố đều có tiết diện hình chữa nhật với G=0,4E và h/l 

=1/5, 1/10 và 1/15, thì độ võng do lực cắt chiếm 9,6; 1,4 và 1,07% của độ võng do 
uốn. Nếu là tầm cao như vậy thì tỷ lệ này là 15 đến 25%. 

Ví dụ 13.7. Xét dầm đơn giản AB chịu tải phân bố đều trên hình 13.10a. Xác định 

độ võng ở giữa dầm và góc xoay tại các gối. Bỏ qua biến dạng trượt. 
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Hình 13.10 

Ta có hệ tọa độ cho các chuyển vị cần tìm như trên hình 13.10b. Hình 

13.10c biểu diễn lạc đầu phần tử do tải thực gây ra trên kết cấu đã bị hạn chế. 

Ứng lực này là lực nút tương đương đặt vào kết cấu như trên hình 13.10d. Biểu 

đồ mô men uốn đối với hệ lực này cho trên hình 13.10e, biểu đồ mô men do lực 

đon vị  tác dụng vào các tọa độ 1 và 2 vẽ trên hình 13.10f và g. 

Từ phương trình 13.46 tính chuyển vị D1 và D2 sử dụng phụ lục 6. Ta có 
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Các giá trị này giống như giá trị đã cho trong phụ lục 1. 

Ví dụ 13.8 Ống ABC như trên hình 13.11a được ngàm một đầu với AB và BC nằm 

trên mặt phẳng ngang. Một lực thẳng đứng P tác động vào đầu C. Tìm chuyển vị 

tại C do uốn và xoắn. Ống có tiết diện không đổi. Cho G=0,4E và J=2I. 
Biểu đồ M và T ứng với tải trọng thực biểu diễn trên hình 13.11c và d với 

diện tích và trọng tâm cho trên hình vẽ. Lực ảo đặt vào tọa độ 1, là tọa độ thẳng 

đứng tại C, điểm cần tìm chuyển vị. Biểu đồ của Mu1 và Tu1 do lực ảo gây nên vẽ 

trên hình 13.11e và f. 
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Hình 13.11 

Từ phương trình 13.29, chỉ có thành phần uốn và xoắn 
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Tính các tích phân theo từng đạo Ab và BC dùng phương trình 13.32 và 

13.34 sau đó lấy tổng, ta nhận được 

� � � �

EI
Pb

EI
Pb

GJ
Pb

EI
Pb

b
GJ
Pbb

EI
Pb

b
EI
Pb

TaMaD uTuM

3333

222

111

0833313
240

3
3

283
3
28

3
3

250254

,
.

..

�

�
�


�
�

�
����

�


�

�

�

�
��


�
�


�
��


�

�

�

�
���



�

�

�

�
��

�� ��
 

13.4.3. Chuyển vị của dầm và khung dùng đại số ma trận 
Ở mục 13.4.2 ta thấy khi tải tác động quy về lực tương đương tại nút, 

chuyển vị tại các nút sẽ giông như khi ta đặt tải thực. Nếu kết cấu chỉ gồm các 

phần tử thẳng thì lực tương đương sẽ gây ra mô men biến đổi tuyến tính giữa các 

nút và lực cắt và lực kéo nén là hằng số giữa các nút. 
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Hình 13.12a biểu diễn phân tử của kết cấu phẳng gồm m phần tử. Ký hiệu Al 

và Ar là mô men tại đầu trái và đầu phải của phần tử do tải trọng bất kỳ tác động 

tại các nút. Ta giả thiết mô men dương nếu quay theo chiều kim đồng hồ. Biểu đồ 

mô men như trên hình 13.12b.  

 
Hình 13.12 

Mô men Aulj và Aurj do lực ảo tác động vào tọa độ j chỉ ra trên hình 13.12c, và 
biểu đồ mô men tương ứng trên hình 13.12d. Nếu chỉ xét biến dạng do uốn, thì từ 

13.47 ta xác định chuyển vị cho tất cả các phần tử của kết cấu. Dùng 13.32 để 

đánh giá tích phân trong 13.47 cho các phần tử trên hình 13.12 hay dùng phụ lục 

6 ta có thể chỉ ra phần đóng góp của uốn trong chuyển vị tại nút j 
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Các số hạng của ma trận [fM] là các góc xoay tại đầu dầm Dl và Dr so với trục 

thanh (đường gạch gạch trên hình 13.12e) do các ngẫu lực đơn vị tác động vào 

một trong các đầu dầm đơn giản (xem Phụ lục 1). Ma trận [fM] là ma trận mềm uốn 

của phần tử. 

Ta có thể nhận được phương trình 13.65 bằng phương pháp công ảo. Trong 

mục 13.2 ta thấy chuyển vị Dj về mặt giá trị là công của nội lực do lực ảo đơn vị tại 
nút j khi dịch chuyển theo chuyển vị do tại trọng thực gây ra. Cấu hình sau biến 

dạng trên hình 13.12e có thể tạo ra bằng cách dịch chuyển phần tử như một vật 

rắn tuyệt đối đến vị trí đường gạch gạch l’r’, sau đó tác động hai mô men uốn Ml 

và Mr tại hai đầu của thanh l’r’ gối tựa đơn giản. Nhân hai ma trận 13.53 và 13.54 

ta được góc xoay tại hai đầu D1 và D2 so với thanh chéo. 
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ju  cho ta công của hai mô men Aulj và Aurj khi di chuyển dọc theo 

D1 và D2. Vậy 
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Thế {D} từ 13.55 ta nhận được 13.51.  
Chuyển vị tại j có thể xác định bằng cách lấy tổng trên tất cả các phần tử 
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Phương trình này có thể chuyển về dạng 
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Ma trận [fM] chứa các ma trận độ mềm của từng phần tử và được gọi là ma 

trận độ mềm của kết cấu không ghép nối. 
Phương trình 13.57 có lợi thế hơn phương trình 13.58 khi sử dụng máy tính 

vì các ma trận chiếm ít bộ nhớ hơn (4xm số hạng so với 2mx2m số hạng). 

Nếu ta cần tính chuyển vị tại n tọa độ thì lực ảo đơn vị được đặt vào từng tọa 

độ riêng biệt và nhận được một tập hợp các mô men đầu phần tử. Các mô men 

này thiết lập thành ma trận 
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ở đây chỉ số thứ nhất chỉ số hiệu phần tử, chỉ số thứ hai chỉ số hiệu của tọa độ đặt 

lực ảo. 

Nếu ta cần tính n chuyển vị do p trường hợp tải gây ra thì các mô men đầu 

phần tử được xác định cho từng phần tử với từng trường hợp tải. Các mô men 

này tạo thành ma trận 
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chỉ số thứ nhất ký hiểu phần tử, chỉ số thứ hai ký hiệu trường hợp tải. 
Ta viết dưới dạng ma trận phương trình tương tự như phương trình 13.44 

! " ! " ! " ! " pmmmM
T

nmupn AfAD ���� � 2222  (13.64) 

Các ký hiệu được dùng là 

D – phần đóng góp do biến dạng uốn vào chuyển vị tại một tọa độ 

{Au} – ma trận con kích cỡ 2x1, số hạng của nó là hai mô men tại đầu phần 

tử do lực ảo đơn vị đặt tại một tọa độ gây ra.  
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[fM]i= ma trận độ mềm uốn của phần tử thứ i (phương trình 13.61) 
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{A} – ma trận con kích cỡ 2x1, số hạng của nó là hai mô men tại đầu phần tử 

do một trường hợp tải thực gây ra 
Với giả thiết các phần tử thẳng và tải trọng chỉ đặt tại nút thì lực dọc trục, lực 

cắt và mô men xoắn sẽ không đổi dọc theo phần tử. Nếu xem xét sự đóng góp 

của các chuyển vị này ta có thể đưa ra một phương trình tổng quát giống như 

phương trình 13.58 cho trường hợp chuyển vị của dàn khi chịu lực dọc trục. Vậy 

! " ! " ! " ! " pmmmM
T

nmupn AfAD ���� �  (13.65) 

Các ký hiệu được dùng là 

D – phần đóng góp của lực dọc trục, lực cắt và momnet xoắn vào chuyển vị 
tại một tọa độ 

Au – lực dọc trục, lực cắt hay mô men xoắn của phần tử do lực ảo đơn vị đặt 

tại một tọa độ gây ra, số hạng tại mỗi cột của ma trận [Au] là lực do tải ảo đơn vị 

tại một tọa độ 

fM = độ mềm của phần, 

với lực dọc trục 
EI
l

fM � , lực cắt 
r

V Ga
l

f � , mô men xoắn 
GJ

l
fT �  

A – lực dọc trục, lực cắt hay mô men xoắn của phần tử do tải trọng thực gây 

ra, số hạng tại mỗi cột của ma trận [A] ứng với một trường hợp tải ảo  

n - số tọa độ mà tại đó ta cần tính chuyển vị 

m - số phần tử 

p - số trường hợp tải. 

So sánh các phương trình 13.64 và 13.65, ta thấy phần đóng góp của biến 

dạng uốn, dọc trục, trượt và xoắn có thể biểu diễn qua các phương trình tương tự 

nhau. Vậy tổng chuyển vị có thể nhận được bằng phép tổng 
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ở đây s đại diện cho bốn loại biến dạng. Kích cỡ của các ma trận trong phương 
trình này sẽ giống như trong 13.64 đối với biến dạng uốn và như trong 13.65 cho 
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các trường hợp khác. Các ký hiệu As và A là đáp ứng hai nội lực suy rộng, là lực 

hay ngẫu lực. 

Ví dụ 13.9. Khung như trên hình 13.13a làm từ các dầm chữ I có các đặc trưng 
hình học như sau: a=1,34x10-4l2, ar=acánh=0,65x10-4l2, I=5,30x10-8l4 và G=0,4E. 

Xác định sự đóng góp của uốn, lực dọc trục và biến dạng trượt vào chuyển 

vị tại ba tọa độ như trên hình 13.13b.  

 
Hình 13.13 

Bước thứ nhất ta thay tải trọng thực bằng các lực tương đương tại các nút 

A, B, C và D. Bằng cách đặt hạn chế tai các nút (hình 13.13c) ta xác định các lực 

đầu phần tử theo phụ lục 2 và đặt vào các nút như các lực tương đương (hình 
13.13d). Sau đó ta tiến hành tím chuyển vị do các lực tương đương này. 

a) Biến dạng uốn. ta xác định mô men tại đầu phần tử do lực ảo đơn vị tác động 

tại từng tọa độ riêng biệt gây ra và do tải trọng nút tương đương trên hình 13.13d. 

Các mô men đầu phần tử này tập hợp trong ma trận [Au] và [A]  
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Chú ý các mô men đầu phần tử được liệt kê theo đúng thứ tự và cùng quy 

ước dấu ở cả hai ma trận trên. Lần lượt ta liên kê mô men bên trái đến mô men 

bên phải của từng phần tử. Mô men dương là mô men theo chiều kim đồng hồ. 

Ma trận đồ mềm của từng phần tử có dạng 
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Thế vào phương trình 13.78 ta tìm được phần đóng góp của biến dạng uốn 

vào chuyển vị tại các tọa độ   
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b) Biến dạng do lực dọc trục. Lực dọc trục của phần tử do tải tác động tập hợp 

trong ma trận [Au] và [A] dưới đây, quy ước lực kéo là lực dương 
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Ma trận đồ mềm của từng phần tử có dạng 
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Thế vào phương trình 13.65 ta tìm được phần đóng góp của biến dạng dọc 

trục vào chuyển vị tại các tọa độ   
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c) Biến dạng trượt. Lực cắt của phần tử do tải tác động tập hợp trong ma trận [Au] 
và [A] dưới đây 
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Ma trận đồ mềm của từng phần tử có dạng 
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Thế vào phương trình 13.79 ta tìm được phần đóng góp của biến dạng trượt 

vào chuyển vị tại các tọa độ   
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Ta thấy rõ ràng phần đóng góp của biến dạng uốn lơn hơn hẳn so với biến 
dạng do lực dọc trục và lực cắt. Chính vì vậy người ta thường bỏ qua biến dạng 

dọc trục và biến dạng trượt. 

13.6 Ma trận độ mềm của kết cấu tổng thể 

Ma trận độ mềm có thể thiết lập cho từng phần tử của kết cấu sử dụng 

phương trình (13.64). Các phần tử của ma trận độ mềm là chuyển vị tại tọa độ do 

lực đơn vị tác động riêng biệt tại từng tọa độ. Do vậy tải trọng thực và tải trọng ảo 
sẽ như nhau ta ký hiệu là [A]=[Au] và phương trình (13.64) trở thành 

! " ! " ! " ! "�
�

�
4

1s
susM

T

su AfAf  (13.67) 

ở đây [f] là ma trận độ cứng của kết cấu tổng thể, [fM] là ma trận độ cứng của kết 

cấu chưa ghép nối (xem công thức 13.61) và chỉ số s ký hiệu 4 nguyên nhân gây 

ra biến dạng gồm: uốn, dọc trục, trượt(cắt) và xoắn.nếu ta chỉ xét biến dạng do 

uốn thì (13.67) thành 
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! " ! " ! " ! " nmummM
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nmu AfAf ���� 2222  (13.68) 

Các ký hiệu được dùng là 
f – phần tử của ma trận độ cứng của kết cấu tổng thể 

{Au} – ma trận con kích cỡ 2x1, số hạng của nó là hai mô men tại đầu phần 

tử do lực ảo đơn vị đặt tại một tọa độ gây ra.  

[fM]i= ma trận độ mềm uốn của phần tử thứ i (phương trình 12.75) 
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m - số phần tử; n - số tọa độ 

Phương trình (13.67) còn có thể viết dưới dạng 
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 (13.69) 

ở đây {Au}is và [fM]is – là các ma trận của phần tử thứ i 

Khi đó phương trình (13.68) cho trường hợp chỉ kể đến biến dạng do uốn có 
dạng 
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13.7 Ma trận độ cứng của kết cấu tổng thể 

13.7.1. Chuyển hệ tọa độ của chuyển vị và lực 
Xuất phát tự nguyên lý công ngoại lực bằng công nội lực, trường hợp kết 

cấu làm từ vật liệu đàn hồi tuyến tính tuân thủ định luật Hooke ta có được định lý 

Betti 

Định lý Betti phát biểu, Khi kết cấu làm từ vật liệu đàn hồi tuyến tính tuân thủ 

định luật Hooke ta có quan hệ 
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 (13.71) 

Có nghĩa tổng các tích của hệ lực F và chuyển vị tại các tọa độ tương ứng do hệ 
lực Q gây ra bằng tổng các tích của hệ lực Q và chuyển vị tại các tọa độ tương 

ứng do hệ lực F gây ra.  

Ta dùng định lý Betti để chuyển hệ lực bật kỳ tác động lên kết cấu về lực 

tương được tại tọa độ (độc lập và là các bậc tự do của hệ). 
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Xét ví dụ khung trên Hình 13.13a. Khi không kể đến lực dọc trục hệ có 3 bậc 

tự do (Hình 13.13b). Nếu ta biết ma trận độ mềm [f] của hệ thì chuyển vị độc lập 

{D} do lực ngoài {F} gây ra có thể xác định bằng phương trình {D}=[f]{F}, lực và 

chuyển vị đều cho tại ba tọa độ trên. 

Nếu hệ chịu tác động của hệ lực bất kỳ, bước đầu tiên ta phải đưa lực về lực 

tương đương tại nút. Các lực đầu phần tử biểu diễn trên Hình 13.13d được công 

lại cho ta lực tương đương {F*} như trên Hình 13.13e. Các lực {F*} tác động tại 

các tọa độ này {D*}, các tọa độ này không độc lập và liên hệ với {D} bằng 

� � ! "� �DCD ��  (13.72) 

ma trận [C] xác định từ hình học của khung. Phân tử của ma trận C là giá trị của 

chuyển vị D* ứng với dịch chuyển đơn vị tại một trong các tọa độ D. 
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Sử dụng định lý Betti cho hai hệ lực ta được 
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Thế D* vào phương trình trên và đưa về dạng ma trận ta có 

� � � � � � ! " � ��� FCDFD TTT  (13.74) 

từ đây ta có 

� � ! " � ��� FCF T  (13.75) 

13.7.2. Chuyển hệ tọa độ của ma trận đồ mềm và ma trận độ cứng 
Xét hệ tọa độ trên kết cấu tuyến tính. Xác định vị trí và hướng của lực ngoài 

F và chuyển vị D, xác định ma trận [S] và [f]. Trong hệ tọa độ khác ta có các đại 

lượng tương ứng F*, D*, [S*] và [f*]. Nếu lực và chuyển vị liện hệ qua 

� � ! "� ��� DHD  hoặc � � ! " � �FHF T��  (13.76) 

ta có công thức chuyển đổi ma trận độ cứng như sau 

! " ! " ! " ! "HSHS T��  (13.77) 
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Khi lực tại hai hệ tọa độ có liên hệ 

� � ! "� ��� FLF  hoặc � � ! " � �DLD T��  (13.78) 

ta có công thức chuyển đổi ma trận độ mềm như sau 

! " ! " ! "! "LfLf T��  (13.79) 

Các ma trận chuyển đổi [H] và [L] được thiết lập từ quan hệ hình học giữa D 

và D*. Hai hệ lực F và F* tương đương theo nghĩa hệ {F} và {F*} gây ra chuyển vị 

{D} và {D} như nhau. Hệ lực {F} và {F*) thực hiện cùng một công trên các chuyển 

vị {D} và {D*}. 

12.7.3. Ma trận độ cứng của kết cấu tổng thể 
Ma trận độ cứng của kết cấu có thể thiết lập bằng cách ghép nối các ma trận 

độ cứng của các phân tử tạo thành. 

Xét kết cấu trên Hình 13.13a trong hệ tọa độ 13.13b. Công ngoại lực bằng 

năng lượng biến dạng của kết cấu vì 
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ở đây [S] là ma trận độ cứng ứng với tọa độ trên Hình 13.13b. 
Năng lượng biến dạng cũng có thể nhận được bằng tổng năng lượng biến 

dạng của từng phân tử riêng biệt. Tổng này bằng với công của lực đầu phần tử 

thực hiện trên chuyển vị {D*} tại tọa độ trên Hình 13.13c. 

� � ! "� ���� DSDU M

T

2
1  (13.81) 

ở đây [SM] là ma trận độ cứng của kết cấu chưa lắp ghép 

! "

! "
! "

! " �
�
�
�

�

�

�
�
�
�

�

�
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M

S

S

S

S
#

2

1

 (13.82) 

[SM]i là ma trận độ cứng của phần tử thứ i ứng với tọa độ {D*} tại đầu phần tử, m 

là số hiệu của phần tử. 

Chuyển vị {D*} và {D} liên hệ theo hình học bằng � � ! "� �DCD �� , thế vào 

phương trình (13.82) ta nhận được 
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� � ! " ! "! "� ��� DCSCDU M
TT

2
1  (13.83) 

So sánh (12.94) với (12.95) ta thấy 

! " ! " ! " ! " npppM
T

npnn CSCS ���� �  (13.84) 

n số chuyển vị {D} và p số chuyển vị {D*}. Để thuận tiện ta chuyển (12.98) về dạng 

! " ! " ! " ! "��
m

i
iiM

T
i CSCS  (13.85) 

Kết luận chương 13 

Khái niệm công ảo rất quan trọng trong cơ học kết cấu, rất tiện lợi khi biểu 

diễn công ảo của ứng suất bất kỳ dưới dạng thích hợp khi đưa bài toàn về dạng 

ma trận. Khi đó ta có thể cùng một lực xem xét các thành phần của thế năng biến 

dạng do lực dọc trục, mô men uốn, lực cắt và xoắn gây nên. 

Khái niệm năng lượng bù và công bù không có ý nghĩa vật lý nhưng giá trị số 

của nó dễ dàng biểu diễn các phương trình năng lượng. 

Nguyên lý công khả dĩ liên hệ giữa hệ lực cân bằng với hệ chuyển vị tương 

thích của kết cấu bất kỳ (tuyến tính hay phi tuyến). Ta dùng lực ảo hay chuyển vị 

ảo và sử dụng đẳng thức giữa công bù của ngoại lực ảo với năng lượng bù của 
nội lực ảo thực hiện trên chuyển vị thực. Tương tự ta có thể dùng đẳng thức giữa 

công ảo của ngoại lực và nội lực thực hiện trên chuyển vị ảo. Các định lý lực đơn 

vị và chuyển vị đơn vị là những công thức tiện dụng. Chú ý định lý thứ hai chỉ áp 

dụng cho kết cấu tuyến tính 

Phương pháp công ảo là phương pháp tổng quát. Có thể sử dụng cho kết 

cấu phẳng và không gian, siêu tĩnh và tĩnh định. Tuy nhiên, đầu tiên ta phải xác 

định ứng lực cho mọi trường hợp kết cấu. Cơ sở của phương pháp công ảo là 

quan hệ giữa hệ lực cân bằng với hệ chuyển vị tương thích. 

Tính toán chuyển vị bằng phương pháp công ảo gồm xác định nội lực do tải 

trọng thực và tải trọng ảo đơn vị tác dụng tại từng điểm (tọa độ) nơi ta cần tìm 

chuyển vị. Nếu cần tính một vài chuyển vị thì công việc tính toán trở nên khá nặng 
nề, do vậy cần hệ thống qui trình tính toán lại dưới dạng ma trận và lập chương 

trình tính toán. 
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Khi ta áp dụng phương pháp công ảo, nói chung bốn loại ứng lực là lực dọc 

trục, mô men uốn, lực cắt và mô men xoắn đều tham gia đóng góp vào chuyển vị . 

Đối với hệ dàn chỉ có lực dọc trục gây ra chuyển vị. Biểu thức của năng lượng là 

tích phân của tích hai hàm.  

Khi áp dụng phương pháp công ảo vào hệ khung với tải trọng đặt vào một 

điểm bất kỳ của phần tử, nên ta quy về các tải nút tương đương (theo nghĩa 
chuyển vị do chúng gây ra tại các điểm cần tính như tải thực). 

Quy trình tính chuyển vị cho hệ khung bằng phương pháp công ảo rất rõ 

ràng. Trong hệ khung biến dạng do uốn là phần đóng góp chính trong chuyển vị, 

do vậy các biến dạng do các lực khác gây ra thường được bỏ qua. Tuy nhiên ta 

cùng nên kiểm tra xem chúng có thực sự nhỏ hay không. Như trong trương hợp 
này, các công thức được viết dưới dạng ma trận tiện dụng khi sử dụng chương 

trình tính để tính chuyển vị tại một số điểm và cho nhiều trường hợp tải. 

Các ví dụ trong chương này chỉ trình bày cho các phần tử thẳng với tiết diện 

không đổi. Tuy nhiên, phương pháp công ảo có thể áp dụng cho kết cấu với các 

phần tử cong và có tiết diện thay đổi. Một trong những cách gần đứng là ta chia 

kết cấu thực thành một loạt phần tử thẳng với tiết diện không đổi. 

Cuối cùng cần nhấn mạnh lại là phương pháp công ảo cho phép xem xét cả 

bốn loại nội lực trong khi các phương pháp khác chỉ xem xét một trong số bốn 

loại. 
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Bài tập chương 13 

Bài 13.1. Cho dàn phẳng trên hình vẽ tìm  

a) Chuyển vi thẳng đứng tại E chịu tải như đã vẽ trên hình; 

b) Chuyển vị tại E khi dàn không chịu và phần tử CD co lại một đoạn 

�=b/2000; 

Các phần tử có cùng độ cứng chống kéo Ea=const. 

 
Bài 13.1. 

Bài 13.2. Cho dàn phẳng như trên hình vẽ tìm 

a) Chuyển vị tại C chịu tải trọng P như đã vẽ trên hình; 

b) Chuyển vị thẳng đứng tại C khi dàn không chịu và hai phần tử DE và EC 

đều co lại một đoạn �=0.3cm; 

Các phần tử có tiết diện như trên hình vẽ. Giả thiết modun đàn hồi E=2.1x1011 

N/m2. 

 
Bài 13.2 

Bài 13.3. Tìm chuyển vị thẳng đứng tại điểm A của khung trên hình vẽ, chỉ xét 

biến dạng uốn. Độ cứng EI không đổi trên toàn bộ khung. 

A 
B 

C 

D E 

P 

34b

bb
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3a
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4a
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A B 

C D 

E F 

P 1.5P 

43b

bbb
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Bài 13.3 

Bài 13.4. Tìm chuyển vị thẳng đứng tại điểm D và góc xoay tại điểm A của dầm 

trên hình vẽ, chỉ xét biến dạng uốn. Độ cứng EI không đổi trên toàn bộ khung. 

 
Bài 13.4 
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CHƯƠNG 14  

Phương pháp phần tử hữu hạn 

– Sơ lược 

14.1 Giới thiệu 

Kết cấu là một hệ cơ học có vô số bậc tự do và theo lý thuyết cơ học môi 

trường liên tục, chuyển động của nó được biểu biểu diễn qua trường chuyển vị 

� � � � � �txxxwtxxxvtxxxu ,,,;,,,;,,, 321321321  thoả mãn các điều kiện trên biên. Để 

tìm trường chuyển vị này đòi hỏi phải giải hệ phương trình đạo hàm riêng rất 

phức tạp, ngay cả trong trường hợp biên đơn giản. Có rất ít trường hợp mà ta có 

thể nhận được lời giải giải tích của các phương trình chuyển động ở dạng 

phương trình đạo hàm riêng. Đối với kết cấu dạng khung, dàn, việc thiết lập 

phương trình chuyển động cho trường chuyển vị nói trên là không thực tế. Với 

các kết cấu phức tạp, người ta phải có cách tiếp cận riêng, chủ yếu là tìm cách 

rời rạc hoá chúng và đưa chúng về những hệ đơn giản hơn, có hữu hạn bậc tự 

do. Chúng ta sẽ bắt đầu bằng một phương pháp cổ điển, đơn giản nhưng vẫn còn 

đang được sử dụng hiện nay để giải các phương trình đạo hàm riêng. 

Rời rạc hoá bằng phương pháp Rayleigh-Ritz 

Một trong những phương pháp rời rạc hoá được áp dụng rộng rãi là phương 

pháp Rayleigh-Ritz. Phương pháp này sử dụng nguyên lý biến phân của chuyển 

dịch để đưa bài toán có vô số bậc tự do về bài toán với n hữu hạn bậc tự do mô 

tả bằng hệ phương trình vi phân thường tương tự như hệ rời rạc. Việc rời rạc hoá 

bắt đầu từ việc chọn cách xấp xỉ gần đúng hàm chuyển vị, để có thể viết Di dưới 

dạng 

� � � �� �)q(),,(),,,( txxxLtxxxD 321321 � , (14.1) 
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trong đó � � � �T
nqqt ...)( 1q �  - vec tơ các tọa độ suy rộng,  [L] là ma trận nội suy 

chuyển vị  kích cỡ (3 � n) 
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Áp dụng phép biến phân ảo cho các tọa độ suy rộng q, ta có phương trình 

chuyển động dưới dạng rời rạc hoá 

� �� � � �� � � �)(tpqMqS �� �� ,  (14.2) 

trong đó  

� � � � � �� ��
V

VdT LLM  - ma trận khối lượng đối xứng và xác định dương 

� � � � � �� ���
V

T VdBdBS - ma trận độ cứng đối xứng và xác định dương 

� � � � � � � � � ��� ��
� V

T VXtp dLdAL
S

T  - vec tơ ngoại lực  

� �L  - ma trận nội suy biến dạng, tính được từ ma trận nội suy chuyển vị qua 

phép vi phân � � � �� �LB ��  với [�] là toán tử vi phân có dạng 

� �
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T , (14.3) 

[d]- ma trận quan hệ ứng suất và biến dạng Hook 

Như vậy, một hệ liên tục có vô số bậc tự do đã được đưa về hệ hữu hạn bậc 

tự do, mô tả bằng phương trình vi phân thường (14.2), có thể giải bằng các công 

cụ đã biết. Tuy vậy, phương pháp này mới chỉ đưa ra ý tưởng rời rạc ở dạng toán 

học thuần tuý, mà không biết được sai số là bao nhiêu. Việc phát triển phương 

pháp này cho các bài toán của cơ học kết cấu đã dẫn đến sự ra đời của một 
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phương pháp mới - phương pháp phần tử hữu hạn, một công cụ mà cho đến nay 

vẫn chưa có sự cạnh tranh nào đáng kể.  

14.2 Phương pháp phần tử hữu hạn – cơ sở  

Phương pháp phần tử hữu hạn được xem như sự phát triển của phương 

pháp Rayleigh-Ritz. Tư tưởng chủ yếu của nó là việc chia vật thể biến dạng hay 

kết cấu thành một số hữu hạn các phần tử có hình học đơn giản (Hình 14.1) với 

trường chuyển vị giả thiết là đã biết. 

 

Hình 14.1 Ví dụ về các loại phần tử và bậc tự do tại nút. 

Đưa vật thể liên tục (kết cấu) với bậc tự do là vô cùng về hệ hữu hạn bậc tự 

do với các ấn số là các chuyển vị tại nút. Trong khuôn khổ của cơ học kết cấu ta 
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có thể nói phương pháp phần tử hữu hạn là một ứng dụng của phương pháp 

chuyển vị. Hệ khung, dàn hay lưới ngang ta sử dụng phần tử là các thanh nối tại 

các nút ta có thể gọi thanh là phần tử một chiều. Phần tử hữu hạn hai chiều và ba 

chiều dùng cho kết cấu tường ngăn, vỏ và các kết cấu có hình khối như móng 

máy. Phần tử hữu hạn có thể có nhiều loại hình dạng với các nút ở góc hay ở 

cạnh . Các chuyển vị ẩn có thể là dịch chuyển thẳng hay các góc xoay. 

Chuyển vị trong phần tử được biểu diễn qua các chuyển vị nút. Sử dụng  

trường chuyển vị giả định nào đó (ví dụ là hàm đa thức của các tọa độ x và y). 

Biến dạng xác định bằng phép vi phân các chuyển vị và sau đó ứng suất xác định 

từ biến dạng bằng định luật Hooke. Chính việc sử dụng trường chuyển vị giả định 

là sự phát triển của phương pháp Rayleigh-Ritz. 

Phương pháp phần tử hữu hạn được phát triển do sự phát triển của máy tính. 

Việc tính toán tiến hành cho các ma trận tổng hợp của tất cả các loại phần tử ta 

sử dụng khi mô hình hóa. Các ma trận tổng thể này được ghép nối từ các ma trận 

của từng phần tử. Ma trận phần tử gồm có:  

� Ma trận độ cứng liên hệ giưa chuyển vị nút với nội lực tại nút  

� Ma trận ứng suất liên hệ giưa ứng suât (nội lực) với chuyển vị tạo nút 

� Vec tơ lực đầu phần tử khi tải trọng tác động không vào nút hay khi có dãn 

nở nhiệt. 

14.3 Áp dụng năm bước tính toán của phương pháp chuyển vị 

Ta xét hệ khung phẳng như các ví dụ trong chương 12. Nếu ta bỏ qua biến 

dạng dọc trục chỉ xét đến uốn trong mặt phẳng và giả thiết trục x trùng với trục 

thanh, khi đó mỗi phần tử có hai nút với hai bậc tự do tại mỗi nút. Các bậc tự do 

này là độ võng v theo phương y và góc quay 
x
v

y �
�

�� . Mục đích xác định nội lực 

tại mặt cắt hai đầu thanh � �2211 MQMQ ,,, . Ngoại lực tại các nút gồm có vec tơ lực 

tại nút � �
izy MF ,  và lực phân bố theo đơn vị dài trên thanh, có thể xem xét cả tải 

do thay đổi nhiệt độ. Áp dụng năm bước của phương pháp chuyển vị  
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Bước 1. Xác định các bậc tự do bằng các chuyển vị v và y�  tại mỗi nút, đồng thời 

xác định các đáp ứng cần tính là nội lực tại hai mặt cắt hai đầu thanh 

� � �mA � �mMQMQ 2211 ,,, . 

Bước 2. Với ngoại lực tác dụng thiết lập vec tơ tải hạn chế � �F , đồng thời xác 

định � � �mrA � �mrrrr MQMQ 2211 ,,,  là nội lực khi chuyển vị bị hạn chế. Ở đây 

� � � � � �ba FFF ��  (14.4) 

trong đó � �aF  là hợp lực của ngoại lực nhưng ngược dấu còn � �bF  là lực phần tử 

quy về nút ví dụ như lực phân bố trên thanh, lực tập trung không đặt vào điểm nút 

của phần tử hay tải nhiệt. 

Bước 3. Thiết lập ma trận độ cứng [S] bằng cách ghép nối tất cả các ma trận độ 

cứng phần tử. Đồng thời thiết lập ma trận � � � �muuuumu MQMQA 2211 ,,,�  là nội lực 

do các chuyển vị đơn vị tại từng tọa độ một. 

Bước 4. Giải phương trình cân bằng 

� �� � � �FDS ��  (14.5) 

để tìm vec tơ {D} có kích cỡ là 2xm. 

Bước 5. Tìm các đáp ứng từ 

� � � � � � � �mmmumrm DAAA ���  (14.6) 

14.4 Phương trình đàn hồi cơ sở  

Theo định luật Hooke ta có quan hệ ứng suất và biến dạng 

� � � �� ���� d  (14.7) 

trong đó � ��  và � ��  là các vec tơ ứng suất và biến dạng suy rộng tương ứng, và 

ma trận � �d  là ma trận vuông đối xứng gọi là ma trận hệ số đàn hồi. 

Các thành phần biến dạng xác định từ chuyển vị bằng phương trình suy rộng 

sau đây 
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� � � �� �f���  (14.8) 

trong đó � ��  là ma trận các toán tử vi phân và vec tơ � �f  là vec tơ các hàm mô tả 

trường chuyển vị. 

Ví dụ 

� Trạng thái ứng suất đơn ta có 

� � ��� , � � ��� , � � Ed � , � � uf � , � � dxd��  

� Kéo, nén thanh thẳng ta có 

� � N�� , � � ��� , � � EAd � , � � uf � , � � dxd��  

� Thanh chịu uốn thuần túy ta có 

� � M�� , � � ��� , � � EId � , � � vf � , � � 22 dxd��  

14.5 Nội suy chuyển vị 

Để thiết lập ma trận phần tử, ta cần các hàm nội suy để xác định dạng biến 

dạng của phần tử. Chuyển vị của một điểm bất kì trong phần tử liên hệ với 

chuyển vị nút bằng công thức 

� � � �� �*DLf �  (14.9) 

trong đó 

� �f  vec tơ các thành phần chuyển vị tại một điểm bất kì 

� �L  ma trận các hàm của tọa độ xác định vị trí của điểm trong phần tử 

Hàm nội suy của trường chuyển vị � �L  còn được gọi là hàm dạng được chọn 

để thoả mãn các yêu cầu: 

1. Nội suy biểu diễn bằng các hàm liên tục từng đoạn. Để đơn giản, trường 

chuyển vị trong mỗi phần tử biểu diễn bằng tổ hợp một số các hàm đã chọn 

sao cho thể hiện được ứng xử của phần tử kết cấu trong kết cấu tổng thể. 

Nói chung hàm nội suy có dạng đa thức. 
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2. Các hàm này được chọn sao cho các tọa độ suy rộng của phương pháp 

Rayleigh là các giá trị địa phương của trường chuyển vị trong kết cấu (Hình 

14.1), hay nói một cách ngắn gọn, toạ độ suy rộng là chuyển vị tại các nút 

của phần tử.  

Nếu cả hai điều kiện này được thoả mãn chặt chẽ thì gần đúng nhận được sẽ 

là khả dĩ động học theo quan điểm của phương pháp Rayleigh-Ritz. Ngoài ra, 

trường chuyển vị là khả vi trên toàn bộ miền của từng phần tử, và các tọa độ suy 

rộng có cùng giá trị tại nơi giao nhau của các phần tử đảm bảo tính liên tục của 

trường ứng suất ở mức độ tổng thể. 

Ví dụ 

Trường hợp kéo, nén đúng tâm ta có � � uf � , � � � �21 uuD ,* �  là dịch chuyển 

thẳng tại hai đầu nút. Ma trận hàm nội suy � �L  gồm hai hàm nội suy 

� � � ����� ,1L   

trong đó lx��  và l  là độ dài thanh 

Trường hợp thanh chịu uốn ta có � � uf �  và vec tơ chuyển vị nút 

� �
��

�
�
�

��

�
 
!

"
#
$

%
&
'

"
#
$

%
&
'�

2
21 dx

dv
u

dx
dv

vD ,,,*   

Ma trận hàm nội suy � �L  gồm bốn hàm nội suy 

� � � � � � � �� �131231 22232 �������������� llL ,,,   

trong đó lx��  và l  là độ dài thanh 

14.6 Ma trận độ cứng và ma trận ứng suất phần tử 

Ta có vec tơ chuyển vị tại một điểm bất kì trong phần tử biểu diễn qua chuyển 

vị nút như (14.9) 

� � � �� �*DLf �  
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Bằng phép vi phân gần đúng ta có biểu thức của biến dạng 

� � � �� � � �� �� �(����� DLf  

� � � �� �(�� DB  (14.10) 

trong đó 

� � � �� �LB ��  (14.11) 

Khi đó định luật Hooke có dạng 

� � � �� � � �� �� �(���� DBdd  

� � � �� �(��� Du  (14.12) 

trong đó � �u�  là ma trận ứng suất của phần tử 

� � � �� �Bdu ��  (14.13) 

Các phần tử của cột thứ j nào đó trong ma trận � �u�  là các thành phần ứng 

suất tại điểm nào đó khi cho chuyển vị 1�*
jD . 

Phần tử (
ijS  của ma trận độ cứng là lực tại tọa độ i ứng với chuyển vị đơn vị 

tại j. (
ijS  có thể xác định theo định lí chuyển vị đơn vị trong chương 13: 

� � � �� ���(

V

ui
T

ujij dVS  (14.14) 

ở đây � �uj�  là ứng suật thực tại điểm nào đó do dịch chuyển đơn vị tại j, � �ui�  là 

biến dạng ảo tại chính điểm đó ứng với dịch chuyển ảo đơn vị tại nút i. Khi xét 

phần tử hai chiều ta lấy tích phân trên toàn bộ diện tích. Khi xét bài toán thanh ta 

lấy tích phân trên toàn bộ chiều dài. Như vậy  ứng suất và biến dạng trong tích 

phần này là các ứng suất và biến dạng mở rộng. 

Biểu diễn qua hàm dạng ta có phần tử của ma trận độ cứng 
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� � � �� ���(

V

i
T
jij dVBdBS  (14.15) 

trong đó � �jB  và � �iB  là cột thứ i và thứ j của ma trận 

� � � � � �� ���(

V

T dVBdBS  (14.16) 

14.7 Véc tơ lực phần tử 

Xét cân bằng tại nút j của kết cấu 

� � � ����
V

T
jbj dVpBF  (14.17) 

trong đó � �p  biểu diễn cường độ ngoại lực phân bố trên phần tử 

Vec tơ phần tử có dạng 

� � � � � ����
V

T
b dVpLF  (14.18) 

Véc tơ này là vec tơ lực phân bố tương ứng vì nó sử dụng hàm dạng [L] như 

khi thiết lập ma trận độ cứng.  

Trường hợp biến dạng do sự thay đổi nhiệt ta có 

� � � �� �0���� dr  (14.19) 

trong đó 

�
�

�
�

�

�
�

�
 

!
)��

0
1
1

0 T  (14.20) 

Khi đó lực phần tử do dãn nở nhiệt 

� � � � � �� �� ���(

V

T
b dVdBF 0  (14.21) 
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14.8 Phần tử dầm không gian 

Hiện nay, trong tính toán kết cấu hệ khung, giàn không gian, phương pháp 

phần tử hữu hạn chiếm vị trí hàng đầu, trong đó phần tử dầm ba chiều đóng vai 

trò chủ đạo. Chính vì vậy, chúng ta sẽ mô tả phương pháp phần tử hữu hạn một 

cách cô đọng trên phần tử dầm.  

Phần tử dầm không gian trong phương pháp phần tử hữu hạn được xây dựng 

dựa trên cơ sở chọn các hàm xấp xỉ là các đa thức Hermit. Những đa thức này 

thực chất là các hàm ảnh hưởng tĩnh học đối với các chuyển vị dọc trục, xoắn và 

uốn. Chúng có thể nhận được như lời giải của bài toán biến dạng tĩnh dựa trên 

các giả thiết sau: 

� Các đầu phần tử ngàm chặt với các nút trên lưới phần tử hữu hạn. 

� Các đặc trưng cơ lý của phần tử không thay đổi dọc theo chiều dài của nó. 

Trong trường hợp chung cho phần tử dầm không gian, chuyển vị tại các nút 

bao gồm:  

� � � � � �222222111111121 vwwvuvwwvuDDD eeT
e **�**��� ,,,,,,,,,,,,..., ,  (14.22) 

trong đó u, v, w là các chuyển dịch thẳng, � là góc xoắn, w', v' là các góc xoay 

quang trục y và trục z tương ứng. Trường chuyển vị � � � �)(),(),(),( xwxvxxuD T
i ��  

biểu diễn qua các chuyển vị nút � �T
oD nhờ các hàm nội suy (hàm dạng)  

� � � �� �e
T
i xD DL )(� ,  (14.23) 

trong đó  � �� �xL  là ma trận nội suy chuyển vị  

� �
	
	
	
	




�

�
�
�
�



�

����
����

��
��

�

00000000
00000000

0000000000
0000000000

11953

12862

104

71

)(xL   (14.24) 

và hàm �j(x), j = 1,...,12 được gọi là hàm dạng, chúng là các đa thức 
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� � +��
i

i
ijj xCx .  (14.25) 

Ma trận độ cứng nhận được từ tích phân (14.16)    

� �� �� ���
L

T
e dxxBdxBS

0

)()( , ,  

trong đó 

� �
	
	
	
	




�

�
�
�
�



�

� **� **� **� **
� **� **� **� **

�*�*
�*�*

�

00000000
00000000

0000000000
0000000000

11953

12862

104

71

)(xB , 

2

2

x

x

j
j

j
j

�

��
�� **

�

��
��* ;

, (14.26) 

và 

� �
"
"
"
"
"

#

$

%
%
%
%
%

&

'

�

y

z

x

EJ

EJ

GJ

EA

d

000
000
000
000

. (14.27) 

trong đó 

A - diện tích mặt cắt,  

E - modun đàn hồi,  

G - môdun trượt và  

Jx - moment quán tính độc cực,  

Jy, Jz - các moment quán tính chống uốn trong các mặt phẳng xz và xy tương 

ứng.  

Để nhận được các số hạng của ma trận độ cứng S ta tính tích � � � �� �BdxT )(B  

rồi lắp vào tích phân trong (14.7) ta nhận được các số hạng Sij , 0 có dạng 

71
0

2 ,��*� � idxEAS
L

iii

, 
104

0

2 ,��*� � idxGJS
L

iii

,  
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� �*�*�
L

dxEAS
0

1771

, 
;, � �*�*�

L

dxGJS
0

410410

 

1195312862
0

2 ,,,;,,, ����� **� � ikhiJJikhiJJdxEJS yqtzqt

L

iqtii

, 

� � **� **�
L

y dxEJS
0

3553

, 
� � **� **�
L

y dxEJS
0

3993

, 
� � **� **�
L

y dxEJS
0

311311,

, 

� � **� **�
L

y dxEJS
0

5959,

, 
� � **� **�
L

y dxEJS
0

511511,

, 
� � **� **�
L

y dxEJS
0

911911,

,  

� � **� **�
L

z dxEJS
0

2662

, 
� � **� **�
L

z dxEJS
0

2882

, 
� � **� **�
L

z dxEJS
0

212212,

  

� � **� **�
L

z dxEJS
0

6886 , � � **� **�
L

z dxEJS
0

612612, , � � **� **�
L

z dxEJS
0

812812, , 

jiij SS � , (14.28) 

Các ma trận S và M có dạng 
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SSSS

SSSS

SS

SSS

SSS

SS

SS

MYSSS

S

S

S

S

eS
,

 (14.29) 

Đây là các ma trận độ cứng của từng phần tử trong hệ tọa độ địa phương, 

bước tiếp theo phải đưa các ma trận đó về hệ tọa độ tổng thể rồi ghép chúng với 
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nhau để có được ma trận độ cứng của toàn hệ. Như vậy cốt lõi của việc xây dựng 

ma trận độ cứng là lựa chọn ma trận hàm dạng � �� �xL . 

Trường hợp phần tử dầm không gian hàm dạng là các hàm Hermit: 

;)()()(
L
x

xxx o ������� 1141  ;)()()(
L
x

xxx o ������ 2107  

;)()()( 3

3

2

2

332 231
L

x

L

x
xxx o ���������  

;)()()(
2

465 1 "
#
$

%
&
' �������

L
x

xxxx o  

;)()()( 3

3

2

2

598 23
L

x

L

x
xxx o ��������  

;)()()( "
#
$

%
&
' ������� 1

2

61211 L
x

L
x

xxx o  (14.30) 

các hàm �i(x) là các hàm biểu diễn đường chuyển dịch của dầm với hai đầu 

ngàm cứng. Chúng thực chất là nghiệm của các bài toán biên sau đây: 

1. 0�** )(xu ; 10 uu �)( ; 2uLu �)(  

2. 0�� ** )(x ; 1��� )(x ; 2��� )(L  

3. 04

4

�
dx

xvd )( ; 10 vv �)( ; 10 vv *�* )( ; 2vLv �)( 2vLv *�* )(   

4. 04

4

�
dx

xwd )( ; 10 ww ��)( ; 10 ww *�* )( ; 2wLw ��)( ; 2wLw *��* )(  (14.31) 

Nếu đem biểu diễn các hàm dạng dưới dạng hàm bậc ba như sau 

3
3

2
210 xCxCxCCx jjjjj ����� )(    j = 1,2,...12 (14.32) 

thì các hệ số Cij, i = 0, 1, 2, 3, j  = 1, 2, ...12  cho trong bảng 14.1. 

Lấy đạo hàm của các hàm dạng �j(x) để thiết lập các ma trận H ta có 

;)()()()()(
L

xxxxx o 1
110741 ���*��*���*���*��*
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;)()()()()( "
#
$

%
&
' ��� **�� **�� **��� **��� ** 126

239832 L
x

L
xxxxx o  

;)()()( "
#
$

%
&
' ��� **�� **�� ** 232

465 L
x

L
xxx o  

.)()()( "
#
$

%
&
' ��� **�� **�� 132

61211 L
x

L
xxx o  

Bảng 14.1. Hệ số Cij đối với phần tử dầm không gian  

j C0j C1j C2j C3j 

1 1 
L
1

�  0 0 

2 1 0 
2

3
L

�  
3

2
L

 

3 -1 0 
2

3
L

 
3

2
L

�  

4 1 
L
1

�  0 0 

5 0 1 
L
2

�  
2

1
L

 

6 0 1 
L
2

�  
2

1
L

 

7 0 
L
1  0 0 

8 0 0 
2

3
L

 
3

2
L

�  

9 0 0 
2

3
L

�  
3

2
L

 

10 0 
L
1  0 0 

11 0 0 
L
1

�  
2

1
L

 

12 0 0 
L
1

�  
2

1
L
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Đặt các biểu thức này vào để tính các tích phân (14.9) ta thiết lập được ma 

trận độ cứng của phần tử dầm cổ điển có dạng ở dưới đây. 
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Dựa trên quy trình này ta có thể chọn hàm dạng cũng sẽ là các hàm đa thức 

bậc,nhưng các hệ số Cij sẽ là hàm của các tham số thiết kế tương ứng tuỳ thuộc 

vào các giả thiết đưa ra để mô tả các khuyết tật trong kết cấu. Đưa ra các mô 

hình cụ thể mô tả khuyết tật và tiến hành tìm hàm dạng tương ứng ta có thể xây 

dựng được các phần tử dầm cải biên mô ta hư hỏng trong kết cấu. 

Kết luận chương 14  

Chương 14 giới thiệu phương pháp phần tử hữu hạn như một ứng dụng của 

phương pháp chuyển vị. Sử dụng các hàm dạng như trong phương pháp 

Rayleigh-Ritz ta đưa bài toán vô số bậc tự do về bài toán hữu hạn bậc tự do và  

thiết lập được các ma trận phần tử. 
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Phương pháp phần tử hữu hạn thông dụng để mô hình hoá kết cấu công trình 

trong cơ học kết cấu được tiến hành theo các bước như sau: 

1. Chia kết cấu thành các phần tử bằng một lưới gồm các nút đóng vai trò liên 

kết giữa các phần tử với nhau trong một không gian tổng thể chọn sẵn. Mỗi 

phần tử được xác định bằng các nút cố định trong một hệ toạ độ địa phương 

gắn với phần tử đó.  

2. Định nghĩa các chuyển vị nút trong hệ toạ độ địa phương cũng như trong hệ 

toạ độ tổng thể và các liên kết biên giàn buộc lên các chuyển vị nút này. 

3. Biểu diễn trường chuyển vị của phần tử như một vật rắn biến dạng thông qua 

các chuyển vị nút trong hệ toạ độ địa phương và sử dụng biểu diễn này cùng 

với các nguyên lý, phương trình của cơ học xây dựng các ma trận độ cứng, 

khối lượng và vec tơ tải trọng nút cho từng phần tử. 

4. Ghép nối, liên kết các ma trận, vec tơ chuyển vị, lực nút,... của phần tử thành 

các ma trận và vec tơ tương ứng của cả kết cấu. 

Áp dụng các điều kiện biên vào các đặc trưng vừa xây dựng được ta sẽ được 

các ma trận [M], [C], [S], các vec tơ {D}, {P} và hệ phương trình 

� �� � � �� � � �� � � �PDSDCDM ��� ��� ,  

trong đó  

{D} = {D(t)} - vec tơ chuyển vị nút,  

{P(t)} - vec tơ lực ngoài đã đưa về nút,  

[M] - ma trận khối lượng,  

[C] - ma trận hệ số cản,  

[S] - ma trận độ cứng. 

Quy trình này được áp dụng phổ biến trong các phần mềm phân tích kết cấu 

hiện có như  

� SAP2000 
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� ANSYS 

� Abaqus 

� SAMCEF 

� NASTRAN v.v. 
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PHỤ LỤC 

PHỤ LỤC 1.  
Dịch chuyển của các phần tử 

thanh thẳng 

Thanh có độ cứng uốn là EI và độ cứng xoắn là GJ. Chiều dương của dịch 

chuyển hướng xuống, chiều dương của góc xoay theo chiều kim đồng hồ. Bỏ qua 

biến dạng trượt 
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PHỤ LỤC 2.  
Lực đầu phần tử của các phần tử 

thanh thẳng 

Trong bảng cho lực đầu phần tử của dầm có độ cứng uốn và độ cứng xoắn không 

đổi. Quy ước dầu lực dương hương lên trên, moment dương theo chiều kim đồng 

hồ. Khi sử dụng trong phương pháp chuyển vị ta sẽ lấy dầu theo hệ tọa độ đã 

chọn. 
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PHỤ LỤC 3.  
Lực đầu phân tử do chuyển vị tai 

đầu nút của thanh thẳng 

Trogn bảng cho lực đầu phần tử tai đầu dầm khi cho trước chuyển vị là đơn vị. 

Quy ước dầu lực dương hương lên, momnet dương quay theo chiều kim đồng hồ. 

Hiệu ứng của lực cắt bỏ qua. Bỏ qua uốn do lực dọc trục. Độ cứng của dầm 

không đổi 
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PHỤ LỤC 4.  
Phản lực và moment uốn tại các 

gối đỡ của dầm liên tục do chuyển 
vị đơn vị tại gối đỡ gây ra 

Các bảng sau đây cho phản lực và moment uốn tại các gối đỡ của dầm liên tục do 

chuyển vị đơn vị lún xuống tại từng gối đỡ gây ra. Tất cả các nhịp có độ dài l và có 

độ cứng không đổi. Số nhịp từ 2 (hoặc 1) đến 5. Các gối tại hai đầu liên kết khớp 

(Bảng PL4.1), hai đầu ngàm (Bảng PL4.2), và ngàm một đầu và khớp một đầu 

(Bảng PL4.3). Moment uốn tại đầu khớp bằng không và không được kể đến trong 

bảng. 

Các giá trị trong từng dòng là moment uốn hay phản lực lần lượt của từng gối đỡ 

từ trái sang phải. Dòng đầu sau đề mục là ảnh hưởng của sự lún của gối đỡ thứ 

nhất kể từ bên trái, dòng thứ hai là ảnh hưởng của sự lún của gối đỡ thứ hai kể từ 
bên trái , v.v. 

Hình PL4.1 biểu diễn ví dụ về cách sử dụng các bảng: số nhịp là 3, gối đỡ thứ hai 

lún xuống một đơn vị và moment uốn và phản lực tại gối đỡ sẽ lấy ở dòng thứ hai 

của bảng PL4.1.2.1 và PL4.1.2.2 tương ứng. 

Trong các bảng này, quy ước phản lực dương khi chúng tác động hướng lên, và 
quy ước moment uốn dương khi chúng gây uốn ở thớ dưới của dầm. Khi phản lực 

dùng để thiết lập ma trận độ cứng thì lấy dấu phù hợp với hệ tọa độ đã chọn. 

Bỏ qua ảnh hưởng của biến dạng trượt. 
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Bảng PL4.1. Ảnh hưởng của chuyển vị lún đơn vị tại một gối đỡ của dầm liên tục. 

Hai đầu dầm là gối tựa. EI=const. Các nhịp có độ dài l bằng nhau 

PL4.1.1. Dầm hai nhịp 

PL4.1.1.1 Moment uốn tại các gối đỡ nhân với hệ số EI/l2 

  -1.50000 

  3.00000 

  -1.50000 

PL4.1.1.2. Phản lực tại các gối đỡ nhân với hệ số EI/l3  

  -1.50000 3.00000 -1.50000 

  3.00000 -6.00000 3.00000 

  -1.50000 3.00000 -1.50000 

PL4.1.2. Dầm ba nhịp 

PL4.1.2.1. Moment uốn tại các gối đỡ nhân với hệ số EI/l2 

  -1.60000 0.40000 

  3.60000 -2.40000 

  -2.40000 3.60000 

  0.40000 -1.60000 

PL4.1.2.2. Phản lực tại các gối đỡ nhân với hệ số EI/l3  

  -1.60000 3.60000 -2.40000 0.40000 

  3.60000 -9.60000 8.40000 -2.40000 

 - 2.40000 8.40000 -9.60000 3.60000 

  0.40000 -2.40000 3.60000 -1.60000 
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PL4.1.3. Dầm bốn nhịp 

PL4.1.3.1. Moment uốn tại các gối đỡ nhân với hệ số EI/l2 

  -1.60714 0.42857 -0.10714 

  3.64286 -2.57143 0.64286 

  -2.57143 4.28571 -2.57143 

  0.64286 -2.57143 3.64286 

  -0.10714 0.42857 -1.60714 

PL4.1.3.2. Phản lực tại các gối đỡ nhân với hệ số EI/l3  

  -1.60714 3.64286 -2.57143 0.64286 -0.10714 

  3.64286 -9.85714 9.42857 -3.85714 0.64286 

  -2.57143 9.42857 -13.71428 9.42857 -2.57143 

  0.64286 -3.85714 9.42857 -9.85714 3.64286 

  -0.10714 0.64286 -2.57143 3.64286 -1.60714 

PL4.1.4. Dầm năm nhịp 

PL4.1.4.1. Moment uốn tại các gối đỡ nhân với hệ số EI/l2 

  -1.60765 0.43062 -0.11483 0.02871 

  3.64593 -2.58373 0.68900 -0.17225 

  -2.58373 4.33493 -2.75798 0.68900 

  0.68900 -2.75798 4.33493 -2.58373 

  -0.17225 0.68900 -2.58373 3.64593 

  0.02871 -0.11483 0.43062 -1.60765 

PL4.1.4.2. Phản lực tại các gối đỡ nhân với hệ số EI/l3  

 -1.60765 3.64593 -2.58373 0.68900 -0.17225 0.02871 

 3.64593 -9.87560 9.50239 -4.13397 1.03349 -0.17225 
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 -2.58373 9.50239 -14.00956 10.53588 -4.13397 0.68900 

 0.68900 -4.13397 10.53588 -14.00957 9.50239 -2.58373 

 -0.17225 1.03349 -4.13397 9.50239 -9.87560 3.64593 

 0.02871 -0.17225 0.68900 -2.58373 3.64593 -1.60765 
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Bảng PL4.2. Ảnh hưởng của chuyển vị lún đơn vị tại một gối đỡ của dầm liên tục. 

Hai đầu dầm ngàm. EI=const. Các nhịp có độ dài l bằng nhau 

PL4.2.1. Dầm một nhịp 

PL4.2.1.1 Moment uốn tại các gối đỡ nhân với hệ số EI/l2 

  6.00000 -6.00000 

  -6.00000 6.00000 

PL4.2.1.2. Phản lực tại các gối đỡ nhân với hệ số EI/l3  

  -12.00000 12.00000 

  12.00000 -12.00000 

PL4.2.2. Dầm hai nhịp 

PL4.2.2.1 Moment uốn tại các gối đỡ nhân với hệ số EI/l2 

  4.50000 -3.00000 1.5000 

  -6.00000 6.00000 -6.0000 

  1.50000 -3.00000 4.5000 

PL4.2.2.2. Phản lực tại các gối đỡ nhân với hệ số EI/l3  

  -7.50000 12.00000 -4.50000 

  12.00000 -23.99998 12.00000 

  -4.50000 12.00000 -7.50000 

PL4.2.3. Dầm ba nhịp 

PL4.2.3.1. Moment uốn tại các gối đỡ nhân với hệ số EI/l2 

  4.40000 -2.80000 0.80000 -0.40000 

  -5.60000 5.20000 -3.20000 1.60000 

  1.60000 -3.20000 5.20000 -5.60000 

  -0.40000 0.80000 -2.80000 4.40000 

PL4.2.3.2. Phản lực tại các gối đỡ nhân với hệ số EI/l3  
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  -7.20000 10.80000 -4.80000 1.20000 

  10.80000 -19.20000 13.20000 -4.80000 

  -4.80000 13.20000 -19.20000 10.80000 

  1.20000 -4.80000 10.80000 -7.20000 

PL4.2.4. Dầm bốn nhịp 

PL4.2.4.1. Moment uốn tại các gối đỡ nhân với hệ số EI/l2 

  4.39286 -2.78571 0.75000 -0.21429 0.10714 

  -5.57143 5.14286 -3.00000 0.85714 -0.42857 

  1.50000 -3.00000 4.50000 -3.00000 1.50000 

  -0.42857 0.85714 -3.00000 5.14286 -5.57143 

  0.10714 -0.21429 0.75000 -2.78571 4.39286 

PL4.2.4.2. Phản lực tại các gối đỡ nhân với hệ số EI/l3  

  -7.17857 10.71428 -4.50000 1.28571 -0.32143 

  10.71428 -18.85713 12.00000 -5.14285 1.28571 

  -4.50000 12.00000 -14.99999 12.00000 -4.50000 

  1.28571 -5.14285 12.00000 -18.85713 10.71428 

  -0.32143 1.28571 -4.50000 10.71428 -7.17857 

PL4.2.5. Dầm năm nhịp 

PL4.2.5.1. Moment uốn tại các gối đỡ nhân với hệ số EI/l2 

 4.39235 -2.78469 0.74641 -0.20096 0.05742 -0.02871 

 -5.56938 5.13875 -2.98564 0.80383 -0.22966 0.11483 

 1.49282 -2.98564 4.44976 -2.81339 0.80383 -0.40191 

 -0.40191 0.80383 -2.81339 4.44976 -2.98564 1.49282 

 0.11483 -0.22966 0.80383 -2.98564 5.13875 -5.56938 

 -0.02871 0.05742 -0.20096 0.74641 -2.78469 4.39235 
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PL4.2.5.2. Phản lực tại các gối đỡ nhân với hệ số EI/l3  

 -7.17703 10.70813 -4.47847 1.20574 -0.34450 0.08612 

 10.70813 -18.83252 11.91387 -4.82296 1.37799 -0.34450 

 -4.47847 11.91387 -14.69856 10.88038 -4.82296 1.20574 

 1.20574 -4.82296 10.88038 -14.69856 11.91387 -4.47847 

 -0.34450 1.37799 -4.82296 11.91387 -18.83252 10.70813 

 0.08612 -0.34450 1.20574 -4.47847 10.70813 -7.17703 
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Bảng PL4.3. Ảnh hưởng của chuyển vị lún đơn vị tại một gối đỡ của dầm liên tục. 

Hai đầu dầm ngàm. EI=const. Các nhịp có độ dài l bằng nhau 

PL4.3.1. Dầm một nhịp 

PL4.3.1.1 Moment uốn tại các gối đỡ nhân với hệ số EI/l2 

  3.00000 

  -3.00000 

PL4.3.1.2. Phản lực tại các gối đỡ nhân với hệ số EI/l3  

  -3.00000 3.00000 

  3.00000 -3.00000 

PL4.3.2. Dầm hai nhịp 

PL4.3.2.1 Moment uốn tại các gối đỡ nhân với hệ số EI/l2 

  4.28571 -2.57143 

  -5.14286 4.28571 

  0.85714 -1.71428 

PL4.3.2.2. Phản lực tại các gối đỡ nhân với hệ số EI/l3  

  -6.85714 9.42857 -2.57143 

   9.42857 -13.71428 4.28571 

  -2.57143 4.28571 -1.71428 

PL4.3.3. Dầm ba nhịp 

PL4.3.3.1. Moment uốn tại các gối đỡ nhân với hệ số EI/l2 

  4.38462 -2.76923 0.69231 

  -5.53846 5.07692 -2.76923 

  1.38461 -2.76923 3.69231 

  -0.23077 0.46154 -1.61538 
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PL4.3.3.2. Phản lực tại các gối đỡ nhân với hệ số EI/l3  

  -7.15385 10.61539 -4.15384 0.69231 

  10.61539 -18.46153 10.61538 -2.76923 

  -4.15384 10.61538 -10.15384 3.69231 

  0.69231 -2.76923 3.69231 -1.61538 

PL4.3.4. Dầm bốn nhịp 

PL4.3.4.1. Moment uốn tại các gối đỡ nhân với hệ số EI/l2 

  4.39175 -2.78350 0.74227 -0.18557 

  -5.56701 5.13402 -2.96907 0.74227 

  1.48454 -2.96907 4.39175 -2.59794 

  -0.37113 0.74227 -2.59794 3.64948 

  0.06186 -0.12371 0.43299 -1.60825 

PL4.3.4.2. Phản lực tại các gối đỡ nhân với hệ số EI/l3  

 -7.17526 10.70103 -4.45361 1.11340 -0.18557 

 10.70103 -18.80411 11.81443 -4.45361 0.74227 

 -4.45361 11.81443 -14.35051 9.58763 -2.59794 

 1.11340 -4.45361  9.58763  -9.89690 3.64948 

 -0.18557 0.74227 -2.59794 3.64948 -1.60825 

PL4.3.5. Dầm năm nhịp 

PL4.3.5.1. Moment uốn tại các gối đỡ nhân với hệ số EI/l2 

 4.39227 -2.78453 0.74586 -0.19889 0.04972 

 -5.56906 5.13812 -2.98342 0.79558 -0.19889 

 1.49171 -2.98342 4.44199 -2.78453 0.69613 

 -0.39779 0.79558 -2.78453 4.34254 -2.58563 

 0.09945 -0.19889 0.69613 -2.58563 3.64641 
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 -0.01657 0.03315 -0.11602 0.43094 -1.60773 

PL4.3.5.2. Phản lực tại các gối đỡ nhân với hệ số EI/l3  

 -7.17680 10.70718 -4.47513 1.19337 -0.29843 0.04972 

 10.70718 -18.82872 11.90055 -4.77438 1.19337 -0.19889 

 -4.47513 11.90055 -14.65193 10.70718 -4.17679 0.69613 

 1.19337 -4.77438 10.70718 -14.69856 9.51381 -2.58563 

 -0.29843 1.19337 -4.17679  9.51381 -9.87845 3.64641 

 0.04972 -0.19889 0.69613 -2.58563 3.64641 -1.60773 
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PHỤ LỤC 5. Đặc trưng của các 
hình 

Hình Diện tích Tọa độ trọng tâm 
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PHỤ LỤC 6. Các giá trị của tích 
phân  

Bảng dưới đây cho các giá trị của tính phân �l uMdlM dùng để tính chuyển vị của 

kết cấu khung bằng công ảo (phương trình 4.61). Bảng này có thể dùng để tính 

các tích phân �l uNdlN , �l uVdlV , �l uTdlT   hoặc tính phân theo đường l của hai hàm 

bất kỹ thay đổi theo quy luật như biểu đồ ở dòng trên cùng và dòng đầu bên trái 
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PHỤ LỤC 7. Đặc điểm các phản lực 
liên kết thường gặp 

Liên kết Biểu diễn Đặc điểm phản 

lực 

Tựa 

(không 

ma sat) 

N1 

N 

NB 

A 

NA B 

 

Thẳng góc với 

mặt tựa, mặt tiếp 

xúc, hướng vào 

vật khảo sát - 

phản lực pháp 

Dây 

(mềm 

và 

không 

co dãn) 

T2 T 
T1 

 

Nằm theo dây, 

hướng ra ngoài 

vật khảo sát - sức 

căng 

Thanh 

(chỉ chịu 

kéo hay 

nén) 

B 

SB 

S 

SA 

A 

 

Nằm theo thanh 

(đường nối 2 đầu 

thanh) hướng vào 

(ra) thanh khi 

thanh chịu kéo 

(nén) - ứng lực  

Bản lề 

(trơn 

nhẵn) 
X 

Y R 

 

XO 

YO 

O 

 

Lực đặt tại bản lề 

chia ra hai thành 

phần - phản lực 

bản lề 
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Liên kết Biểu diễn Đặc điểm phản 

lực 

Ngàm 

 

a)

YA 

XA 
A 

MA 

 b)

YB 

XB 
B 

MB 

 c)
X 

Y 

MY

MX

MZ

Z 

 

Phẳng (a), (b): 2 

thành phần lực 

X,Y và 1 ngẫu lực 

mô men M 

Không gian (c): 3 

thành phần phản 

lực ngàm và 3 

ngẫu lực mô men  

ổ trụ 

ngắn 

a)

X 

b)

X 

c)

Y 

X 
d)

Y 

X  

Cản trở di chuyển 

thẳng góc với 

trục. Phẳng (a,b): 

như phản lực tựa. 

Không gian (c,d): 

2 phản lực 

Cối (ổ 

trụ ngắn 

có mặt 

chắn a)
X 

Y 

 b)
X 

Y 

 c)

Y 

Z 

X 
 d)

Y 

Z 

X  

Cản trở di chuyển 

thẳng góc và dọc 

trục. Phẳng (a,b): 

2 phản lực.  

Không gian (c,d): 

3  phản lực 

ổ trục 

dài M 

X 

    

M 

X 

    

MY 

Y 

X 

MX 

 

MY 

Y 

X 

MX 

 

Cản trở di chuyển 

thẳng góc và 

quay. Phẳng 

(a,b): 1 phản lực 

và 1 ngẫu phản 

lực.  

Không gian (c,d): 

2  phản lực và 2 

ngẫu phản lực 
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Liên kết Biểu diễn Đặc điểm phản 

lực 

Gối cố 

định 

a)

X 

Y 

 b)

Yo 

Xo O 

 c)
X 

Y 

Z 

 

Cản trở di chuyển 

thẳng theo 2 

phương. 

Phẳng (a,b): 2 

phản lực  

Không gian(c): 3  

phản lực  

Gối di 

động 

(có con 

lăn) 

N No 

O 

 

Cản trở di chuyển 

theo phương 

thẳng với mặt 

nền. 1 phản lực. 
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PHỤ LỤC 8. Bảng hệ số uốn dọc 
 (!) 

Độ mảnh ! Thép CT3 Gang Gỗ 

0 1,00 1,00 1,00 

10 0,99 0,97 0,99 

20 0,96 0,91 0,97 

30 0,94 0,81 0,93 

40 0,92 0,69 0,87 

50 0,89 0,54 0,80 

60 0,86 0,44 0,71 

70 0,81 0,34 0,60 

80 0,75 0,26 0,48 

90 0,69 0,20 0,38 

100 0,60 0,16 0,31 

110 0,52  0,25 

120 0,45  0,22 

130 0,40  0,18 

140 0,36  0,16 

150 0,32  0,14 

160 0,29  0,12 

170 0,26  0,11 

180 0,23  0,10 

190 0,21  0,09 

200 0,19  0,08 
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