PHAN 2. CAC PHUONG PHAP CO BAN
TiNH TOAN HE THANH

Muc dich cta phan hai la nghién ctu cac phwong phap phan tich két cau
dang khung, dan. Nhw d4 néi & phan nhap mén déi twong clia phan nay 1a cac két
céu hop thanh tir cac phan ti cé kich thuwdc da dai khi so sanh véi mat cat ngang.
D6 1a dam, dan phang, dan khéng gian, khung phang, khung ngang va khung
khéng gian nhw trén hinh 1 & phan nhap mén.
Lwu y khi phan tich hé thanh ta van chap nhan céc gia thiét
—  Chuyén vi va goc xoay cla két cau thay déi tuyén tinh ddi véi lwc tac dung
c6 nghia chung ty 1é v&i lwc tac dung

—  Bién dang nhé cé nghia cac chuyén vi khéng lam thay dbi hinh hoc cia két
céu do vay khéng thay dbi luc tac dung lén két céu

—  Tw hai gia thiét trén ta c6 nguyén ly cong tac dung: Dwéi tac ddng cla td hop
lwe ta co thé cong doén tng suét, bién dang va chuyén vi gay ra bdi tirng luc
riéng biét

—  Ung x{&r cta vat liéu 1a dan héi tuan thua dinh luat Hooke

Cac hé thanh ma ta sé khao sat chu yéu la cac hé siéu tinh. Phan tich hé siéu
tinh din dén gidi hé phuwong trinh tuyén tinh véi sé an phu thudc vao phwong
phap ma ta lwa chon. Khi tinh toan bang may tinh b4m tay ta cé thé sir dung cac
thuat toan 13p hay chinh dan dé lam gidm sé phép tinh. Trong khuén khé cla gido
trinh nay, cac phuong phap luc, phwong phap chuyén vi va phwong phap céng do
dwoc trinh bay 1an lwot trong chwong 11, 12 va 13

DPbi v&i hé 16n va phic tap ta st dung may tinh st dung cac chwong trinh
phan tich két ciu dwa trén phuwong phap phan t& hivu han. Vi vay phuong phap

phan t& hiru han cling dwoc gidi thiéu trong chwong 14.
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CHUONG 10

Hé siéu finh

10.1 Siéu tinh

Xét vat thé tw do chiu lwc trong khéng gian. Khai niém lwc bao gdm luc tap
trung va cap ngau lwc (hay md men).

Vat thé & trang thai can bang khi tdng cac luc tac dung thda man phwong

trinh can bang tinh hoc

> F, =0, Y F,=0, Y F,=0, >M_=0, >M,=0, >M,=0. (10.1)

Trong khéng gian truc giao ba chiéu ta c6 sau phwong trinh can bang. Khi ta

xét trong mét phang con lai ba phwong trinh

> F,=0, Y F,=0, > M,=0. (10.2)

Khi két cdu & trang thai can bang thi cac thanh phan tao thanh ciing & trang
thai can bang. Cé nghia tai méi phan t&, nat hay mét phan cta két ciu ciing &
trang thai can bang.

Phan tich két cAu la xac dinh phan luc tai cac gbi d& va ng suét do ndi luc
gay ra. Khi sb phwong trinh can bang da dé& xac dinh cac lwc can tim thi két cau
(hé) dwoc goi la tinh dinh. Khi s lyc can tim Ién hon sb phuong trinh can bang
tinh hoc thi két ciu (hé) duoc goi 1a siéu tinh, phan 16n céac két cdu trong thuc té
Ia hé siéu tinh.

Phan loai hé siéu tinh

Hé c6 thé 1a siéu tinh ngoai, siéu tinh ndi hodc cé hai.

—  Siéu tinh ngoai 1a khi s6 phan lwc can xac dinh I1&6n hon sb phwong trinh can
bang. Bac siéu tinh ngoai bang sé phan luc trir di sé phwong trinh can bang
(hinh 10.1).

—  Siéu tinh ndi la khi sé phwong trinh can bang van da dé xac dinh phan luc,
nhwng ndi luc khdng thé tim duwoc néu chi st dung phwong trinh can bang
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Giai phong noéi lwc bang cach cat thanh hay d&t khdp nbi ta cé thé dua hé vé

hé tinh dinh (Hinh 10.2). S ndi luc can giai phong bang bac siéu tinh noi.

I

R R R Mot bac sieu tinh RAP
2 UL T
Mot bac siéu tinh

3
‘ﬁ'lﬂ
Footodob

Mét bac siéu tinh Hé tinh dinh

iy

-

Hinh 10.1. Cac vi du vé bac siéu tinh noi

RN Ry
R3

R R
Rs Ral” Rs Rl

Hinh 10.2. Cac vi du vé bac siéu tinh ngoai

- Siéu tinh ca ngoai va noi. Xét vi du vé hé khung phang trén Hinh 11.3 hé cé
bdn phan lyc nhw vay ta c6 mdt bac siéu tinh ngoai. Nhwng dé xac dinh noi
lwe can giai phéng ndi lwc tai hai mét cét suy ra ta co sau bac siéu tinh ndi.
Tbng codng 7 bac siéu tinh

= = =y

Ry Ry

R2 R3 R4 R2 R3 R4

Hinh 10.3. Két c4u siéu tinh ca noi va ngoai
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Twong tw ta xét hé khung khong gian trén Hinh 11.4. Tai mdi ngam c6 sau
thanh phan phan luc nhw vay téng céng cé 24 phan lwc. Cé sau phuong trinh can
bang vay bac siéu tinh ngoai la 18. D& xac dinh néi lwc ta can gidi phéng mot mat
cét vay ta cé sau bac siéu tinh néi. Tdng cdng 24 bac siéu tinh.

Ta xét hé lwdi trén Hinh 11.5, do chi chiu luc vudng goc véi mat phang xz nén
céac thanh phan phan luc X, Z, M, tai gbi d& va cac ndi lwc X, Z, My tai cac phan t
sé triét tiéu. Nhw vay tdng cong ta c6 24 phan luc va ba phwong trinh can bang
suy ra hé c6 21 bac siéu tinh ngoai. D& tim ndi lyc ta can gidi phong ndi luc & mot
trong bdn thanh nhw vay ta cé ba bac siéu tinh noi. Hé cé tbng cdng 24 bac siéu
tinh. Trwéng hop cac thanh clia hé luwdi khéng chiu xodn c6 nghia la lién két cac
thanh la lién két khop cac mdé men xoén sé bj triét tiéu nén hé sé chi con 12 bac
siéu tinh.

X

o

7
Mx
%»—» b
M
i |
Hinh 10.4. Hé khung khéng gian Hinh 10.5. Hé lwéi ngang

Xac dinh béc siéu tinh
—  Xétdan phang cé r phan lwc, m phan t&r va j nat khép
+ Lwc can tim gdbm m ndi luc tai trng thanh, r phan lwc, tdng cdng c6 m+r
+ Tai méi nat c¢é hai phwong trinh can bang
> F, =0, > F =0
vay tbng la 2j phwong trinh
+ Vay sb bac siéu tinh sé 1a:

i=(m+r)-2j (10.3)



140 Hé siéu tinh

—  V&idan khéng gian ¢6 r phan lwc, m phan t& va j nat khép ta co
+ Tai méi nat cé ba phwong trinh can bang
> F =0, Y F,=0, Y F,=0,
+ Vay sb bac siéu tinh sé 13
i=(m+r)-3j (10.4)
Vi du tim bac siéu tinh cho cac két ciu trén Hinh 11.6
—  dan phang (a) r=4, m=18, j=10 vay i=2,
- dan khéng gian (b) m=3, r=9, j=4, vay i=0 dan tinh dinh,
—  dan (c) m=13, r=12, j=8 vay i=1.

R3

Raf R4
(a) m=18, r=4, j=10=i=2

(c) m=13, r=12, j=8=i=1

Hinh 10.6. Tinh bac siéu tinh cho hé dan
—  Xét khung phang cé m phan t&, r phan lwc va j nit lién két cirng
+ N@i lwc trong thanh (Hinh 10.7a) c6 thé tim dwoc néu ta biét ba trong sau

lwc d4u phan t&r vy méi thanh c6 ba néi luwc can tim, téng lwc can tim 13
3m+r

+ Tai méi nat cé ba phwong trinh can bang goém hai phwong trinh lwc va mét

phwong trinh mé men

> F. =0, YF =0, > M, =0,

+ Nhw vay sé bac siéu tinh:
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1=03m+r)-3j (10.5)
—  Khung khéng gian vé&i m phan t, j nat, r phan luc
+ Noi lwc trong thanh (Hinh 10.7¢c) c6 thé tim dwoc néu ta biét sau trong 12
lwc dau phan t&r vay mbi thanh c6 sau ndi lwc can tim, téng lwc can tim 13
em+r
+ Phuwong trinh: tai mdi nit c6 d ca sau phwong trinh can bang gém ba
phuwong trinh Iwc va ba phuwong trinh mé men (10.1)
+ S6 bac siéu tinh:
i=(6m+r)-6j (10.6)
Vi du khung phang (Hinh 10.7b) c6 bay thanh m=7, bén phan luc r=4, sau nut
j=6 vay co6 bac siéu tinh la i=(3x6+4)—-3x6="7. Con khung khéng gian (Hinh
10.7d) c6 tdm thanh m=8, cé bén nut bi ngam chét nén sé phan lyc r=24, c6 tbng

cbdng tam nut j=8, nhw vay bac siéu tinh i =(6x8+24)-6x8 =24

~ |
Fs Fe
FrYy qF4 Ry
‘ Fo F5‘ ]
R2 Rs R4
(a). Lwc dau phan tor (b) m=7, r=4, j=6=i=7
F1i Ero
Y, F
“ E JZ-
Fs Fi1
iy
‘Fs ez
/F 2—-—E5 Y X —DMX ,
1
/I;: My, iMz
(c) Lyc dau phan i (d) m=8, r=24, j=8=>i=24

Hinh 10.7 Tinh bac siéu tinh cho khung phéng va khung khéng gian
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10.2 Bac tw do

Cdc phwong phap chung giai bai toan siéu tinh

Muc dich cta phan tich két cAu 1a tim ngoai lwc (cac thanh phan phan lwc) va
ndi lwc thda man diéu kién can bang, diéu kién lién két. Bién dang do cac luc nay
gay ra ddm bao tinh twong thich, tinh lién tuc va cac diéu kién tai cac gbi d&.

Nhw d3 biét dé phan tich hé siéu tinh ngoai phwong trinh can bang ta can dua
thém cac lién hé hinh hoc gitra bién dang - goi la diéu kién hinh hoc (hay diéu kién
twong thich). Cac lién hé nay dadm bao tinh twong thich cla chuyén vi vé&i hinh
hoc cuia két ciu.

Cé hai cach tiép can dé phan tich két cau
—  Phuong phép lyc (hay phwong phap d mém): ta gidi phong moét sé lién két

dé két ciu thanh tinh dinh. S& xuét hién sy khéng twong thich vé chuyén vi.
Sw khéng twong thich sé& dwoc diéu chinh bang cach dat thém cac luc.

- Phwong phap chuyén vi (phwong phap dé cirng) ta thém céac rang budc han
ché chuyén vi, xac dinh cac phan luc tai rang budc do, sau dé cho cac phan
lwe d6 bang khéng dé xac dinh chuyén vi tai cac diém bi han ché.

Phwong phap lwc: ta chon 4n la cac lwc can d& dam bao tinh twong thich vé
hinh hoc, thwdng dan dén giai hé phuong trinh véi sb an bang sb luc can xac
dinh.

Phwong phap chuyén vi: ta chon an Ia chuyén vj tai cac nat, sb luc rang budc
thém vao bang sb chuyén vj tai nat. Nhw vay cac chuyén vi can tim chinh la sy
khong xac dinh dong hoc.dwoc goi la bac tw do
Xadc dinh bac tw do cua hé

Nhw vay chuyén vi tai cac nit 1a cac an trong phwong phap chuyén vi. Vi du
trén Hinh 10.8 tai ngam C khéng c6 chuyén vi, tai gbi d& A, B, khong cé chuyén vi

thdng nhung cé géc xoay. Vay sb chuyén vi chwa biét 1a hai gédm D4 va D..
A/%DJ\B C
& S —

Hinh 10.8. Vi du vé bac tw do
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Chuyén vi nut déc 1ap 1a cac chuyén vi thay dbi doc lap, khéng phu thudc vao
sy thay ddi cla cac chuyén vi khac. S6 cac chuyén vi nat déc lap 1a sé bac tw do
(bac khéng xac dinh dong hoc) cla hé.

Chu y phan biét gitra bac siéu tinh va bac ty do. Hé trén Hinh 10.6b béac siéu
tinh la khéng nhirng bac ty do 1a ba. Con hé trén hinh 10.6¢ bac siéu tinh la mdt,
bac ty do la 12.

D4, D
¥ DD4
D
Ds
b8

) w/ﬁ
P A/Dis?)/ )
L

Hinh 10.9. Vi du bac tw do clia mét sb két cau

Trén Hinh 10.9 1a cac vi du vé xac dinh bac tw do clia hé. Hé dan phéng (Hinh
10.9¢) ¢6 hai bac tw do la chuyén vi ngang va chuyén vi doc cta nut A. Hé khung
khéng gian (Hinh 10.9b) cé 24 bac tw do. Mbi nat tw do cla khung cé thé thuc
hién 3 chuyén vij thdng va 3 chuyén vi xoay téng sb sau bac tw do. Hé& c6 bbn nut
A, B, C va D nén hé c6 24 bac tyw do. Hé lwéi ngang (Hinh 10.9¢) c6 12 bac tw do,
mdi nut tw do cla lwdi thue hién mdt chuyén vi thdng ding va hai chuyén vi quay

tbng sb la 3 bac tw do. H& c6 bdn nut A, B, C va D nén hé cé 12 bac tw do

10.3 Bwong anh hwéng

Khi thiét ké ta quan tam dén noéi luc dwdi tac dong cla tai cb dinh va hoat tai.

Vi du tai cb dinh la tai trong ban than, con hoat téi cé thé 1a may moc dét trén san,
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tdi clia banh xe tac dong lén ciu. Khi phan tich hoat tai thwéng dwoc biéu dién
nhw tai phan b hay té hop cac tai tap trung

Khi thiét ké ta quan tam dén gia tri cwc dai ctia ndi lwc tai méat cét khac nhau.
Do vay hoat tai cé thé dwoc dat tai dung vi tri lam cho ndi lwc dat cwc dai. D& xac
dinh vi tri cla tai di dong gay ra ndi lwc cuwc dai ngwoi ta dung dwdng anh hwéng.

DAu tién ta xét anh hudng cla tai di dong l1én dam don gian
10.3.1. Anh hwéng cua lwc tap trung

Xét &nh hwdng clia mét lyc tap trung chuyén ddng doc trén dam don gidn
nhw trén Hinh 10.13a. Tai mat cat n bat ky trén dam biéu do lwc cat va moment

nhw Hinh 10.13b va c. Céng thirc tinh lwc cat va moment cwe dai cé dang

1% =Pl’Tx;v =—P%;M _ px(x) (10.7)

n max+ nmax-— nmax+ l

Puong bao cla lwc cat cwc dai biéu dién trén Hinh 10.13d la cac duong
thdng, dwong bao clia moment cwc dai biéu dién trén Hinh 10.13e 1a dwéong
parabol bac hai. Chung dwoc goi 1a biéu dé lwc cat cwc dai va biéu dd moment
cuc dai, ching biéu di&n ndi lwc cwc dai ma mat cat phai chiu khi thiét ké.

1P

P-x)/1 (@)
IPx/l
(b)
Px(l—x)/I S
©) Pl/4  (e)
Hinh 10.13

10.3.2 Anh hwéng cua lwec phan bé déu
Dam chiju lwc phan bé déu dat trén toan boé hodc mot phan cua do dai.
Moment cuc dai xuat hién khi lwc phan bd trén toan b doé dai ctia dam. Con luc

cat dwong (8m) dat cwc dai khi lwc phan bd ndm trén toan bd phan bén phai (bén
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trai) cha mat cat. Céng thire tinh lwc cat va moment cuc dai tai mat cat bat ky co

dang

(Ix) . X _ g Xx) (10.8)

V, = ’ - ’ nmax+
q 7] nmax— q 71 5

nmax+

Biéu dd lwc cat cwe dai va moment cwc dai biéu dién trén Hinh 10.14, ching
déu la cac parabol bac hai
ql/2

[~
— 7

ql*/8

ql/2
Hinh 10.14
10.3.3 Anh hwéng cua hai lwe tap trung

Hai lwc tap trung P1>P,, khodng cach gitra hai luc s chuyén déng doc treo dd

dai ctia dam. Céng thirc tinh lwc cat va moment cwc dai tai mat cat bat ky cé

dang
Mmm:x(ll'x)(mgl;x—‘sj khi 0<x<I-s (10.9)
Mnmax+—x(ll_x)(P2+Rl_x_sJ khi s<x<l (10.10)
—-X
l-x l-x-s .
i =BT 4P ki 0<xsl-s (10.11)
Vnmm:za%—g% khi s<x<lI (10.12)

Biéu do lwc cat cwe dai va moment cuwe dai biéu dién trén Hinh 10.15,
Khi trén dam chi cé luc P1 hodc P, thi

M =Pl@ khi (1-s)<x<I (10.13)

nmax+

vV :Pl_—x; khi (I-s)<x <l (10.14)

nmax+ 1 l
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nmax_——g%; khis<x<l (10.15)
ptr (10.11) tr (10.12)

A v v B :

& 2 :

ptr (10.9) ptr (10.10)

qlic I 3,tr(10\.§1/5) otr (10.12)
ql;c 3
8
, s<IP,/(P+P) L,=IP /(P+P,)
AC

Hinh 10.15
10.3.4 Anh hwéng cta nhiéu luc tap trung

Xét tai mat c&t n (Hinh 10.16a), moment sé& dai cuc dai khi mét trong cac luc

tap trung di dong dat vao mat cét doé.

l lﬁl Fgﬂ) P, P, Py, ...P
L ] [ v bl by
f;lpu’c & & g 2
(b)
Prar rrrn
o " (c) = 2 (d) i 2

Hinh 10.16

Ta thir tinh cho tirng Iwc sé tim ra Iwc nao gay ra moment cyc dai Mpimax. CON
lwec cat dwong sé dat cwc dai khi tAt ca cac lwc ndm & bén phai cta n (10.16¢).
Twong tw lwc cat am sé& dat cwc dai khi tt cd cac lwc ndm & bén trai cia n
(10.16d).

Ta xét vi tri ma & d6 moment dat cuc dai tuyét dbi trong biéu d& moment cuc

dai. Thwong vi tri d6 & gan vi tri clia hop lwe. Ta gid thiét moment cwc dai tuyét
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dbéi dat dwoc do lwc P3. Ta can xac dinh vi tri x sao cho moment uén M, dat cuc
dai

M, =R, x—P(s,+s,)-P,s, (10.16)
RA=I_’;_CZP (10.17)
Gié tri cyc dai dat duoc khi aé”n nén
X
dM, >.P [ ¢
n_&i” ([_2x—¢c)=0 == 10.18
dc 1 (-2x-c)=0=x 2 2 (10.18)

10.3.5 Pwong énh hwéng déi véi dam don gién va dan

Trong cac muc 10.3.1-10.3.4 ta da xét anh hudng cla tai di dong dbi véi dam
don gian. Trong phan nay xem xét dwdng anh hwdng cla lwc cit, moment ubn
trén dam va céac lwc doc truc trong hé dan gbi twa don gidn. Pwdng dnh hwdng
duwoc xay dung dé biéu dién gia tri cia mot phan (ng nao do tai mét mat ct nhat
dinh khi lyc don vi di ddng trén dam. Hinh 10.17a biéu dién cac duéng anh hwéng
cla lwc cét V,, moment M,, phan lwc gbi twa Ra va Ry, tai méat cét n ctia dam don
gian.

Tung d6 n tai mat cat x bat ky bang gia tri ctia V, va M, khi lwc don vi dat
dung & toa dd x nay. Tung dd dwong vé xudng dudi. Ta c6 thé xay dung dudng
anh hwéng cho dam don gidn tir bai toan tinh hoc don gian sau. Khi lyc don vi
dat & toa d6 x thi phan lwc

e
Vay tung dd cua cac duwdng anh hwéng clia Rava Rg la

Mg, = l__x Mg, = -

4 l |

Luc cat tai n bang v&i Rakhi lwc don vi nam & vi tri bat ky trong doan bén phai
t n dén B. Twong tw V,=-Rg khi lwc don vi nam trong doan bén trai tv A dén n.

DPbi véi moment khi lwc don vi ndm trong doan bén phai tv B dén n thi

M,=Rab, twong tw khi lwc don vi ndm trong doan bén trai tv A dén n thi M,=Rsgc.
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] Tai don Tai don
yi di @on vi di d@on
e s A M i
— !
. & &b
1.0 1 R
%l///ll/z’ i N3’
A — |
N
| 1 +n 4 N’ : 8
| — ; 1
1ot——""¢l Ri R
BPuwdong anh huwéng V, A Cc D B
A n B 1 +
I” 3b/4h
be) | Duc‘fng anh huéng N,
BPuwong anh hwéng M, 1/4sin®
A B - D
J N n A C .
1. 1/2sin0®
Buong anh huang Ra Dub’né éil:hu’(’)’ng N
A B 2
h
I+ b/
1.
s R 0 A Cc D B
Buong anh huong Re Buwdng anh huwédng N;
a. b.
Hinh 10.17

DPéi véi dan ta xay dwng duwdng anh hwéng cho néi lwc cia ting thanh. Ta
cling dwng cac dwong anh huédng cla lyc doc truc tir dwdng anh hwéng clia phan
lwe tai gbi d&. Khi lwec ndm trong doan B va D ta ¢
b N R, 2b

N=R,—- = N=-R,==
P > sin® } 4 h

Con khi lwc nam trong khoéng tr C va A

3b R 2b
— N=-—4 N=-R, ==
4 h > sin0 } 4 h

N=R

Puéng anh hwéng clia ba lwe doc truc biéu dién trén Hinh 10.17 b
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Vi du

Tim moment I&n nhét va lyc cét Ién nhét tai mat cét x=0.4I cho trwérng hop ba
tai di dong nhw trén Hinh 10.18a

Ta dung phép tht tinh cho lan lwot lwc Py, P, va Ps dat vao n ta dwoc

M,, = WI(0,24x 0,2 +0,16x 0,8 + 0,08 x 0,8) = 0,24WI
M,, = WI(0,12x 0,2+ 0,24 x 0,8 + 0,16 x 0,8) = 0,344W1
M,, =WI(0x 0,2 +0,12x0,8+0,24x 0,8) = 0,288W1
M,, = WI(0,24x 0,8 +0,16x 0,8 + 0,08 x 0,2) = 0,336 W1
M, = WI(0,16x 0,8 + 0,24 x 0,8) = 0,32W1

Nhw vay trwéng hop thé hai khi lwc P, d&t vao diém n moment dat cuwc dai.
Lwc cat dat cwc dai tai cac trwong hop dat tai nhw trén Hinh 11.18d

V. ... =W(0.6x0.8+0.4x0.8+0.2x0.2) = 0.84W

V. =W(0x0.2-0.2x0.8—0.4x0.2) = —0.48W

P= P= P= 1,0
0,2W 0,8W 0,8W b/l /,//’/ i
Voo - { s=0,21 - |
esle% A —] |
DEESEN S o NG
> n |
04— 8
L0~
a. b.
Buwdng anh hwéng V,
A n B
P3 Pz 1:)1
n b
P p, P
bef by
pudng &nh hudngM, 1t
d.

C.

Hinh 10.18
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Két luan chwong 10

Phan I&n cac két cau trong thuc té 14 siéu tinh, can phai xac dinh bac siéu tinh
cla két cAu khi ta st dung phwong phap dd mém. Bac siéu tinh phan ra lam cac
loai sau: siéu tinh néi, siéu tinh ngoai va hén hop. Nhirng két cdu don gian ta cé
thé xac dinh bac siéu tinh dwa vao hinh vé. D6i véi két cau phire tap ta co cong
thire (10.4), (10.6), (10.7) va (10.8) dé xac dinh bac siéu tinh cla hé dan phang,
dan khéng gian (khép néi tai nat), khung phéng va khung khéng gian (ndi cirng &
nuat).

Cé hai phwong phap phan tich két ciu. Phwong phap thir nhéat 1a phwong
phap luc hay con goi 1a phwong phap d& mém. Phuwong phap nay gidi phéng cac
lién két dé két ciu tré thanh tinh dinh, sau d6 tinh tdng chuyén vi va sy sai léch vé
chuyén vi sé dwoc hiéu chinh béng cach dat cac lyc dw vao dung hwéng cua cac
lién két da gidi phong. Nhw vay ta c6 dwoc cac phuwong trinh twong thich, &1 gidi
cla chung 1a céac lwc can tim.

Trong phuwong phap chuyén vi (phwong phap dé cirng) ta dwa vao cac rang
budc tai cac nut. Sau doé tinh nhirng Iwc rang buéc han ché cac chuyén vi nay.
Tiép theo cho phép chuyén vi tai cac hwédng co lwc rang bubc sao cho Iwc rang
budc triét tiéu. Nhuw vay ta c6 mdt hé cac phwong trinh can béng, |oi gidi cla hé la
cac chuyén vi can tim. Noi luc trong két clu ciing dwoc xac dinh bang phép to
hop cac tac dong cua cac chuyén vi vira tinh dwoc va cla cac chuyén vi do lwc
ngoai lwc trén két ciu da bi han ché dich chuyén.

Sb cac rang budc trong phwong phap d6 cirng bang véi sb chuyén vi nat doc
lap cta két cAu. Sb chuyén vi nut déc lap nay duoc goi la bac khdng xac dinh
dong hoc hay don gian hon 1a bac tw do cla két cu. Ta can phan biét bac siéu
tinh va bac tw do. Chuyén vi & day phai hiéu la ca chuyén vi thang va ca géc xoay.

Trong ca hai phwong phap phan tich két cdu ta déu st dung nguyén ly céng
tac dung cho phép coéng chuyén vi (dap tng) do tirng tai trong (chuyén vi) riéng
biét. Nguyén ly nay chi ap dung khi vat liéu 1a dan héi (tuan tha dinh luat Hooke).
Ngoai ra, chuyén vi phai nhé so véi kich thuwdc cha két cAu dé khdng lam méo mo

hinh hoc ban dau cla két cau.
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Bai tap chwong 10

10.1. V&i céc két cau dwéi day

—  Xac dinh bac siéu tinh va dwa ra cac giai phong lién két thich hop dé két ciu
tr& thanh tinh dinh

- Xac dinh bac tw do va chi ra cac chuyén vi

| v
5 z 2 | v
£ o
10.2.Vé biéu dd lwc cat va biéu dd moment cho cac dam va khung dwdi day.
P
ql 0.5¢gl p C Yoo
A il lD |
04l B 0.6l ol l

10.3. Xac dinh moment udn cuc dai va vi tri cia né trén dam don gian cé khau do
[ khi chiu céac trwdng hop tai trong di dong sau

a) Hai lyc P1=P,=W, khoang cach gira hai lyc la s=0.2|

b) Hai lyc P1=P,=W, khodng cach gilra hai lyc la s=0.55I

c) Ba lyc P1=P,=W, P3=0.5W khodng cach gilra cac lyc la s=0.2I

d) Ba lyc P1=0.2W, P,=P3=0.8W khodng cach gilra cac luc la s=0.2I



CHUONG 11
Phwong phap lwc

11.1 M6 ta phwong phap

1.

DAu tién xac dinh bac siéu tinh. Pwa hé siéu tinh vé hé tinh dinh bang cach
giai phéng mét sé lién két, cé nghia bd di moét sé phan lyc hay néi luc (phai
dam bao két cu 6n dinh). Sé lién két can gidi phéng bang sé bac siéu tinh.
N6i chung nhirng lwc can gidi phong (dwoc goi la lwc dw) can Iwa chon sao
cho hé két ciu da gidi phong thanh tinh dinh dé phan tich nhat. Cha y viéc
Ira chon nay khéng duy nhét.
Khi gidi phéng cac lién két sé dan dén sy khéng twong thich vé chuyén vi.
Do vay buwéc thir hai phai xac dinh nhirtng sai l1éch vé& chuyén vi & hé tinh
dinh (da giai phéng lién két). Ta tinh sai Iéch vé chuyén vi chinh & toa do (rng
v&i lwe dw da chon. Nhirng sai léch nay cé thé do ngoai luc, do lun cta gdi
d& hay do bién dang nhiét.
Budc ther 3 ta cho hé tinh dinh (da giai phong lién két) chiu lwc duw don vi,
sau d6 xac dinh chuyén vi. Nhitng chuyén vi nay cé cung vi tri va huéng nhw
chuyén vi xac dinh & buéc 2.
Ta thdy céc lwc du & nhitng toa dd da chon phai cé gia tri sao cho nhivng sai
léch vé chuyén vi bj triét tiéu. Nhw vay, ta c6 cac phwong trinh tdng hop céac
chuyén vj do tirng luc dw riéng biét (xac dinh & buwdc thér 3) cdng véi chuyén
vi twong tng cla hé tinh dinh (xac dinh & buédc th 2).
T day ta tim lwc trén két cAu siéu tinh ban dau: chang la téng cac luc dw va
lwc trén hé tinh dinh (da giai phong lién két).

Quy trinh nay duorc trinh bay qua vi du dwéi day

Vi du 11.1. Xét vi du trén Hinh 11.1a ddm ABC ngam cirng & dau C twa trén hai

g6i di dong tai A va B chiu tai phan bb déu q trén toan dam. B6 cirng udn ctia dam

la hdng sb va bang El.

152
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Hé nay c6 hai bac siéu tinh nhw vay can gidi phéng hai lwc dw. Cé mét sb lwa
chon: bd lwc phan lwc thang dirng & A va B (Hinh 11.2a); hodc bd mé men & C va
thém khép ndi & B (Hinh 11.2b). Dwéi day ta chon phwong an giai phong phan
lwec thdng ding & B va md men udn tai C dwa hé vé dam don gidn nhu trén Hinh
11.1.b. Ta goi vi tri va hwéng cta luc dw va chuyén vi la hé toa do.

Hwéng cla luc dw Fy , F2 ... c6 thé tuy chon. Sau dé hwdng cla chuyén vi

phéi twong &ng vai luc dw. Dé thuan tién ta dung ky hiéu chi sé dwéi 1, 2, ...n.

Al uuuuamu'}_ M D
% ‘ | | @ F11D1 @}

‘ |

1/2 21 1/2
HHHHM dé/_ﬁ\\té
D, ”

fal 1

fiz foo

o .~ 1 ?\ HHHJHHHHQ}

% g?y Tid
1/21 1/2l 7

Hinh 11.1. Vi du mé ta phwong phap lwc

Trong vi du nay lwc dw va chuyén vi la F1, Mz va D4, D (Hinh 11.1b).

Trén so d6 hé tinh dinh nay ta xac dinh chuyén vi D1 va D, dwdi tac ddng cua
lwc phan bb déu (Hinh 11.1.c). Chung chinh 1a sai l&ch vé& chuyén vi, vi trén thuc
té& (Hinh 11.1a) cac chuyén vi nay phai bang khéng. S dung phu luc 1 ta tinh
dworc gia tri cla chuyén vi Dy va D,.

Sau dé tim chuyén vij gay ra do tac déng ctia cac lwc dw don vi (nhw trén Hinh

11.1.d va 8.1.e). Cling st dung phu luc 1 taco

szf_Lf_Lf_Z_l (11.2)
"U6EI " 4EI “* 4EI 7* 3EI '

Tbng quat S 1a chuyén vi tai toa d6 thi i do luc don vi tai toa d6 the j gay ra.
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Diéu kién hinh hoc trong bai toan nay chinh la diéu kién chuyén vi thdng dirng
tai diém B (D+) va chuyén vj xoay tai diém C (D,) bi triét tiéu.

Chuyén vij tdng cong tai cac toa d6 da chon la tb hop cac tdc déng clia ngoai
lwe va cac luc dw trén hé tinh dinh da dwoc giadi phong. Nhw vay diéu kién hinh
hoc dwoc viét

Dl"'qul"'flez ZO}

(11.3)
D2+f21F1+f22F2 =0

Thé cac biéu thirc (11.1) cia Dy, Dy, va (11.2) cla fi4, 21, f12, f22 vao (11.3) ta
c6 thé tim dwoc lwe dw Fqva Fa.

11.2 Ma tran dé mém

Phwong trinh (11.3) c6 thé viét duwéi dang ma tran

[f)iF}={-D} (11.4)
oo ol-{1} U7 | -y

Véc to {D} phu thudc vao ngoai lwc. Ma tran f la cac chuyén vi do lwc dw don
vi gay ra, do vay ma tran f chi phu thudc vao dac trung két ciu va dwoc goi la ma
tran dd mém, cac phan tir clia ma tran nay goi la hé sé anh hudng mém.

Céc thanh phan cua vecto luc du {F} xac dinh tlr phwong trinh sau
{Fi=[f1"'{-D} (11.5)
Trong vi du & Hinh 11.1

rr

gl |-sl 6EI 4EI . 12EI[ 8 -3l
D:= = e
D} 24EI{—8} /] o2 7] 70 [ =31 28

4EI 3EI

Giai phwong trinh (11.5) ta dwgc cac lwe dw

AR )
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Két qua ta dwoc hé luc tac dong lén hé tinh dinh nhw trén hinh (11.1.f). Sau
doé bang phuwong phap théng thwdng ta cé thé tim dwoc ndi luc va phan luc trong
thanh.

Chu y ma tran dé mém phu thudc vao hé lyc dw ta chon. Cilng v&i Vidu 11.1

nay ta chon hé lyc dw khac
1
A B C@ A N/ %
|
|

i ”1 % ) B% l C%

| |
a. b.

Hinh 11.2. Hé lwc dw khac nhau cho cung mét két ciu siéu tinh

V&i trinh tw nhw da trinh bay cho hai hé toa d6 nay ta cé véc to chuyén vi va

ma tran d6 mém va lwc dw nhw sau

@ (-2 {48};[f] £ {16 S}[fr:“f{z ‘S}FJ—’{“}.

T 4EI |17 TGEI| 5 2 T |=5 16 28132

_ql 2|, L4 1| _6EIl2 -1 __q_p3
(b) {D}_24EI{1}’[f]_6EIL 2}’[f] 7l {—1 4}’F_ zg{z}’

Dap &ng cua két ciu (phan lwc va ndi luc) xac dinh bang t6 hop anh huéng

cla ngoai lyc va lyc dw

A=A, +(A,F+A,F,+A +A,F,) (11.6)

uil ui2 uin™ n
trong 6 Ai— dap tng bat ky (c6 thé Ia phan luc tai gbi d&, lwc cat, luc doc truc,
mé men xoan va md men ubn) tai mat cat ndo dé cha két cau
thwc.
As - cling la dap &ng trén nhuwng tinh cho két ciu da giai phong lién két
dw¢i tac dong cua ngoai lyc.
Auit, Auiz,-.-,Auin, - dap rng trong trng do lwc don vi tac ddng tai cac toa
dd 1,2, ...,n v&i két cdu da gidi phong lién két.
Fi, F2, ..., Fn — céc luc duw tac déng vao két cdu da giai phong.

Dw&i dang ma tran
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{A}WXI = {As }mxl + [Au ]mxn {F}nxl (1 1 7)
A1 Asl 14u11 Au12 Auln
trong do {A}= 4, ,{As}: 4o [Au]z Apr A Ay
A A
An AS" Auml Aum 2 Aumn

Chu y don vi ctia cac thanh phan cGa ma tran dé mém khéng nhét thiét déng
nhat vi chiing cé thé dai dién cho chuyén vi thdng c6 thé Ia goc xoay.
Ta tinh phan luc tai gbi d& cho Vi du 11.1. T Hinh 11.1 ¢,d va e ta cé dwoc

cac vecto As va ma tran A, nhw sau

R l
RAS :RCS = ql = {Rs}z {RAS} = {Zl}
bs

:>[R ]= RAul RAu2 z_l 1 1/l .
““ |R,, Ry, 201 -1/1|

Bul

S dung (11.7) ta tinh dwoc

R ql] qi[1 1/17016] q1 11
(Rl=) =R b [R Jry= -2 -z
R, ql| 281 -1/1||1 | 2813
28 28
11.3 Giai bai toan véi cac trwong hop dat tai khac nhau
Khi co6 p trwdng hop tai khac nhau tac dong Ién két ciu ta co thé st dung
phuong trinh (11.3) dé tim lwc dw ma khéng can tinh lai ma tran dd mém, ta td

hop thanh phwong trinh ma trén

[Fl.., =[f]..[a-D],,, (11.8)

Mai cot cla [F] va [D] tng véi méi trwdng hop tai. Dap rng cla hé (phan lwc
va ndi lwc) cé thé tim tv phwong trinh ma tran twong dwong véi phuong trinh
(11.7)
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AL, =[A)., + Al F L., (11.9)
11.3.1 Anh hwéng cia chuyén vi tai nat: anh hwéng ctia méi trieong

Phwong phap lwc cé thé dung dé gidi cac két ciu chiu nhitng anh huéng khac
ngoai lwc tac déng. Vi du nhw sy di chuyén cua gbi d& (do gdi d& bi lun, hay do
suw thay déi nhiét khéng déu cta gbi d&) gay ra noi luc.

Néu két ciu bi han ché chuyén vi ciing gay ra néi luc. Vi du nhw khi nhiét do
thay déi trong dam khéng dong déu.

Co ngét clia bé téng ciing gay ra ndi lwc trong két cAu nhw hiéu ng thay déi
nhiét. Hiéu (rng cla bé téng dw ng Iwc cling gay ra ndi lwc.
11.3.2 Anh hwéng cia chuyén vi tai toa do

Khi gbi d& chuyén vi theo nhirng toa do lwc dw ma ta da chon thi hé phwong
trinh (11.3) sé thay dbi. Diéu kién hinh hoc cé dang

D1+f“Fl+f”E:AI} (11.10)

D, + f, F + f,,F, =A,

Pé tim lwc dw ta cé phuwong trinh & dang ma tran

A

1

(F)=[f]"{a-D}, voi {a}= iz (11.11)

A

n

Khi d6 phwong trinh (11.8) sé thanh

.., =[fl.ala-D],, (11.12)

11.4 Nam bwéc giai cua phwong phap lwc

Budc 1. Chon lién két cAn gidi phéng va xac dinh hé toa d. Pong thoi xac dinh
[Almxn clia cac dap trng can tim va quy wéc dau néu can.

Buwdc 2. Xac dinh [Dlnsp [Alnxpe Va [As]mxp do ngoai lwc tac dong Ién hé tinh dinh (hé
két cAu da giai phong lién két).

Bwéc 3. Thiét lap ma tran [fln.. va [Aulmxp do cac lwe dw don vi tadc déng 1én hé tinh
dinh.
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Budc 4. Tim lwe dw [Fla.p t phwong trinh hinh hoc.

[f1ualFL., =[A-D],,,
Budc 5. Tim cac dap ing tir td hop.

(AL =[A ] + (AL [F
O day c6 cac ky hiéu:

n,p,m - s6 lwc dw, s trwdng hop tai, sé dap wng (phan lwc hay noi luc)

[A] — dap (rng can x&c dinh - 1&i giai cha bai toan

[As] — dap (rng do ngoai lwc tac dong 1én két cAu da gidi phong lién két

[AJ] — dap &ng do lwc dw don vi tac déng riéng biét tai cac toa do 1&én két cau
da giai phong lién két

[D] - chuyén vi do lwc tac déng gay ra tai cac toa dd. Chuyén vi nay can duoc
triét tiéu bang cac luc dw

[A] - chuyén vi cho truéc

[f] — ma trAn d& mém

Sau buéc thir 3 cac ma tran can thiét dé giai bai toan da dwoc xac dinh. Hai
bwéc con lai don thuan 1a cac phép tinh dai sé.
Vi du 11.2. Xét vi du & Hinh 11.1 cho 2 trwéng hop gbi d& di chuyén Hinh 11.3:
(a) Diém A 1un xubng mét doan la 1/100; (b) Biém B ltn xudng mét doan 1a 1/100 va
diém C xoay theo chiéu kim déng hé mét géc =0,004 rad.
Loi gidi: Trwdng hop (a) véi hé toa dd nhw Hinh 11.1b sy 1tn ctia gbi A khéng (ng

V@i toa dd lwc dw nén A=0, sai léch vé chuyén vi (Hinh 11.3a) xac dinh dé dang:

oo -f)

Trwdng hop (b) chuyén vi cho trwdc nay khéng gay ra sai léch D=0, céac

chuyén vi cho trwéc nay trung véi toa dé lwe dw nén

0,01 0 0,0051 —0,011
{A}:{o 004 } {D}:{o}:> [A_D]:{o 005 0004}
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D,=-0,005 4D>=-0,005

ool Ais EI 9% EI
TE sl

0,004

)875
195
,138(E1j 1750 [2

875\ I?

Hinh 11.3. Vi du tinh toan v&i chuyén vi cho truéc
Thé vao phwong trinh (11.12) ta c6
[F]— 12EI| 8 -31]0,005 —0,01
71° | =31 21 | 0,005 0,004

_12EI[ 0,025 0,092
71 | -0,0051% 0,038]>

Pé tinh phan lyc tai gbi d& ta st dung ma tran R, da tinh & vi du 1 vi ta van
gilr nguyén hé toa dd da chon. Con ma tran Rs=0, nén ta cé
[R]= |:RAa RAb:|
RCa RCb

1
11261|! 7 {0,025 —0,092}
1

2 78 || _1{~0,005] 0,038

12EI| 0,01 -0,027
71> 10,015 0,065
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Ry =_iE_2[; A(b) ZﬂE_zI; Cla) =_iE_2]; c(b) ZﬁE_zI
175 1 1750 1 350 1 1750 1
Vi du 11.3. Phan tich dam lién tuc d6 cirng khéng ddi El (Hinh 11.4) véi céac
trwdng hop tai: a. Tai phan bb déu q (a); b. Géi A lan mét don vi (d). ¢. Gbi B lun
mot don vi (e).

DPé duwa két ciu thanh tinh dinh ta c6 thé gidi phéng lién két bang cach duwa
vao cac khép & cac gbi d& & gitra. Bang cach nay ta gidi phdng hai md men bang
nhau vé d6 I&én nhwng ngwoc hwdng tac dong tai hai phia ciia gbi d& dwa két cau
vé mot loat cac dam don gidn. Nhitng mé men ubn d6 dwoc goi la md men lién
két.

Sw sai léch vé chuyén vi la cac goc xoay tai cac diém ndi clia cac dam lién ké
-géc gitra cac duwdng tiép tuyén ctia hai dam lién ké (Hinh 11.4.b).

Budc 1. Thuwe hién trén Hinh 11.4b. Phan luc gbi d& cé: Ra, Rs, R, Rp, Re.

Budc 2. S& dung phwong trinh 11.12 tim sai léch chuyén vj cho ca 3 trudng hop

—  Trwong hop (a) téi phan bb (Hinh 11.4¢) st dung Phu luc 1 ta tinh dwoc

0
& . l l
=911 fa}=1op va {R&,}T:{% g q dl %}
1 0

—  Trwong hop gbi A lun xudng mét don vi (Hinh 11.4¢) va trwdng hop gdi B lun
xudng 1 don vi (Hinh 11.4d) déu khéng (rng v&i toa dd cla lwec dw da chon

nén vécto A bang khéng, ta tinh dwoc chuyén vi sai léch nhw sau

b.{D}=-11
0
ca hai trwong hop b, ¢ vecto phan lyc {Rsp}=0 va {Rs}=0

Vay ma trén [A-D] va ma tran [As] c6 dang
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g’ 1 2 [ql/2 0 0]
12EI 1 1 gl 00
[A—D]:—q—P o 1 l[al=] ¢ 00
12ET l )
ql’ gl 00
0 0
| 12EI | 1q1/2 0 0]

q
Y v v VYoV oYy Vv vovovovoyvoVovoVovVyvoyovoyoy
: ¢ b 2,

- / | = / | / | / B
) 7 ~ -

f13=0

Hinh 11.4. Giai phéng lién két cho hé dam lién tuc bang cac khép
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Budc 3. Thiét 1ap ma tran [f] va ma tran [AJ]. Dat tirng cép lwe dw 1a cdp md men
cd dd Ién bang 1 va nguwoc huwéng vao cac diém B, C, D twong &ng, st dung Phu

luc 1 ta tinh cac thanh phan ctia ma tran d mém (Hinh 11.4 f,g,h)

4 1 0 - 15 -4 1

—_ _1:__ _
[f]_6EI1 4 1| =[f] sl 416 —4
0 1 4 1 —4 15

Ciing trén hinh (11.4f,g,h) ta thiét 1ap ma tran [AJ]

[ 1/1 0 0
—2/1 1/l 0
[A]=] /1 -2/1 11
0o 1/1 -2/1
0 0o 1/l

Budc 4. T phwong trinh (11.12) ta tinh dwoc cac mé men ubn tai cac gbi B, C,

D. Méi cot trong ma tran F (ng tirng trwdng hop tai da néu trong vi du

(g 1 2] [ 3ql* 45EI SIEI |
15 —4 1 12EI L I 28 28 148

(Fl=-3EL 416 4| 9L o 1 || 9L 3EL I8EL}
281 12E1 1 14 71 71
D-415) g | | 3a® 3B 9HI

12EI | 28 281 1417 |

Budc 5. Tinh phan luc tai cac gbi Ra, Rs, R, Rp, Re st* dung phuong trinh (11.9)

fgl/200] [1/1 o o ]| 3qI* 45EI SIEI |
gl 00| |-2/1 1/l 0 28 281* 141*

I? 3EI 18EI
Al=| gl oo0l+| 1/1 =271 1/1 || -9 _onl
[Al=] gt 00f+| /L —2/1 L || T S -

gl 00 0 1/l =2/l}| 3q1> 3EI  9EI
lgl/200] [ 0 0 1/l || 28 28> 14P

(11, _45EI  SIEI ]
281 T8 1ap

Ry Ry Ryl |32, 102BI _138EI
R, R, Ry | |28° 28 141°
R _| 26, _72BI 132EI

Q
A
i8]
A
3

281 TP 14l
32 . I8ET _S4EI

sl 1281 28 T 1ap
1, _3El  9EI

284 Tosr 141

N~ x
S
N XX
S
N XX
g

=
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Phan lwc, biéu db lwc cat va md men cho trén Hinh 11.5.

q
PPl Il 1]
A% 3,% C
1 3
! ' "

°- ‘1 ‘1 ‘1 o,

LY v vV VVivvyyyVy

N\
N U

wagg:

—

s

53
o
~

C. v
1,02 1,02
2,16 2,16 28

& & i
72 18 3 28r

3 EI
) ! 281°

EI
281°
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Hinh 11.5. Biéu dd néi luc cho dam lién tuc vi du 11.2
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11.5 Phwong trinh ba mé men

Trong thuc té thiét ké ta thwdng gdp bai toan phan tich dam lién tuc chiu lwc
cét véi cac gbi d& bi lun. Pon gidn héa phwong phap lwe ap dung cho trwdng hop
cu thé nay dan dén phwong trinh ba méd men.

Trén Hinh 11.6 ta xét 2 nhip dam lién k& cGa dam lién tuc. Ta xét nhip dam
bén trai va bén phai cta gbi d& thw i véi do dai Iy va Ipn, d6 cieng Ely va Ely,. Céac

g6i d& 1a i-1, i, i+1 d6 1un cla chang ky hiéu la 8.1, &, &i+1.

g 1 li P i+ 1%
a.% e % @g@

| Iph |

Fi.1=Mi.1 Fi:Mi Fi+1=|\/|i+1

N
1 5 Ois g @ Z‘—?

v/ V2
C. Vi d.

Hinh 11.6. Thiét Iap phuong trinh cho gbi i
Ta dwa vé hé tinh dinh bang cach dwa cac khép tai gbi d& sao cho méi nhip
dam lam viéc nhw mdt dam don gian (Vi du 11.3). Qui wéc dau nhw trong Vi du
11.3.
Sw sai léch vé chuyén vj la géc xoay twong dbi clia cac nhip dam lién k&, nhw
trén Hinh 11.6b va c.

o Y— (11.13)

Cac lwc duw {F} chinh 1a cac mé men lién két {M}, gia tri ciia ching phai dam
b&o lam sao cho géc xoay bij triét tiéu. Ta c6 phwong trinh thda man diéu kién lién
tuc tai diém i.

D+ fiiFo+ fiF + fiinF =0 (11.14)

cac hé sb f; 1a cac hé sb dd mém clia két ciu da gidi phong. Trén Hinh 11.7a trinh
bay dam don gidn chiu mé men don vi tai mét dau va 11.7b 1a biéu dé mé men
con 11.7c¢ la dwong cong chuyén vi va cac goc xoay tai A va B (Phu luc 1).

Ap dung két qua nay ta cé dwoc cac hé s6 d6 mém
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l )

ltr tr ph
6EI,. > i 3EI,. 3EI, > Ji
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fi,i— = :
1 6EI ,,

tr

Hinh 11.7. Cac hé s d6 mém

Nhw vay phuwong trinh 11.14 cé dang

M

" EI, " EI, EI, " EI 1

l l
be popp| e o | a6y (11.15)
ph

Khi d6 cirng trén toan dam khéng dbi ta c6 phwong trinh ba mé men

ML, +2M,(, +1,, )+ M1, =—6EID, (11.16)

i+1%ph
Viét phwong trinh nay cho tirng gbi d& dwoc hé phwong trinh, |&i gidi ctia nd
la cdc md men can tim. Géc xoay D; ¢6 thé tinh tir phwong trinh (11.13) v&i géc v,
xac dinh tr Hinh 11.6¢

— 61‘ _61'—1 + 61‘ - 6i+1
Yi ll l

T

(11.17)

va géc o, c6 thé xac dinh bang phu luc 1.
Vi du 11.4. Tim biéu d& md men cho dam trén Hinh 11.8a v&i hai trudng hop tai
a. Luc thdng dirng nhw trén Hinh 11.8a.
b. Gbi d& B va C lun xudng cac b/100 va b/200.
D6 cirng ciia dam khoéng dbi va bang El.
Phwong trinh ba mé men ap dung cho nit A va B dé tim mé men tai dé, tai

2
diém C ta c6 thé dé dang tim duoc trwong hop a. M, =%, trwdng hop b. Mc=0.

Dau tién ta tim sai léch vé chuyén vij theo céng thic (11.13).
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Chu y trwong hop a. y=0, con trwdong hop b. a=0. Dung phu luc 1 va cong

thirc 8.17 ta tim dwoc

gb’
“ szogqb3 © T 1-0,00325
T EI

Dung phwong trinh 8.15 ta c6 dbi voi trwdéng hop a

3
i(10M1 +5M,) = -6x5,208 qb
EI EI

2 3
D [sar v1sm, —490" | = _6x 520822
EI 2 EI

va cho tredng hop b

% (10M, +5M,) = —6x 0,002

b (5M, +18M,)=6x0,00325
EI

C6 thé viét chung duwéi dang ma tran

qb’
-3125 00120
b {10 5} _ EI

T 3
EI|l 5 18 _29,25qb
EI

0,0195

—2,686qb> — 2,02%
= [M]= It

-0,879gb*> 1,65———
9 1000b

Biéu d6 md men cho trén Hinh 11.8 bvac.
Chu y trwdng hop (a) khi vé biéu & mé men dé tim phuong trinh cia dwdng
parabol cho doan dam chiju lwc phan bé ta phai tim phan Iwc tai diém A. Phan lwc

do c6 thé tim dworc vi ta da biét mé men tai A va tai B, cu thé ta c6 phwong trinh

M, M, 5
=—4a4_ b= b
sb sb 27

2
M,=M,+ q(szb) ~SbR, = R,

Va phuong trinh parabol biéu dién biéu d& mé men trong doan AB c6 dang
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2

M:—MA+%—RAx

Q 1qb
@0 IEEEEEERER 3
A JAS ’@c
s 5b i 4b <b->
2,686 a.
“0,879 05
qb’
b.
A %
-2,02 c. w7
EI
1000b
1,65
d.

Hinh 11.8. Biéu dd ndi lwc cho dam trong vi du 11.4

167

C6 thé vé theo cach don giadn hon: ta d&t gia tri mé men tai A va B tam thoi

parabol ta dwgc biéu dd md men cho doan AB.

ndi lai bang duwéng thang, trén doan AB cé lwc phan bd déu nén tai diém gidra cla

doan thang vira ndi ta ha xudng moét doan 1a ql%/8, nbi ba diém bang mdt dwoc

DPoan BC va CD c6 thé d& dang vé dwoc biéu d& mé men vi khdng co luc tap

Két luan chwong 11

trung cling nhw lwc phan bé nén biéu d& mé men la cac duwdng thang ndi cac diém
ma ta da co gia tri mé men. Twong tw nhw vay trwedng hop b ndi lyc sinh ra do sw
lun clia cac gbi d&. Ta da tinh dwoc md men tai A va B, con tai C mé men bang
khéng. Biéu d mé men la nhitng duwdng thadng nbi cac diém véi gia tri mdé men da
biét.

Phwong phap luc c6 thé ap dung cho két ciu bat ky chiu tai trong méi trwong.
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— Lo gidi cta phwong trinh twong thich dwoc xay dwng mét cach truc tiép cho
ta cac lwc can tim.

— S phuwong trinh bang véi sé lyc dw bang véi bac siéu tinh

- Phuwong phap Iwc khéng thich hgp khi dung may tinh vi viéc lwa chon lyc dw

lam &n sé khéng duy nhét.
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Bai tap chwong 11
11.1. Dung phuwong phéap luc tim phan lwc tai cac lién két va vé biéu a6 M va Q
cho cac trwdng hop dam siéu tinh trong cac hinh vé sau. Bd clrng clia cac dam

khéng thay déi va bang El

A q A b 5
LTI ° HTTTITTTT
e B e, #
é\ ,lllilllllll,,_% " o B
° .
| [ | / L e e %
A G W S G A
[ | —>fc—1—>]c—1 @ [ 1 —R—1 <J| / %
S b
1
| 21 %—/ | 21 %L/ e
A B 9
] PITEITEY
- . B
Bai 11.1

2.2. Dung phwong trinh ba moment vé biéu d& moment va biéu dé luc cat cla cac
dam lién tuc nhw trén cac hinh vé sau véi hai truéng hop tai trong

- Chiu tai trong bén ngoai nhuw trén hinh vé.

- G6i d& B 1un xuéng mdt doan bang 1/2000.

D cirng clia cac dam khéng thay déi va bang El

A B T T T T 1o

% 0.8/ %5‘ I @ 0.8/ @




170 Phwong phéap Iwc

|
A N oeormmitome 9 D

% 2//3 113% / @I/B 2113 %
/l

lllllqllll‘lllllllg
3 CA

d
“ / z |
08 |0,2/' ' !

|< 112 >|
q 2ql
llllllléllllllll 5 D
) E
% I % 1,41 @? I %
q aql aql
EEEEEEEE RN 2 2 %
C

!
D A B % E F }
|e//3iéé‘ ! 113 —>|< 113 —>|< 113 —>|

Bai 11.2



CHUONG 12.
Phwong phap chuyén vi

12.1 M6 ta phwong phap

1.

Dau tién can xac dinh bac tw do cla hé. Thiét 1ap hé toa do dé xac dinh vi tri
va huéng clia cac chuyén vi nat. Sé lwc han ché bang véi sb bac ty do duoc
dat vao céac toa do dé ngdn can chuyén vj tai cac nat. Chu y & day khac véi
phuong phép luc 1a ta khédng phai lwa chon. Chinh diéu nay la wu diém khi

lap chwong trinh tinh toan phan tich két cAu.

Sau d6 cac lwc han ché dwoc xac dinh nhw tdng cac lwc dau phan to cla tat
cé cac phan tlr ndi vao nat. Phu luc 2 va 3 cho ta bang lwc diu phan ti cho

cac trwong hop chiu lwc thwong gap.

Chu y lwc han ché can ngan can chuyén vi do moi tdc déng vi du nhw ngoai
lwe, thay ddéi nhiét do hay dw ng Iwc. Cac hiéu wng cé thé xem xét riéng biét

hay déng thoi.

Trwdng hop ké dén tac dong do sw di chuyén cla cac nat trong két ciu vi du
nhw sy lGn cta gbi d& thi cac lwc gay nén sy di chuyén dé phai dwoc ké dén

trong lwc han ché.

N&i lwc tai cac vi tri can tim ctia phan tlr cling dwoc xac dinh cho ciu hinh da

bi han ché.

Budc nay két cdu duwoc gia thiét 1a bién dang theo cach sau: mét toa do
duwoc gia thiét 1a cé chuyén vi don vi, con cac toa dd khac cho chuyén vi
bang khéng. Sau d6 xac dinh lwc han ché dé két cdu & ciu hinh gia dinh
trén. Cac lyc ap dat vao cac toa dé dai dién cho bac tw do. E)?)ng thoi rng
v&i cAu hinh gia dinh nay ta xac dinh cac ndi Iyc tai cac vi tri can tim. Budc

tinh nay dwoc I1ap lai cho tirng toa dé.

Tiép theo ta xac dinh gia tri cia cac chuyén vi sao cho cac lwc han ché bj
triét tiéu. Ta c6 cac phwong trinh tdng hop cong dén céac tac déng cla tirng

chuyén vi 1én lyc han ché.

171
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5. Cubdi cung xac dinh lyc trén két cAu siéu tinh ban dau bang cach cong cac
lwc trén két ciu da bi han ché vé&i lwc do chuyén vi gay ra dwoc xac dinh
trong bwéc 4.

Vi du 12.1. Xét gian phang trén Hinh 12.1a gébm m phan t& nbi bang khép tai diém

A. Tim ndi lwc trong cac thanh duéi tac dong cdia té hop tai trong sau:
(1) Ngoai lyc P dat tai diém A.
(2) Thanh tht k gian dai mét doan la A« do nhiét dé tang trong thanh dé.

Bac tw do cua hé nay 1a 2: chuyén dich thang cta nat A trong mét phang theo
hai truc x va y, ta ky hiéu ching la D1 va D2. Hwéng clia chuyén vi tuy chon, & day
chon nhuw Hinh 12.1b.

Trwdng hop (1) ta han ché chuyén dich cta diém A bang cach dat lwc c6 do

I&n nhw lwc P nhwng c6 hwéng nguwoc lai. Cac thanh phan Fq1, F12 theo cac

hwéng 1, 2:
F,, =-Pcosa
F, =-Psina

Ky hiéu E;, li va a; Ia module dan hoi, do dai va dién tich mat cat cia thanh thi

i va dat 0; la goc v&i truc x cla thanh th i.

Xét trvdng hop (2) d6 gian dai Ax clia thanh thi k dwoc han ché bang mét luc
dat vao diém A gay ra sw nén cla thanh cung gia tri nhw sw gian. Do vay luc nén

nay can co gia tri la (a.E, /1, )A,. Céc thanh phan ca lyc nén nay trén hai hwéng

1vaz2la
a.E
F,= kl £ A, cosO,
k
a.E .
F, =—*"EA,sin0,

k
Nhw vay téng lwc han ché 1a

F1:F11+F12
F2:F21+F22
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i G i y
% % :

Hinh 12.1. M6 t& phwong phap chuyén vi

Ta c6 thé thay khi chuyén vi bi ngan can, s& khéng cé néi lwc & cac thanh
trong trwdng hop (1), con trwdng hop (2) chi cé thanh th& k cé Iwc nén, cac thanh
con lai khéng c6 ndi lyc. Ky hiéu {A;} la vecto lwc doc truc trong cac thanh trong

diéu kién két cAu bi han ché chuyén vij, ta c6
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Trén Hinh 12.1c biéu dién cac lwc can dé két ciu bién dang & cau hinh ma
Ds=1 va D,=0. Tl Hinh 12.1d ta thy chuyén vi sang ngang mét don vi lam thanh i

bt ky ngan di mét doan cos6; va gay ra luc nén (a,E, /I )cos®, doc thanh i. Do
vay dé gitv diém A & cAu hinh nay ta can dat cac luc (a,E,/l)cos* 0, va
(a,E, /1)cos6,sin, theo hwong 1 va 2. Vay tong lwc can dé tat ca cac thanh &

dung ciu hinh nay la

S, =Zai—Eicos2 0,

=1 1

va S, =Zai—Eicosei sin 6,
i=1 i
Twong tw, nhw vay dé diém A & cu hinh ma D=0 va D=1 (Hinh 12.1e va f)

ta can dat cac luwc sau

S, = ZaII—El cos 0, sin O,

=1 1

s - B, .
va S, =Zfsmzei
i=1 i

Cac phan tir S c6 2 chi sb: chi s thir nhat biéu dién toa do cda lwc han ché,

chi sé th(r hai 1a thanh phan ctia chuyén vi c6 gia tri don vi.

Trong thwe té diém A dich chuyén di cac doan D1 va D, theo huwéng 1 va 2, va
khéng cé lwc han ché nao ca. Do vay td hop cla lwc han ché va tac dong cua
chuyén vj that phai bang khéng. Ta cé quan hé tinh hoc thé hién sy that 1a khi

diém A c6 chuyén vi D1 va D. thi cac luc han ché bang khéng. Ta cé biéu thirc
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FI+SHDI+SIZD2=O} (12.1)

F,+S,D,+S,,D,=0

12.2 Ma tran do6 cirng
Phwong trinh (12.1) cé thé viét duwéi dang ma tran
{Fi+[s]ip}=0

[sip}={-F} (12.2)

trong do {D}={§i} [S]{g: ﬁﬂ {F}Z{Z}

(c6 thé so sanh v&i phwong trinh quan hé hinh hoc (11.4) ciia phwong phap lwe).

Véc to {F} phu thudc vao tai trong cia két cAu. Thanh phan cla ma tran [S] 1a
céac lwc &ng véi chuyén vi don vi. Do vay ma tran [S] chi phu thudc vao déc trung
két cAu, ching thé hién do cirng cla két clu. Vi vay [S] dwoc goi la ma tran dd

clrng va cac thanh phan clia né dwoc goi la cac hé sé d6 cing.
Céc thanh phan cla vecto chuyén vi {D} xac dinh ti
{D}=[S]"{-F} (12.3)

Trwdng hop chung, khi hé c6 n bac tw do ta cé kich c& clda {D}ux1, [Slxn,

{F}x1. Ma tran [S] la ma trén vubdng déi xwng.

Noi lwe trong thanh i bat ky dwoc xac dinh bang td hop cla cac diéu kién han

ché va tac déng cua cac chuyén vi nat

A=A, +(A;D+A;D, +A + A, D,) (12.4)

Dw&i dang ma tran
{A}mxl = {Ar }mxl + [Au ]mxn {D}nxl

trong do thanh phan cla {A} |a téng lwc trong cac thanh, thanh phan cta {A;} 1a luc
trong cac thanh dwéi diéu kién han ché, va thanh phan cla [A,] luc trong céac
thanh (rng v&i cac chuyén vi don vi. Cot j cha [AJ] 1a luc trong cac thanh khi

chuyén vi D;=1 con cac chuyén vj con lai bang khéng. Dang tbng quat
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{aj=1{a.}+[A,]iD} (12.5)

trong do thanh phan cla {A} |a téng lwc trong cac thanh, thanh phan cta {A;} 1a luc
trong cac thanh dwéi diéu kién han ché, va thanh phan cla [A,] luc trong céac
thanh (ng véi cac chuyén vi don vi.

Trong vi du & Hinh 12.1

———Lcos0, —al—Elsine1
ll 1

(a]-| ~ ZIEZ cos0, - azlEz sin0,
1 2

—a”llicos 0, —a"llisinem

Khi xét khung vé&i cac ngam & nat ta can tim ndi lwc & mat cat hay & gbi dé.
Chinh vi vay ta c6 phuong trinh & dang tdng quat (12.5), & day {A} c6 thé 1a dap

&ng bat ky - lwc cét, lwc doc truc, md men udn hay mé men xoan.

Vi du 12.2. Xét khung phang trén Hinh 12.2a gébm céc phan t&r c6 cung dé cirng El
duwoc nbi cirng v&i nhau. Xac dinh biéu d6 md men cho khung dudi tadc déng cla

lwc P & E va F va ngau luc Pl tai diém B. Bb qua sy thay dbi do dai ctia thanh.

Hé c6 ba bac tw do nhw Hinh 12.2b d6 la chuyén vi ngang (nat B va C nhw
nhau vi coi d dai thanh khéng déi), goc xoay tai B va tai A. Ta c6 hé toa d6 nhw
Hinh 12.2b. Lwc han ché 1a tbng cac lwc dau phan tir & cac thanh tinh dwoc dung

phu luc 3.

Hinh 12.2.c biéu dién quan hé gitra lwc dau phan t& va lwc han ché chuyén vi.
Céc luc tac dong la & nut biéu dién bang cac mii tén lién, con lwc co gia tri bang
va huéng nguoc lai bang mii tén ngét quang. Nhw vay can dat vao diém B cac
lwe Fy va F, cung huéng véi cac mii tén ngat quang dé ngan can chuyén vi. Do
vay dé c6 dwoc cac lwc han ché nay ta chi can thém cac lwc dau phan t& nhw
Hinh 12.2d.

Céc lyc han ché chuyén vi tai diém B va diém C cho dwéi day
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. I 12 12 , F,
P
__ 2__: '\ . /E“
& “od
=~ ~-7
e | 1 —T
g
1
- (2) 7 (b) ©
Pl 8 P8 > B N
. -/J \ Si1, :
F[e /o 8=
~TPI/8 =
A (e)
VUQSSZ S23 Mu33
/*NIMZ S13
C V33
5
% L >§ A
—== ) b (@)
Hinh 12.2. Lap ma trdn dé crng cho vi du 12.2
-0,5P -0,5
{F}=4(0,125P -0,125P] - Pl)} = P{ -1 (a)
0,125P1 0,125l

DPé vé biéu dbé nodi lwc ta can tinh xac dinh mé men va luc cat tai cac mat cat &
hai dau thanh. Ky hiéu 1, 2, 3, 4, 5, 6 la cac mat cat tai cac dau thanh nhw trén

Hinh 12.1a. V&i quy wéc dau md men duong quay theo chiéu kim déng hd, luc
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cat dwong lam thanh véng xudng. Céc gia tri ciia 6 md men va lyc cat ing voi

diéu kién han ché chuyén visé I1a

1
1
1
2|1
0
0

Céc phan tir cia ma tran do civng chinh |a cac luc & céc toa dd can dé dua
két cAu dén vi tri nhw Hinh 12.2e, f, d. Cac lwc nay bang téng cac luc dau phan tr

tinh theo phu luc 3.

Dy =1D,=0;D, =0 D,=0;D,=1;D,=0 D, =LD,=0;D,=0
12EI 12EI _ 108EI 6EI 6EI  24EI
S, = 7+ 3 = 3 S,=—""75" 8132_—22_—2
N (E) . P w2y 1
6EI ; 8EI ; 2EI
ST et ST
g __GEI _ 24EI g _2EI g _AEI 4EI 12EI
12y r 2 UL 12

Ma trédn d6é cirng [S] c6 dang

108 —61 —24l ” 23l 6 45
[S]=E—3I —6l 81> 2P [S]‘1=1368EI 6 108/ -18/1 (b)
—241 21 120 45 -18/1 207/1

Ta thé (a) va (b) vao phwong trinh 12.3 nhan duoc

o 231 6 45 0.5 o 0,00871
{D}z[S]'l{—F}=1368EI 6 108/1 —18/1)y I t==—=1 0,355
45 —18/1 207/1 ||-0.1251 ~0,0156

Dé viét ma tran noi lwc dau thanh gay ra do chuyén vi don vj ta dat cac gia tri
mé men (lwc cat) tai cac mat ct 1, 2, ..., 6 vao cot 1, 2 va 3 cho trwong hop

chuyén vi don vi nhu trén Hinh 12.2 ¢, f, g.
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[ -6/1
~6/1
0
0
—24/1
| —24/1

Moment (lwc cat) tai cac mat c&t dau thanh sé dwoc tinh t& phwong trinh 12.5:

-1
1
-1

-1
-1
-1
-1
0
0

EI
lz

N | N

ET

2
4
4
2
0
0

B~ 0 b~ D O O

[ —6/1 2 0]
-6/l 40
0 42
0 24|EI
—24/10 8
|-24/1 0 4]

2

Pl

[—12/1 6 0 ]
12/ -6 0
0 6

0 -6 -6
96/1 0 —24

o)

|-96/1 0 24 |

0,00871
0,1355
-0,0156

Pl

0,00871
0,1355
-0,0156

[—12/l 6 0 |
12/l -6 0

0 6 6 |

0 -6 -6/
96/l 0 -24

1-96/1 0 24 |

=P

0,09375
0,61458
0,38542
0,33333
-0,33333
-0,27083

0,20833
-1,20833
0,21875
-1,21875
1,20833
-1,20833

Biéu dd lwc cat va mé men trinh bay trong Hinh 12.3. ava b.

2083

Pyl

0,2187 H m m
; BI|||||||||||||||||||||||||||| HHHHHH

,2187

l

/8l¢

O

o
&)}

i

£0,09

b.

Hinh 12.3 Biéu dd lwc cat va mé men cho vi du 12.2

179
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Chu y: Khi st dung cac chwong trinh tinh todn néi chung khéng bé qua bién
dang doc truc. Luc dé déi véi khung phéng tai méi nat ta c6 ba chuyén vi gdm: hai
dich chuyén thang va mét géc xoay. Tai méi mat cét ta co lwc doc truc, luc cat va

mé men. Phuong trinh (12.5) dwoc ap dung dé tinh ca ba ndi luc nay.
Khung v&i cac thanh nghiéng dwoc xét trong Vi du 12.3.

Vi du 12.3. Vé biéu d6 mdé men cho khung trén Hinh 12.4a. D6 clrng cla thanh
khéng dbi bang El. B qua bién dang doc truc.

12 2

Hinh 12.4

Trén Hinh 12.4b. biéu dién ba bac tw do ng véi ba toa dé: hai géc xoay va mét
dich chuyén thdng. Lwc dau phan t&r do ngoai lwc xac dinh trén Hinh 12.4c. Luc
han ché F; va F, xac dinh bang cach cong mé men. Dé tinh luc F3, ta phan céac
lwe cat tai nat B va nut C ra thanh cac thanh phan doc theo truc ctia phan t& (Hinh

12.4d), sau d6 ta cdng cac thanh phan theo huwéng cla toa do thir 3.

Nhw vay ta co
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Pl Pl ~1/12 1
o 3 _%l 1/12 1
{F}= PLLPOSD | _p 0,60 ; {M,}=Pl ~05 {V}:—£ ;e
2 8 " 0,5 Y24
P ~2,625 ’
~0,625P ~1,5P ~— 0,1 1
~0,1 1

Dé xac dinh céc ndi luc tai dau phan tir (ng véi tirng trwong hop chuyén vi

don vi ta dung phu luc 3, xem trén Hinh 12.5.

Khi Ds=1 dich chuyén twong dbi cha cac thanh AB va BC la Dga=1.25,
Dgc=0.75. Ta c6 ma trdn M, va V..

21 0 -7,25] 6l 0 ~15

41 0 -7.25 -6l 0 15

EI4l 21 45 EI| 6l 6l 9

[p.] 21 41 45 ] Pl-6l -6l -9
0 51 —97375 0 6 234375
| 0 2,51 9,375 | 0 —6l —23,4375)

Dé thiét 1ap ma tran dod cirng [S] ta tinh lwc dau phan t& nhw trén Hinh 12.3e,

g vaita dwoc

D1:1;D2:0;D3:0 DIZO;Dzzl;D3:0

4EI 4EI 8EI 2EI
= = S -
Su= T LT
2EI ; 4EI 4EI O9EI
821 = S22 = + = ;
l l 0,31 l
7,5EI 4,5EI 3E] 45EI 6EI 4,875EI
Sy =- LT S Sy, = 2 2~ 2
l l l l (0,8D) l

D =0;D,=0;D, =1
B 6EI(1,25) 6EI(0,75)  3EI

Sl3 = 12 + 12 - 12
6EI(0,75) 6EI 4875EI
Sy = 2 - 2 T 2 )
l (0,8D) l
18,75EI 6,75EI 12EI  489375EI
Sy = 3 + ;T 3 3
l l (0,8D) l
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2EI
C\ 1
6EI|
l2
C
b D
3EI
Sls liz 25.5EI st = _4.8?25EI 6EI(0.75)
75 6EI(0.75)
B_ o l3 ¢ 2 2
. 48.9I3Z8EI 7{; ) !
12’2,5 112121(0.75) GET
_6EI(.25) ¥_ .y p
==

B
12217 25)
S JE D3:1
18,75 XI
DBA:1 2

2EI
f. 0.8 B~

Hinh 12.5. Thiét 1ap ma tran dd clrng cho hé khung cé thanh chéo

Ta cé ma tran dé cieng [S] nhuw sau

o 81> 21 -3l , [3333375 —666 138l
[S]==x 212 9> -48751| [S]'=———| -666 3060 264l
I 24921EI )

—31 —4,875 48,9375 1381 2641 544

Thé vao phwong trinh 12.2 ta c6
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ik
&

81*
2 2]?
l3

—31 — 4,875 48,9375

183

>
-3l 12 , [ 0,0863
48751 |{D}= P{- 0,6l t = {D} = ——1 0,057
2,625 0,053251

Dé vé biéu dd lyc cat va biéu dd md men ta phai tinh ndi luc tai cac mat cat &
dau céc thanh. St dung ma tran [My], [Vu], {M}, {V,} va {D} da tinh dwoc thé vao
phwong trinh (10.5) ta dwoc

~1/12
1/12
-0,5
0,5
~0,1
0,1

{M}=Pl

-0,5
-0,5
-2
-2
-0,5
-0,5

EI

21 0 -7,5 ]

4l 0 -175
EI|4l 2l 45 2
1|21 4l 45 |EI

0 51 —9375

| 0 2.5 —9,375]
6l 0 -15
-6l 0 15

6l 6l 9 2
6l -6l -9 |EI
0 6l 234375
| 0 —6l —23,4375)

~031012
0,029153
0,0863 0,02915
~0057 =Pl 6,84241 ;
0,053251 ’
—0,68424
—0,74174
—0,780966
~0,219034
0,0863
—1,344912
—0057 =P ess0ss(’
0,053251 ’
0,4061
—1,4061

Trén Hinh 12.6 biéu dién biéu d6 lyc ct (Hinh 12.4a) va biéu dé6 mé men

(12.4b)
1,345P
0,219P =
2,655P =
,406 P
a. %
(5781P 1,406 0,31PI

0,683P1
0,03PL 0,683P1
031P
0,172P1
D
b, O7T4PI

Hinh 12.6. Biéu d6 noi luc
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Vi du 12.4. Tim ba thanh phan phan lyc (lwc thdng dirng, md men udn va momnet
x0&n) tai diém A cla khung ngang nhuw trén Hinh 12.7 chiu tai trong phan bb déu q
trén doan AC. Tt ca cac thanh c6 cung dién tich mat cat ngang, va ty 1& gitra do
crng xodn va dd cirng udn GJ/EI=0.5.

B

B I
g S .
N\ EERARRRRERER1'RERER Q
2
3
el !
3 e 3
a. 7

Hinh 12.7. Khung ngang

Hé c6 3 bac tw do la cac chuyén vi tai diém E, cé toa do nhw trén Hinh 12.7b.
Trén Hinh 12.7b biéu dién céc lwc han ché chuyén dich, va phan luc tai A {A} khi

bi han ché. Nhirng lc nay dwogc tinh st dung phu luc 2.

q A, q
q(ay q(1y| |L _g[gljz r
120 3 12( 3 36 120 3 27

Dé thiét Iap ma tran d6 clrng phan tlr cling nhw ma tran phan luc tai dau A, ta

i
(e
L
Io
L

cho tirng chuyén vi bang don vi (con cac chuyén vi khac bang khéng) va s dung
phu luc 3.

Ma tran phan lyc tai diém A do tirng chuyén vi don vi gay ra dwoc tinh nhw
sau

5 —40,5 0 13,31
[Au]=1—3 0 —0,75> 0
~1351 0 31°
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Céc phan tt ctia ma tran dd cirng cho tirng ciu hinh dugc tinh dwdi day

D, =1D,=0;D, =0

3
s - 123EI . 123EI . 123EI . 123EI _ 121:3[ (2'3_3”.33} _ 729E_3I
Le e lop i ! 2 !
EI 6EI EI 2
SQI=—62 62 =—62 32—3’—2 =—40,5E—2I;
2, L ! 2 !
EI 2
331:_62 62EI:6E21 32_3_2 :40,5E_2I
2, B, 1 l
D =0;D,=1D,=0
EI 2
312:62 _6]251:61221 3_2_32 =_4O,SE_ZI
Ly L l l
822=E+Q+4EI+4EI=E 3 +§+4'3+4-3 =20,25E;
Ly Lo Ly Ly 122 2 l
S, =0
D =0;D,=1D,=0
2
81226]251_6521261321 32_3_2 =4O,SE_21
2. 1, I 2 l
S, =0
S33=ﬂ+g+4EI+4EI=E 3 3033 45 =20,252;
Ly Ly Ly Lo 1122 2 l

Ma trén dé cirng c6 dang

o 729  —40,51 40,51
[S]==-| 40,51 20,251 0
40,51 0 20,250°

Thé vao phwong trinh 12.2 ta tim dwoc vecto chuyén Vi

. [0,0010

q
{D}==—10,0020
~0,0034

Phan Iuc tai dau A tim dwoc t phwong trinh 12.5
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[
3 gyl 4SO 13,51 . 0,00101 ~0,4197
{Al=qlo [+22| 0 —075> 0 [£-40,0020 |=ql{-0,0015l
l , | EI
12 -1351 0 3 ~0,0034 ~0,0611
27

12.3 Giai bai toan véi cac trwong hop dat tai khac

Nhw d& néi & muc 12.2 ma tran d6 cirng chi phu thudc vao tinh chét cta két
cau khéng phu thudc vao ngoai lyc. Vi vay khi xem xét cac trwdng hop tai khac
nhau ta khéng can tinh lai ma tran d& clrng. Néu ta cé p trwdng hop tai 1oi gidi

(phuwong trinh 12.3) c6 thé viét gon dwdi dang phuwong trinh ma tran
[D].., = [S]ul- Fl.., (12.6)
Mai cét clia [D] va [-F] irng vé&i mbi trwdrng hop tai.
Anh hwéng cta méi trirong
Trong chuwong 10 ta dung phwong phap lwc dé tich toan cac anh hwéng cla
thay ddi nhiét dé, co ngét hay dw &ng lwe. Twong tw phwong phap chuyén vi ciing
xem xét dén cac hiéu ng trén. C6 thé ap dung phuwong trinh 12.3 nhung vecto
{F} khi d6 la vecto lwc han ché chuyén vi nut gay ra b&i nhivng hiéu (rng trén.
Trwdng hop hiéu ing di chuyén cla gbi & ta van dung phwong trinh 12.3 khi
s di chuyén nay khéng (rng bac tw do cta hé. Trwéng hop di chuyén nay &ng véi
bac tw do ta can bién ddi phwong trinh 12.3. Vi dy 12.5 sé gidi thich rd cach bién
ddi.
12.4 Nam bwéc giai cia phwong phap chuyén vi
Budc 1. Xac dinh hé toa dd biéu di&én cac chuyén vi nat, ddng thoi xac dinh
céc dap tng can tinh [Alm., va xac dinh quy wdc dau néu can.

Buwdc 2. Xac dinh lwc han ché [Flnxp Va [Arlmxp do ngoai lwc tac déng Ién két

z
X

cau.

Budc 3. Thiét 1ap [S]nn va [Aum«p bang cach dwa cac chuyén vi don vi tai tirng

tao d6 moét.
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Budc 4. Giai phwong trinh can bang

[S}...[D.., == Fl.,

dé tim [D].

Bwaéc 5. Tim cac dap ng tw

[4l,., =[], +[A]..[DL.,

Cilng nhw phwong phap lyc sau khi buwéc thir ba da xong ta cé cac ma tran
can thiét budc 4 va 5 chi la thuan tay cac phép tinh dai sb.

O day cac ky hiéu:

n,p,m - s6 bac tw do, sb trudng hop tai, sé dap ng (phan luc hay ndi lwc) can
xac dinh.

[A] — dap (rng can x&c dinh - 1&i giai cha bai toan.

[A] — gia tri dap ng do ngoai luc tac ddng 1&n két ciu khi han ché chuyén vi.

[AJ] — dap tng do ta dwa chuyén vi don vi lan lwot tai tirng toa do.

[F] - lwc tai cac toa d6 dé ngan can cac chuyén vi do lwc tac déng gay ra .

[S] — ma tran dé cung.

Vi du 12.5. Dam lién tuc nhw trén Hinh 12.6a cé do cirng udn El khéng déi, cé hai
ngam tai A va D va hai gbi d& di dong tai B va C. V& biéu db noi lwc cho dam véi
hai trwdng hop tai: a) Diém A 1an xuéng mdt doan 1a A; b) Khi ddm quay di mét
géc 6 theo chiéu kim déng ho tai gi B.

S6 bac tw do cla hé 1a 2, d6 |1a goc xoay Dy va D, tai B va C (Hinh 12.6b).
Dich chuyén clia diém A khéng &ng vé&i bac tw do. Lic nay lwc han ché cé nhiém

vu gitr cho chuyén vi D1=D,=0 nhw biéu dién trén Hinh 12.6c. Dung phu luc 3 ta

tinh dwoc

o5
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91 23 6 D
A B C :%D % 2 %
F_6EI SH_Q _2EI
E F,=0 /\ly/_\‘ L 5=
A
x - / 0 : Dﬁ/[)%o %
(c N C I
S =E SZZ_@ 4A E
. —~ N ! ; ’
=7 —=% &
(e) D=1 (
3.6 2.8
19 0.4
0.8
(h)
4
1
y 0.5
' 2
6 () 35 (kK

Hinh 12.8. Biéu dd ndi lwc cla vi du 12.5

Quy wéc mdé men duong theo chidu kim déng hd, lwc duwong hwéng 1én trén
ta c6 cac md men va lyc cét tai cac mat cat 1,2,...,6 (Hinh 12.8a) diéu kién han
ché (Hinh 12.8b) 1a

M, 6 vV, -12
Mr2 6 er2 12
M 0 v, 0
Ba)=1 o= Al W= =T o
M, o V| 1 0
MrS 0 VrS 0
Mr() 0 Vr6 0
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Lwc dau phan tir can dé gir cac phan tir & cau hinh véi D4 hodc D, bang don

vi (Hinh 12.8d va e) dwoc xac dinh t phu luc 3 va tr dé ta cé ma tran dé cirng

EI|8 2 o l 8§ -2
S|=—— IS =—r :
5] 1{2 8} 5] 60EIL2 8}
Gidi phwong trinh 12.3 ta dwoc
-2 - —4 —4
60EI|-2 8 |1 0 60l | 12 511 5l 5l

Moment va luc cét tai cac mat cét 1,2,...6 gay ra do tirng chuyén vi D va D,

bang don vi dwoc tinh theo phu luc 3.

Pudng cong bién dang ctia dam do dich chuyén A cla diém A biéu dién trén

Hinh 12.8f. Noi lwc tai cac mat cat tinh duwoc tr phwong trinh 12.5. Biéu d6 lwc cat

S O N B~ B~

N A RN OO

[—6
6
-6
6

0

0

va biéu d& mé men biéu dién trén Hinh 12.8g va h.

()=
V-2

S O O O O A

12

oS O o O

EI

EI

0

40
42
2 4
0 4
02]

A

A

{

-0,8
0,2

e

-0,8
0,2

_EIL,

4.4
2.8
~28
~0,8
0,8
0,4

_EIL,

P

-7,2
7,2
3,6

~3,6]

~1,2
1,2
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Dé kiém tra két qua tinh toan ta dung diéu kién can bang tai diém B va C, & d6
tbng md men phai bang khéng.

Xét trwdng hop tai (b) nhw trén Hinh 12.7i. Dé tao ra chuyén vi xoay tai diém
B ta can c6 mdt mé men F (cap ngau lwc) tac dong vao diém B. Ta goi vecto

ngoai lyc la {F}= {Fl*,o}. Khi d6 quan hé gitra lwc va chuyén vi dwoc biéu dién qua

s st
SZ] SZZ D2 O
Ma tran d0 cirng S da xac dinh trong trwdng hop tai (a). Ta cé D=0, twr

phwong trinh th hai ta xac dinh dwgc D,

D Sup_ 2B/l _ ®
S, ' 8EI/I 4

Trong trwéng hop nay ndi lwc tai cac mat cét trong diéu kién han ché bang
khong {M,}=0; {V.}=0. Dung phwong trinh 12.5 véi cac ma tran M, va V, d&

tinh duwoc tr tredng hop (a) ta tinh dwoec ndi lye tai cac mat cat

[2 0] 2
40 4
42 1 3,5
)=+ 2L 2o RN
[124](-025 ) 1
04 -1
10 2] ~0,5
-6 0] -6
6 0 6
-6 -6 1 -4,5
vi-2 0 _ I8 )45
l 6 6| [—-0.25 l 4,5
0-6 1,5
0 6 -1,5

12.5 Anh hwéng cla chuyén vj tai cac toa do

Trwdng hop tai (b) trong Vi du 12.5 sé& duoc tbng quat hoa trong muc nay. Gia

thiét hé cé n bac tw do.
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Muc dich clia ta tim &nh hwdng ctia m chuyén vi cho trudc Ay, Ay, ..., Am tai m
toa do. Ta viét ma tran dod clirng sao cho toa d6 trng véi cac chuyén dich cho truéc

s& nam & m dong va cot dau

Sll Sl2 A Slm E Sl,m+1 A Sln
S, S, A A | A A A
A A A A A AA

[S]=] S,i Spo A S ! Sumn A Sy | (12.7)
Sty Smaz A S 1S A Sy
A A A A A AA
Sy S A Su. i S, A S,

Ma tran nay cé thé viét dwdi dang

_[18ul! 5]
=) (128)

& day [S;] la cac ma tran con.
Chudng c6 kich c& nhw sau [S11]mxm, [811]mx(n-m), [811](n-m)xm, [811](n-m)x(n-m)-
Can phai c6 m lyc F',F, A ,F. tac dong vao céac toa do tr 1 dén m dé cé

duwoc cac chuyén vi A1, Az, ...,Am. Vi khéng cé ngoai luc nén tai n-m toa doé con lai

sé& xuat hién chuyén vi D1, Dm+2,..., Dn. Quan hé gitra lwc va chuyén vi duoc viét

[s.]! [slz]} {{Dl}} {{F;}}
S 1 1S, - 12.9
{[SzJ: [s.]llipY 1 (o} (12.9)
& day {D4} la vecto cac chuyén vi cho trwdc A, {D2} 1a vecto cac chuyén vi chuwa

biét Dm+1, Dm+2,..., Dn va vecto {E} la vecto cac lwc chwa biét tai cac toa dd

1,2,....m.
Twr dong th hai ctia phwong trinh ma tran (12.8) ta tim duoc
{D,}=-[8.]"[s. D/} (12.10)

Khi da biét chuyén vi tai n toa do ta cé thé tim dap (ng tai mat cat bat ky bang
phuwong trinh

{aj=[4,Jip} (12.11)
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Phwong trinh nay nhw phwong trinh (12.5) véi vecto {A}=0, vi dap tng chi do

anh huéng cta chuyén vi {D} théi.

Néu can tinh vecto lyc {E} ta c6 phwong trinh
{E*}: |_[Sll]_[SIZ][SZZ]_I[SZI]J{DI} (12.12)

12.6 Str dung phwong phap lwc va phwong phap chuyén vi
12.6.1 Quan hé giira ma trdn d6 mém va ma tran dé cirng

Ta sé& tim quan hé gitra ma tran dd cirng va ma tran d6 mém. Trén Hinh 12.7
biéu dién hé toa d6 v&i n toa dd rng v&i vi tri va hwéng clia cac chuyén vi Dy, Do,
..., Dn va céc luc Fyq, Fa, ..., Fo. Cac thanh phan cua vecto chuyén vi {D} c6 thé
biéu di&n qua cac thanh phan cla vecto luc {F} bang hé phwong trinh

D, zfllFl +f12F2 +A +f1nF

D, zleFl +fzzF2 +A +f2nF

A A

Dn zfanl +fn2F2 +A +fnnF

Hé s fjla hé s6 anh hwédng dé mém, ching la chuyén vi don vj tai toa dé thw

i khi chi c6 moét Iwc don vi tac dong tai toa do j. Co thé viét dwoi dang ma tran:
[fuatF s = 1D} (12.13)

Khéng nén nham Ian phwong trinh nay véi phuwong trinh 10.4 [fl{F}={-D} dung
trong phwong phap lwc dé tim gia tri cta lwc dw {F} gay ra chuyén vi {-D} diéu

chinh sai l&ch chuyén vi {D} gay ra do giai phong lién két.

Lwc {F} c6 thé biéu dién qua chuyén vi khi gidi phwong trinh 12.13

{F =[f ] tD} (12.14)

Phwong trinh 12.14 cé thé dung dé xac dinh lyc tao thanh cac phan tir cla
ma tran dd cing clia cung két cidu dang xét. Néu ta cho két ciu bién dang theo
cdu hinh ma Ds=1 con céac thanh phan chuyén vi khac D,=Ds=...=D,=0 (Hinh
12.9c) ta dwoc
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Hinh 12.9. Hé toa do ctia phwong phap lwc va phuong phap chuyén vi

Twong tw ta cho két cu bién dang theo ciu hinh ma D,=1 con cac thanh
phan chuyén vi khac D4=Ds=...=D,=0 (Hinh 12.9d) ta dwoc

F, 0
Fy| ]l
A =1/] A
F, 0

Téng quat ta cho két cau bién dang & cau hinh ma D=1, con cac thanh phan
chuyén vi khac bang khéng (Hinh 12.9e), ta nhan dwoc hé phwong trinh gibng
nhw hai phwong trinh vira viét & trén. Tt cd phwong trinh nay c6 thé gop lai trong

mot phwong trinh & dang ma tran
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F, F, A F, 1 0 A O
le F22 an _ 20 1 A O
A A =1/] A A

F, F, A F,_ 0 0 A 1

Céc lyc F; trong ma tran bén trai thyc chéat 14 cac phan t& cGa ma tran do

crng can tinh. Ma tran cubi 1a ma tran don vi, do vay

[s]=[sT" (12.15)

& day [S] 1a ma tran do cirng (rng v&i toa dd da cho. Nghich ddo ca hai vé ta duwoc

[s]=[fT" (12.16)

Phwong trinh 12.15 va 12.16 chi ra rdng ma tran d6 cing & nghich ddo cua
ma tran dd mém va nguoc lai (’ng v&i cling hé toa dd luc va chuyén vij dung dé

thiét lap hai ma tran nay.

Tuy nhién ta biét phwong phap lwc ta gidi phong lién két dé két ciu thanh tinh
dinh. Hé toa do thé hién vi tri va hwéng cla cac lwc dw. Con trong phwong phap
chuyén vi ta dwa vao cac luc dé han ché chuyén vi nat. Hé toa dd trong trwéong
hop nay biéu dién vij tri va hwéng cla chuyén vi chuwa biét. Suy ra hai hé toa do
khéng thé nhw nhau. Do vay nghich d&o ciia ma tran d& mém trong phwong phap
lwc 1a ma tran dd clng nhwng khéng thé dung trong phwong phap chuyén vi.
Twong tw nhw vay, nghich dao ciia ma tran dé cing trong phwong phap chuyén vi

la mot ma tran @& mém nhuwng khéng thé dung cho phwong phap luc.
12.6.2 Lwa chon phwong phap

Viéc lwa chon phwong phap phan tich két cAu chi yéu xem xét viéc thiét 1ap
ma tran d6 clrng va ma tran d& mém, néu viéc thiét 1ap ma tran nao dé hon ta
chon phuwong phap twong ng. Vi du trén Hinh 12.10a ma tran d6 cirng cé thé
thiét 1ap dé dang dung phu luc 3. Cac chuyén vi don vi tai nat j chi gay ra cac lyc
tai j va hai nat j-1, j+1 lién k&. Vi du nhw trén Hinh 12.10c, ta chi can tinh Sq4, Sa1,
S31, S41 con cac thanh phan khac bang khéng. Mat khac néu st dung phuong
phap lwc khi thiét 1ap cot th&r j cia ma tran dé mém ta phai d&t moét lwc don vi va

tinh tt cac cac chuyén vi. Trong vi du nay ta thay viéc |ap ma tran d& mém nang
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nhoc hon lap ma tran dd cirng. Nhwng khéng phai luc ndo viéc thiét 1ap ma tran

crng ciing dé hon thiét lap ma tran d& mém, nhw Vi du 12.6.

Xem xét mot cach tdng quét ta thay trong phwong phap luc viéc lwc chon lién
két dé giai phong co thé anh hwéng dén sé phép tinh can tinh. Vi du nhw ddm lién
tuc néu ta dat cac khdp & gbi dd6 dwa hé vé cac dam don gian khi dé lwc dw don vi
chi anh hwéng dén hai dam lién ké. Nhirng két cdu khac khong thé tim dwoc luc
dw ma chi gady anh hwéng dia phuwong. Thong thwdng dudi tirng Iwc dw don vi

riéng biét cé tac dong dén chuyén vi & tat ca cac toa do.

Trong phwong phap chuyén vi, tdt ca cac chuyén vi bi han ché khéng phu
thudc vao viéc luc chon chuyén vi can tim. Thiét 1ap ma tran dd cirng néi chung 1a
dé vi cac hiéu rng dia phwong thwong da dwoc xem xét tir trwdc. Chuyén vi don
vi & mét nut chi &nh hudng dén cac phan t& ndi vao nut do. Hai tinh chat nay lam
cho phwong phap chuyén vi dé thiét lap hon, va ciing la hai ly do rang phuong

phap chuyén vi thich hop cho lap trinh tinh toan bang may tinh.

Khi tinh toan bang tay, viéc gidm baét sb phwong trinh can tinh toan rat quan
trong. Viéc lwa chon phwong phéap luc hay phuwong phap chuyén vi phu thudc vao
bac siéu tinh hay bac ty do nhé hon. Khéng c6 nguyén tac tbng quat.

Trong phwong phap chuyén vj ta ¢6 thé gidam sé phwong trinh bang cach chi

han ché mot sé chuyén vi di dé cé thé phan tich két cau (xem Vi du 12.9).
Vi du 12.6. Xét dam trén Hinh 12.10a, v&i ba toa do.

Twng cOt cia ma tran do mém duwoc xac dinh dung phu luc 3 tinh chuyén Vi
khi dat lwc dw don vi (Hinh 12.10b), ta dworc

9 11 7
[f]=|11 16 11
7 11 9

Dé thiét 1ap ma tran do cirng méi cot clia [S] doi héi phai phan tich mot két ciu
siéu tinh. Vi du nhw khi thiét 1ap c6t thir nhat ta phai xem xét két cdu & bién dang
& cau hinh nhw trén Hinh 12.10c — Ia hé c6 ba bac siéu tinh. Ta dwoc
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. 9,857 -9,429 3,857
[S]= 25 —9,429 13,714 9,429 |=[f]"
3,857 —9,429 9,857

Hinh 12.10. So sanh gitra phwong phap luc va phwong phap chuyén vi
Vi du 12.7. Khung ngang trén Hinh 12.11 gébm 4 dam ngang chinh va mét dam
doc trén méat cau c6 dd cing Elngang:Elaec=3:1. DO clrng xoén bd qua. Vé biéu d6

md men cla dam doc dudi tac déng cua lyc doc tap trung tai nat 1.

P
EI /
ng 1
A O— —0 T ~—
boog
5 o b B,
AN
ElL b o
co 2 0 —*— i (5
b S
D o— 4 o L s g
| 3b : 3b |

Hinh 12.11. Hé khung ngang va biéu dé néi lwc
Tai méi nut cé 3 bac tw do gdm: mét chuyén vi doc va hai géc xoay quay truc
trong mat phang clia khung ngang. Tuy nhién néu ta han ché chuyén vi doc thi hé
tr& thanh hé cac dam lién tuc, dung Phu luc 4 ta c6 tinh toan anh hwéng cda dich

chuyén nut khéng can biét géc xoay.
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Ta xét hé toa d6 gébm 4 chuyén vij thang dirng tai nat 1, 2, 3 va 4, quy wéc dau
dwong huwdng xudng. Ma tran d6 clrng co thé thiét 1ap sir dung cac gia tri & cac
béng trong phu luc 4 cho trwong hop dam hai nhip déi véi dam chinh va truéng
hop dam ba nhip cho dam doc. Cot dau tién ciia ma tran dé cirng dworc tinh toan

nhw sau.

Cho chuyén vi D1=0 con D,=D3=D4=0, khi d6 chi c6 dam chinh A va dam doc
bién dang con cac dam khac khéng bi bién dang. Cac nut cho phép quay tw do.
Sau do dat cac lwc doc dé gitr cho dam A va dam doc & céu hinh nay. Xem Bang
PL4.1 & trwdng hop dam hai nhip, tim trong bang phan luc tai dong 2 va coét hai
(vi géi d® th hai lun 1 don vi va xét phan lwc tai géi doé thw hai) ta duoc

EL,, 2EI,

S“:6W_3 b

DPbi véi dam doc ta tim trwérng hop ddm ba nhip xem trong bang phan luc lay
toan b6 cac phan ti trén hang th&r nhéat ta duoc

EI EI EI EI
S, = 1,6b—3d; S, =—3,6b—3d; S, = 2,4b—3d; S, =—o,4b—3d
Nhuw vay cot thtr nhat clia ma tran dé cirng cé dang

2EI EI EI EI EI
S, = —3b3d +1,6—b3d ;' S, = —3,6F; S, = 2’4?; S, = _O’4F

Twong tw, cho céc trwdng hop céu hinh bién dang khac ta van dung bang
PL4.1 trong Phu luc 4. Ddm ngang chinh van dung phan ti thir 2 trong dong thir 2
cla bang phan luc cho trwdng hop dam hai nhip. Con dbi véi dam doc lan luot

dung dong thr 2, 3 va 4 cia bang phan lwc cho trwéng hop dam ba nhip. Ta ¢cé

EI 2EI EI EI EI

812 = —36b—3d, 822 =ﬁ+96ﬁ, 832 = _84F X S42 = 24?
EI EI 2EI EI EI

S13 = 24?, S23 = —84F y S33 = Tf+96ﬁ’ S43 =-3.6 b3d
EI EI EI 2EI EI

S, = _0'4_b3 S, = 2'4_b3 ;' Sy, = —3.6—b;f ;' S, = b;f +1.6 b3d
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2,267 -3,6 24 -04

5] EI| -3,6 10,267 ~84 24
b’ | 2,4 -84 10,267 -3,6
-0,4 24 -3,6 2,267

V&i tai trong P tac dong vao diém 1, ta can lwc han ché chuyén vi c6 hwdng

nguoc tai vai P, vay {F}={-P,0,0,0}. Gidi phwong trinh 12.2. ta tim dwoc chuyén vi

1,133

1 0,511
D)=

EI,| 0,076

-0,221

Moment uén trén dam doc bang khéng tai diém 1 va 4 do vay can xac dinh mé
men tai diém 2 va 9. Quy wéc mé men ubn dwong néu 1am cho soi & day bj kéo.
Trong trwdng hop nay lwc P tac dong vao nat nén vecto {A}=0. Khi tai trong tac
doéng vao vi tri khac thi can phai xac dinh {A} bang cach tinh toan cac dam lién tuc

v&i cac nhip bang nhau qua cac gbi d& cb dinh.

Phan tlr cia ma tran [A,] xac dinh t&» Bang PL4.1 trong phu luc 4 cho truéng

hop dam 3 nhip xem phan Iuc tai gbi d&.

EI,[-16 36 -24 04
[A,]=—
b | 04 -24 3,6 -16

Tw d6 ta tinh dwoc dung (12.5)

1,133
(a}- ELu {—1,6 3,6 —2,4 0,4} Pb | 051 _ {— 0,243}
b> | 04 -24 3,6 -16|EI, | 0076 ~0,146
~0,021

Biéu d& md men cho trén Hinh 12.11
12.6.3. Ma tran dé cirng cho dam thang

Trong chwong 3 ta dung phu luc 3 tim cac lwc dau phan tlr cla tieng thanh
riéng biét, sau d6 cong lwc dau cla tat cd cac phan tl ni vao tirng nut. O day ta

thiét 1ap ma tran d6 cirng cho mdt thanh thang riéng biét, vi ta sé dung thwong
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xuyén trong phan tich hé khung. Ta xét phan t& dam véi 12 toa d6 tai hai dau nat
gdm céac chuyén vi thdng va géc xoay theo céc truc x, y va z Hinh 12.10a. Ky hiéu
do dai thanh 1a |, dién tich mat cat Ia a, md men bac hai clia dién tich déi v&i truc
zvatrucylal, |y, hang sb dan héila E, va dd clng xoan la GJ.

Khi bd qua bién dang trwot va hiéu rng van, moi phan ti ctia ma tran dd ciing
cé thé thiét 1ap nhe phu luc 3. Phan ti thir i bat ky tai cot j bang luc tai toa d6 i do

do chuyén vi don vi tai toa d6 j gay ra. Ma tran dd cing sé cé dang

Ea |
e |
! 1
12EI, w
T |
. 12ﬁ1y 3
|
0 0 o Y |
l 1
6EI, 4EI, 1
0 0 - 0 ! sym
|
. 0 6111:12 o o 41?2i
Sl= |- e e e
7% 0 o 0 0 0 i%
1
0 _12ﬁjz o o 0 _6?2]2“) 12ﬁjz
0 12EI, - 6EI, }0 o 12EI,
v r | r
GJ ‘ GJ
0 0 0 -2 0 0 10 0 0 =
l | l (12.17)
6EI 2EI ! 6EI, 4EI,
0 0 =5t 0 = 0 jo 0 0 —
|
o SEL 0 o o 2L, _SEL o o 2EL
r I r ]
DN s 7_10
-3 ~Blo
11
a.
*6 *12
6 4
2 v y 1 3
b. c

Hinh 12.11 Phan tlr phang

Néu xét bai toan trong mat phang x-y, thi ma tran d6 ctrng chi xét cho 6 toa dd
la cac toa dd 1, 2, 6, 7, 8, va 12 Hinh 12.11b. Xba céac cét va cac hang 3, 4, 5,

9,10 va 11 ta dwgc ma tran
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Fa
l
. 121551
0 61131 g sym
[s]= ' Ea R (12.18)

[ [
12EI  6EI 0 12EI

EE I3
6EL 2Bl 6EI 4EI
i E I o1

Néu bd qua lyc doc truc ta sé khdng xét toa dd 1 va 4 niva Hinh 12.11c vay
ma tran dé cirng cla dam thang chi con kich c& |a 4x4

12EI

6ElI 4EI
— —— sym
[s]=] .1 !

12EI 6EI 12EI
I R
6ElI 2EI _6EI 4ET
12 I JE

(12.19)

Nhirng ma tran dé clrng nay dwoc thiét 1ap cho truc toa dd véi truc x trung voi
truc cGia dam. Khi hé truc nay goi la hé truc toa dé dia phwong, khi xét trong hé toa
do tdng thé thi ta phai dung ma tran chuyén dé chuyén ma tran d6 cing vé hé toa
do téng thé.

12.6.4. Gian lwgc ma tran do cieng
Ta c6 quan hé gitra chuyén vij {D} va luc {F} dat & cung mét toa dod
[s}D}={F} (12.20)

Néu chuyén vj tai mot sé toa dd bi ngdn can do co cac lién két va ma tran [S]

bd tri sao cho phwong trinh (rng véi cac toa dd nay nam & phia dudi ta c6

o) e a2

trong d6 {D2}=0 dai dién cho cac chuyén vi da bj han ché. Tir day ta c6 thé viét
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[, D\ }={F} (12.22)
(S, D} =1} (12.23)

T phwong trinh 12.22 ta nhan thdy ma tran d6 cirng cla nhirng toa dd con
lai ¢ thé nhan dwoc bang cach xéa cac cot va cac dong ing véi toa dd da bj han
ché chuyén dich. Ma tran dd clrng nhan dwoc sé c6 bac nhé di. T phuwong trinh
12.23 néu ta biét cac chuyén vi {D4} ta cé thé tinh dwoc phan lyc tai cac gbi d&

ngdn can chuyén vi {Da}.

Vi du trén Hinh 12.11c ta gia thiét hai chuyén vi thdng dirng 1 va 3 bj han ché,
nhw vay ma tran do cing trng v&i hai toa do con lai (2 va 4) sé nhan dwoc bang

céach x6a cac dong va cac cot thir nhat va thir ba trong ma tran (12.19)

4EI

_| 1
S 2 am

l l

sym
(12.24)

Phan lyc {F,F3} tim dwoc tr phwong trinh

6EI

_ lz 12 D2 _ E
R ez
12

& ’

Néu ta biét luc bang khdng & mét sb toa dd, cé nghia tai toa d6 dé tw do
chuyén déng. Ma tran dé ciring trng v&i cac toa do con lai cé thé tinh dwoc tir cac
ma tran con trong phwong trinh 12.21. Cho {F2}=0 trong phwong trinh 12.21 ta c6

[, kD }+ 8, }D, } = {F }
and (12.26)

[S.,}D.}+[S.. D, | = {0}

T phwong trinh thir hai ta gidn wéc {D2} trong phwong trinh thir nhat va co

Is.,]-[s..Js..] [s.. D )= (F) (12.27)
phuong trinh nay gibng phwong trinh 12.12. Ta viét lai thanh

|s*|p.}={F) (12.28)
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& day ma tran [ST] 1a ma tran do clrng gian luwoc lién hé gitra lwc {F1} v&i chuyén vi

{D+}, va cé dang

[s°]=[s,,]-[s,.IS2. ] '[S..] (12.29)
12.6.5 Tinh chat ctia ma trdn d6 mém va ma trdn dé cirng

Xét lwc F; tac dung tw tir 1&n két ciu, sao cho déng ndng cia khdi lwong bang
khéng. Ky hiéu D; la chuyén vi do lwc F; gay ra tai chinh diém dat lwc va co cung

hwéng véi lwe Fi. Néu két ciu dan hoi thi quan hé gitra lwc va chuyén vi la dwong
cong (gia tai va cét tdi nhw nhau) trén Hinh 12.12a.

F
F
AW
AF Fi
—s\JAD D S
D, D
a b.
Hinh 12.12

Tai mot thoi diém ndo d6 luc F; tAng 1én AF; va chuyén vij tang twong (rng 1én
AD; thi cong thwc hién béi AF;la

AW ~ F,AD,
La hinh chi® nhat gach chéo trén Hinh 12.12a. Néu gia tai du nhé thi cong

ngoai lwc thye hién béi F;sé bang phan dién tich bén dwéi dwéng cong gitka 0 va
D..

Khi vat liéu tuan tha dinh luat Hooke thi dwdng cong trén Hinh 12.12a thay
bang dwdng thang trén Hinh 12.12b. Khi d6 cdng thuc hién bi lwc F;cé biéu thirc

w=1Fp,
2
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Néu két cAu chiu tac dung clia mét hé lwc Fq, Fy, ..., F, téng tlr tlr va ching
gay ra cac chuyén vi twong ng D4, Do, ..., D, tai cac diém va huéng nhu lyc tac

doéng thi cdng ngoai lwe (cong ngoai) biéu dién qua

W = %(FIDI +F,D,+A +F,D,)= %ZFI.DI. (12.30)
i=1

Viét lai dwéi dang ma tran ta cé

Wl =%{F o 1D (12.31)
Thay chuyén vi bang lwc qua ma tran d6 mém ta cé

W =S UL (12:32)

Ta lam phép chuyén dbi ca hai vé, vé trai khong dbi, véi vé phai ta cé nguyén
tac sau phép chuyén déi mot tich sé 14 tich clia cac ma tran da chuyén dbi nhung

thor tw nguwoc lai nén

W =5 FY T P, (12:33)

T phwong trinh 12.32 va 12.33 ta thdy ma tran d& mém va ma tran chuyén déi

clia né bang nhau
1=l = fi=F s (12.34)

Ma trén d6 mém la ma trén déi xtrng. Day 1a tinh chéat quan trong ctia ma tran do

by
A

mem.

Phwong trinh 12.15 chi ra rdng ma tran d6 cing la nghich ddo cta ma tran do

mém nén suy ra ma trdn dé ctng ciing déi xirng
Sy =Si- (12.35)
Tinh chét quan trong th( hai cia ma tran d6 cirng va d& mém la céac phéan ti

duong chéo S; va f; phai duong. fi 1a chuyén vi tai toa do i dwdi tac dong cua luc

don vi cling vao diém i nén chuyén vi phai cing hwdng véi lwe nén f; dwong. Con
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Sii la lwc cAn d&t vao toa do i sao cho gay nén chuyén vi don vi tai diém i, do vay
Sii c6 cung hudéng.

Phuwong trinh 12.32 biéu dién cdng ngoai lwc qua lwc va ma tran d mém, néu
thé lwc bang biéu thirc 12.20 vao phuwong trinh 12.31 ta dwoc biéu dién cong

ngoai lwc qua chuyén vi va ma tran do cirng
1
w=—FIfIF} (12.36)

va

114 =%{D}T [S}D} (12.37)

Pay la cac dang toan phuwong theo bién F hay D. Dang toan phwong la xac
dinh dwong néu ching dwong véi moi vecto khac khéng ctia bién, hon niva ching
bang khéng khi va chi khi cac vecto bién bang khéng. Dinh thirc clia cac ma tran

dbi xirng xac dinh dwong phai duwong.

Nhw vay ma tran dd cirng va ma tran dé mém la ma tréan xac dinh duong. Hé

phuwong trinh
[sliD}={F}
[F{F}=1{D}

ciing sé& xac dinh dwong. Nhw vay dbi véi mot vecto vé phai khac khong hai hé
phuong trinh trén c6 mét nghiém duy nhét.

Két luan chwong 12

Phwong phap chuyén vi c6 thé dung cho két cu bat ky dac biét cé loi khi hé
cé bac siéu tinh cao. Qui trinh tinh toan chuén c6 thé 4p dung dé& dang cho hé
gian, khung, khung ngang va céc loai két cu khac dudi tac déng cla ngoai luc
hay bién dang cho trwéc. Nhw da néi phwong phap luc rat thich hop cho chuong
trinh may tinh.
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Ma trén dé cirng va ma tran dé mém c6 quan hé véi nhau theo nghia chung la
nghich ddo ctia nhau khi s& dung cung moét hé toa doé cla lwc va chuyén vi. Tuy
nhién toa dé lywa chon trong phuwong phap Iwc va phuong phap chuyén vi khéng

cung nhau nén quan hé do khéong dung trong phan tich.

Lwa chon phuwong phap phan tich phu thudéc vao bai toan va ca vao viéc co
dung may tinh hay khéng. Phwong phéap chuyén vi thich hop cho viéc lap trinh dé

tinh toan.
Ma tran do cirng va d mém dbi xirng, c6 cac phan tir trén dwdng chéo Ion
hon khéng va chung xac dinh dwong. Nhw vay 101 gidi cia hé phwong trinh trong

phwong phap lwc ciing nhw phuong phap chuyén vi 1a duy nhéat.



206 Phwong phéap chuyén vi

Bai tap chwong 12

12.1. Dung phwong phap chuyén vi tim ndi lwc tai cac phan t& cGa hé gian phang
trén hinh duéi. Gia thiét tAt ca cac phan tl cé cung gia tri l/aE.

Bai 12.1

12.2. Cho khung phang chiu lwc ngang bang P tac dung vao diém B tir phai sang
va lwc doc 4P tr trén xudng tai diém gira ctia thanh BC (hinh (a)).

5 %

Bai 12.2

Thiét lap ma tran d6 cirng cho khung phéng nhuw trén hinh vé véi hai trwéng hop
a. Sau chuyén vi can tim (tai 2 nit B va C méi nat ¢ 3 toa dd) (hinh (b)).

b. Bé qua bién dang doc truc (hinh (c)).
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c. Dung phép gian lvgc tim ma tran dé cirng S’ cho toa do 3 trén hinh (c).

va tim moment ndi lwc tai cac mat cat dau phan t& (Mas, Msa, Msc, Mcs, Mcp, va

Mpc) trong tredng hop b. Cho I1=41>.

12.3. Cho khung ngang nhw trén hinh vé v&i lwc thang dirng P tac dung vao diém
l.

L D
7 éﬁ Gz T
fy p ]
4 | J
B E x
_ll_
WH/ WG/
l l l
| | | |
| | | |
Bai 12.3

Thiét lap ma tran d6 cirng cho hai trwérng hop

a. Tai méi nut |, J, K, L ¢ 3 bac tw do: chuyén vi thdng dirng hwéng xubng dudi
theo truc y va hai géc xoay quoanh hai truc x va z. LAy GJ/EI=0.5 cho tt ca cac

dam.
b. Bé qua bién dang xoan (chi xét chuyén vi thang ding)

va tim moment ndi lwc tai cac méat cat dau phan t& & hai thanh BE va AF trong

trwong hop b.

12.4. Trén hinh vé 1a ba hé toa do ciia dam co dod cwrng khdng déi El.
Thiét 1ap ma tran dé cirng

a. Cho 4 toa dd (hinh (a)).

b. Gian lwgc ma tran d6 cirng cho 3 toa do (hinh (b)).

b. Gian Ilwgc ma tran d6 cirng cho 2 toa do (hinh (c)).
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7
4]

Bai 12.4



CHUONG 13.
Phwong phap cong ao
13.1. Thé nang bién dang

Trong chwong 3 ta d& nhac dén khai niém thé nang bién dang va trong cac
bai toan thanh ta cling da xem xét thé ndng bién dang cla tirng loai néi lwc. Trong
muc nay trwdc khi di vao chi tiét nguyén Ii cong do ta hé thdng lai cac biéu thic
thé nang bién dang cla tirng loai ndi lyc.

Ta c6 cong thirc tinh thé nang bién dang dan héi tbng quat (3.2)

dU =L edv
2

13.1.1. Thé nang bién dang lwc doc truc

Xét doan dl cé dién tich méat cat ngang a va d6 dai [ chiu mét lwc doc truc N.
Trong trwéng hop nay ng suét phap o= N/Ea, bién dang & =c/E. Nhw vay twr
phuong trinh (3.2) ta c6 téng thé nang bién dang

Uzéjt']g—;dl (13.1)
Khi thanh thang ta c6

1IN

=— 13.2
2 Ea ( )

13.1.2. Thé nang bién dang do mé men uén

Xét doan dl chju mé men uén M quanh truc z, mdt truc chinh cia méat cat
ngang (hinh 13.1b). Ung suét phap tai phan t& da c6 khodng cach y dén truc z |a
o = My/I, bién dang twong ng & =c/E = My/EI . Nhw vay tir phwong trinh (3.2)
ta co thé ndng bién dang cla phan t
1 M*y? 1 M*y?

dU =— —dv=— 2
2 EI 2 EI

dadl

L4y tich phan trén toan bd mat ct ngang cla doan dl, ta tim dwoc Thé ndng

bién dang

209
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1M2

AU ==
2 EI

dl j y2da

Tinh phan bén vé phai chinh 13 I, vay
1 M?

AU =~2_dl (13.3)
2 EI

T d6 ta co tbng thé nang bién dang do uén

U= j —dl (13.4)

tich phan dwoc |y trén toan bd dod dai ciia phan tir két cau.

Trén hinh 13.4b ta thAy hai mat cat chdn hai dau cta doan dl xoay di so Vi
nhau mét géc —do = —(dzy/dxz)dl & day truc y hwéng xudng dwdi. Cong ngoai do
ngau lwc M thye hién dé xoay di mét goc -do 1a

—>|dl|<— dl=de>l <

-/
lz
\IA_\/
T/
—~
[
‘|
i
!
=
\IA_I;\I
/!\
-t
Q\i%
N

Eﬂdl% l<— —deliyzdl:ﬁdl y t
a

L@ o)
34| sae dl .

|
]«
_’\/\_\/\'
—
e
—
\/A_\I
—>lej<—
ﬂm
Q
T
|< s>
/i\
—
=
T
~—
AN

Hinh 13.1.

AW:—%Mde (13.5)

Vi ngau lwc dwong (lam cang cac soi bén dwdi) lam gidm géc nghiéng 0 = dy / dx
cUa truc bién dang ciia ddm nén phwong trinh nay mang dau am. Sy chénh léch
gilb!a goc nghiéng cla dau trai va dau phai cia doan dx chinh Ia
~do=—(d’y/dx?).

Vi cdng ngoai phai bang céng ndi lwc nén ta c6 AW =AU , tir phwong trinh
(13.3) va (13.5)ta cé

do--2La (13.6)
EI
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Thé (13.4) vao ta nhan duoc tbng thé nang bién dang do mé men uén

1
U=—5jMde (13.7)

13.1.3. Thé nang bién dang do luc cét
Xét doan dI chiu lwc cat V (hinh 13.1¢). Néu lwc cat gay ra rng suét tiép r, thi
bién dang trwot ¢ tai phan t& cé dién tich da cé dang 1/G. Nhw vay tir phwong

trinh (3.2) ta c6 Thé nang bién dang ctia doan dI
l¢e1°
AU:-j—dl-da (13.8)
2 G

Tich phan lay trén toan bd mat cét ngang, sao cho gia tri clia dU phu thudc sy
thay déi cla lwc cat trén toa bd méat cét ngang. Vi du néu mat cat ngang la hinh
chir nhat thi

V(d> _,
e 13.9
’ 21[4 yj (15:9)

& day b 1a bé rong, d |a chiéu cao cta hinh chir nhat con ¥ 1a khoang cach cla
thd soi dén truc trung hoa va I =bd® /12.
Thé (13.9) vao (13.8)
2 37 42 2 2
AUzlx—V df I d——yz bdy
27 4GP 4, 4

Ta nhan thiy bd=a |a dién tich mat cat ngang, ta c6

2
AU:lx[Lszljdl (13.10)
2 Ga

Céng thirc nay cho thanh c¢é tiét diét hinh chi¥ nhat. Dbi véi tiét dién bat ky ta
cé cong thire tbng quat

2
AU:%[V jdl (13.11)

Ga

O day a, la dién tich thu nhd cho trong cac bang trong cac sach strc bén cho
ting loai tiét dién thuwong gap.

Tw phwong trinh 13.11 ta c6 tdng thé nang bién dang do truot
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1 V2
Uzgj[Garjdl (13.12)

& day tich phan lay trén toan bo d6 dai clia tirng phan ti két ciu
13.1.13.. Thé nang bién dang do xodn

Hinh 13.1d biéu dién doan dl clia mét thanh c6 tiét dién tron chiu tac dong
cla mé men xodn T. Ung suét trwot tai diém cé khodng cach r dén tam la
t=Tr/J, & day J 1a m6é men quan tich cyc. Bién dang twong &ng 1a £ =1/G. T

phuong trinh (3.2) ta c6 thé ndng bién dang cta doan dl

2.,2
NG
27 GJ 2 GJ?

. R ) A o R 1 T*dl 2
Tich phan _[r da =J la mé men quan tich cwc. Nhw vay AU =267 suy ra tong
thé nang bién dang do xoan sé la

_1 T dl (13.13)

Biéu thirc nay co thé ap dung cho thanh co tiét dién khac véi hinh tron. Trong
trworng hop d6 J 1a hang sé xoan (don vi m*) phu thudc vao hinh dang cla tiét

dién. Biéu thirc ctia J c6 thé tim trong phu luc 5.

13.1.5. Téng thé nang bién dang
Néu két ciu chiu ca bdn loai ndi lyc nhw trén, khi d6 thé nang bién dang téng
thé sé la tbng cua cac nang lwong bién dang cho trong cac phuwong trinh 13.1,
13.4,13.12va 13.13
N3dl 1Ml 1.Vl 1Tl
L
Ga  29°GJ

(13.14)

Tich phan 13y trén toan bd chiéu dai cta tirng phan tlr két cdu. Can chd y mbi noi
nang la tich cda néi lyc N, M, V va T tac dong lén doan dl va thwc hién trén

chuyén dich twong (ng tai hai dau nut ctia doan dl.

13.1.6. Nang Iwong bu va céng bu (b6 xung)
Khai niém nay cé thé ap cho két ciu bt ky. Nhuwng & day ta sé xem xét
trwdng hop thanh chiu kéo nén cla hé dan véi cac lién két khép. Gid sk thanh bi

dan moét doan la e do lwc kéo N, va mét doan e; do thay dbi ctia méi trwerng (vi du
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nhw nhiét do, hay co ngét v.v). Dat A=e+e;. Gia thiét ta cd quan hé gitva A va N

nhw trén hinh 13.2. Vay khi ta dat lwc tir tv dé dat dén gia tri N; va gay ra bién
dang er sao cho A=e+er thi thé nang bién dang la Uzj:f Nde, chinh bang dién

tich cGia phan gach ngang trong hinh 13.2.
N

N, %dN=(et+e)dN
v Gl
7y

ERISHEIREA \\\\\\\I\I\I\l\l\l\l\}\\:

i%de=Nde
t e e.f >A
Hinh 13.2
Ta dinh nghia nang lwong bu la
U =[" AdN (13.15)
hoac
* Ny
U =N,e, +j0 edN (13.14a)

la dién tich phan gach doc trong hinh 13.2.
Chu y: khai niém nang Iwgng bu khéng cé y nghia vat ly, ta st dung thuat nglr nay
don thuan vi sy thuan tién.

Tw hinh 13.2. ta thdy téng ndng lwong bu va thé nang bién dang bang dién
tich cGia hinh chir nhat Ni(e+ep)=U+U

Khi d6 dan dai tdng tir e dén (e+de), U sé& tang mot lwong Nde, sao cho

au_y (13.16)
de

DPao ham twong tng ctia U’ theo N sé& bang dd dan dai A, vay

du-
= =A 13.17
Nmete (13.17)

Néu theo biéu dd luc-chuyén vi (twong tw nhw biéu do lwc-dd dan dai trén

hinh 13.2) thi dién tich bén trai cla dwong cong la cdng bu W' vay
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W’ =j0Nf DAF (13.18)

& day F¢ 1a gia tri sau cung cla lyc F va D=di+d |a téng chuyén vi, d 1a chuyén vi
do tac dong cla luc F, va d; 1a chuyén vi do tdc ddng clia méi trwong nhw nhiét
do, co ngot, v.v.

Néu luc F4, Fa, ..., Fn tac dong tir tir 18n két cu va tbng chuyén vi tai cac vi

tri va hwong ng voi cac lwc nay la D4, Do, ..., Dy, thi cdng bu sé la
w' =3 [ DdF, (13.19)
i=1

& day Fj la gia tri sau cung cua F;.
Coéng bu sé bang cong ngoai lwc khi két cAu dan hoi tuyén tinh va chuyén vi

D chi do ngoai lwc sinh ra (d=0) thi

W =%ZFI.DI. (13.20)
i=1

13.2. Nguyén ly cong ao

13.2.1. Phét biéu chung

Nguyén ly céng 3o lién hé gira hé lwc can bang véi hé chuyén vi twong thich
trong két ciu tuyén tinh cling nhw phi tuyén. Thuc chét ta cho hé luc gid twéng
(40) can bang hay chuyén vi &o nhd tac dong lén két cAu va lién hé véi chuyén vi
thwe hay luc thye twong ting. C6 thé s dung hé luc do hodc chuyén vi do bét ky,
sao cho hé lwc nay théa man diéu kién can bang hay cac chuyén vi nay dam bao
diéu kién twong thich. Biéu nay cé nghia chuyén vi do la chuyén vi hivu han bét ky
kha di vé& mét hinh hoc c6 thé xay ra. Chung phai lién tuc trong két ciu va thda
man cac diéu kién trén bién. V&i su lwa chon lwc 3o va chuyén vi &o thich hop ta
c6 thé dung nguyén ly cong do dé tinh chuyén vi va noi luc.

Xét két cAu bién dang duwéi tac ddng cla ngoai lyc va méi trwdng nhw nhiét
do hay co ngét. Ta goi tbng nang lwong bién dang thuc tai mot diém bat ky 1a ¢, va
chuyén vi (thwc) twong (ng tai n toa do da chon 1a D4, Dy, ..., Dn. Gia thiét trwéc
khi co tai trong thuc va bién dang thuc, két cdu chiu hé luc do 1a Fq, Fa, ..., Fntain
toa d6 gay ra (rng suét o tai diém bat ky. Hé lwc do nay can bang nhung khéng

nhat thiét phai (rng v&i chuyén vi thue {D}. Nguyén ly cong &o phat biéu: tich cua
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chuyén vi thuc va luc do twong (g (chinh Ia céng bu do) sé badng véi tich cua
chuyén vj néi thuc véi ndi luc do turong tmg (chinh la néng lwong bu do). Vay
Coéng bu ao = Nang lvgng bu do

C6 thé biéu dién dwéi dang tbng quat
S ED, = [{of feldv (13.21)
il v

& day o la ng suat ng v&i lwc do F, va ¢ 1a bién dang thuc twong thich voi
chuyén vi thwe {D}. Tich phan |4y tréh toan bd thé tich clia két ciu va téng theo tat
ca lyc o {F}. Phwong trinh 13.21 phat biéu: céng bu cta ngoai lc do va ndng

lwong bu cta néi lrc do khi chuyén déng doc theo chuyén vj thuc bang nhau

iCuc éo)(chuyén vi thue J- ndi lwc\/ chuyén vi p
= v
=\ taii tai i "\l do noi thwe

Nguyén ly cdng do dwéi dang nay dwoc ap dung trong muc 13.2.2 dé tinh
chuyén vi tai toa d® béat ky khi qua bién dang do néi luc thwc gay ra. Nguyén ly
nay con dung dé xac dinh ngoai lwc tai mot toa dd tir ndi lwe. Khi dé ta cAn chuyén
vi o {D} twong thich v&i bién dang &o ¢ tai moi diém. Tich cla ngoai luc thuc {F}
va chuyén vi 3o bang v&i tich ctia ndi lwc thwe va chuyén vi ndi o twong thich véi
{D}. Quan hé

Coéng ao = Nang lvgng ao

C6 thé biéu dién theo 13.21

> D= [fof el

& day o 1a ng suét thuwe ing véi e thuc va ¢ 1a bién dang do twong thich véi
chuyén vi do {D}. Trong trwdng hop nay ta phat biéu: céng do cta ngoai luc va noi
Iwre thue khi chuyén déng doc theo chuyén vi do bang nhau

iCuc thuc)(:huyén vi 4o ta) J- (ncf)i Iu’c)(chuyén vi)d
= v
o\ taii [ “\_thwe ndi ao

Khi ap dung nguyén ly cdng do dé tinh chuyén vi (hay luc) lwc do (hay
chuyén vi d0) chon sao cho vé bén phai cla phwong trinh (13.21) cho ta dinh
lwong can thiét. Ta co thé lam dwoc diéu nay khi dung dinh ly Iwc don vi hay dinh

ly chuyén vi don vi dé tinh chuyén vi hay lwc twong éng.
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13.2.2. Binh ly Iwc don vij va chuyén vij don vi
Khi dung nguyén ly cong do dé tinh chuyén vi D; tai toa dé the j, ta sé chon
hé Iyc ao {F} sao cho né chi chira c6 mét Iyc don vi tai toa dd j. Khi dé 13.21 cé

dang
1xD; =[{o,{ fe)dv = D;=[lo, | {e)dv (13.22)

& day o, la ng suét do (ng véi lyc do don vi tai j, va ¢ la bién dang thwe do tai
trong thwe gay ra. Phwong trinh nay chinh la dinh ly lwc don vi, va 1a dang téng
quat (khéng gidi han & tuyén tinh) ciia phwong trinh (5.4) xay dung cho hé tuyén
tinh.

Nguyén ly céng do con dung dé tinh luc tai toa do thiy j, néu ta biét phan bd
clia (rng suét thyc hay ctia ndi lwc. Ta chon chuyén vj do D; tai toa do thir j, nhung
chuyén vj tai cac diém dat lwc khac khdng thay déi. Ta sé xac dinh chuyén vi noi
twong thich. Céng ao cla ndi lyc va ngoai lwc thyc thwe hién trén chuyén vi do c6
nay co dang

FyxD; = [{o}' {e}dv (13.23)

Vi o & (rng suét thwe tng véi luc thue, va ¢ la bién dang do twong thich véi ciu
hinh ctia chuyén vj o.

Trong két cAu dan hdi tuyén tinh, cac thanh phan bién dang ¢ tai diém bét ky
ty 1& v&i gia tri ciia chuyén vi tai j, sao cho

e=e,D, (13.24)

& day e, 1a bién dang twong thich véi chuyén vi don vj tai j, vi khédng c6 chuyén vi
tai cac diém dat lwc khac. Phwong trinh 13.35 sé& ¢6 dang

F, = [{o} {e, jdv (13.25)

Phwong trinh nay chinh la dinh ly lwc don vi,

Dinh ly nay khéng ap dung cho hé phi tuyén vi ta da s dung quan hé 13.24,
quan hé ti [& nay chi dung khi hé 1a tuyén tinh.

Dinh ly chuyén vi don vi 1a co sé& dé tinh cac d&c trwng dé clrng cla phan t

két cdu dwoc ap dung trong phan ti hiru han, khi két cau lién tuc (ban, vat thé ba
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chiéu) dwoc chia lam nhirng phan t& v&i cac bién gia twéng (hinh tam giac, hinh
non ba canh).

13.3. Tinh chuyén vi bang céng ao

13.3.1. M6 ta phwong phap

Xét két ciu dan héi tuyén tinh trén hinh 13.3 chiu hé luc Fi, Fa, ..., Fn g8y
nén ng lwc N, M, V va T tai mat cat bat ky. Céng ngoai lwc va cong ndi lwc bang
nhau tr phwong trinh 3.2 va 13.14 ta co

_ZFD ——J'—dl 2j E; dl+%jGV—;dl+%jg—;dl (13.26)

& day D; 1a chuyén vi tai vi tri va hwéng cla lwc Fi, va N, M, V va T la ng luc tai
mét cat bat ky do hé lwc {F}.

Gia thiét tai thoi diém khi lyc {F} tac dong da co luc do Q; tac dong vao vi tri
va hwéng cla toa d6 tht j (hinh 13.6). Lwc nay gay ra &ng lwc Ngj, Mq;, Vq;j va Taq;.

Céng ngoai lyc va céng ndi luc lUc nay ciing phai bang nhau

%ZH:EDiJerD.:%D dl + .[—dl+.[—dl+ —dl
i=1

U o dl+j M a1 j YoV dl+j 1o dl}

& day Dj 1a chuyén vi tai j do hé lyc {F} tai hwong cla lyc do j. S6 hang thw hai

(13.27)

trong ca hai vé biéu dién cong cla lwc Q; thyc hién khi chuyén dong doc theo

chuyén vi gay ra boi hé luc {F}.

ol .

n\
—_—> V4

thoa do the j

Hinh 13.3
Lay 13.27 tr di 13.26 ta dwoc

Q,D; = j NoN 414 j Mo j VoV dl J'%’fdl (13.28)
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Dé xac dinh chuyén vi tai vi tri va hwdng bét ky do hé lyc {F} gay ra ta chia
13.28 cho Q;. Vay ta c6 chuyén vi tai j 1a

N .N M M V.V T.T
D.=J' u dl+J. Ll dl+_[ Y dl+J. e (13.29)
i =1 Ea EI Ga, GJ
& day
Ny=No oy, Ma oy Yoy g llo

YQ YQ Q YQ
day la ndi lwc tai mat cat bat ky do Iwc do don vi (Q=1) tai toa dd j gay ra. Phuwong
trinh 13.29 la mét trwdng hop cha dinh ly lwc don vi ap dung cho hé khung.

DPé sir dung phuong trinh 13.29 dé tinh chuyén vi tai mat cat bat ky, néi luc
tai moi mét cat clia két cu co thé xac dinh do: (i) lwc thwe va (i) lwec o don vi.
Lwe the hai la lwc gid twédng, tai trong gia dua ra chi don thuan dé tinh toan. Cu
thé, néu chuyén vi can tinh toan la dich chuyén thang thi lwc gid twdng la lwc tap
trung dat vao diém va hwéng clia dich chuyén phai tim. Néu chuyén vi phai tim 1a
goéc xoay, thi lwc don vi la mdt ngau lwc tac déng vao cung hwéng va cung vi tri
cla goc xoay. Néu can xac dinh dich chuyén twong déi gitra hai diém, thi can hai
lwe don vi tac ddng nguoc huwdng tai cac diém doé doc theo dwdng thdng ndi cac
diém do. Twong tw, néu can xac dinh géc xoay twong déi, thi can hai ngau luc
don vj tac déng ngwoc hudng tai cac diém do.

N&i Iwc Ny, My;, Vi va Ty la lwe trén lyc do don vi. Néu chuyén vi can tinh 1a
dich chuyén thang va don vj la N va m thi Ny;, My;, Vj va Ty c6 don vj lan lwot |3
N/N, Nm/N, N/N va Nm/N. Néu lwc &o 1a ngau lwc thi Ny, My, Vi va Ty co don vi
lan lwot & N/Nm, Nm/Nm, N/Nm va Nm/Nm. Ta c6 thé kiém tra phép tinh bang
céach kiém tra don vi cla cac phép tinh.

Mbi s hang trong 13.29 thé hién sw dong gdp cla tirng loai ndi lwc. Trong
thwe té khdng phai luc nao ciing c6 ca bdn loai noi luc, vay mét sbé sd hang sé

khéng can tinh. C6 thé bd qua céc sb hang c6 dong gop khéng dang ké .

13.3.2. Chuyén vi cua két c4u siéu tinh
Nhw trong muc 13.2 d trinh bay nguyén ly céng kha di cé thé ap dung cho
két cau bat ky, tinh dinh hay siéu tinh. Tuy nhién trwdng hop siéu tinh can tinh noi

lwe gay ra do tai trong thuwe bang phwong phap lwc hodc phwong phap chuyén vi.
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Sau d6, ta can tim ndi luc Ny, My;, Vy; va Ty do luc do don vi tac dung tai j.
Nhirng lwc nay cé thé xac dinh cho két ciu da giai phong lién két (b4t ky) mién
thda méan diéu kién can bang véi lwc o don vi. Ta cé thé 1am dwoc diéu nay bang
cach gidi phéng mot sb lién két ddm bao két ciu 6n dinh. Ta cé thé lam vay vi
nguyén ly céng &o lién hé gitra chuyén vi do twong thich cta két ciu thuc véi hé
lwc 3o can bang, hé lwc nay khéng nhét thiét phai ing véi hé luc thuc.

Vi du 13.1. Xét két céu trén hinh 13.4a tim chuyén vi ngang D, tai diém C. Chi xét
bién dang udn. Do cirng clia cac thanh khong dbi bang El.

Biéu d6 md men da cd tir vi du 3.2 va biéu dién trén hinh 13.4b.

| 12— 12
PI b
_ [ B,
2195 F
g
P —
E 0271 77
N
= Biu d6 M
1 (hé s6 Pl)
~ (a)
B
D
G
o Biéudd Mu
T (c)
B F
Ds
1
Biéu dd Mus
Ui (e) < (")

Hinh 13.4
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Luc don vi tac déng vao toa dd 4 vao két ciu tinh dinh c6 dwoc bang cach
cat khung chi dé lai thanh CD, hinh 13.4c. Biéu d& mé men uén My4 biéu dién trén
hinh 13.4d.

S dung phuwong trinh 13.29 va chi xét udn ta co6
D, = [MuM g
EI

Tich phan nay chi can |4y trén doan CD vi md men ubn bang 0 trén cac doan

con lai. St dung phu luc 6 ta cé

_L[i(lﬂ)(
T EI2

Gia thiét ta can tim chuyén vi thdng dirng tai F, ky hiéu 1a Ds. Ta dat lwc &o

3
2x O,271Pl—0,334PL)} = 0,00871;—11

don vi tac dong vao khung cé ba lién két khép, hinh 13.4e. Biéu dd md men Mys

biéu dién trén hinh 13.4f. Twong tw nhuw véi Ds ta co
D, :J'Mdl
EI

Tich phan nay chi can lay trén doan BCD vi mé men ubn bang 0 trén cac
doan con lai. St dung phu luc 6 ta cé

3
, - L LM(O,.%SSPI+4><0,25PL—0,334PI) =0,0240ﬂ
EIl4 6 EI

C6 thé dwa ra cac lyc &o khac dé tinh D4va Ds.
13.3.3. Bdnh gia tich phan dé tinh chuyén vi bang phwong phép céng do
Phan truwdc ta thay tich phan

M, M
I

dl

thwdng xuét hién trong phwong trinh cong &o. Ta sé& xem tinh tich phan nay nhw
thé nao, sau dd cac tich phan khac cung c6 thé lam twogn tu.

Néu két cAu c6 m phan ti, thi tich phan cé thé thay bang téng
M .M
[ dl =y [ M, dl (13.30)
EI < EI

sao cho bai toan dwa vé tinh tich phan cho mét phan te.
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Ta xét phan t& thdng AB cé do dai |, co tiét dién thay ddi chiu udn (hinh
13.5a). Hinh 13.5b biéu dién biéu d6 momet udn do tai trong bat ky. Néu ta chia

tung d6 cla biéu d6 nay cho El ta nhan dwoc biéu dd M/EI trén hinh 13.5c.
l | [« x —|

Hinh 13.5
Vi thanh AB thang, nén biéu d6 mdé men udn M, trén doan AB do lyc do don
vi tai toa do bat ky sé& la dwong thang (hinh 13.5d). Ky hiéu tung d6 cta biéu dd
nay tai A va B 1a Mya va Myg;. Tung do tai mat cat bat ky cach a mét doan x 1a
x
l

Thé biéu thirc clia M,; vao tich phan, ta cd

‘M [—MHBJ"MHAijﬂxdx (13.31)

M,=M, +(Mqu _MuAj)

MM
[— dleuAjIOEdXJr l

Tich phan trong s6 hang th& nhat |a dién tich ca biéu dd M/EI, ta ky hiéu
tM
a,, = J.OE dx
Néu X la khoang céch tr trong tdm cda biéu d6 M/EI dén diém A thi mé men bac
nhat cla dién tich av d6i v&i A sé la
t M
a, X = | —xdx
M Io EI
Nhw vay phwong trinh 13.31 sé c6 dang
J-MujM
T

X
dl = aM{MuAj +(M,-M,, )ﬂ
S6 hang trong dau ngo&c vudng chinh la tung d6 M,; cla biéu db M, tai mat

cét di qua trong tam cuta biéu dd M/EI. Vay
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J ME“J?J dl=ayM, (13.32)
Béang cach phan tich twong tw ta cé thé tinh toan

J Zjav dl=a,V, (13.33)
[ordi=aT, (13.34)
J N]jiv dl=ayN, (13.35)

Céc ky hiéu bén vé phai ctia cac phwong trinh 13.32-13.35 13

a,, a,, a, va a, dién tich ca cac bidu dd M/EI, V/Ga,, T/GJ va N/Ea

M,,V,

uj o’

v

s T,va N, -giatricia M, V,;, T,, va N, tai trong tdm clia cac
dién tich a xét & trén.

Dién tich va trong tdm ctia mét s6 hinh thwérng gap c6 thé xem trong phu luc
5. V&i thanh cé do cirng El khéng dbi, gia tri cGa tich phan IMujMdl cho mot sb

hinh thuwdng gap cho trong phu luc 6.
Chu y: gia tri cta tich phan khéng phu thudc vao quy wéc dau cia ndi lwc,

dam bao rang quy wéc dau cho lwc do va lwc thue nhw nhau.
13.4. Ap dung phwong phap cong ao cho hé dan

13.4.1. Chuyén vj cua dan
Trong dan phang hay dan khéng gian tr m thanh lién két khép, chi chiu luc

tai cac nut, ndi lyc duy nhat |a lwc doc truc, vay phwong trinh 13.29 c6 dang

noN N
D. = Y dl 13.36
=2 ) g (13.36)
No6i chung tiét dién khong dbi trong tirng thanh nén ta co
n N N
p =y Juiy (13.37)
' T Ea

& day m sb6 phan t&r, Ny; & lwc doc truc trong thanh the i do lwc do tai diém j, va
Nil/(Eia;) & thay d6i d6 dai ctia thanh i do luc thuc gay ra, gia thiét vat liéu tuan tha
dinh luat Hooke.
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Phwong trinh 13.37 ¢c6 thé viét dwéi dang
D, =;NugAi (13.38)

trong do A la thay dbi dd dai thwe cta thanh thi i. Biéu thirc nay dung khi thay dbi
do dai 1a do cac nguyén nhan khac ngoai ngaoi lwc vi du nhw thay dbi nhiét dé. Sw
tang hay giam nhiét do trong thanh thwr i di t d sé gay ra sy thay do do dai la

A; =adtl; (13.39)
trong d6 |; d6 dai ctia thanh thir i, va o 1a hé sé gian n& nhiét.

Phwong trinh 13.38 dung cho ca két cAu tuyén tinh va phi tuyén.

Vi du. 13.2. Dan phang nhw trén hinh 13.6a. Chiju tac ddng cla hai lyc bang nhau
P tai E va D. Tiét dién clia cac thanh 1, 2, 3, 4 va 51a a, con cac thanh 6 va 7 1a
1.25a. Xac dinh chuyén vi ngang D+ cGa diém C, va dich chuyén twong dbi Dy, cla
hai diém B va E.

Noi lwec dwoc xac dinh va cho trén hinh 13.6b.

Noi lwc do lwc do don vi gay ra tai toa d6 D1 va D, dwoc xac dinh va cho trén
hinh 13.6c va d. Cac gia tri nhan dwoc c6 thé kiém tra tir diéu kién can bang tai
nut.

Quy wéc dau: thanh chiu kéo cé luc doc truc dwong.

Tinh D1 va D, dung phwong trinh 13.37. Trong bang 13.1. dwéi day la cac
tinh toan cho dw¢i dang bang.

Bang 13.1. Tinh Dy va D, (Vi du 13.2.)

Dac trwng clia thanh Tai thwe Tinh D4 Tinh D,
Phantt | s gai | Tistdien | -1 N N, | DN | MM
Ea Ea Ea
1 1 1 1 1,167 -1 -1,167 -0,8 -0,933
2 1 1 1 1,167 -1 -1,167 0 0
3 0,75 1 0,75 0 0 0 -0,6 0
4 0,75 1 0,75 0 0 0 -0,6 0
5 1 1 1 -1 0 0 -0,8 0,800
6 1,25 1,25 1 -1,458 0 0 0 0
7 1,25 1,25 1 -0,208 0 0 1 -0,208
wso | 1| 2 | L | e |- |22
Ea Ea Ea
-2,334 -0,341
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T bang 13.1 ta nhan dwoc chuyén vi Dy va D 14 tbng cla cot NgNl twong
a

ng. Vay
D =233 va p, = 0341 2L
Ea Ea
Dau am cla D4 chi ra rdng chuyén vi nguwoc véi hwdng cla lwc do trong hinh
13.6¢. Cé nghia diém C dich sang bén phai. Twong tw dich chuyén twong dbi cta

B va E nguwoc v&i hwdng cla lyc do nhw vay ching tach ra khdi nhau.

0.751 |3 7 @ 6
D,
A : Dy
7 ©) B @ %
| l |
I T 1
a)
P P P
0 -0,2082 0 -1,458P
P T167P 1.167P
0,125P f0,875P
(b)
0
0 0 0 0

Hinh 13.6
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Vi du 13.3. Cling v&i dan phang trong vi du 13.2, tim chuyén vi D, khi phan ti thi
5 va 6 tang 30°. (Trwong hop nay khong cé lwc P tac dung). Gia thiét do gidn né
nhiét a=0,6x10"/do.

Lwc ao don vj tac dong nhw trén hinh 13.6d.

Thay déi do dai thwc chi xuét hién & hai phan t&r s6 5 va 6, siv dung 13.39

A, =0,6x107°x30xI =18x1071

Ay =0,6x107°x30x1,251 = 22,5x107°1
Tw phwong trinh (13.38) ta cé

D, =Y N,,A; =—-08(18x107°1)+0x(22,5x107°1) =—14,4x10°l
i=5,6
13.4.2. Chuyén vi cta dan dung dai s6 ma trén
Co dan c¢6 m phan t&, phuong trinh (13.37) cho ta chuyén vi tai cac nat theo

cac hwéng xac dinh bang cac toa do j. Ta cé thé biéu dién duwéi dang ma tran

D; ={N,fi  [furloon N fa (13.40)

Jmx1
& day {N,|; la ma tran chuyén dbi ctia ma tran {N, | 1a cac noi luc do lyc 4o d[n
vi tai toa do j gay ra. Cac thanh phan cda {N} & ndi lyc do Iyc thuc gay ra. Cubi

cung, ma tran [fu]

Lo a0
Elal
l
0 -2 A 0
[ful= E,q, (13.41)

A A A A

0 0 A b

L Emam_

la ma tran dwdng chéo, véi cac phan ti trén dworng chéo 1a d& mém theo bién
dang doc truc cta tirng phan tr, day chinh l1a thay dbi dé dai do lwc don vi gay ra.
Ma tran nay la ma tran d& mém cutia két cdu chwa tap hop.

S dung ma tran cé wu diém khi ta s dung may tinh dé tinh toan chuyén vi
tai mot sd nut. Gid s chuyén vi can tim tai n toa do. Luc &o don vi tac dong riéng
biét vao tirng nut va ta cé dwgc mét tap céac lwc. ta bd tri cac luc nay dwdi dang

ma tran
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uan (13.42)

& day phan ti trong cot thi j 1a lwc trong phan t& do lwc do tac dong vao toa dd
th(r j. Chi sb th& nhat ciia Ny xac dinh phan t&r dan, chi sb thr hai xac dinh toa do
j, tai do lwc ao don vi tdc dong.

Dung cac biéu thirc 13.42 va 13.40 ta cé thé mé rong cho trwdng hop xac

dinh chuyén vi tai n toa d6 nhw sau

Dl =[Nl fis L (N (13.43)
Khi chuyén vi can xac dinh cho p trwong hop tai trong ta cé
(DL =[N Ll fs L[N T (13.44)

Cac ky hiéu dwoc dung la

D - chuyén vi tai cac toa d6

N, - lwc tai cac phan tlr do lwc 4o don vi gay ra tai cac toa do. Phan t&r cla
tirng cot trong ma tran [N,] la Iwc do Iwc do don vi tac dong tai toa doé twong ng.

fu = l/(Ea) = d® mém cta phan t

N - lyc tai phan t&r do tai trong thwe; phan t&r cla tirng cot trong ma tran [N]
la lwc (rng v&i tirng trivng hop tai trong

n - s toa dd ma tai do ta can tinh chuyén vi

m - s6 phan to

p - sb trwdng hop tai.

Néu chuyén vi can tim la do sy thay déi & dai cia cac thanh do thay déi
nhiét dd, hay do nguyén nhan bién dang khac. Phuwong trinh 13.38 c6 thé biéu
dién dwdi dang ma tran twong dwong nhw phwong trinh 13.44

[D,., =[N.]..[A]., (13.45)
Phan t&r cha tirng cbt cla [A] 1a d6 dan dai cla tirng thanh (ng v&i tirng trwdng
hop.

Vi du 13.4. Giai vi du 13.2 ding ma tran. Chuyén vi can tinh tai toa d6 1 va 2 biéu
dién trén hinh 13.6a.
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Trong bai toan nay ta c6 n=2, m=7 va p=1. Lwc tao thanh ma tran [N] va [N]
biéu dién trén hinh 13.6b, ¢ va d. Vay

-1 -0,8] [ 1,167 | (10 0 0 000]
-1 0 1,167 01 0 0 000
0 —-0,6 0 00075 0 000
N ].,=| 0 -06|[N,].=| 0o |[ful=l00 0 075000
0 -08 -1 00 0 0 100
0 0 —1,458 00 0 0 010
0 1 | 0,208 00 0 0 001]

Thé vao phuwong trinh 13.43

pl|—-2334
[D]le = [Nu ]7Tx2[ M]m [N]M ZE_CI{—O,34J

13.5. Ap dung phwong phap céng ao cho hé khung

13.4.1. Tai trong nut twong dwong

Nhw ta d& thay khi phan tich k&t cdu bang phwong phap lwc chuyén vi dwoc
chon tai mot sb toa dd, thwong ta chon tai cac nit va ta cling nhan thay sé rat tién
néu ta st dung ma tran dé tinh toan. Nhw vay doi héi tai trong phai dat tai nat. Tuy
nhién tai trong tac dong gitra cac nut cé thé dwa vé tai trong nut twong dwong.
Céc tai twong dwong dwoc chon sao cho chuyén vi tai nit sé bang véi chuyén vi
do tai trong that gay ra. Chyén vi tai cac diém khong phai 1a nat khéng nhat thiét
phai bang véi chuyén vi do tai thuc gay ra.

Ta xét dam trén hinh 13.7a, cin tim chuyén vj tai toa dd 1 va 2 tai B (hinh

13.7b).

A l l c D ’2\

- ’ (a) é% & b (b) %
W N a2

Hinh 13.7
Ta coi diém B la mot nat ndi phan t&r AB véi BC. Trén hinh 13.7¢ chuyén vi

tai nGt B va C da bi han ché va ta xac dinh lwc dau phan t& do tai trong thuc gay
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ra. Ta cé thé dung phu luc 2 dé tinh. Lwc dau phan tr tai cac nat cong lai va thanh
lwe nut twong dwong dat vao két cdu (hinh 13.7d). Nhitng luc nay twong duong
vé mét tinh hoc v&i tai trong thuwc va gay ra chuyén vi tai toa dd 1 va 2 gibng nhw
tai trong thwc. Goc xoay tai C ciing sé& gibng nhw géc xoay do tai trong thuc gay
ra. Nhwng diéu nay khéng dung cho chuyén vj tai cac nat A va D.

That vay, ta xac dinh chuyén vj tai 1, 2 va gdc xoay tai C bang cach t6 hop
chuyén vi do céc trwdng hop tai trong trén hinh 13.7c va 13.7d gay ra. Nhung luc
trong trwéng hop hinh 13.7¢ khéng gay ra chuyén vi 1, 2 va goc xoay tai C. Khi
c&i bd cac lwc han ché béng cach dat vao cac lyc nhw trén hinh 13.7d sé gay ra
cac chuyén vj tai toa dd 1 va 2 va géc xoay tai C bang véi chuyén vi do tai trong
thwc gay ra.

Trong trwong hop trén ta dwa vao cac han ché tai nhirng tao dd ta can xac
dinh chuyén vi, Tuy nhién c6 thé dwa thém cac han ché tai cac vi tri khac dé thuan
tién hon cho viéc tinh cac lyc dau phan tc.

TAt nhién, thay thé bang lwc nut twong dwong sé ciing gay ra phan lyc bang
v&i phan luc trong trwdng hop tai thue. N6i lwc tai cac dau nat ctia phan tir do lwc
twong dwong gay ra duwoc cong véi lwc dau phan tir do tai trong thuc cho ta noi
Iwc trong trdng hop tai thc.

Uu diém cua viéc dung tai trong nut twong dwong la biéu dd ndi lyc twong
&ng thanh dwdng thang. Do vay, viéc tinh tich phan trong phwong trinh 13.43 dé

dang hon nhiéu.

13.4.2. Chuyén vi cia dam va khung

N&i lwc chinh trong dam va khung 1a md men uébn va luc cét. Lwc doc truc va
md men xo0adn hodc khéng ton tai hodc dong gop rat nhd so v&i chuyén vi ngang
va goc xoay. Vi vay, trong phwong trinh 13.43 ta c¢6 thé bd qua cac thanh phan
kéo nén va xoan khi tinh chuyén vi ngang va géc xoay. Nhw vay chuyén vi cla

dam chiu lyc cat va mé men ubn cé dang

M, M V.V
Djzj EJI dl+IGJar dl (13.46)

Hon niva, cac tiét dién cta ddm dung trong thyc té dwoc thiét ké sao cho

bién dang do trwot khdng dang ké va cé thé bé qua. Nén chuyén vi sé 1a



CAC PHUONG PHAP TiNH TOAN HE THANH 229

M, M
D; = Al (13.47)

T phwong trinh 13.6 ta c6 thay ddi d6 véng cla truc bién dang cta dam
trén mot doan dl la d6 =—-M / EIdL. Thé vao (13.47) ta duwoc

D, =[M,do (13.48)

Do véng am néu né cbd clng hwdng véi sy thay déi géc do mé men duong
gay ra. Quy wéc diu ctia do vong xem trén hinh 13.4b.

Phwong trinh 13.48 c6 thé dung dé tim chuyén vi do cac nguyén nhan khéng
phai la ngoai lywc gay ra, vi du nhw chéch léch nhiét d6 ciia mat trén va mat dudi
cta dam.

Vi du 13.5. Hinh 13.8a biéu dién ddm ABC v&i mét dau treo tw do. Tim chuyén vi

doc D tai C va goc xoay D, tai A. DAm cé dd cirng udn khéng ddi El. Chi xét bién

dang do uén.
25gb 2/
) £ o 2
i :
< 24b %61,—4 s [
@ % 108gb°
) Ay =~
2044 b? o
q
16b | Tl1s0°
—_2448gb1\
M3 T TET ?
3 I __450gb°
s 2456gb M2 EI
n EI LN
2
6b 4.5b 216qu?]
i 12— (d)
i gy
()
s
(®
Hinh 13.8

Biéu dd mé men cho trén hinh 13.8c vé&i tung d6 vé 1én mét chiu kéo. Hinh
13.8e va f cho biéu dd md men do céc lwc d[n vi tai toan d6 1 va 2. Vi El=const
nén ta co thé xac dinh trong tdm clia biéu dé M thay vi M\EI, sau d6 lay gia tri tim

duwoc chia cho El. Ta chia biéu d& M thanh cac phan dé dé tim trong tam nhw trén
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hinh 13.8d. Phan dién tich cta biéu dé dwong thi mang dau dwong, va ta chi can
toa do trong tam theo chiéu dai ctia dam.

Budrc tiép theo xac dinh tung do cla cac biéu dd mdé men M, (ng véi trong
tam cua tirng phan dién tich (xem hinh 13.8e va f).

Chuyén vi D1 va Dy tinh theo 13.32

D;=>a,M,

& day M la tung d6 tai trong tam cla biéu d md men. Vay

4
D, =ﬂ(lOSx4,5+450x4+2448x4—3456x3)=ﬂqb“
EI EI
va
3
Dzzﬂ 2448% L _3456x =£qb3
EI 3 2) EI

Két qua tinh c6 d4u dwong cé nghia chuyén vi D1 va D, theo hwéng clia cac
toa d6 trén hinh 13.8b.
Vi du 13.6. Tim ty & déng gp6 cla trwot so vdi déng gdp clia mé men ubn lén
tdng chuyén vij tai diém gitra ca dam thep chir | chiu lwc phan bd déu gbi twa don
gian (Hinh 13.9a). Cac d liéu khac: mé men quan tinh chéng ubn cta dam la I,
dién tich a,=ay dién tich ctia cach tiét dién chir I, G/E=0,4; d6 dai nhip [; cwng do

phan bé lwc 1a g/don vi d6 dai.

l/2 1
_-aq’
|—avz " 8Ga,
_1 ‘
]

Hinh 13.9

Hinh 13.9¢c va d biéu dién biéu d& mé men ubn va lwc cat do tai trong thuwc gay

nén. Cho luc o don vi tac dong vao toa do 1 (hinh 13.9b) noi can tim chuyén vi.
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Cac biéu do ctia Mys va Vs cho trén hinh 13.9d va f. Ta chia biéu d6 M va v
la hai phan (ng v&i hai phan cha biéu dd Myt va Vys. Xac dinh tung d6 M, va vV,

(ng v&i trong tdm cua tivng phan biéu d6. Téng chuyén vj tai diém gitra 1a

D =jMu1M dl+jVu1V dl (13.49)
: EI Ga,

trong d6 d6 véng do ubn la
M M - 3 4
J. - dl:ZaMMul =2 al il:iﬁ
ET 24ET 32 384 EI
con dd véng do luc cat
IVujv
Ga

_ g’ 1 ql
dl=a,V, =24+ —= .
2.V 8Ga, 2 8Ga,

Suyra

DdoV g’ 384 EI 48E I
DdoM 8Ga, 5 ql* 5 GUla,

Céng thirc nay dung cho dam don gian tiét dién bat ky chiu lwc phan bd déu.

Trong trwdng hop nay ta cé6 G=0,4E nén

DdoM 5 04ElPa, ~ la

[

DdoV 48 E I I (hjz
& day h 1a chiéu cao cua tiét dién chiv | va

1

c=24—
h*a,

Ta thay gia tri ¢ phu thudc vao ty 1& cua tiét dién, véi thép can néi chung gia
tri ¢ thay déi tlr 7 dén 20. Trong céc tai liéu tra cvu ta co thé tim thay gia tri ¢ cho
céc tiét dién clia cac loai tiét dién thép can thwong gap.

Vi cac thanh chiy | trén thwc té ty 1& h/l ndm trong khoang 1/10 va 1/20.
Dam don gian chiu tai phan bb déu co tiét dién hinh chiva nhat véi G=0,4E va h/l
=1/5, 1/10 va 1/15, thi 6 véng do lwc cét chiém 9,6; 1,4 va 1,07% cta d6 véng do
udn. Néu la tAm cao nhw vay thi ty 1& nay la 15 dén 25%.

Vi du 13.7. Xét dam don gidn AB chiju tai phan bd déu trén hinh 13.10a. Xac dinh

do véng & gilra dam va goc xoay tai cac gbi. Bé qua bién dang trwot.
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e

qr’ ql’ q® ql* q’ a _q’
T wpoN A |2 s~
ql qu 2 (d) 07

Hinh 13.10
Ta c6 hé toa d6 cho cac chuyén vi can tim nhw trén hinh 13.10b. Hinh
13.10c biéu di&n lac d4u phan tlr do tai thwc gay ra trén két ciu da bi han ché.
ng lwc nay 1a luc nat twong dwong dat vao két cAu nhw trén hinh 13.10d. Biéu
dd mé men ubn dbi véi hé luc nay cho trén hinh 13.10e, biéu d6 md men do luc
don vi tac dung vao cac toa dé 1 va 2 vé trén hinh 13.10f va g.
Tw phwong trinh 13.46 tinh chuyén vi D4 va D, st dung phu luc 6. Ta ¢

3 3 4
pofMaM o @ L gl 1) 5 gl
96EI 8 32EI 6) 384 EI

va

3 3 3
D, J-Musz _ ql N ql 1_ ql
96ElI 32EI )2 24EI

Céc gia tri nay gibng nhw gia tri da cho trong phu luc 1.

Vi du 13.8 Ong ABC nhu trén hinh 13.11a dwg'c ngam mét dau véi AB va BC nam
trén mat phang ngang. Mét lwc thang dirng P tac dong vao dau C. Tim chuyén vj
tai C do ubn va xoén. Ong cé tiét dién khéng dbi. Cho G=0,4E va J=2I.

Biéu d6 M va T (rng v&i tai trong thuc biéu dién trén hinh 13.11c va d voi
dién tich va trong tam cho trén hinh v&. Lwc do dat vao toa d6 1, |a toa do thang
dirng tai C, diém can tim chuyén vi. Biéu dd ctia My va Ty do luc do gay nén vé
trén hinh 13.11e va f.
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AA B
T;ﬂ'_ ,,,,,,,,,,,,,,,,, I
b |
i cL
| 3b | Iwc doc
Mét cit ngang P
#l
A— ................. .l
Y C.B
Mat cét doc
(a)
3Pb
|[«<—2b——>]
- Pb |% Pb
I BN ,J ! B8-1=%c
A e 8L, —Pb L —3pp?
a,, = 2EI M2 T 2EI a; = GJ
(c) (d)
3b
- % & -
l\r\ | b |B BT‘ ZOC
A SEr T T

Hinh 13.11
T phwong trinh 13.29, chi ¢6 thanh phan udn va xoan

DI:J'MéiwlerJ'Téi]le

Tinh cac tich phan theo tirng dao Ab va BC dung phuwong trinh 13.32 va
13.34 sau d6 14y téng, ta nhan dwoc

D, :zaMMul +ZaTTu1

_ [_ 4.5Ez;b2 ](_ 2b)+{_ o.sEz;bz j{_ %} {_ 3Pb’ j(_ b)

GJ
_28Pb 3Pb'_ PV [28 3

Pb’
= = —+ =13,08333
3 E GJ EI\3 04x2 EI

13.4.3. Chuyén vi cia dam va khung dung dai sé ma tran

O muc 13.4.2 ta thdy khi tai tac dong quy vé lyc twong duong tai nut,
chuyén vj tai cac nat sé giéng nhw khi ta dat tai thuc. Néu két ciu chi gdm céc

phan t& thang thi lwc twong duwong sé gay ra md men bién dbi tuyén tinh gitra cac
nat va lwc cat va lwc kéo nén 1a hang s gitra cac nut.
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Hinh 13.12a biéu dién phan t& cia két cAu phang gdbm m phan t&r. Ky hiéu A,
va A la mé men tai dau trai va dau phai cGa phan ti do tai trong bat ky tac dong
tai cac nut. Ta gia thiét mé men dwong néu quay theo chiéu kim ddng hé. Biéu d6

moé men nhw trén hinh 13.12b.

Hinh 13.12

M6 men Ayjj va Ay do lwc do tac dong vao toa dg j chira trén hinh 13.12c, va

biéu d& mé men twong (ng trén hinh 13.12d. Néu chi xét bién dang do ubn, thi to
13.47 ta xac dinh chuyén vi cho tat ca cac phan t& cla két ciu. Dung 13.32 dé
danh gia tich phan trong 13.47 cho cac phan t trén hinh 13.12 hay dung phu luc
6 ta c6 thé chi ra phan dong gop cla udn trong chuyén vi tai nut |

)
6EI

AD:jMulMdl: ~AA,+24A,;)
i) Er

(2AIA _AlAurj < ulj < turj

ulj
Dw&i dang ma tran

AD; ={A, [ f, A} (13.51)

& day
(A, = {j“’j} (13.52)
AI
{4}, :{Ar} (13.53)
1 [2 -1
[fu ZEL 2} (13.54)
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Céc sb hang clia ma tran [fy] 1a cac goc xoay tai dau dam D, va D, so véi truc
thanh (dwdng gach gach trén hinh 13.12e) do céc ngau lwc don vi tac dong vao
mot trong cac dau ddm don gian (xem Phu luc 1). Ma tran [fy] |a ma trAn mém udn
cla phan tc.

Ta c6 thé nhan dugc phwong trinh 13.65 bang phuwong phap cdng do. Trong
muc 13.2 ta thy chuyén vi D; vé mét gia tri 1a cdng ctia ndi lwc do luc do don vi tai
nat j khi dich chuyén theo chuyén vi do tai trong thwc gay ra. Cu hinh sau bién
dang trén hinh 13.12e c6 thé tao ra bang cach dich chuyén phan t& nhw mét vat
rén tuyét déi dén vi tri dwdng gach gach I'r', sau dé tac dong hai mé men ubén M,
va M, tai hai dau cla thanh I'’ gbi twa don gidn. Nhan hai ma tran 13.53 va 13.54

ta dwoc gdéc xoay tai hai dau D1 va D, so véi thanh chéo.
{D}={D1}=[ Ay (13.55)
D2

Tich {A,};{D} cho ta cong ctia hai mé men Ayj va Ay; khi di chuyén doc theo
D1 va D2. Véy
AD; ={A,}*{D} (13.56)

J J

Thé {D} ttr 13.55 ta nhén dwoc 13.51.
Chuyén vi tai j c6 thé xac dinh bang cach lay téng trén tat ca cac phan t&
D, = {A gl A ] i} (13.57)

=1

Phwong trinh nay c6 thé chuyén vé dang

D;= {Au }JT'zmxl[ M]2m><2m {A}2m><1 (13.58)
trong doé
{‘_43 }1]_
(a,), - E{‘K@z (13.59)
AL
{A}.
{a}={145n (13.60)
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[ful

[ful= ful N (13.61)

£l

Ma tran [fy] chira cac ma tran d& mém cua tirng phan t& va duwoc goi l1a ma
tran dd mém cla két cdu khong ghép ndi.

Phwong trinh 13.57 ¢6 lgi thé hon phwong trinh 13.58 khi sir dung may tinh
vi cac ma tran chiém it bd nhé hon (4xm sé hang so véi 2mx2m sé hang).

Néu ta can tinh chuyén vj tai n toa dé thi luc o don vi dwoc dét vao tirng toa
do riéng biét va nhan dwoc mot tap hop cac mé men dau phan tir. Cac md men

nay thiét Iap thanh ma tran

A 1A, A,
[Au ]2mx2m — {Au }21 {Au }22 A {Au }zn (13.62)
A 7 1

& day chi s thir nhat chi s6 hiéu phan tt, chi sé thi hai chi s hiéu cla toa do dat
lwc do.

Néu ta can tinh n chuyén vi do p truéng hop tai gay ra thi cac mé men dau
phan t&r dwoc xac dinh cho tirng phan tlr véi tisng truéng hop tai. Cac mdé men
nay tao thanh ma tran

{ah {4n, {4,

[A]mep: {A}Zl {A}zz A {A}Zp (13.63)

{A}ml {A}mz {A}mp
chi sé thir nhat ky hiéu phan t&, chi s th& hai ky hiéu trudng hop tai.
Ta viét dwdi dang ma tran phuwong trinh twong tw nhw phwong trinh 13.44

DLy = (AL Lot L[ ALy (13.64)
Cac ky hiéu dwoc dung la

D — phan déng gép do bién dang ubn vao chuyén vi tai mét toa do

{A.} — ma tran con kich c& 2x1, s hang cGia n6 la hai mé men tai dau phan

tlr do lwc ao don vi dat tai mot toa do gay ra.
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[ful= ma tran d6 mém udn cla phan t& th i (phwong trinh 13.61)

:L[z —1}
6EI -1 2

{A} — ma tran con kich c& 2x1, s6 hang ctia né la hai mé men tai du phan to
do mét trwdng hop tai thuwe gay ra

V&i gia thiét cac phan tlr thang va tai trong chi d&t tai nat thi lwe doc truc, lwc
cat va md men xodn sé& khong dbi doc theo phan t&r. Néu xem xét sy déng gop
cla cac chuyén vi nay ta co6 thé dwa ra mdt phwong trinh tbng quéat gibng nhw

phwong trinh 13.58 cho trwdng hop chuyén vi cla dan khi chiu lwc doc truc. Vay

[D],., =[A ][ fu Lol ALy (13.65)

Cac ky hiéu dwoc dung la

D — phan déng gép cla lwc doc truc, lwe cat va momnet xoén vao chuyén vi
tai mét toa d6

A, — lyc doc truc, lyc cit hay md men xoan clia phan t& do lwc do don vi dat
tai mot toa d6 gay ra, s6 hang tai mbi cot ctia ma tran [AJ] 1a luc do tai do don vi
tai mét toa d6

fu = d® mém cla phan,

v&i lwe doc truc f,, =é, lwe cat f, :GL’ mé men xoan f, =

. GJ

A — lwc doc truc, lwc c&t hay mdé men xoan clia phan tlr do tai trong thwe gay
ra, sd hang tai méi c6t cia ma tran [A] (’ng v&i mot trudng hop tai do

n - sb toa dd ma tai d6 ta can tinh chuyén vi

m - s6 phan to

p - sb trwdng hop tai.

So sanh cac phuong trinh 13.64 va 13.65, ta thAy phan déng gép cuta bién
dang udn, doc truc, trwot va xoan co thé biéu dién qua cac phwong trinh twong tw

nhau. Vay téng chuyén vj cé thé nhan dwoc bang phép téng
4
[p]=3 [, [ 1A 1AL (13.66)
s=1

& day s dai dién cho bdn loai bién dang. Kich c& cla cac ma tran trong phuong
trinh nay sé giébng nhw trong 13.64 dbi v&i bién dang udn va nhw trong 13.65 cho



238 Phwong phap céng do

cac trwdng hop khac. Cac ky hiéu As va A la dap wwng hai ndi lwc suy réng, la lwc

hay ngau luc.

Vi du 13.9. Khung nhw trén hinh 13.13a lam ti cac dam chir | c6 cac dac trung

hinh hoc nhw sau: a=1,34x10™*F, &;=acsn=0,65x10"F%, 1=5,30x10°* va G=0,4E.
Xac dinh sy dong goép cta udn, lyc doc truc va bién dang truot vao chuyén

vi tai ba toa d6 nhw trén hinh 13.13b.

. | 2 /2 5
P
_ B: : C__ B C
273 F 4 [
a q
P e _L pl 2,
D 11
q ‘/3
1
R (a) a (b)
p p
Pl 7B P C Pl PC E 51 )_ﬂ
&0 D A L
P p 2
PI/—\z 2
?;@zﬁ_,P
B —— D
2 (D
E
a (d)
p
PLIA -
_§7P2 (©)

Hinh 13.13
Budc thir nhét ta thay tai trong thuc bang cac luc twong dwong tai cac nat
A, B, C va D. Bang cach d&t han ché tai cac nat (hinh 13.13c) ta xac dinh cac luc
dau phan ti theo phu luc 2 va d&t vao cac nat nhw cac luc twong duwong (hinh
13.13d). Sau do ta tién hanh tim chuyén vij do céc luc twong duwong nay.
a) Bién dang udn. ta xac dinh mé men tai dau phan t&r do lwc o don vi tadc déng
tai tirng toa do riéng biét gay ra va do tai trong nat twong dwong trén hinh 13.13d.

Céac md men dau phan tl nay tap hop trong ma tran [AJ] va [A]
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1 —-0,51 —1] [—1,875 ]
-1 -051 1 1,375
I 05 -1 -0,375
= ’ Al =Pl
[AU]6><3 O _O,Sl 1 [ ]6><1 _0,25
0 0.5 -1 0
|0 0 1| | 0 |

Chu y cac md men dau phan tlr dwoc liét ké theo dung thr tw va cung quy
wéc dau & ca hai ma tran trén. Lan lwot ta lién k& mé men bén trai dén mé men
bén phai cla tirng phan . Mé men dwong |a mé men theo chiéu kim déng hé.

Ma tran dd mém cla tirng phan ti cé dang

[2 —1/0 0.0 0
I I
-1 2'0 0!0 0
______ 2 9 9.0 9
1[0 012 -110 0
[fM]()x(): | |
6E[| 0 0 1-1 210 0
0 0 i 0 0 i 2 -1
|0 0101 0i-1 2|

Thé vao phwong trinh 13.78 ta tim dwoc phan déng gop cua bién dang ubn
vao chuyén vi tai cac toa do

op ~10,375 b ~0,3263
[D]M=E 0,125 +=—1 0,0039
10,50/1 0,3301/1

b) Bién dang do lwc doc truc. Luc doc truc cia phan t&r do tai tac dong tap hop

trong ma tran [A] va [A] dwéi day, quy wdce lyc kéo la lwec dwong

1 00 -1
[Au ]6><3 = 0 1 O [A]3x1 = P 0
-1 0 0 0

Ma tran d mém cla tirng phan t& c6 dang
100

l
[fM]m:E_a 010
000,5

Thé vao phwong trinh 13.65 ta tim dwoc phan déng gép cla bién dang doc

truc vao chuyén vi tai cac toa do
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Pl -1 —0,0075
[l =——{0{="21 0
Ea 0 El )

c) Bién dang trwot. Lwc cat clia phan tir do tai tac déng tap hop trong ma tran [Ay]
va [A] dwéi day

0 1 0 0,5
[Au ]6><3 = _1 O O [A]3><1 = P 0’5
0 -1 0 0

Ma tran d& mém cla tirng phan t& c6 dang
100

l
uda=pel 01 0
0005

Thé vao phuwong trinh 13.79 ta tim dwoc phan déng gép cua bién dang truot
vao chuyén vi tai cac toa do

o 795 p 00192
[D]M=G— 0,5 =471 0:0192
a
"1 o 0

Ta th4y ré rang phan déng gép cla bién dang uén lon hon han so véi bién
dang do lyc doc truc va lyc cét. Chinh vi vay nguoi ta thuwéng bé qua bién dang

doc truc va bién dang truot.
13.6 Ma tran dé mém cua két cau tong thé

Ma tran d& mém co thé thiét 1ap cho tivng phan tlr cta két ciu sl dung
phuong trinh (13.64). Cac phan t&r clia ma tran dd mém I1a chuyén vij tai toa do do
Iwe don vi tac dong riéng biét tai tirng toa do. Do vay tai trong thyc va tai trong ao
sé nhw nhau ta ky hiéu la [A]=[AJ] va phwong trinh (13.64) tré thanh

-3 lalln il (13.67)

& day [f] 1a ma tran do cirng cta két ciu téng thé, [f] 1a ma tran dd cing cla két
céu chwa ghép ndi (xem céng thirc 13.61) va chi sé s ky hiéu 4 nguyén nhan gay
ra bién dang gdm: uén, doc truc, trwot(cat) va xodn.néu ta chi xét bién dang do
udn thi (13.67) thanh
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F1=[Au L Lt L [Aw e (13.68)

Cac ky hiéu dwoc dung la

f — phan t& cla ma tran dd clrng cla két cAu tdng thé

{A.} — ma tran con kich c& 2x1, s6 hang cGia né la hai mé men tai dau phan
tlr do lwc ao don vi dat tai mot toa do gay ra.

[ful= ma tran d6 mém udn cla phan t& th i (phwong trinh 12.75)

- L2
6EI -1 2

m - sd phan t; n - sb toa do
Phwong trinh (13.67) con cé thé viét duwéi dang
m 4
F1=2 2 A LlA A (13.69)
i s=1
& day {Au}is va [fu]is — 14 c4c ma tran ctia phan t& the i
Khi d6 phuwong trinh (13.68) cho trwdng hop chi ké dén bién dang do udn cé
dang

UFEMJMMAMMLM (13.70)

13.7 Ma tran dé cirng cta két ciu téng thé

13.7.1. Chuyén hé toa dé cua chuyén vi va lwc

Xuét phat tw nguyén ly céng ngoai luc bang cdng ndi luc, trwong hop két
céu lam tir vat liéu dan héi tuyén tinh tuan tha dinh luat Hooke ta cé dwoc dinh ly
Betti

Dinh ly Betti phat biéu, Khi két cAu lam tir vat liéu dan hoi tuyén tinh tuan tha
dinh luat Hooke ta cé quan hé

iE'DiQ - iQiDiF (13.71)

i=1 i=n+l
C6 nghia tdng céc tich ctia hé lwc F va chuyén vi tai cac toa d6 twong rng do hé
lwec Q gay ra bang téng cac tich ctia hé lwc Q va chuyén vi tai cac toa do twong
trng do hé lyc F gay ra.

Ta dung dinh |y Betti d& chuyén hé lwc bat ky tac dong 1én két ciu vé luc

twong dwoc tai toa do (doc lap va la cac bac tw do cta hé).
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Xét vi du khung trén Hinh 13.13a. Khi khéng ké& dén lwc doc truc hé cé 3 bac
tw do (Hinh 13.13b). Néu ta biét ma tran d6 mém [f] cGa hé thi chuyén vi déc lap
{D} do luc ngoai {F} gay ra c6 thé xac dinh bang phwong trinh {D}=[A{F}, luc va
chuyén vi déu cho tai ba toa dd trén.

Néu hé chju tac ddng clia hé lwc bat ky, bwdc dau tién ta phai dwa lwc vé luc
twong dwong tai nit. Cac lwc dau phan tlr biéu dién trén Hinh 13.13d dwoc coéng
lai cho ta lyc twong dwong {F*} nhw trén Hinh 13.13e. Cac luwc {F*} tac dong tai
cac toa dd nay {D’}, cac toa do nay khong doc lap va lién hé véi {D} bang

{0 }=[c]ip} (13.72)
ma tran [C] xac dinh tlr hinh hoc clia khung. Phan t&r ciia ma tran C la gia tri clda

chuyén vi D" trng v&i dich chuyén don vi tai mot trong cac toa dd D.

(00 1 ]
00 0.75
) 10 0
D = 00 1 {D}s, (13.73)
00 0
01 0 |

St dung dinh ly Betti cho hai hé Iyc ta duwgc
3 6

ZFiDi = ZFJ*D;

i=l j=1

Thé D" vao phuwong trinh trén va dwa vé dang ma tran ta cé

{Df' {F}={D}'[cT {F"| (13.74)
tr day ta co
{F=[cT'{F| (13.75)

13.7.2. Chuyén hé toa dé ctia ma tran dé mém va ma tran dé cirng

Xét hé toa dd trén két ciu tuyén tinh. Xac dinh vi tri va huwéng cta luc ngoai
F va chuyén vi D, xac dinh ma tran [S] va [f]. Trong hé toa d6 khac ta c6 cac dai
lwong twong tng F, D, [S]va [f]. Néu lwc va chuyén vi lién hé qua

(D}=[H]D} hosc {F*}=[HT {F} (13.76)
ta c6 cong thirc chuyén dbi ma tran dé cirng nhu sau

[s°]=[HT[s][H] (13.77)
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Khi lwc tai hai hé toa d6 cé lién hé
{F}=[L){F"} hoac {D"|=[L] {D} (13.78)
ta c6 cong thirc chuyén dbi ma tran 6 mém nhw sau

[ ]= LAl (13.79)

Céc ma tran chuyén dbi [H] va [L] dwoc thiét Iap to quan hé hinh hoc gitra D
va D’. Hai hé lyc F va F~ twong dwong theo nghia hé {F} va {F '} gay ra chuyén vj
{D} va {D} nhw nhau. Hé Iwc {F} va {F’) thuc hién cling mdt cdng trén cac chuyén
vi{D}va {D}.

12.7.3. Ma tran dé cirng cua két cau téng thé

Ma tran d6 cirng ctia két ciu cé thé thiét 1ap bang cach ghép ndi cac ma tran
dd clrng clia cac phan tr tao thanh.

Xét két chu trén Hinh 13.13a trong hé toa d6 13.13b. Céng ngoai lyc bang

nang luwong bién dang cta két cau vi

W:U:%{D}T[S]{D} (13.80)
& day [S] la ma tran d6 clrng (rng v&i toa do trén Hinh 13.13b.

N&ng lwong bién dang ciing ¢6 thé nhan dwoc bang tbng nang lwong bién

dang cla tirng phan t&r riéng biét. Téng nay bang véi cong clha lwec dau phan tir

thwe hién trén chuyén Vi {D*} tai toa d6 trén Hinh 13.13c.

U=%{D*}T[SM]{D*} (13.81)
& day [Su] 1a ma tran dd cing cuia két cAu chwa 1ap ghép
[Su]
[S)]= [Su} N (13.82)

[Su]n
[Su]i 1& ma tran d& cirng cha phan ti th | ’ng v&i toa dd {D*} tai dau phan tl, m
la sb hiéu cha phan tur.
Chuyén vi {D'} va {D} lién hé theo hinh hoc bing {D"}=[C]{D}, thé vao
phuwong trinh (13.82) ta nhéan dwoc
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v -3y leTis, lclor) (13.83)

So sanh (12.94) v6i (12.95) ta thay
[S]nxn = [C]ixn [SM ]pxp [C]pxn (1 384)

n sb chuyén vi {D} va p sé chuyén vi {D’}. D& thuan tién ta chuyén (12.98) vé& dang
[s]=> [cF s, ]{c] (13.85)

Két luan chwong 13

Khai niém céng &o rat quan trong trong co hoc két cau, rat tién loi khi biéu
dién céng 4o cla (ng suét bat ky dwdi dang thich hop khi dwa bai toan vé dang
ma tran. Khi dé ta cé thé cuing mét lwc xem xét cac thanh phan cla thé nang bién
dang do lyc doc truc, mé men udn, lwc cat va xoén gay nén.

Khai niém nang lwong bu va céng bu khéng ¢ y nghia vat ly nhung gia tri sé
cla n6 dé dang biéu dién cac phwong trinh nang lwong.

Nguyén |y céng kha di lién hé gitra hé lwc can bang véi hé chuyén vi twong
thich clia két ciu béat ky (tuyén tinh hay phi tuyén). Ta dung luc &o hay chuyén vi
&0 va slr dung dang thire gitra cong bu clia ngoai lwc 4o véi nang lwong bu cia
ndi lwc &o thuwe hién trén chuyén vi thwe. Twong tw ta cé thé dung dang thirc gitra
coéng ao cla ngoai lwc va ndi luc thuc hién trén chuyén vi do. Cac dinh ly lwc don
vi va chuyén vi don vi 1a nhitng c6ng thirc tién dung. Chu y dinh Iy th& hai chi ap
dung cho két cAu tuyén tinh

Phuwong phap céng &o 1a phwong phap tdng quat. Cé thé s dung cho két
cau phang va khéng gian, siéu tinh va tinh dinh. Tuy nhién, dau tién ta phai xac
dinh &ng lwc cho moi trwérng hop két cdu. Co s& cla phwong phap cong &o 1a
quan hé gira hé lwc can bang véi hé chuyén vi twong thich.

Tinh toan chuyén vi bang phwong phap cdng do gém xac dinh ndi luc do tai
trong thyc va tai trong ao don vj tac dung tai tirng diém (toa dd) noi ta can tim
chuyén vi. Néu can tinh mdt vai chuyén vi thi cdng viéc tinh toan tré& nén kha nang
né, do vay can hé théng qui trinh tinh toan lai dwdi dang ma tran va lap chuong

trinh tinh toan.
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Khi ta 4p dung phwong phap céng &o, néi chung bén loai trng luc 1a lwc doc
truc, md men udn, lwc cat va mé men xoan déu tham gia dong gép vao chuyén vi .
DPbi v&i hé dan chi cé lwe doc truc gay ra chuyén vi. Biéu thirc ctia nang lvong 1a
tich phan cua tich hai ham.

Khi ap dung phwong phap céng ao vao hé khung véi tai trong dat vao mét
diém béat ky cla phan tl, nén ta quy vé cac tai nat twong duwong (theo nghia
chuyén vi do ching gay ra tai cac diém can tinh nhw tai thuc).

Quy trinh tinh chuyén vi cho hé khung bang phwong phap céng ao réat rd
rang. Trong hé khung bién dang do uén la phan déng gép chinh trong chuyén vi,
do vay céac bién dang do cac lwc khac gay ra thwérng dwoc bd qua. Tuy nhién ta
cung nén kiém tra xem chung cé thwe sy nhd hay khéng. Nhw trong trwong hop
nay, cac cong thirc dwoc viét dwdi dang ma tran tién dung khi s&r dung chuong
trinh tinh dé tinh chuyén vi tai mét s6 diém va cho nhiéu trwdng hop tai.

Céc vi du trong chuwong nay chi trinh bay cho cac phan tlr thang véi tiét dién
khéng dbi. Tuy nhién, phuwong phap céng ao cé thé ap dung cho két clu véi cac
phan t&r cong va co tiét dién thay dbi. Mét trong nhirng cach gan ding Ia ta chia
két cdu thuc thanh mét loat phan t& thang voi tiét dién khong dbi.

Cudi cung can nhan manh lai 1a phwong phap céng do cho phép xem xét ca
bdn loai ndi lwc trong khi cac phwong phap khac chi xem xét mét trong sb bén

loai.
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Bai tap chwong 13

Bai 13.1. Cho dan phéng trén hinh vé tim
a) Chuyén vi thdng ding tai E chiju tai nhw da vé trén hinh;
b) Chuyén vi tai E khi dan khéng chiu va phan t& CD co lai mdt doan
A=b/2000;

Céc phan t& ¢ cung doé cirng chdng kéo Ea=const.

Bai 13.1.
Bai 13.2. Cho dan phéng nhw trén hinh vé tim
a) Chuyén vi tai C chiu tai trong P nhw da vé trén hinh;
b) Chuyén vi thdng dirng tai C khi dan khéng chiu va hai phan tr DE va EC
déu co lai mét doan A=0.3cm;
Céac phan ti ¢ tiét dién nhw trén hinh vé. Gia thiét modun dan hdi E=2.1x10"
N/m?.

Bai 13.2

Bai 13.3. Tim chuyén vj thdng d&ng tai diém A clGa khung trén hinh vé&, chi xét

bién dang udn. D6 cirng El khéng dbi trén toan bd khung.
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b
l<—1/2->| l '

Bai 13.3

247

Bai 13.4. Tim chuyén vj thdng dirng tai diém D va goéc xoay tai diém A cta dam

trén hinh vé&, chi xét bién dang ubn. Dd cirng El khdng dbi trén toan bo khung.

p
A B C

A A\ &

|<l2>|< 2> <——1—>

Bai 13.4




CHUONG 14
Phwong phap phan tir hiru han

- So lwoc

14.1 Gi&i thiéu

Két ciu 1a moét hé co hoc cd vo s bac tw do va theo ly thuyét co hoc moéi
trwdng lién tuc, chuyén dong cla né dwoc biéu biéu dién qua trwéng chuyén vi
u(xl,xz,x3,t); v(xl,x2,x3,t); w(xl,xz,x3,t) thod man cac diéu kién trén bién. bé
tim trwdng chuyén vi nay doi héi phai gidi hé phwong trinh dao ham riéng rat
phirc tap, ngay ca trong trwdng hop bién don gidn. C6 rat it trwéng hop ma ta cé
thé nhan dwoc |&i gidi gidi tich cla cac phwong trinh chuyén déng & dang
phuong trinh dao ham riéng. Déi véi két cdu dang khung, dan, viéc thiét lap
phuong trinh chuyén dong cho trudng chuyén vi néi trén la khong thyc té. Voi
cac két ciu phuirc tap, ngudi ta phai c6 cach tiép can riéng, chd yéu Ia tim cach
r&i rac hoa chung va dwa ching vé nhirtng hé don gidn hon, c6 hiru han bac tw
do. Chung ta sé bat dau bang mét phwong phap cb dién, don gidn nhwng van con
dang dwoc st dung hién nay dé giai cac phwong trinh dao ham riéng.

R&i rac hoa bang phwong phap Rayleigh-Ritz

Mét trong nhirng phwong phap roi rac hoa dwoc ap dung réng rai la phwong
phap Rayleigh-Ritz. Phwong phap nay st dung nguyén ly bién phan cta chuyén
dich dé dwa bai toan c6 vo sb bac tw do vé bai toan vé&i n hiru han bac tw do md
ta béng hé phwong trinh vi phan thwdng twong tw nhw hé rdi rac. Viéc r&i rac hoa
bat diu t viéc chon cach xap xi gan dung ham chuyén vi, dé cé thé viét D, dudi

dang

{D(x1 1 X5, X5, t)} = [L(x1 , X, ,x3)]{q(t)}, (14.1)

248
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trong @6 {q(t)}=1{q, ..q,}" - vec to cac toa do suy rong, [L] |& ma tran noi suy

chuyén vi kich c& (3 x n)

flj(x11x27x3) A S (x,x,,x5)
Lj(x17x27x3)= fzj(x1:x27x3)A Son (3155, %5)
f3j(x1’x27x3)A San (15,5, %)

Ap dung phép bién phan 4o cho céac toa dd suy rong q, ta ¢ phuong trinh

chuyén déng duwéi dang rdi rac hoa

[SHa}+[M]id& = (D)}, (14.2)

trong dé
M]= _[V p[L]"[LIdV - ma tran khéi lwgng dbi xting va xéc dinh dwong
[S]= _[V [B]'[d]B]dV - ma tran d6 cing déi xtrng va xac dinh dwong
{p}= J.sﬁ (L] {tlda+ [ [L]' {X|dV - vec to ngoai lyc

[E] - ma tran ndi suy bién dang, tinh dwoc t» ma tran ndi suy chuyén vi qua

phép vi phan [B]=[o]L] v&i [4] Ia toan t& vi phan ¢ dang

9 9 o 2 o 9
ox, ox, 0x,4
[6]" =| o 9y 28 4, (14.3)
ox, 0x, Ox,
o o 2 o 2 2
| ox, ox, Ox,

[d]- ma trAn quan hé ng suét va bién dang Hook

Nhw vay, mot hé lién tuc c6 vo sb bac tw do da dwoc dua vé hé hiru han bac
tw do, md ta bang phwong trinh vi phan thuéng (14.2), cé thé gidi bang cac cong
cu da biét. Tuy vay, phwong phap nay méi chi dwa ra y twéng rdi rac & dang toan
hoc thuan tuy, ma khéng biét dwoc sai sb l1a bao nhiéu. Viéc phat trién phuong

phap nay cho cac bai toan cla co hoc két cAu da dan dén sw ra ddi clha mot
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phuwong phap méi - phwong phap phan tr hiru han, mét cdng cu ma cho dén nay

van chwa cé sw canh tranh nao dang ké.

14.2 Phwong phap phan tir hivu han — co sé&

Phwong phap phan tr hitu han dwoc xem nhw sy phat trién cia phuwong
phéap Rayleigh-Ritz. Tw twédng chi yéu cla no la viéc chia vat thé bién dang hay
két cau thanh mdt sb hiru han cac phan tlr c6 hinh hoc don gian (Hinh 14.1) voi

trwdng chuyén vi gia thiét 1a da biét.

Thanh

Khoi
Hinh 14.1 Vi du vé cac loai phan t& va bac tw do tai nut.

Pua vat thé lién tuc (két cAu) véi bac ty do la vé cung vé hé hiru han bac tw

do v&i cac an sb |a cac chuyén vi tai nat. Trong khuén khd cta co hoc két ciu ta
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c6 thé néi phuwong phap phan t&r hivu han 1a mét ng dung cia phuwong phap
chuyén vi. Hé khung, dan hay lwéi ngang ta st dung phan tl la cac thanh néi tai
cac nut ta cé thé goi thanh 1a phan t& mét chiéu. Phan t& hiru han hai chiéu va ba
chiéu dung cho két cu twéng ngan, vé va cac két cdu co hinh khéi nhw moéng
may. Phan t& hiru han cé thé c6 nhiéu loai hinh dang vé&i cac nat & géc hay &

canh . Cac chuyén vj an c6 thé la dich chuyén thang hay cac goc xoay.

Chuyén vi trong phan tr dwoc biéu dién qua cac chuyén vi nat. S& dung
trwdng chuyén vi gia dinh ndo dé (vi du la ham da thirc clia cac toa dd x va y).
Bién dang xac dinh bang phép vi phan cac chuyén vi va sau d6 rng suét xac dinh
tr bién dang bang dinh luat Hooke. Chinh viéc s dung trwong chuyén vi gia dinh
la sw phat trién cGa phwong phap Rayleigh-Ritz.

Phwong phap phan t& hiru han dwoc phat trién do sw phat trién cla may tinh.
Viéc tinh toan tién hanh cho cac ma tran tdng hop clia tat ca cac loai phan tir ta
st dung khi md hinh héa. Cac ma tran téng thé nay dwoc ghép néi tlr cac ma tran
cla tirng phan t&. Ma tran phan t& gém co:

— Ma trén dé cirng lién hé giva chuyén vi nut v&i ndi lwe tai nut
— Ma tran tng suét lién hé giwa &ng suat (ndi lwc) véi chuyén vi tao nat
—  Vec to lwc dau phan ti khi tai trong tac dong khéng vao nat hay khi cé dan

n& nhiét.

14.3 Ap dung nam bwéc tinh toan ctia phwong phap chuyén vi

Ta xét hé khung phang nhw céac vi du trong chwong 12. Néu ta bd qua bién
dang doc truc chi xét dén uén trong mét phang va gia thiét truc x tring véi truc

thanh, khi d6 méi phan t& c6 hai nat véi hai bac tw do tai mdi nit. Cac bac tw do

nay la d6 vong v theo phuong y va goc quay 9, =?. Muc dich xac dinh néi lyc
X

tai mat cat hai dau thanh {Q,, M,,Q,, M, }. Ngoai lyc tai cac nit gém ¢ vec to lyc

tai nut {F,, M, | va lyc phan b theo don vi dai trén thanh, c6 thé xem xét ca tai

do thay dbi nhiét d6. Ap dung ndm buwéc clia phwong phap chuyén vij
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Buwac 1. Xac dinh céac bac tw do béng cac chuyén vi v va 0, tai mbi nit, ddng thoi
xac dinh cac dap &ng can tinh la nodi lwc tai hai mat cit hai dau thanh
A, =10, M,Q,,M,},.

Budc 2. V6&i ngoai lyc tac dung thiét Iap vec to tai han ché {F}, dbng thoi xac

dinh {4,} =1{Q.,,M,,,Q,,,M,,} landilwckhi chuyén vi bj han ché. O day

{F}=1{F,}+F,} (14.4)

trong d6 {F,} 1a hop lyc cta ngoai lyc nhwng nguoc dau con {F, | 1a lwc phan t&

quy vé nGt vi du nhu lyc phan bd trén thanh, lwc tap trung khéng dat vao diém nat

clia phan tlr hay tai nhiét.
Buwdc 3. Thiét 1ap ma tran d6 cing [S] bang cach ghép nbi tAt ca cac ma tran do
crng phan t&r. Déng thoi thiét 1ap ma tran [A,] ={Q.,M,,Q.,, M.} 1a nodi luc
do cac chuyén vj don vj tai tirng toa dd moét.
Budc 4. Giai phwong trinh can bang

[S|D}={-F} (14.5)
dé tim vec to {D} c6 kich c& 1a 2xm.

Bwaéc 5. Tim cac dap wng tw

{4}, =44, +[A,],.. 1D}, (14.6)

14.4 Phwong trinh dan héi co s&
Theo dinh luat Hooke ta c6 quan hé (rng suét va bién dang
{o} =[d}e} (14.7)

trong d6 {o} va {e} Ia cac vec to (’ng suét va bién dang suy rong tuwong (ng, va

ma tran [d] 1& ma tran vudng d6i xrng goi 1a ma tran hé s dan hai.

Cac thanh phan bién dang xac dinh tlr chuyén vi bang phwong trinh suy réng

sau day
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tef=[olif} (14.8)
trong d6 [4] 1a ma tran céc toan t& vi phan va vec to' {f} 1a vec to cac ham mo ta
trwdng chuyén vi.

Vi du
— Trang thai (rng suét don ta cé

fol=c. fe}=e. [d]=E. {f}=u, [o]=d/dx
— Kéo, nén thanh thang ta c6

{o}=N, {e}=¢, [d]=EA, {f}=u, [o]=d/dx
—  Thanh chju ubn thuan tay ta cé

o= e} =e. [d]=BL. {f}=v, [o]=d/dx’

14.5 Noi suy chuyén vi

Dé thiét 1ap ma tran phan t&, ta cAn cac ham ndi suy dé xac dinh dang bién
dang cGa phan t&. Chuyén vi cia mét diém bét ki trong phan t& lién hé voi

chuyén vi nat bang céng thirc

ir}=[Llp’} (14.9)
trong dé

{f} vec to céc thanh phan chuyén vi tai mot diém bét ki

[L] ma tran cac ham clia toa dd xac dinh vj tri cda diém trong phan tor

Ham néi suy cla trwdng chuyén vi [L] con dwoc goi la ham dang dwoc chon
dé thod man cac yéu cau:

1. Noi suy biéu dién bang cac ham lién tuc tirng doan. D& don giadn, trudng
chuyén vij trong méi phan t& biéu dién bang t& hop mét sé cac ham da chon
sao cho thé hién duwoc (rng xt cia phan t& két ciu trong két clu tdng thé.

Néi chung ham ndi suy c6 dang da thurc.
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2. Cac ham nay dwogc chon sao cho cac toa dd suy rong clia phwong phap
Rayleigh la cac gia tri dia phwong cta trwdng chuyén vij trong két ciu (Hinh
14.1), hay néi mét cach ngén gon, toa d6 suy réng la chuyén vi tai cac nut

cla phan tc.

Néu ca hai diéu kién nay dwoc thod man chat ché thi gan dung nhan duoc sé
la kha di dong hoc theo quan diém cla phwong phap Rayleigh-Ritz. Ngoai ra,
trwdng chuyén vi 1a kha vi trén toan boé mién cla tirng phan tr, va cac toa do suy
réng cé cung gia tri tai noi giao nhau ctia cac phan tlr d@m bao tinh lién tuc cla

trwdng ing suat & mirc do tbng thé.
Vidu

Truong hop kéo, nén dang tam ta c6 {f}=u, {D"}=1{u,,u,} 1a dich chuyén

th&ng tai hai ddu nat. Ma tran ham ndi suy [L] gdm hai ham néi suy
[L]=[1-¢&¢]
trong do6 £ =x/l va l 1a dé dai thanh

Trwong hop thanh chiu ubn ta ¢é {f}=u va vec to chuyén vi nut

(2 (2)

Ma tran ham néi suy [L] gdm bn ham néi suy

[L]=[1-387 + 28, lefe —1F & -} I (e -1)

trong do6 & =x/I va [ la dé dai thanh

14.6 Ma tran dé ctevng va ma tran (rng suat phan to

Ta c6 vec to chuyén vj tai mot diém bat ki trong phan t& biéu dién qua chuyén
vi nt nhu (14.9)

{F1=[Llp"}
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Bang phép vi phan gan dung ta cé biéu thirc cha bién dang

o) =[olr) = oIL] D]

fe}=[B]D"] (14.10)
trong dé
[B]=[0]L] (14.11)

Khi d6 dinh luat Hooke cé dang

(o} =[die} = [a]B]D’]

fo}=[c.1p"] (14.12)

trong d6 [, ] 1& ma tran (ng suét ciia phan to

[0, ]=[d]B] (14.13)

Céc phan t&r cla cot thé j nao dé trong ma tran [o,] 1a cac thanh phan (ng

suét tai diém nao do khi cho chuyén vi D} =1.

Phan t&r S; cla ma tran d6 cing la lwc tai toa d6 i tng voi chuyén vi don vi

taij. S; co thé xac dinh theo dinh i chuyén vi don vi trong chwong 13:

S; = [loy )/ few)dv (14.14)

14
& day o, | a tng suat thyc tai diém nao d6 do dich chuyén don vi tai j, {e,,} 1a

bién dang &o tai chinh diém d6 &ng vé&i dich chuyén &o don vi tai nat i. Khi xét
phan t& hai chiéu ta |4y tich phan trén toan bo dién tich. Khi xét bai toan thanh ta
ly tich phan trén toan bd chiéu dai. Nnw vay (ng suét va bién dang trong tich

phan nay la cac &ng suét va bién dang mé rong.

Biéu dién qua ham dang ta cé phan t&r ctia ma tran d6 cirng
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S; = [B}; [d]{B};av (14.15)
14

trong d6 {B}, va {B}; la cot thir i va thtr j clia ma tran

[s*]= [[B]" [d]Blav (14.16)

\4

14.7 Véc to lwc phan to
Xét can bang tai nut j ctia két ciu

F,; =-[{B}} {plav (14.17)

trong dé {p} biéu dién cwdng dd ngoai lwc phan bd trén phan tor
Vec to phan t& c6 dang

7, }=~[[LT {p)av (14.18)

14

Véc to nay la vec to lwc phan bd twong &ng vi né s dung ham dang [L] nhw

khi thiét 1ap ma tran do cing.

Truwdng hop bién dang do sw thay dbi nhiét ta cé

{o,}=-ldle, } (14.19)
trong dé
1
g, =aT4l (14.20)
0

Khi d6 lwc phan t&r do dan né nhiét

F; }=-[[B] [d]e, Jav (14.21)

1%
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14.8 Phan tir dam khéng gian

Hién nay, trong tinh toan két cAu hé khung, gian khéng gian, phwong phap
phan t&r hiru han chiém vi tri hang du, trong d6 phan t&r dam ba chiéu déng vai
trd ch( dao. Chinh vi vay, ching ta sé mé ta& phwong phap phan t& hiru han mét

cach co6 dong trén phan t dam.

Phan t&r ddm khéng gian trong phwong phap phan tl hiru han duwoc xay dwng
dua trén co s& chon cac ham xap xi 1a cac da thirc Hermit. Nhitng da thirc nay
thwe chéat 14 cac ham anh hudng tinh hoc dbéi véi cac chuyén vi doc truc, xodn va
udn. Chung cé thé nhan dwoc nhu 16i giadi clia bai toan bién dang tinh dwa trén
céac gia thiét sau:

— Céc dau phan tir ngam chat véi cac nut trén lwéi phan ti hiru han.

— Céc dac trung co ly cGa phan tir khéng thay dbi doc theo chiéu dai cia né.
Trong trwéng hop chung cho phan t&r ddm khéng gian, chuyén vi tai cac nut
bao gom:

D} ={D¢ ..., DG | = {u,,0,,w,,0,, W], ,u,,0,,w,,0,, W}, v} (14.22)

trong d6 u, v, w la cac chuyén dich thang, 0 1a géc xo0én, w', v' 14 cac géc xoay
quang truc y va truc z twong (ng. Trwéng chuyén vi {D} = {u(x),0(x), v(x),w(x)}

1

biéu di&n qua céac chuyén vi nat {D} nhé» cac ham ndi suy (ham dang)

D} =[L]D}, (14.23)
trong d6 [L(x)] la ma tran noi suy chuyén vj

5,0 0000 p, 000 0 0
000 p,00000 p,0 0

[L(0)]= Py Po (14.24)
0 p, 000 pg0 pg0 0 0 py

00 p;0 ps 00 0 p,0 p; 0

va ham pj(x), j = 1,...,12 dwgc goi la ham dang, chung la cac da thirc
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p,(x)= chxi . (14.25)

Ma trén dé cirng nhan dworc twe tich phan (14.16)

L
s, = [[B" dIBCokx .,
0
trong dé
p;0 0 0 0 0 p,0 0O O 0 O rﬁpj
Py =—"3
00 0 p,0 00 0O p,0 O J
Beoj=| > 0 0 P90 00 e 00 ) (44,06
0 p0 0 0 pg 0 pg 0O 0 O pjf, p”,:apf
00 p70 p?0 0 0 p; O pi O T ot
va
EA 0 0 0
a)=| O ¢ 00 (14.27)
|0 0 EJ, O -
0 0 0 EJ,
trong dé

A - dién tich mét cat,

E - modun dan héi,

G - mbédun trwot va

Jx - moment quan tinh doc cue,

Jy, J; - c&c moment quan tinh chéng udn trong cac mat phang xz va xy twong

ng.

Pé& nhan duwoc cac sb6 hang clia ma tran dé cing S ta tinh tich [B]' ()[d]B]

roi Iap vao tich phan trong (14.7) ta nhan dwoc cac s hang S; = 0 c6 dang

L L
Sii = J.E14p;2dx l = 197 Sii = J.GJpgzdx l = 4,10
0 0
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Sy = p7p1dx SIO4= GJpIOp:‘dX;

O'—ah
o t—=

S, j EJ pidx J, =J, khii=26812; J, =J, khii=359,1

L L L
S = IEJypgpng Sy, = IEJypgpng 811’3 - IEJypTlpng
0

L L
= [EJ,pipidx S, = [EJ,plipidx S, =[EJ,plpidx
0 0

O ey

L L L
= J.EJ pgp;dx S = J.Eszgpng Slz,z = J.EJZp;'Zpng
0 0
L L
Sge IEJ Ps Pzdx 8126 = J.EJ plngdx’ Slz,x ZJ.Eszfngdx’
0
Sy =S5, (14.28)

Cac ma tran S va M c6 dang

Sll
0 S,
0 0 S,
o 0 0 S,
o 0 S, 0 S, S Y M
g |0 Se 0 0 0 5 :
7S, 0 o o0 o0 &S,
o S, 0 0 0 S, 0 S
o o S, 0 S, 0 0 0 S,
0 0 0 S, 0 0 0 0 0 S
0 0 S, 0 S, 0 0 0 S, 0 8,
L 0 Sp, 0 0 0 Slz,e 0 Slz,s 0 0 0 Slz,lz_

(14.29)

Pay |a cac ma tran dé clrng cla trng phan ti trong hé toa d6 dia phwong,

budc tiép theo phai dwa cac ma tran dé vé hé toa do téng thé rdi ghép ching véi
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nhau dé& cé dwgc ma tran dd cirng cdia toan hé. Nhw vay cbt 16i cha viéc xay dwng

ma tran dé cvng la lwa chon ma tran ham dang [L(x)].

Trwdng hop phan tir dam khéng gian ham dang 1a cac ham Hermit:

_ _ oy X. _ _ oy X
p,(x)=p,(x)=p;(x) =1 T p,(x)=p,(x) =p5(x) %
pz(x):—p3(x):pg’(x)zl—3z—j+2)£—j;
p5(x)=p6(X)=pZ(X)EX[1—%j ;
pg(x) =—py(x) =ps(x) = 32—2— 232—2;

() =p, () =p2(x) = %2& - 1}; (14.30)

cac ham p{(x) 1a cac ham biéu di&n dworng chuyén dich cla dam véi hai dau

ngam cirng. Chung thwc chét 14 nghiém cla cac bai toan bién sau day:
1. u"(x)=0; u(0)=u,; u(L)=u,

2.0"(x)=0;0(x)=0,;0(L) =0,

3. d4v(4x) =0;v(0)=v,;v'(0)=v;; v(L)=v,V'(L)=v,
dx
4 d4w(x) . . . . ' '
S =0; w(0) =-w,; WO=u; w(L)=-w,; w'(L)=-w, (14.31)

Néu dem biéu dién cac ham dang dwéi dang ham bac ba nhu sau

p,(xX)=Cy; +Cx+Cyx? +Cyyx’ j=12,.12 (14.32)
thi cac hé sb Cyi=0,1,23j=1,2 ..12 cho trong bang 14.1.

LAy dao ham clia cac ham dang p;(x) dé thiét Iap cac ma tran H ta c6

pi(x) = Py (x) = —p} (x) = =} (x) = p}*(x) = ‘%;



p5(x) =—p3(x) =—pg(x) = ps(x) =p}
P — o () — _2(3x_,)
pi(x)=pg(x)=p (X)—L(L 2}

P (x)=pL(x)=p
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=2

!

X1

o)=L [2X 1)
(X)—LZ( lj,

L

Bang 14.1. Hé sb C; dbi v&i phan tir ddm khong gian

261

j Co Cy; Cy Cs
1 1 1 0 0
L
2 1 0 3 2
e g
3 -1 0 3 2
L2 e
4 1 1 0 0
L
5 0 1 2 0
L L?
6 0 1 2 0
L L?
7 0 1 0 0
L
8 0 0 3 2
2 e
9 0 0 3 2
e L
10 0 1 0 0
L
11 0 0 1 0
L L?
12 0 0 1 0
L L?
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D4t cac biéu thirc nay vao dé tinh cac tich phan (14.9) ta thiét 1ap dwoc ma

tran do cirng cla phan t& dam cb dién cé dang & dwdi day.

[ EF
L
12EJ
0 5 z
12EJ

O Yy

L3

GJ
0 0 0 x
L

6EJ, 4EJ,

0 -
EJ 4EJ
o O -z 0 0 0 z
Ke=| gr L L EF
- 0 0 0 0 0 —
0 _12E3JZ 0 0 0 _6E;IZ 0 12EJ,
L L

12EJ, 6EJ, 12EJ,

0 I I I
GJ GJ

0 0 0o - L* 0 0 0 0 0 L*

6EJ 2EJ, 6EJ, 4EJ,
0 - 0 0 20

L L L L
E. E. E.
o OB, 0 0 o 2B, , 6EJ, . 4EJ,
i 12 L I? L |

Dwa trén quy trinh nay ta c6 thé chon ham dang ciing sé la cac ham da thirc
bac,nhwng cac hé sb C; sé& la ham clia cac tham sb thiét ké twong (ng tuy thudc
vao cac gia thiét dwa ra dé& moé ta cac khuyét tat trong két cdu. Pwa ra cac mod
hinh cu thé mé ta khuyét tat va tién hanh tim ham dang twong (ng ta cé thé xay

dwng dwoc cac phan t& dam cai bién md ta hw hdng trong két cau.

Két luan chwong 14

Chuwong 14 gi&i thiéu phwong phap phan t& hiru han nhw mét tng dung cla
phuwong phap chuyén vi. S dung cac ham dang nhw trong phuong phap
Rayleigh-Ritz ta dwa bai toan vo sb bac tw do vé bai toan hi*u han bac tw do va

thiét 1ap dwoc cac ma tran phan to.
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Phwong phap phan t& hiru han théng dung d& mé hinh hoa két cdu céng trinh

trong co hoc két cdu duwoc tién hanh theo cac buwéc nhu sau:

1.

Chia két cu thanh cac phan tir bang mét lwdi gbm cac nat déng vai tro lién
két gitra cac phan tlr v&i nhau trong mét khoéng gian téng thé chon sdn. Méi
phan t& dwoc xac dinh bang cac nut ¢b dinh trong moét hé toa dé dia phuwong
gan voi phan tor dé.

Dinh nghia cac chuyén vi nut trong hé toa dd dia phwong cling nhw trong hé
toa d6 tong thé va cac lién két bién gian budc Ién cac chuyén vi nat nay.

Biéu dién trwdng chuyén vi cia phan t& nhw mot vat rén bién dang théng qua
cac chuyén vi nut trong hé toa d6 dia phwong va s dung biéu dién nay cung
vOi cac nguyén ly, phuwong trinh clla co hoc xay dwng cac ma tran dé clng,
khéi lwong va vec to tai trong nat cho tirng phan ti.

Ghép néi, lién két cac ma tran, vec to chuyén vi, lyc nat,... cta phan t& thanh

cac ma tran va vec to twong (rng cla ca két cAu.

Ap dung céc diéu kién bién vao cac dac trwng vira xay dung dwoc ta sé dwoc

cac ma tran [M], [C], [S], cac vec to {D}, {P} va hé phwong trinh

(i + iy + (s} = {p),

trong dé

{D} = {D()} - vec to' chuyén vj nut,
{P(t)} - vec to lwc ngoai da dwa vé nut,
[M] - ma tran khéi lwong,

[C] - ma tran hé sbé can,

[S] - ma trén dé cieng.

Quy trinh nay dwoc ap dung phd bién trong cac phan mém phan tich két cau

hién c6 nhw

SAP2000
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— ANSYS
— Abaqus
- SAMCEF

— NASTRAN v.v.



PHU LUC

PHU LUC 1.
Dich chuyén cta cac phan t
thanh thang

Thanh c6 d6 cirng ubn la El va dd cirng xodn 1a GJ. Chiéu dwong cla dich
chuyén hwéng xudng, chiéu dwong clia géc xoay theo chiéu kim ddng hd. Bd qua
bién dang truot

_ 49X (15 4712 3). [/2I E 1/2
pooSal.g 4 d- +++i++++++,
X:é 384 EI’ ! r 24EI LA e $ e ol

Lt fx:l/z r
M(Zlb—bz—xz) x<b 1/2 E 12
L= PRl S
2 ke x* -b*) x2b - 2 lp
6lEI X $ $

Pb(l—b) Pb (,, ., .
0, =—-—>(21-b 10 =— -b : Homeo!
! 6lEI ( ): 6, 6lE[( ) 0 £, Jear 0,

2
b:£jel:_er:l;

2 16EI

PP
fx:§_48EI

M X __ M 12
g 6EI[1 j’fXQ_ 16EI
el:_égll; erzjg; o %{

Pbx? x

= 3—-=| 0<x<b;
£ 6EI( bj . — -
f_Pb3_ _Pb* ,ex%:P |
®TFI’" 2EI’ / _ —

\fﬁ%ﬂﬂ\if,

fo=f,+0,(l-x) b<x<l; f=f,+0,
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_sz_f MP 1/2—>! 1/2
*" 2EI’ 7' 2EI’ x> ~
=3 =1 S}
V2= QEr’ v EI’ Sfd) P /i
“T4EI\1 ) sl 32EID’ <y RS
Ml f ' M
=— x=1/2 f, X
AEI x §
2,2 2 l/2 | l/2
f-goo-sa) =i
/. Y ¥ ¥ v vy vy
Foo ql' ., __dr 7 7 \
~=;  192EI""  48EI S
Pbx? x) b b x
= 3-=|-=|3-2|3-= - |
J =Skt K bj 21[ IJ( lﬂ l[/2—> l/2
0<x<b bi R
Pb’(, 3b b -Pb’(. b ]
= 2—— —_— | = 1_— ; 2
£y 6EI{ 2l+2lzj,9r 4EI( lj’ =
i« Tb
2 2
g TP 3x—b—x—[3—9J[3—fj
6EI A\ 1 l
b<x<l
ql'p*y .
f=am TPV (g -2y?) w<(1-p); 1/2—><—1/2
ql'a <y >l B e 2}
f“:_24E1[2B(2‘B)°°2—0°3+'32('3‘2)2]; M o 2
a<P é% ¢ v . oy
qlp’ 0 fx:l/z f, ©r
4-3
fy=5ar 1—BN4-3p);
ql'p’
2- 12
Fora = 384EI(3 3P +12°
_—ql'p’ 2o gl
2); 0, = 2-
" 24EI (B-2); 6,= 24EI( p);




Phu luc 267

~f__Mx(l—x)_f :_Aﬂz < 7 : 1
X 2EI ’ x:é 8EI ’ N | /
el z_er :_ﬂ; * C,
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PHU LUC 2.
Lwc dau phan tir cia cac phan to
thanh thang

Trong bang cho lwc dau phan ti cla dam cé dd cirng ubn va dé clrng xoan khéng
d6i. Quy wée dau lve dwong hwong 1én trén, moment dwong theo chiéu kim déng

hd. Khi s dung trong phwong phap chuyén vi ta sé lay dau theo hé toa d6 da
chon.

2 2
F:Pab. _ Pab”

1 1, 2 = )
I? I’

Pla ab
F, =3{7+l—3(a—b)};

P|b ab
F, =3[7+CII—3(b—a)};

E‘j_;&&"fi
—_—

I a—>| b |
Khi a=b=—; thi
2 | [
Pl P
E:—Fzzg; F3=F4=3;
121 E. g
g
__.gc¢ 2, 2] 4 ‘EP\
F=—1 [l2ab> +c*(1-3b)} ] ’
F. F
g o_acb FE+F : a>| b ’
! l [’ ‘
. l ‘ !
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2
I’ )
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PHU LUC 3.
Lwc dau phan ttr do chuyén vi tai
dau nat cta thanh thang

Trogn bang cho lwc diu phan ti tai ddu ddm khi cho trwéc chuyén vi & don vi.
Quy wéc dau luve dwong hwong 1én, momnet dwong quay theo chiéu kim déng hd.

Hiéu rng cua lwc cét bd qua. Bd qua ubn do luc doc truc. Pd clrng clia dam

khong ddi

6Ll 12EI
F1:F2:—12 ;F3:—F4: l3 ; %
F;

F>
Fy |
[ |
F1=4EI,F2=2EI,
l l &g 1
6EI FN\U 7
Bo=h=ps 2 1 |
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Goc xodn D=1 Fl=—FQ=$; Fy .
(B6 qua hiéu trng van) _é;i fEL>
l |
(

| I |
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PHU LUC 4.
Phan lwc va moment udn tai cac
go6i d& ctia dam lién tuc do chuyén

vi don vi tai goi d& gay ra

Céc bang sau day cho phan lwc va moment udn tai cac gbi d& cla dam lién tuc do
chuyén vi don vi lun xudng tai trng gbi d& gay ra. TAt ca cac nhip c6 dd dai | va co
dd cirng khoéng ddi. Sb nhip tir 2 (hodc 1) dén 5. Cac gbi tai hai dau lién két khép
(Bang PL4.1), hai ddu ngam (Bang PL4.2), va ngdm mot diu va khép mot dau
(Bang PL4.3). Moment ubn tai dau khép bang khéng va khéng duoc ké dén trong
bang.

Céc gia tri trong tirng dong la moment udn hay phan lyc lan lwot cha tivng gbi d&
tl trai sang phai. Dong dau sau dé muc la anh hudng cla s lun cta gbi d& thiy
nhét ké tlr bén trai, dong thir hai la anh hwéng cla sw lun clia gbi d& thir hai ké tw
bén trai , v.v.

Hinh PL4.1 biéu dién vi du vé cach s dung cac bang: sé nhip la 3, gbi d& thiv hai
lan xudng mét don vi va moment udn va phan lyc tai gbi d& sé lay & dong thi hai
cla bang PL4.1.2.1 va PL4.1.2.2 twong &ng.

Trong cac bang nay, quy wéc phan lyc dwong khi ching tac déng hwéng 1én, va
quy wéc moment udn dwong khi ching gay uén & thé duéi ctia ddm. Khi phan luc

dung dé thiét lap ma tran dd cirng thi ldy ddu phu hop véi hé toa 6 da chon.

B& qua anh huwéng cla bién dang truot.
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Bang PL4.1. Anh huéng cla chuyén vi lun don vi tai mot gbi d& cta dam lién tuc.

Hai dau dam la gbi twa. El=const. C4c nhip cé d6 dai | bang nhau
PL4.1.1. DAm hai nhip
PL4.1.1.1 Moment udn tai cac géi d& nhan véi hé sb EllP
-1.50000
3.00000
-1.50000
PL4.1.1.2. Phan lyc tai cac gbi d& nhan véi hé sb ElIP
-1.50000 3.00000 -1.50000
3.00000 -6.00000 3.00000
-1.50000  3.00000 -1.50000
PL4.1.2. DAm ba nhip
PL4.1.2.1. Moment udn tai cac gbi d& nhan véi hé sb Ellf
-1.60000  0.40000
3.60000 -2.40000
-2.40000  3.60000
0.40000 -1.60000
PL4.1.2.2. Phan lwc tai cac gbi d& nhan véi hé sb ElIP
-1.60000 3.60000 -2.40000 0.40000
3.60000 -9.60000 8.40000 -2.40000
- 240000 8.40000 -9.60000  3.60000

0.40000 -2.40000 3.60000 -1.60000
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PL4.1.3. DAm bén nhip

Phu luc

PL4.1.3.1. Moment udn tai cac gbi d& nhan véi hé sb Ellf

-1.60714
3.64286
-2.57143
0.64286
-0.10714

0.42857
-2.57143
4.28571
-2.57143

0.42857

-0.10714
0.64286
-2.57143
3.64286
-1.60714

PL4.1.3.2. Phan lwc tai cac gbi d& nhan vé&i hé sé Elif

-1.60714
3.64286
-2.57143
0.64286
-0.10714

PL4.1.4. DAm nam nhip

3.64286
-9.85714
9.42857
-3.85714

0.64286

-2.57143
9.42857
-13.71428
9.42857

-2.57143

0.64286
-3.85714
9.42857
-9.85714

3.64286

PL4.1.4.1. Moment uén tai cac gbi d& nhan véi hé sé EllP

-1.60765
3.64593
-2.58373
0.68900
-0.17225

0.02871

0.43062
-2.58373
4.33493
-2.75798
0.68900
-0.11483

-0.11483
0.68900
-2.75798
4.33493
-2.58373
0.43062

0.02871
-0.17225
0.68900
-2.58373
3.64593
-1.60765

PL4.1.4.2. Phan lyc tai cac gbi d& nhan véi hé sb ElIP

-1.60765  3.64593

3.64593 -9.87560

-2.58373
9.50239

0.68900
-4.13397

-0.17225

1.03349

-0.10714
0.64286
-2.57143
3.64286

-1.60714

0.02871

-0.17225



-2.58373
0.68900
-0.17225

0.02871

9.50239
-4.13397
1.03349

-0.17225

-14.00956
10.53588
-4.13397

0.68900

Phu luc

10.53588
-14.00957
9.50239
-2.58373

-4.13397
9.50239
-9.87560
3.64593

0.68900
-2.58373
3.64593
-1.60765
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Bang PL4.2. Anh hwéng cla chuyén vij lin don vij tai mot gbi d& ctia dam lién tuc.

Hai ddu dam ngam. El=const. Cac nhip cé dd dai | bang nhau

PL4.2.1. Dam mét nhip

PL4.2.1.1 Moment uén tai cac géi d& nhan véi hé sb EIP
6.00000 -6.00000
-6.00000  6.00000
PL4.2.1.2. Phan luc tai cac gbi d& nhan véi hé sé EIP
-12.00000 12.00000
12.00000 -12.00000

PL4.2.2. Dam hai nhip

PL4.2.2.1 Moment uén tai cac géi d& nhan véi hé sé EIP
4.50000 -3.00000 1.5000
-6.00000  6.00000 -6.0000
1.50000 -3.00000 4.5000
PL4.2.2.2. Phan luc tai cac gbi d& nhan véi hé sé EIP
-7.50000 12.00000 -4.50000
12.00000 -23.99998 12.00000
-4.50000 12.00000 -7.50000

PL4.2.3. DAm ba nhip

PL4.2.3.1. Moment uén tai cac gbi d& nhan véi hé sb El/I2
4.40000 -2.80000 0.80000 -0.40000
-5.60000 5.20000 -3.20000 1.60000
1.60000 -3.20000 5.20000 -5.60000
-0.40000 0.80000 -2.80000  4.40000

PL4.2.3.2. Phan luc tai cac gbi d& nhan véi hé sé EIP



-7.20000
10.80000
-4.80000

1.20000

PL4.2.4. DAm bén nhip

PL4.2.4.1. Moment udn tai cac gbi d& nhan véi hé

4.39286
-5.57143
1.50000
-0.42857
0.10714

10.80000
-19.20000
13.20000

-4.80000

-2.78571
5.14286
-3.00000
0.85714
-0.21429

Phu luc

-4.80000
13.20000
-19.20000
10.80000

0.75000
-3.00000
4.50000
-3.00000
0.75000

1.20000
-4.80000
10.80000
-7.20000

s EIIP
-0.21429
0.85714
-3.00000
5.14286

-2.78571

PL4.2.4.2. Phan lyc tai cac gbi d& nhan véi hé sb EI/P

-7.17857
10.71428
-4.50000

1.28571
-0.32143

PL4.2.5. DAm nam nhip

10.71428
-18.85713

12.00000

-5.14285
1.28571

-4.50000
12.00000

-14.99999

1.28571
-5.14285

12.00000

12.00000 -18.85713

-4.50000

10.71428

PL4.2.5.1. Moment uén tai cac gbi d& nhan véi hé sé EI/P

4.39235 -2.78469
-5.56938  5.13875
1.49282 -2.98564
-0.40191  0.80383
0.11483 -0.22966
-0.02871  0.05742

0.74641
-2.98564
4.44976
-2.81339
0.80383

-0.20096

-0.20096
0.80383
-2.81339
4.44976
-2.98564

0.74641

0.05742
-0.22966
0.80383
-2.98564
5.13875

-2.78469

0.10714
-0.42857
1.50000
-5.57143

4.39286

-0.32143

1.28571
-4.50000
10.71428

-7.17857

-0.02871
0.11483
-0.40191
1.49282
-5.56938

4.39235
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PL4.2.5.2. Phan lwc tai cac gbi d& nhan véi hé sb EI/P
-7.17703 10.70813 -4.47847  1.20574 -0.34450
10.70813 -18.83252 11.91387 -4.82296  1.37799
-4.47847 11.91387 -14.69856 10.88038 -4.82296

1.20574 -4.82296 10.88038 -14.69856 11.91387
-0.34450 1.37799 -4.82296 11.91387 -18.83252
0.08612 -0.34450 1.20574 -4.47847 10.70813

0.08612
-0.34450
1.20574
-4.47847
10.70813

-7.17703
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Bang PL4.3. Anh hwéng cla chuyén vi lun don vi tai mot gbi d& ctia dam lién tuc.
Hai ddu dam ngam. El=const. Cac nhip cé dd dai | bang nhau

PL4.3.1. DA&m mét nhip

PL4.3.1.1 Moment uén tai cac gbi d& nhan véi hé sb EI/P
3.00000
-3.00000

PL4.3.1.2. Phan lwc tai cac gbi d& nhan véi hé sb EI/P
-3.00000 3.00000
3.00000 -3.00000

PL4.3.2. DAm hai nhip

PL4.3.2.1 Moment uén tai cac géi d& nhan véi hé sé EIP
4.28571 -2.57143
-5.14286 4.28571
0.85714 -1.71428

PL4.3.2.2. Phan luc tai cac gbi d& nhan véi hé sé EIP
-6.85714 9.42857 -2.57143
9.42857 -13.71428 4.28571
-2.57143 4.28571 -1.71428

PL4.3.3. DAm ba nhip

PL4.3.3.1. Moment uén tai cac gdi d& nhan véi hé sé EI/P
4.38462 -2.76923 0.69231
-5.53846 5.07692 -2.76923
1.38461 -2.76923 3.69231

-0.23077 0.46154 -1.61538
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PL4.3.3.2. Phan lwc tai cac gbi d& nhan véi hé sb EI/P

Phu luc

-7.15385  10.61539 -4.15384 0.69231
10.61539 -18.46153  10.61538 -2.76923
-4.15384  10.61538 -10.15384 3.69231
0.69231 -2.76923 3.69231 -1.61538
PL4.3.4. DAm bén nhip
PL4.3.4.1. Moment udn tai cac gbi d& nhan véi hé sb EI/F
4.39175 -2.78350 0.74227 -0.18557
-5.56701 5.13402 -2.96907 0.74227
1.48454 -2.96907 4.39175 -2.59794
-0.37113 0.74227 -2.59794 3.64948
0.06186 -0.12371 0.43299 -1.60825
PL4.3.4.2. Phan lwc tai cac gbi d& nhan véi hé sb EI/P
-7.17526 10.70103 -4.45361 1.11340 -0.18557
10.70103 -18.80411 11.81443 -4.45361 0.74227
-4.45361 11.81443 -14.35051 9.58763 -2.59794
1.11340 -4.45361 9.58763 -9.89690 3.64948
-0.18557 0.74227 -2.59794 3.64948 -1.60825
PL4.3.5. DAm nam nhip
PL4.3.5.1. Moment uén tai cac gbi d& nhan véi hé sé EI/P
4.39227 -2.78453 0.74586 -0.19889 0.04972
-5.56906 5.13812 -2.98342 0.79558 -0.19889
1.49171 -2.98342 4.44199 -2.78453 0.69613
-0.39779 0.79558 -2.78453 4.34254 -2.58563
0.09945 -0.19889 0.69613 -2.58563 3.64641



-0.01657

PL4.3.5.2. Phan luc tai cac gbi d& nhan véi hé sé EIP

-7.17680
10.70718
-4.47513

1.19337
-0.29843

0.04972

0.03315

10.70718
-18.82872
11.90055
-4.77438
1.19337

-0.19889
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-0.11602

-4.47513
11.90055
-14.65193
10.70718
-4.17679

0.69613

0.43094

1.19337
-4.77438
10.70718

-14.69856

9.51381

-2.58563

-1.60773

-0.29843
1.19337
-4.17679
9.51381
-9.87845

3.64641
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0.04972
-0.19889
0.69613
-2.58563
3.64641

-1.60773
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PHU LUC 5. Pac trwng cua cac

hinh

Hinh Dién tich Toa do trong tam
y
/ a
a =t $_9
al 7y Uy
[
> / ! a +2a a +aa, +a:
al a2 (a1+a2)_ )—C:_ 1 2 y: 1 1“2 2
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l
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PHU LUC 6. Cac gia tri caa tich

phéan

Bang dwéi day cho cac gia tri cGa tinh phan LMuMdldung dé tinh chuyén vi cua

két cdu khung bang céng &o (phwong trinh 4.61). Bang nay cé thé dung dé tinh

cac tich phan J'INuNdl, LVqul, LTquz ho&c tinh phan theo dwéng | cdia hai ham

bat k§ thay dbi theo quy luat nhw biéu d6 & dong trén ciing va dong dau bén trai

Mo Yl D | .| P>
I z ! ! e
M Py ——
B 1 1 a 1
—abl —abl — (b +b —abl
/ abl Za 2a ) (b +by) 2“
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PHU LUC 7. Pac diém cac phan lwc
lién két thwérng gap

Lién két Biéu dién Dé&c diém phan
lwe
Twa Thidng goéc ve&i
(khéng mat twa, mét tiép
ma sat) xuc, hwéng vao
vat khao sat -
phan lwc phap
Day Nam theo day,
(mém hwéng ra ngoai
va vat khdo sat - slrc
khéng cang
co dan)
Thanh Nam theo thanh
(chi chiu (dwdng ndi 2 dau
kéo hay ) thanh) hwéng vao
nén) PPPDIDTII (ra) thanh  khi
thanh chiu kéo
(nén) - &ng lwc
Ban 1& Lwc dat tai ban 1&
(tron chia ra hai thanh
nhan) phan - phan luc
ban &
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Lién két Biéu dién Dé&c diém phan
lwe
Ngam Phang (a), (b): 2
thanh phan luc
X,Y va 1 ngau luc
mé men M
Khéng gian (c): 3
thanh phan phan
Ilwc ngam va 3
ngau lwc md men
6  tru \ i Can tré di chuyén
. Y .
ngan thang gbéc vGi
a) c) ' d) truc. Phang (a,b):
nhw phan Iyc twa.
Khéng gian (c,d):
2 phan lyc
céi (6 Can tré di chuyén
tru ngan thdng géc va doc
c6 mat truc. Phang (a,b):
chan 2 phan lyc.
Khéng gian (c,d):
3 phan lyc
6 truc Can tré di chuyén
dai thdng goéc va

quay. Phang
(a,b): 1 phan Iyc
va 1 ngdu phan
lwe.

Khéng gian (c,d):
2 phan lyc va 2

ngau phan luc
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Lién két Biéu dién Dé&c diém phan
lwe

Gbi cb v Can tré di chuyén

dinh thdng theo 2
phwong.
Phadng (a,b): 2
phan lwc
Khéng gian(c): 3
phan lwc

Gbi i AN Can tré di chuyén

N,

déng l\_f theo phuwong

(co con ;@; thdng v&i  mat

lan) nén. 1 phan lyc.
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PHU LUC 8. Bang hé s6 udén doc

o(A)

D6 manh A Thép CT3 Gang Go6
0 1,00 1,00 1,00
10 0,99 0,97 0,99
20 0,96 0,91 0,97
30 0,94 0,81 0,93
40 0,92 0,69 0,87
50 0,89 0,54 0,80
60 0,86 0,44 0,71
70 0,81 0,34 0,60
80 0,75 0,26 0,48
90 0,69 0,20 0,38

100 0,60 0,16 0,31
110 0,52 0,25
120 0,45 0,22
130 0,40 0,18
140 0,36 0,16
150 0,32 0,14
160 0,29 0,12
170 0,26 0,11
180 0,23 0,10
190 0,21 0,09
200 0,19 0,08
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