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LỜI NÓI ĐẦU 

Giáo trình Cơ học kết cấu lần này được biên soạn theo đề cương 
“Chương trình giảng dạy môn Cơ học kết cấu” do tiểu ban môn học của 
Bộ Giáo dục và Đào tạo soạn thảo. So với lần xuất bản trước, giáo trình 
lần này được viết ngắn gọn, rõ ràng và đã có bổ sung, sửa chữa, điều 
chỉnh một số phần để thuận tiện hơn cho việc học tập của sinh viên. 

Sách có thể dùng làm tài liệu học tập cho sinh viên các ngành của 
Trường Đại học Thủy lợi, có thể làm tài liệu tham khảo cho các ngành 
của các trường Đại học khác, đồng thời cũng có thể làm tài liệu tham 
khảo cho các kỹ sư, nghiên cứu sinh và các cán bộ kỹ thuật có liên quan 
đến tính toán kết cấu công trình. 

Phân công biên soạn như sau: TS. Lý Trường Thành viết chương 
mở đầu, Chương 2 và Chương 3 và là chủ biên; Ths. Lều Mộc Lan viết 
các Chương 1, 4, 5; PGS.TS. Hoàng Đình Trí viết các Chương 6, 7, 8;     
Ths. Phạm Viết Ngọc đã giúp đỡ chế bản và sửa chữa bản thảo cuốn 
sách này.  

Tuy đã có nhiều cố gắng trong biên soạn, song khó tránh khỏi 
những thiếu sót. Chúng tôi mong nhận được những ý kiến đóng góp của 
các bạn đồng nghiệp, sinh viên và bạn đọc để hoàn thiện hơn trong lần 
xuất bản sau. 

 

CÁC TÁC GIẢ 



 



MỞ ĐẦU 

1. ĐỐI TƯỢNG VÀ NHIỆM VỤ CỦA MÔN HỌC 

Một công trình xây dựng gồm nhiều cấu kiện liên kết lại với nhau chịu được lực gọi là 
kết cấu. 

Cơ học kết cấu là môn khoa học thực nghiệm trình bày các phương pháp tính toán kết 
cấu về độ bền, độ cứng và độ ổn định khi công trình chịu các nguyên nhân tác dụng khác 
nhau như tải trọng, sự thay đổi nhiệt độ, chuyển vị các liên kết tựa. 

Tính kết cấu về độ bền nhằm đảm bảo cho công trình có khả năng chịu tác dụng của 
các nguyên nhân bên ngoài mà không bị phá hoại. 

Tính kết cấu về độ cứng nhằm đảm bảo cho công trình không có chuyển vị và rung 
động lớn tới mức có thể làm cho công trình mất trạng thái làm việc bình thường ngay cả 
khi điều kiện bền vẫn còn bảo đảm. 

Tính kết cấu về mặt ổn định nhằm đảm bảo cho công trình bảo toàn vị trí và hình dạng 
ban đầu trong trạng thái cân bằng biến dạng. 

Cơ học kết cấu giống Sức bền vật liệu về nội dung nghiên cứu nhưng phạm vi nghiên 
cứu thì khác nhau. Sức bền vật liệu nghiên cứu cách tính độ bền, độ cứng và độ ổn định 
của từng cấu kiện riêng biệt, trái lại Cơ học kết cấu nghiên cứu toàn bộ công trình gồm 
nhiều cấu kiện liên kết lại với nhau. 

Nhiệm vụ chủ yếu của Cơ học kết cấu  là xác định nội lực và chuyển vị trong công 
trình. Độ bền, độ cứng và độ ổn định của công trình liên quan đến tính chất cơ học của vật 
liệu, hình dạng và kích thước của cấu kiện và nội lực phát sinh trong công trình. Hơn nữa 
kích thước của các cấu kiện lại phụ thuộc vào nội lực trong kết cấu đó. Do đó công việc 
đầu tiên khi tính công trình là xác định nội lực và chuyển vị phát sinh trong công trình dưới 
tác động bên ngoài. Các môn học tiếp sau như: Kết cấu bê tông cốt thép, kết cấu thép, 
gỗ.v.v…dựa vào tính năng của các vật liệu nghiên cứu để tiến hành giải quyết ba bài toán 
cơ bản như đã trình bày trong môn Sức bền vật liệu là: bài toán kiểm tra, bài toán thiết kế 
và bài toán xác định tải trọng cho phép theo điều kiện bền, cứng và ổn định. Ngoài ra Cơ 
học kết cấu còn nghiên cứu các dạng kết cấu hợp lý nhằm tiết kiệm vật liệu xây dựng. 

Môn Cơ học kết cấu cung cấp cho các kỹ sư thiết kế các kiến thức cần thiết để xác 
định nội lực và chuyển vị trong kết cấu, từ đó lựa chọn được kết cấu có hình dạng và kích 
thước hợp lý. Môn học giúp cho các kỹ sư thi công phân tích đúng đắn sự làm việc của kết 
cấu, nhằm tránh những sai sót trong quá trình thi công cũng như tìm ra các biện pháp thi 
công hợp lý. 
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2. PHƯƠNG PHÁP NGHIÊN CỨU 

Khi tính toán một công trình thực, nếu xét hết mọi yếu tố liên quan, bài toán sẽ rất 
phức tạp và hầu như không thể thực hiện được. Để đơn giản tính toán, nhưng phải đảm bảo 
độ chính xác cần thiết, ta đưa vào một số giả thiết gần đúng. Bởi vậy Cơ học kết cấu là 
môn khoa học thực nghiệm; nghiên cứu lý luận và thực nghiệm luôn gắn liền với nhau. 
Các kết quả nghiên cứu lý luận chỉ được tin cậy khi đã được thực nghiệm xác nhận. 

A. Các giả thiết - Nguyên lý cộng tác dụng   

Cơ học kết cấu cũng sử dụng các giả thiết  như trong Sức bền vật liệu là: 

1. Giả thiết vật liệu làm việc trong giai đoạn đàn hồi tuyệt đối và tuân theo định luật 
Hooke, nghĩa là giữa biến dạng và nội lực có sự liên hệ tuyến tính. 

2. Giả thiết biến dạng và chuyển vị trong công trình (kết cấu, hệ...) là rất nhỏ so với 
kích thước hình học ban đầu của nó. Giả thiết này cho phép xác định nội lực theo sơ đồ kết 
cấu không có biến dạng. 

Nhờ hai giả thiết này chúng ta có thể áp dụng nguyên lý độc lập tác dụng (hay nguyên 
lý cộng tác dụng) để tính toán kết cấu. Nguyên lý được phát biểu như sau:  

Một đại lượng nghiên cứu nào đó do nhiều nguyên nhân tác dụng đồng thời trên công 
trình gây ra, bằng tổng đại số (tổng hình học) của đại lượng đó do từng nguyên nhân tác 
dụng riêng rẽ gây ra: 

Biểu diễn ở dạng toán học: 

  =  …+ + S t+ S Δ = ),t,P...P,P( n21
S Δ 1PS +

2PS
nPS 1S .P1 + 2S .P2 +…+ nS .Pn + S t+ SΔ 

Trong đó: 

iS  (i= 1,2...n) là giá trị của đại lượng S do Pi = 1 gây ra. 

St, SΔ là giá trị của đại lượng S do sự thay đổi nhiệt độ và dịch chuyển gối tựa gây ra.  

B. Sơ đồ tính của công trình 

Khi xác định nội lực trong công trình nếu xét một cách chính xác và đầy đủ các yếu tố 
hình học của các cấu kiện thì bài toán sẽ quá phức tạp. Do đó trong tính toán kết cấu người 
ta có thể thay thế công trình thực bằng sơ đồ tính của nó. 

Sơ đồ tính là hình ảnh của công trình thực đã được đơn giản hóa. Một sơ đồ tính tốt 
phải thoả mãn hai yêu cầu: Tính đơn giản và phản ánh tương đối chính xác đối xử thực của 
công trình. Để đưa công trình thực về sơ đồ tính của nó, thường tiến hành theo 2 bước: 
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Bước 1: Chuyển công trình thực về sơ đồ 
công trình, bằng cách: a) 

+ Thay các thanh bằng đường trục của nó 
và các tấm vỏ bằng mặt trung bình. 

+ Thay các mặt cắt ngang của các cấu 
kiện bằng các đặc trưng hình học của nó như: 
diện tích F, mômen quán tính J .v.v… 

+ Thay các thiết bị tựa bằng các liên kết 
tựa lý tưởng. 

b) 
+ Đưa tải trọng tác dụng trên mặt và bên 

trong cấu kiện về đặt ở trục hay mặt trung bình 
của nó. 

Bước 2: Chuyển sơ đồ công trình về sơ đồ 
tính bằng cách bỏ bớt các yếu tố phụ, nhằm 
làm cho việc tính toán đơn giản  phù hợp với 
khả năng tính toán của người thiết kế. 

c) Ví dụ như dàn cửa cống (van cung) cho 
trên hình 1a, sau khi thực hiện các phép biến 
đổi trong bước thứ nhất ta được sơ đồ công 
trình như hình 1b. Nếu dùng sơ đồ này để tính 
toán kết quả chính xác nhưng khá phức tạp, do 
đó nếu coi các mắt dàn là khớp lý tưởng thì bài 
toán sẽ đơn giản song sai số mắc phải khá nhỏ. 
Sơ đồ tính của dàn cửa cống (van cung) như 
trên hình 1c. 

Hình 1 

Nếu sơ đồ công trình đã phù hợp với khả năng tính toán thì có thể dùng nó làm sơ đồ 
tính mà không cần đơn giản hoá hơn nữa. Ví dụ với hệ khung cho trên hình 2a, sau khi 
thực hiện phép biến đổi ở bước thứ nhất ta có sơ đồ công trình trên hình 2b. Sơ đồ này 
cũng là sơ đồ tính của khung vì đã phù hợp với khả năng tính toán. 

Cách chọn sơ đồ tính của công trình là một vấn đề phức tạp và quan trọng vì kết quả 
tính toán phụ thuộc rất nhiều vào sơ đồ tính. Người thiết kế luôn luôn phải có trách nhiệm 
tự kiểm tra xem sơ đồ tính toán đã chọn có phù hợp với thực tế không, có phản ánh chính 
xác sự làm việc thực tế của công trình hay không, để lựa chọn sơ đồ tính ngày một tốt hơn. 
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 a) b) 

Hình 2

 

 

 

3. PHÂN LOẠI SƠ ĐỒ TÍNH CỦA KẾT CẤU 

Trong thực tế có nhiều hình thức kết cấu cho nên sơ đồ tính cũng có nhiều loại. Người 
ta phân loại sơ đồ tính bằng nhiều cách, thường dựa vào cấu tạo hình học và phương pháp 
tính để phân loại. 

A. Phân loại theo cấu tạo hình học 

Theo cách này kết cấu được chia thành hai loại: hệ phẳng và hệ không gian. 

1. Hệ phẳng: Hệ phẳng là hệ mà các trục cấu kiện 
và tất cả các loại lực tác động đều nằm trong cùng một 
mặt phẳng, các hệ không thoả mãn điều kiện trên gọi là 
hệ không gian. 

a) 

b) 

Hình 3 
Trong thực tế, các công trình xây dựng hầu hết đều 

là hệ không gian, song do tính toán hệ không gian 
thường phức tạp nên gần đúng có thể phân tích đưa về 
hệ phẳng để tính toán. 

Trong hệ phẳng dựa theo hình dạng công trình, người ta còn chia thành nhiều dạng kết 
cấu khác nhau: 

+ Dầm (Hình 3a,b) 

+ Dàn (Hình 4a,b) 

+ Vòm (Hình 5a,b) 

+ Khung (Hình 6a,b) 

+ Hệ liên hợp (hệ 
treo trên hình 7 là hệ liên 
hợp giữa dàn và dây xích) 

  

a) 

b) 

Hình 4 

a) 

b) 

Hình 5 
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 Hình 6 

a) b) 

Hình 7 

Hình 8 

P1 

P2 
P3 

2. Hệ không gian:  

Những hệ không gian thường gặp là: 

+ Dầm trực giao (Hình 8) 

+ Dàn không gian (phần dưới Hình 9a) 

+ Khung không gian (phần dưới Hình 9b) 

+Tấm (Hình 9c) 

+ Vỏ (Hình 9d, e, f) 

 

 

 

 

 

 

B. Phân loại theo phương pháp tính 

Theo cách này ta có hai loại hệ: Hệ tĩnh định và hệ siêu tĩnh. 

1. Hệ tĩnh định: Hệ tĩnh định là hệ chỉ cần dùng các phương trình cân bằng tĩnh học 
là đủ để xác định hết phản lực và nội lực trong hệ. 

Ví dụ: Dầm cho trên hình 3a; dàn cho trên hình 4a; vòm cho trên hình 5a; khung cho 
trên hình 6a là hệ tĩnh định. 

2. Hệ siêu tĩnh: Hệ siêu tĩnh là hệ mà nếu chỉ dùng các phương trình cân bằng tĩnh 
học không thôi thì chưa đủ để xác định hết phản lực và nội lực trong hệ. Để tính các hệ 

Hình 9 

a) b) 

c) f) 

e) d) 
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siêu tĩnh, ngoài những điều kiện cân bằng tĩnh học ta còn phải sử dụng thêm các điều kiện 
động học và các điều kiện biến dạng. 

Các kết cấu cho trên hình 3b, 4b, 5b, 6b đều là hệ siêu tĩnh. 

4. CÁC NGUYÊN NHÂN GÂY RA NỘI LỰC VÀ CHUYỂN VỊ. 

Các nguyên nhân gây ra nội lực và chuyển vị trong kết cấu thường gặp là tải trọng, sự 
thay đổi không đều của nhiệt độ, sự dịch chuyển của các gối tựa .vv… 

Tải trọng tác dụng vào công trình thường phân ra làm các loại sau: 

- Tải trọng lâu dài và tải trọng tạm thời: 

+ Tải trọng lâu dài là tải trọng tác dụng trong suốt quá trình làm việc của công trình 
như: trọng lượng bản thân, áp lực của đất đắp .v.v… 

+ Tải trọng tạm thời là tải trọng chỉ tác dụng trong một khoảng thời gian nào đó như: 
các thiết bị đặt trên công trình, áp lực nước, gió, động đất .v.v… 

- Tải trọng bất động và tải trọng di động: 

+ Tải trọng bất động là những tải trọng có vị trí không thay đổi trong suốt quá trình 
tác dụng của nó: thường là tải trọng lâu dài. 

+ Tải trọng di động là những tải trọng có vị trí thay đổi trên công trình như tải trọng 
đoàn xe lửa, ôtô, đoàn người .v.v… 

- Tải trọng tác dụng tĩnh và tải trọng tác dụng động: 

+ Tải trọng tác dụng tĩnh là tải trọng tác dụng vào công trình một cách nhẹ nhàng yên 
tĩnh, giá trị của tải trọng tăng từ từ không làm cho công trình dịch chuyển có gia tốc hay 
gây ra lực quán tính. 

+ Tải trọng tác dụng động là tải trọng khi tác dụng vào công trình có gây lực quán tính 
như: áp lực gió, bão, động đất .v.v… 

Trong giáo trình này chúng ta chỉ xét trường hợp tải trọng tác dụng tĩnh. 

Sự thay đổi nhiệt độ và dịch chuyển gối tựa gây ra nội lực và chuyển vị trong hệ siêu 
tĩnh nhưng không gây ra phản lực và nội lực trong hệ tĩnh định. (xem chi tiết trong các 
Chương 4, 5, 6). 

 



CHƯƠNG 1 

PHÂN TÍCH CẤU TẠO HÌNH HỌC CỦA CÁC HỆ PHẲNG 

Một hệ kết cấu thường được cấu tạo từ nhiều cấu kiện liên kết với nhau để cùng chịu 
các nguyên nhân bên ngoài. Cách nối các cấu kiện có thể thực hiện dưới nhiều hình thức 
khác nhau nhưng điều cơ bản là hệ (kết cấu) phải có khả năng chịu lực mà không thay đổi 
hình dạng hình học ban đầu của nó. Trong chương này sẽ trình bày các quy tắc để cấu tạo 
một hệ phẳng như vậy. 

1.1. CÁC KHÁI NIỆM MỞ ĐẦU 

Để xây dựng các quy tắc cấu tạo hình học của hệ thanh phẳng ta cần tìm hiểu các khái 
niệm sau: 

1.1.1. Hệ bất biến hình 

Hệ bất biến hình (BBH) là hệ khi chịu tải trọng vẫn giữ nguyên hình dạng hình học 
ban đầu của nó nếu ta xem biến dạng đàn hồi của các cấu kiện là không đáng kể, hoặc xem 
các cấu kiện của hệ là tuyệt đối cứng. 

Xét hệ trên hình 1.1.  

A 

B C 

P Hệ là BBH vì dưới tác dụng của tải trọng nếu 
xem các cấu kiện là tuyệt đối cứng thì hệ vẫn giữ 
nguyên hình dạng hình học ban đầu của nó. 

Thực vậy, nếu coi các cấu kiện AB, BC, CA là 
tuyệt đối cứng (chiều dài của chúng không đổi) thì 
theo hình học với ba cạnh xác định ta chỉ có thể 
dựng được một tam giác duy nhất ABC mà thôi. 

Hình 1.1 

Trừ một vài trường hợp đặc biệt, hầu hết các kết cấu trong xây dựng phải là hệ BBH. 
Hệ BBH khi chịu lực sẽ phát sinh duy nhất một hệ nội lực cân bằng với ngoại lực. 

1.1.2. Hệ biến hình 

P 

Hệ biến hình (BH) là hệ khi chịu 
tải trọng sẽ bị thay đổi hình dạng hình 
học ban đầu một lượng hữu hạn, dù ta 
xem các cấu kiện của hệ là tuyệt đối 
cứng. 

A D 

P B 
C 

B’ 

C’ 

Hệ trên hình 1.2 là hệ biến hình vì 
dưới tác dụng của tải trọng hệ ABCD 
có thể thay đổi hình dạng hình học ban 
đầu và có thể bị sụp đổ theo đường đứt 
nét AB’C’D, mặc dù ta xem các thanh 
AB, BC, CD là tuyệt đối cứng. 

Hình 1.2 

Hình 1.3
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Nói chung hệ biến hình không có khả năng chịu tải trọng, do đó trong các kết cấu 
công trình người ta không dùng hệ biến hình.Trong thực tế hệ biến hình chỉ được dùng khi 
tải trọng tác dụng có thể làm cho hệ nằm trong trạng thái cân bằng. Ví dụ hệ dây xích trên 
hình 1.3. 

1.1.3. Hệ biến hình tức thời 

Hệ biến hình tức thời (BHTT) là hệ khi chịu tải trọng sẽ bị thay đổi hình dạng hình 
học một lượng vô cùng bé, mặc dù ta xem các cấu kiện của hệ là tuyệt đối cứng. 

Sau khi thay đổi hình dạng hình học một lượng vô cùng bé hệ lại trở nên bất biến hình. 

Hệ trên hình 1.4a là một ví dụ đơn giản về hệ 
BHTT, vì dù coi thanh AC và BC là tuyệt đối cứng, 
điểm C vẫn dịch chuyển một đoạn vô cùng bé về C’ 
trên tiếp tuyến chung (có phương thẳng đứng) của 
hai cung tròn tâm A và B, bán kính AC và BC tiếp 
xúc với nhau tại C. Sau khi dịch chuyển về C’ hai 
cung tròn bán kính AC’ và BC’ cắt nhau tại C’ hệ 
không còn dịch chuyển được nữa, lúc này hệ trở nên 
bất biến hình. 

C’ 

b) 

A 
P 

B C 

a) 

a

αA 

P 

B 
C 

tiếp tuyến tại C 

a Hệ BHTT cũng không được sử dụng trong thực 
tế, vì hoặc là nội lực không xác định được bằng lý 
thuyết (hệ nội lực là bất định), hoặc là hệ nội lực 
phát sinh quá lớn sẽ gây bất lợi cho công trình.  

Hình 1.4 

Ví dụ trên hệ có sơ đồ như hình 1.4b cho ta thấy lực dọc trong các thanh AC và BC là:   

   NC-A = NC-B = N = 
α

−
sin2
P   

Khi góc α → 0 thì N sẽ → ∞ làm cho thanh hoặc liên kết bị phá hoại. 

1.1.4. Miếng cứng 

Trong thực tế hệ BBH có 
nhiều hình dạng khác nhau nhưng 
cùng chung tính chất là có khả 
năng chịu tải trọng. Để thuận tiện 
trong việc nghiên cứu ta có thể 
khái quát hóa các hệ BBH bằng 
cách đưa ra khái niệm miếng cứng. 

a) 

b) d) 

Hình 1.5 

c) 

Hình 1.6 

Miếng cứng là một hệ phẳng bất kỳ bất biến hình một cách rõ rệt. Ví dụ các hệ trên 
hình 1.5 đều là các miếng cứng. Ta qui ước biểu diễn  miếng cứng như hình 1.6. 
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1.1.5. Bậc tự do 

Bậc tự do của hệ là số thông số độc lập cần thiết để xác định vị trí của hệ đối với một 
hệ khác được xem là bất động. 

Đối với một hệ trục tọa độ bất động trong mặt phẳng, một điểm có hai bậc tự do là hai 
chuyển động tịnh tiến theo hai phương, còn một miếng cứng có ba bậc tự do là hai chuyển 
động tịnh tiến theo hai phương và một chuyển động quay quanh giao điểm của hai phương 
đó. 

1.2. CÁC LOẠI LIÊN KẾT 

Để nối các miếng cứng với nhau và nối miếng cứng với trái đất thành hệ phẳng bất 
biến hình, ta phải dùng các liên kết. Sau đây ta nghiên cứu các liên kết được dùng trong hệ 
phẳng. 

1.2.1. Các loại liên kết nối các miếng cứng với nhau 

1. Liên kết đơn giản 

Liên kết đơn giản là liên kết chỉ dùng để nối hai miếng cứng với nhau. Người ta chia 
liên kết đơn giản thành ba loại như sau : 

a. Liên kết thanh hay liên kết loại một 

Cấu tạo của liên kết thanh là một thanh có khớp lý tưởng ở hai đầu dùng để nối hai 
miếng cứng với nhau (Hình 1.7a). 

Nghiên cứu tính động học của liên kết thanh ta thấy nếu dùng liên kết thanh để nối 
miếng cứng B vào miếng cứng A được xem là bất động, thì nó sẽ khử được một bậc tự do 
của miếng cứng B đối với miếng cứng A, đó là dịch chuyển theo phương dọc trục thanh. 

Về mặt tĩnh học trong liên kết thanh sẽ phát 
sinh một phản lực liên kết dọc theo trục thanh 
(Hình 1.7b). 

Như vậy, một liên kết thanh khử được một 
bậc tự do và phát sinh trong đó một phản lực dọc 
trục thanh. 

Căn cứ vào tính chất nói trên ta thấy cấu tạo 
của liên kết thanh không nhất thiết là một thanh 
thẳng (Hình 1.7a) mà có thể là một miếng cứng 
bất kỳ có khớp lý tưởng ở hai đầu (Hình 1.7c). 
Trong trường hợp này liên kết vẫn khử được một 
bậc tự do dọc theo phương nối hai khớp và trong 
liên kết vẫn phát sinh một phản lực hướng theo 
phương nói trên. 

A

a)

Hình 1.7 

B

b)

A B

B

c)

A
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b. Liên kết khớp hay liên kết loại hai 

c)

K’ 

a) K 

A BCấu tạo của liên kết khớp như hình 1.8a.  

b)

B A

B 
A

Khi dùng liên kết khớp để nối miếng cứng B 
vào miếng cứng A được xem là bất động thì liên kết 
này khử được hai bậc tự do của miếng cứng B so với 
miếng cứng A, vì lúc này miếng cứng B không thể 
chuyển động tịnh tiến theo hai phương bất kỳ nào 
trong mặt phẳng đang xét mà chỉ có thể quay quanh 
miếng cứng A tại khớp K. Trong liên kết sẽ phát 
sinh một phản lực đặt tại K có phương chưa biết nên 
có thể phân tích thành hai thành phần theo hai 
phương như trên hình 1.8b. 

Hình 1.8 Như vậy, một liên kết khớp khử được hai bậc tự 
do và phát sinh hai thành phần phản lực đi qua khớp. 

Về mặt động học một liên kết khớp tương đương với hai liên kết thanh. 

Nếu nối miếng cứng B vào miếng cứng A bằng hai thanh thì miếng cứng B bị khử mất 
hai bậc tự do đó là hai chuyển động tịnh tiến theo hai phương của hai thanh và chỉ có thể 
quay quanh giao điểm K’ của hai thanh như hình 1.8c. Ta gọi giao điểm đó là khớp giả tạo. 

c. Liên kết hàn hay liên kết loại ba 

Khi dùng một mối hàn để nối miếng cứng B 
vào miếng cứng bất động A tức là gắn chặt miếng 
cứng B vào miếng cứng A (Hình 1.9a).  

Lúc này mối hàn khử được ba bậc tự do của 
miếng cứng B đối với miếng cứng A, vì miếng cứng 
B không thể dịch chuyển tịnh tiến và cũng không thể 
quay được so với miếng cứng A. 

Do đó trong liên kết hàn phát sinh ba thành 
phần phản lực như trên hình 1.9b. 

Như vậy, một liên kết hàn khử được ba bậc tự 
do và phát sinh ba thành phần phản lực. 

Về mặt động học một mối hàn tương đương với 
ba liên kết thanh không đồng qui (Hình 1.9c), hoặc 
tương đương với một khớp và một thanh không đi 
qua khớp (Hình 1.9d). 

Hình 1.9 

c)

B A

d) K 

A B 

a) H 

A B 

b)
A B 
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2. Liên kết phức tạp 

H = 3 

b) 

Hình 1.10 

a)

K = 2 

A

C
B

Liên kết phức tạp là liên kết nối đồng thời 
nhiều miếng cứng với nhau, số miếng cứng lớn 
hơn hai. 

Trong thực tế ta có thể gặp các liên kết 
phức tạp dưới dạng liên kết khớp phức tạp 
(Hình 1.10a) hoặc liên kết hàn phức tạp   
(Hình 1.10b). 

Để tiện cho việc nghiên cứu ta đưa ra khái niệm về độ phức tạp của một liên kết phức 
tạp. Độ phức tạp của một liên kết phức tạp là số liên kết đơn giản cùng loại tương đương 
với liên kết phức tạp đó. 

Trên hình 1.10 cho ta thấy liên kết khớp phức tạp tương đương với hai liên kết khớp 
đơn giản vì nếu coi miếng cứng A là miếng cứng cố định, nối miếng cứng B với miếng 
cứng A bằng khớp K, liên kết sẽ khử được hai bậc tự do của miếng cứng B. Tiếp theo nối 
miếng cứng C với miếng cứng A bằng khớp K sẽ khử thêm được hai bậc tự do của miếng 
cứng C. Như vậy khớp K khử được bốn bậc tự do tức là tương đương với hai khớp đơn 
giản. Lý luận tương tự ta thấy liên kết hàn phức tạp trên hình 1.10b tương đương với ba 
liên kết hàn đơn giản. 

Từ nhận xét trên ta có thể suy ra: Độ phức tạp của một liên kết phức tạp (p) bằng số 
lượng miếng cứng (D) quy tụ vào liên kết trừ đi một.  

    p = D - 1       (1-1) 
Trong đó: p :Độ phức tạp của liên kết phức tạp; 
   D :Số miếng cứng quy tụ vào liên kết phức tạp. 

1.2.2. Các loại liên kết nối các miếng cứng với trái đất  

Liên kết nối các miếng cứng với trái đất còn được gọi là liên kết tựa, chúng bao gồm: 
Gối cố định, gối di động, ngàm cứng và ngàm trượt (Bảng 1-1). 

                                                                                                                     Bảng 1-1 

Tên gối tựa Sơ đồ biểu diễn 
Số liên kết thanh 

tương đương 

Gối di động  1 

Gối cố định  2 

Ngàm cứng  3 

Ngàm trượt  2 
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Nếu coi trái đất là miếng cứng bất động thì lúc này các liên kết tựa sẽ trở thành liên 
kết nối các miếng cứng với nhau (các liên kết ở phần 1.2.1), nghĩa là có sự tương ứng giữa 
liên kết thanh - gối di động, liên kết khớp - gối cố định, liên kết hàn - ngàm cứng. 

Liên kết tựa ngăn cản chuyển vị theo phương nào sẽ phát sinh phản lực theo phương 
của chuyển vị đó. 

1.3. CÁCH NỐI CÁC MIẾNG CỨNG THÀNH MỘT HỆ PHẲNG BẤT BIẾN HÌNH 

Để nối các miếng cứng ta phải dùng các liên kết, vấn đề đặt ra ở đây là: Muốn nối một 
số lượng xác định các miếng cứng thành hệ bất biến hình thì cần sử dụng bao nhiêu liên 
kết (điều kiện cần) và phải xắp xếp các liên kết đó như thế nào để bảo đảm cho hệ thu được 
là bất biến hình (điều kiện đủ). Sau đây ta sẽ lần lượt nghiên cứu hai vấn đề này. 

1.3.1. Điều kiện cần 

Điều kiện cần biểu thị mối quan hệ giữa số lượng các bậc tự do cần phải khử và số bậc 
tự do có thể khử được khi dùng các liên kết để nối các miếng cứng với nhau. Ta lần lượt 
xét các trường hợp sau: 

1.  Hệ bất kỳ 

Giả sử ta cần nối D miếng cứng với nhau bằng T liên kết thanh, K liên kết khớp và H 
liên kết hàn (đã quy đổi về liên kết đơn giản) thành một hệ bất biến hình. Điều kiện cần 
được xét như sau: 

Coi một miếng cứng nào đó là bất động thì ta còn phải nối (D - 1) miếng cứng còn lại 
vào miếng cứng bất động đó, như vậy số bậc tự do cần phải khử là 3(D - 1). Xét về khả 
năng với số lượng các liên kết được dùng như trên ta có thể khử được tối đa T + 2K + 3H 
bậc tự do. Gọi n là hiệu số giữa số bậc tự do có thể khử được (khả năng) và số bậc tự do 
cần khử (yêu cầu) ta có : 

    n = T + 2K + 3H - 3 (D - 1) 
Có thể xảy ra ba trường hợp : 

a)  n < 0 : Khả năng thấp hơn yêu cầu, như vậy hệ thiếu liên kết, ta có thể kết luận 
ngay là hệ biến hình. 

b)  n = 0 : Khả năng đáp ứng đúng yêu cầu, như vậy hệ đủ liên kết. Để biết hệ có 
bất biến hình hay không ta cần phải xét thêm điều kiện đủ. Nếu hệ BBH thì gọi là hệ 
tĩnh định. 

c)  n > 0 : Khả năng lớn hơn yêu cầu chứng tỏ hệ thừa liên kết. Để biết hệ có bất 
biến hình hay không ta cần phải xét thêm điều kiện đủ. Nếu hệ BBH thì gọi là hệ siêu 
tĩnh. Số n biểu thị số lượng liên kết thừa tương đương với liên kết thanh (liên kết loại 
một) có trong hệ. 

Như vậy điều kiện cần trong trường hợp hệ bất kỳ là : 

n = T + 2K + 3H - 3 ( D - 1 ) ≥ 0 (1-2) 
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2. Hệ nối với đất 

Trong thực tế hầu hết các công trình (hay hệ) đều được nối với trái đất. Nếu quan 
niệm trái đất là một miếng cứng ta có thể khảo sát điều kiện cần cho hệ này bằng công thức 
(1-2), tuy nhiên hệ nối đất khá phổ biến nên để tiện cho việc sử dụng ta có thể thiết lập 
điều kiện cần cho trường hợp này như sau: 

Giả sử trong hệ có D miếng cứng (không kể trái đất) nối với nhau bằng T liên kết 
thanh, K liên kết khớp, H liên kết hàn (đã quy ra liên kết đơn giản) và nối với trái đất bằng 
liên kết tựa tương đương C liên kết thanh. 

Lấy trái đất làm miếng cứng bất động rồi xét mối quan hệ giữa khả năng và yêu cầu ta 
có: 

  + Yêu cầu: Cần phải khử 3D bậc tự do  
  + Khả năng: Các liên kết có thể khử được tối đa T + 2K + 3H + C bậc tự do. 

Vậy điều kiện cần cho trường hợp hệ nối đất là: 
(1-3) 

3. Trường hợp riêng: Hệ dàn 
n = T + 2K + 3H  + C - 3 D ≥ 0

Dàn là hệ gồm các thanh thẳng nối với nhau chỉ bằng các khớp ở hai đầu mỗi thanh. 
Giao điểm của các thanh được gọi là mắt dàn. 

Hệ trên hình 1.11a là hệ dàn tự do (không nối đất). Hệ trên hình 1.11b là hệ dàn nối 
đất. Hệ trên hình 1.11c không phải là hệ dàn vì thanh 1-3 không phải chỉ có khớp ở hai 
đầu. 

Hình 1.11

b)

nhịp của dàn

1 2 3

45

c) a) mắt dàn 

thanh dàn 

 

 

 

 

 

Đối với hệ dàn ta cũng có thể sử dụng công thức (1-2) hoặc (1-3) để khảo sát điều 
kiện cần, song cần lưu ý trong hệ dàn các liên kết khớp thường là khớp phức tạp nên cần 
phải quy đổi ra liên kết đơn giản nên dễ dẫn đến nhầm lẫn. Để thuận tiện và đơn giản cho 
việc khảo sát, dưới đây ta sẽ thiết lập điều kiện cần áp dụng riêng cho hệ dàn, trong đó 
không cần quan tâm đến độ phức tạp của các liên kết khớp trong dàn. 

a. Trường hợp hệ dàn tự do ( không nối đất) 

Giả sử trong hệ dàn có D thanh và M mắt. Giả sử lấy một thanh nào đó làm miếng 
cứng bất động. Như vậy hệ còn lại D - 1 thanh và M - 2 mắt cần nối vào miếng cứng bất 
động. Xét mối quan hệ giữa cung và cầu ta thấy một điểm trong mặt phẳng có hai bậc tự do 
nên: 
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+ Yêu cầu: Cần phải khử  2(M - 2) bậc tự do  
+ Khả năng: Hệ còn lại (D - 1) thanh tương đương với liên kết loại một nên có thể khử 

được tối đa (D - 1) bậc tự do. 

Vậy điều kiện cần cho trường hợp hệ dàn không nối đất là:  
    n = (D - 1) - 2(M - 2) ≥ 0 
Hay               (1-4) 

b. Trường hợp hệ dàn nối đất 
n = D + 3 - 2M  ≥ 0 

Giả sử trong hệ dàn có D thanh và M mắt nối với đất bằng liên kết tựa tương đương C 
liên kết thanh. Ta khảo sát điều kiện cần như sau: Chọn trái đất làm miếng cứng bất động, 
như vậy ta cần phải nối M mắt vào trái đất bằng D thanh và C liên kết tựa. Quan hệ giữa 
cung và cầu là: 

+ Yêu cầu: Cần phải khử  2M bậc tự do  
+ Khả năng: Các liên kết có trong hệ có thể khử được tối đa D + C bậc tự do. 

Vậy điều kiện cần cho trường hợp hệ dàn nối đất là :  
            (1-5) n = D + C - 2M  ≥ 0 

1.3.2. Điều kiện đủ 

Khi điều kiện cần đã thỏa mãn ta nói hệ có đủ hoặc thừa liên kết, tuy nhiên nếu các 
liên kết không được bố trí một cách hợp lý thì nó sẽ không khử hết được số bậc tự do cần 
phải khử của hệ và hệ có thể vẫn là biến hình hoặc biến hình tức thời. 

Như vậy, điều kiện đủ để cho hệ bất biến hình là các liên kết cần được bố trí một cách 
hợp lý để khử hết số bậc tự do của hệ. Để giải quyết vấn đề này ta lần lượt khảo sát một số 
trường hợp cụ thể sau: 

1. Cách nối một điểm (mắt) vào một miếng cứng thành hệ phẳng bất biến hình 

Xét miếng cứng bất động A và một điểm (mắt) K nằm ngoài miếng cứng đó.  

Để nối điểm K vào miếng cứng ta cần 
phải khử được hai bậc tự do của điểm K, 
nghĩa là phải dùng hai liên kết thanh như 
hình 1.12a. 

 Hai thanh này không được nằm trên 
cùng một đường thẳng như hình 1.12b, vì 
trong trường hợp này điểm K sẽ có thể 
chuyển vị vô cùng bé theo phương vuông 
góc với hai thanh và hệ sẽ BHTT. 

Như vậy, điều kiện cần và đủ để nối một điểm vào một miếng cứng thành một hệ 
phẳng bất biến hình là phải dùng hai thanh không thẳng hàng. Gọi hệ hai thanh không 
thẳng hàng này là bộ đôi. 

Hình 1.12 

a)
K

A

b) 
K 

A 
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Ta có thể vận dụng bộ đôi để phát triển hoặc mở rộng miếng cứng nhỏ thành miếng 
cứng lớn hơn nhằm đưa hệ gồm nhiều miếng cứng về hệ có ít miếng cứng hơn để khảo sát 
cho dễ dàng. 

2. Cách nối hai miếng cứng thành một hệ phẳng bất biến hình 

Muốn nối miếng cứng B vào miếng cứng A được xem là bất động thành một hệ BBH 
ta cần phải dùng 3 thanh, hoặc một khớp và một thanh, hoặc một mối hàn (Hình 1.13)  

 
c) H 

A

 

 

 

 

B 

Hình 1.13

b) K 

A B

a) 

B A 

* Dùng một mối hàn (Hình 1.13c) để nối hai miếng cứng với nhau chắc chắn ta được  
một hệ BBH. 

* Dùng 3 thanh để nối 2 miếng cứng thành hệ BBH thì 3 thanh không được đồng quy 
(Hình 1.13a). 

* Dùng một khớp và một thanh để nối hai miếng cứng với nhau thành một hệ BBH thì 
phương của liên kết thanh không được đi qua khớp (Hình 1.14c). 

Thật vậy: 

 Nếu dùng 3 thanh đồng quy (Hình 1.14a) thì cả 3 thanh đều không ngăn cản được 
chuyển vị xoay vô cùng bé quanh tâm K' của miếng cứng B quanh miếng cứng A được 
xem là bất động. Kết quả là hệ BHTT vì sau khi dịch chuyển 3 thanh không còn đồng quy 
nữa và hệ lại BBH. 

 b)
 

 

 

 

Khi 3 thanh song song và có chiều dài bằng nhau (Hình 1.14b) chuyển vị xẩy ra là 
hữu hạn, hệ sẽ biến hình. 

Nếu dùng một khớp và một thanh có phương đi qua khớp hệ cũng BHTT. Cách chứng 
minh tương tự như hệ trên (Hình 1.4a). 

Hình 1.14 

BA

c) 

K
B 

T 

A 

a) 

B 
A 

K’ 
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3. Cách nối ba miếng cứng thành một hệ bất biến hình 

Từ điều kiện cần ta thấy muốn nối ba miếng cứng A, B, C thành một hệ BBH thì cần 
phải khử sáu bậc tự do của hai miếng cứng chuyển động so với miếng cứng thứ ba được 
xem là bất động. Như vậy số liên kết tối thiểu phải dùng là tương đương với sáu liên kết 
thanh. Chúng có thể được bố trí theo các cách sau : 

•  Dùng hai mối hàn (Hình 1.15a) 

•  Dùng ba khớp (Hình 1.15b) 

Hình 1.15

B 
A 

C 

b)

B

A

Cc)

B
A 

C 

e) 

B

A

C

a)

B 
A 

C 

d) 

•  Dùng một mối hàn, một khớp 
và một thanh (Hình 1.15d) 

•  Dùng sáu liên kết thanh được  
bố trí như hình 1.15c,e. 

•   Dùng hai khớp và hai thanh. 

•   Dùng một khớp và bốn thanh 

Các cách nối ba miếng cứng trên 
hình 1.15 cho ta thấy trong một số 
trường hợp ta có thể sử dụng cách nối 
hai miếng cứng đã biết để phân tích 
điều kiện đủ như hình 1.15a,c,d, ta có 
thể nối miếng cứng A và miếng cứng  
B thành một hệ BBH rồi nối miếng 
cứng C còn lại với miếng cứng mới 
hình thành để được một hệ BBH. 

Khi ba miếng cứng được nối 
từng cặp hai miếng cứng với nhau 
bằng một khớp hoặc hai thanh như 
trên hình 1.15b,e ta phải dùng điều 
kiện nối ba miếng cứng như sau: 

Điều kiện cần và đủ để nối ba miếng cứng thành một hệ bất biến hình là ba khớp thực 
hoặc giả tạo tương hỗ (giao điểm của hai thanh nối từng cặp miếng cứng) không được nằm 
trên cùng một đường thẳng. 

Nếu ba khớp tương hỗ cùng nằm 
trên một đường thẳng thì hệ sẽ BHTT. 
Hệ trên hình 1.16 là BHTT vì cấu tạo 
của nó tương tự như hệ BHTT được 
khảo sát trên hình 1.4a. 

BC

A
Hình 1.16 

20 



4. Trường hợp tổng quát nối nhiều miếng cứng thành một hệ phẳng bất biến hình 

Trong trường hợp này khi điều kiện cần đã thỏa mãn ta có thể phân tích điều kiện đủ 
theo nhiều cách khác nhau nhưng đường lối chung là vận dụng linh hoạt tính chất của bộ 
đôi, điều kiện nối hai miếng cứng hoặc ba miếng cứng đã biết để phát triển dần từng miếng 
cứng của hệ hoặc thu hẹp hệ đã cho đến mức tối đa cho phép. Như vậy, ta sẽ đưa hệ có 
nhiều miếng cứng về hệ có số lượng miếng cứng ít hơn. 

♦ Nếu hệ thu về một miếng cứng thì hệ sẽ BBH 
♦ Nếu hệ thu về hai miếng cứng thì sử dụng điều kiện nối hai miếng cứng để khảo sát. 
♦ Nếu hệ thu về ba miếng cứng thì sử dụng điều kiện nối ba miếng cứng để khảo sát. 

Trong những trường hợp phức tạp, khi không thể dùng các biện pháp trên để phân tích 
ta có thể dùng các phương pháp khác như phương pháp tải trọng bằng không hoặc phương 
pháp động học để khảo sát. 

Ví dụ 1-1: Phân tích cấu tạo hình học của hệ trên hình 1.17a. 

 

Hình 1.17

A 

B 
C 

D 

E 
G 

H I 

F

a) 

L 

K1,3 

K1,2 

K2,3 

I

II

III

b) K1,2 ≡ K1,3 

K2,3 

c) 

 

 

 

 

 

 

 

♦ Điều kiện cần: Đây là hệ nối đất ta dùng công thức (1-3) để xét điều kiện cần. Có 
nhiều cách quan niệm khác nhau về số lượng miếng cứng và liên kết của hệ: 

  * Quan niệm mỗi thanh thẳng là một miếng cứng: 
Như vậy D= 8; T= 0; K= 3 (khớp E là khớp phức tạp có độ phức tạp p=2); H= 4; C= 6.  
Theo (1-3) ta có:  n = 0 + 2.3 + 3.4 + 6 - 3.8 = 0  → Hệ đủ liên kết. 

  * Quan niệm mỗi thanh gẫy khúc là một miếng cứng: 
Như vậy:  D = 4; T = 0; K = 3; H = 0; C = 6.  
Theo (1-3) ta có:  n = 0 + 2.3 + 0 + 6 - 3.4 = 0  → Hệ đủ liên kết. 

  * Quan niệm trái đất là một miếng cứng: Dùng công thức (1-2) để khảo sát  
Như vậy  D = 5; T = 1; K = 4; H = 1  
Theo (1-2) ta có:  n = 1 + 2.4 + 3.1 - 3.(5 - 1) = 0  → Hệ đủ liên kết. 
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Như vậy, khi xét điều kiện cần ta có thể thực hiện theo nhiều cách quan niệm khác 
nhau song trong mọi trường hợp ta đều có một kết luận thống nhất là hệ đủ liên kết và có 
khả năng BBH, cần xét tiếp điều kiện đủ. 

♦ Điều kiện đủ:  Coi trái đất là một miếng cứng, nối với miếng cứng ABC bằng ngàm 
A, tạo thành miếng cứng mới, ta ký hiệu là (I). Coi thanh CDE là miếng cứng (II) và thanh 
EFH là miếng cứng (III). Như vậy ta đã dùng cách phát triển dần miếng cứng để đưa hệ về 
còn ba miếng cứng (Hình 1.17b). 

+  Miếng cứng (I) nối với miếng cứng (II) bằng khớp thực K1,2; 

+  Miếng cứng (I) nối với miếng cứng (III) bằng hai thanh HL và EI cắt nhau tạo 
thành khớp giả tạo K1,3; 

+  Miếng cứng (II) nối với miếng cứng (III) bằng khớp thực K2,3; 

Ba miếng cứng (I), (II), (III) nối với nhau từng cặp bằng ba khớp thực và giả tạo K1,2, 
K1,3, K2,3 không cùng nằm trên một đường thẳng nên hệ là bất biến hình. 

Điều kiện đủ của hệ trrên cũng có thể được xét với cách quan niệm khác, Đưa hệ về 
gồm hai miếng cứng trong đó miếng cứng (I) bao gồm trái đất và thanh ABC, miếng cứng 
(II) là thanh HFE nối với nhau bằng ba thanh CE, HL và EI không đồng quy và không 
song song, nên hệ là bất biến hình. 

Bằng cách khảo sát tương tự ta thấy nếu thay đổi vị trí của các liên kết trong hệ như 
trên hình 1.17c thì hệ sẽ biến hình tức thời. 

Ví dụ 1 - 2: Phân tích cấu tạo hình học của hệ trên hình 1.18a. 

 

Hình 1.18
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♦ Điều kiện cần: Đây là hệ dàn nối đất. 

Ta dùng công thức (1 - 5) với D = 12, M = 8, C = 4 ta có:  n = 12 + 4 - 2 . 8 = 0  

Hệ đủ liên kết nên có khả năng BBH.  

♦ Điều kiện đủ: (Hình 1.18b). 

Ta quan niệm trái đất là miếng cứng (I). 
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Miếng cứng (II) là hình (1 - 3 - 4) được hình thành từ tam giác khớp 1, 2, 3 nối thêm 
điểm 4 vào bằng bộ đôi hai thanh 2 - 4 và 3 - 4. 

Làm tương tự như vậy miếng cứng (III) là hình (4 - 5 - 7). Hệ gồm ba miếng cứng (I), 
(II), (III) nối với nhau từng cặp: 

+ Miếng cứng (II) nối với miếng cứng (III) bằng khớp thực K2,3. 
+ Miếng cứng (I) nối với miếng cứng (II) bằng khớp giả tạo K1,2. 
+ Miếng cứng (I) nối với miếng cứng (III) bằng khớp giả tạo K1,3. 

Ba khớp thực và giả tạo thẳng hàng nên hệ BHTT.  

Nếu thay đổi vị trí hoặc phương của các liên kết sao cho ba khớp trên không thẳng 
hàng thì hệ sẽ bất biến hình. 

BÀI TẬP CHƯƠNG 1 

Phân tích cấu tạo hình học của các hệ phẳng cho trên các hình sau: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Hình 1.20 

Hình 1.23 

Hình 1.19 

Hình 1.21 

Hình 1.22 Hình 1.24 

Hình 1.25 Hình 1.26 
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Hình 1.28 
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 Hình 1.27 
Hình 1.29  
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Hình 1.33 
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CHƯƠNG 2 

CÁCH XÁC ĐỊNH PHẢN LỰC, NỘI LỰC TRONG HỆ 
THANH PHẲNG TĨNH ĐỊNH CHỊU TẢI TRỌNG BẤT ĐỘNG 

Hệ tĩnh định là hệ đủ liên kết và bất biến hình. Nội lực phát sinh trong hệ chỉ do tải 
trọng gây ra, và chỉ phụ thuộc vào sơ đồ hình học của kết cấu, mà không phụ thuộc vật 
liệu, kích thước và hình dạng tiết diện ngang của thanh. Với hệ phẳng, nội lực tại mặt cắt 
ngang nào đó (trong trường hợp tổng quát) có ba thành phần: Mô men uốn (M), lực cắt 
(Q), và lực dọc (N). 

Có nhiều phương pháp xác định các thành phần nội lực này, song có thể nêu ra ba 
phương pháp cơ bản nhất là: 

- Phương pháp mặt cắt (đã biết trong Sức bền vật liệu). 
- Phương pháp đồ hoạ (đã biết trong cơ học cơ sở). 
- Phương pháp đường ảnh hưởng (sẽ trình bày ở chương 3). 
Các hình thức kết cấu trong xây dựng rất đa dạng. Mỗi loại kết cấu có cách cấu tạo và 

đặc tính chịu lực riêng. Nếu biết vận dụng các đặc tính như vậy việc tính toán phản lực, nội 
lực trong hệ thanh phẳng sẽ nhanh và đơn giản hơn nhiều. 

2.1. PHÂN TÍCH CẤU TẠO VÀ TÍNH CHẤT CHỊU LỰC  
CỦA HỆ THANH PHẲNG TĨNH ĐỊNH 

Như đã biết đối với hệ tĩnh định, tất cả các phản lực liên kết và nội lực hoàn toàn được 
xác định từ điều kiện cân bằng của toàn hệ hoặc cân bằng bộ phận của hệ. 

Căn cứ vào cấu tạo và tính chất chịu lực của hệ, người ta chia hệ thanh phẳng tĩnh 
định thành hai loại: Hệ đơn giản và hệ phức tạp. 

2.1.1. Hệ đơn giản 
Hệ đơn giản là hệ chỉ gồm một miếng cứng nối với đất 

với số lượng liên kết tương đương ba liên kết thanh. Tuỳ theo 
sự cấu tạo của miếng cứng, hệ đơn giản được phân ra các loại 
sau: 

1. Dầm tĩnh định đơn giản: Khi miếmg cứng là một 
thanh thẳng như: dầm đơn giản (Hình 2.1a); dầm đơn giản có 
đầu thừa (Hình 2.1b); dầm một đầu ngàm một đầu tự do (dầm 
công sôn) (Hình 2.1c). 

Tải trọng tác dụng lên dầm thường là các lực có phương 
vuông góc với trục dầm và mô men tập trung. Do vậy, thành 
phần phản lực theo phương dọc trục thanh thường bằng 
không và nội lực phát sinh trong dầm chỉ có mô men uốn và 
lực cắt. 

Hình 2.1 

a) 

b)

c) 
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2. Khung tĩnh định: Khi miếng cứng là một thanh gãy khúc (Hình 2.2) nội lực phát 
sinh trong khung có ba thành phần là mô men uốn, lực cắt, lực dọc. 

Hình 2.2 

3. Dàn dầm tĩnh định: Khi miếng cứng được hình thành từ 
các thanh thẳng nối với nhau chỉ bằng các khớp ở hai đầu mỗi 
thanh (Hình 2.3). 

Khoảng cách giữa các gối tựa của dàn gọi là nhịp. Giao điểm 
của các thanh gọi là mắt dàn. Những thanh nằm ở phía trên và phía 
dưới của dàn tạo thành đường biên trên và biên dưới. Các thanh 
nằm giữa hai đường biên gọi là thanh bụng. Khoảng cách giữa các 
mắt thuộc đường biên gọi là đốt. 

Để tính toán dàn được đơn giản, ta thừa nhận các giả 
thiết sau: 

Hình 2.3 

nhịp dàn 

biên trên mắt 

biên dưới 
đốt 

1) Mắt của dàn phải nằm tại giao điểm của các trục 
thanh và là khớp lý tưởng. 

2) Tải trọng chỉ tác dụng tại các mắt của dàn. 
3) Trọng lượng bản thân của các thanh không đáng kể 

so với tải trọng tác dụng trên dàn. 

Để thỏa mãn các giả thiết trên ta phải bố trí hệ thống truyền lực sao cho tải trọng chỉ 
đặt vào các mắt dàn và là các lực tập trung. 

Từ các giả thiết trên ta đi đến kết luận sau: 

Các thanh dàn chỉ chịu kéo hoặc nén, nghĩa là trong dàn chỉ tồn tại lực dọc N mà 
không có mô men uốn M và lực cắt Q (mỗi thanh dàn được xem như một liên kết thanh). 

Trong thực tế các thanh dàn được nối với nhau tại các mắt bằng đinh tán, bu lông, 
hoặc các mối hàn .vv…(Hình 1a), ngoài ra các thanh dàn còn có trọng lượng bản thân, nên 
cách tính như trên chỉ cho kết quả gần đúng. Tuy nhiên sai số mắc phải cũng không lớn và 
có thể chấp nhận được trong tính toán thực tế. 

Dàn là loại kết cấu nhẹ, tận dụng được khả năng làm việc của vật liệu (do các thanh 
dàn chỉ chịu kéo hoặc nén đúng tâm), nên được sử dụng nhiều ở các công trình cần vượt 
nhịp lớn như: kết cấu mái, dàn cầu, cột điện .v.v… 

4. Hệ liên hợp tĩnh định đơn giản: Lúc này, miếng cứng thường là các cấu kiện chịu 
uốn được gia cường bằng các thanh chịu kéo hoặc nén như trên hình 2.4. 

Trong hệ đơn giản chỉ tồn tại ba thành phần phản 
lực liên kết, nên chúng hoàn toàn được xác định từ hệ ba 
phương trình cân bằng tĩnh học độc lập của hệ, trong đó 
tối thiểu phải có một phương trình cân bằng mô men. Hình 2.4 
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2.1.2. Hệ phức tạp 

Hệ phức tạp là hệ gồm nhiều miếng cứng nối với nhau bằng các khớp hoặc thanh, và 
nối với đất bằng số lượng liên kết lớn hơn ba (qui ra liên kết thanh) sao cho hệ là bất biến 
hình đủ liên kết. 

Để xác định phản lực trong hệ phức tạp, vì số lượng phản lực lớn hơn ba, nên ngoài ba 
phương trình cân bằng của toàn hệ, ta cần phải bổ sung thêm một số phương trình cân bằng 
bộ phận của hệ, để sao cho số phương trình cân bằng lập được phải bằng số ẩn phản lực 
cần tìm. 

Căn cứ vào cấu tạo và tính chất chịu lực của hệ 
người ta chia hệ phức tạp ra các loại: 

a) 
B 

C 

1. Hệ ba khớp 
A 

b) 

A 
B 

C 

Là hệ gồm hai miếng cứng nối với nhau bằng một 
khớp và nối với đất bằng hai gối khớp cố định (ba khớp 
A, B, C không thẳng hàng) Hình 2.5. 

Tuỳ theo sự cấu tạo của hai miếng cứng, hệ ba 
khớp còn được phân ra: 

+ Vòm ba khớp: khi các miếng cứng là thanh cong 
(Hình 2.5a). 

+ Khung ba khớp: khi các miếng cứng là các thanh 
gãy khúc (Hình 2.5b). 

+ Dàn ba khớp: khi các miếng cứng là các dàn 
phẳng (Hình 2.5c). 

Dưới tác dụng của ngoại lực, trong hệ ba khớp 
phát sinh bốn thành phần phản lực tại gối tựa A và B. 
Phản lực toàn phần tại hai gối tựa này luôn có phương 
nghiêng, ngay cả khi chịu lực thẳng đứng. 

Thật vậy, xét hệ ba khớp bất kỳ chịu lực P 
(Hình 2.6). Hệ cân bằng dưới tác dụng của ba lực: 
lực P và hai phản lực tại gối tựa A và B, nên ba 
lực này phải đồng quy. Điểm đồng quy K đương 
nhiên phải nằm trên đường tác dụng của lực P  và 
phương BC của phản lực tại B. Phản lực tại A 
phải qua K, nghĩa là phương của phản lực A và B 
nghiêng (trừ trường hợp đặc biệt khi đường thẳng 
CB song song với phương của lực P). 

Bốn thành phần phản lực tại gối A và B được xác định từ bốn phương trình: ba 
phương trình cân bằng của toàn hệ và một phương trình cân bộ phận nhờ mặt cắt đi qua 
khớp C. (xem chi tiết trong mục 2.5 của chương này) 

A 

A 

B 

C 

Hình 2.6 

P 

B 

K 

Hình 2.5 

c) 

A 

B 

C 
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2. Hệ ghép 

Hình 2.7 

A B C D a)

A 
B C D 

b)

Hệ ghép là hệ gồm nhiều miếng cứng 
nối với nhau và nối với trái đất tạo thành 
một hệ đủ liên kết và bất biến hình. 

Hệ ghép trên hình 2.7 gồm các dầm  
nối với nhau, gọi là dầm tĩnh định nhiều 
nhịp. Hệ ghép trên hình 2.8 gồm hệ ba 
khớp, khung đơn giản và dầm đơn giản nối 
với nhau và dễ dàng nhận thấy chúng là hệ 
bất biến hình đủ liên kết. A B 

C D a)

F 

E G 

Hình 2.8 

b)

A B 

C D 

F 

E G Từ sự cấu tạo hệ ta có nhận xét: nếu 
loại bỏ dầm BC thì dầm AB vẫn bất biến 
hình, ngược lại, nếu loại bỏ dầm AB thì 
dầm BC trở thành biến hình. Vì thế ta gọi 
hệ BC là hệ phụ của hệ AB và gọi hệ AB là 
hệ chính của hệ BC. 

Như vậy, hệ chính là hệ sẽ bất biến hình nếu loại bỏ các hệ lân cận, hệ phụ là hệ sẽ 
biến hình nếu loại bỏ các hệ lân cận. Với hệ trên hình 2.8, hệ ba khớp ABC là hệ chính của 
hệ DEF và hệ DEF là hệ chính của dầm EG. 

Các hệ phụ muốn đứng vững được phải dựa vào hệ chính của nó. Do đó có thể biểu 
diễn hệ đã cho theo sơ đồ tầng như trên hình 2.7b và hình 2.8b, trong đó các hệ phụ được 
đặt trên các hệ chính tương ứng. 

Về tính chất chịu lực ta có nhận xét sau: 

+ Tải trọng tác dụng trên hệ chính chỉ gây ra phản lực và nội lực trong hệ chính đó mà 
không gây ra phản lực và nội lực trong hệ phụ. Lúc này do hệ quả biến dạng của hệ chính, 
hệ phụ chỉ bị nghiêng đi mà không bị biến dạng nên không phát sinh nội lực. 

+ Ngược lại tải trọng tác dụng trên hệ phụ thì cả hệ phụ và hệ chính của nó đều phát 
sinh phản lực và nội lực. Tải trọng truyền áp lực từ hệ phụ vào hệ chính qua liên kết nối 
giữa hệ phụ và hệ chính (áp lực này bằng phản lực của hệ phụ nhưng ngược chiều). 

3. Hệ liên hợp phức tạp 

Hệ liên hợp tĩnh định là hệ bất biến hình gồm nhiều hệ liên kết với nhau (như dầm, 
vòm, dàn, dàn vòm, dây cáp hoặc dây xích) bằng số liên kết vừa đủ để cùng nhau chịu lực. 

Hệ liên hợp có các bộ phận dầm hoặc dàn được gia cường bằng dây xích chịu kéo 
(Hình 2.9a, b, c) gọi là hệ treo (có đường biên võng xuống).  

Hệ được gia cường bằng các thanh chịu nén gọi là hệ vòm (Hình 2.9d, e). 
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 Hình 2.9

a) b)

e)d)
c) 

4. Hệ có hệ thống truyền lực (hệ có mắt truyền lực) 

Hệ có hệ thống truyền lực là hệ mà tải trọng không tác dụng trực tiếp lên kết cấu chịu 
lực chính (dầm dọc chính) mà tác dụng trên các dầm dọc phụ. Tải trọng truyền từ dầm dọc 
phụ xuống dầm dọc chính qua hệ thống các dầm ngang gọi là mắt truyền lực. Hình 2.10 
mô tả một dầm có hệ thống truyền lực như vậy. 

Hình 2.10 

mắt truyền lực Kết cấu có mắt truyền lực có nhiều ưu 
điểm: cố định vị trí đặt lực trên kết cấu chính 
và bảo vệ được nó trong quá trình chịu tải, 
giảm nhẹ được trọng lượng kết cấu chịu lực 
chính. Loại kết cấu này được sử dụng nhiều 
cho sàn nhà, mái nhà và kết cấu mặt cầu… 

Kết cấu chịu lực chính có thể là bất kỳ (dầm, dàn, vòm, khung…) tĩnh định hoặc siêu 
tĩnh. 

2.2. CÁCH XÁC ĐỊNH PHẢN LỰC, NỘI LỰC TRONG HỆ THANH PHẲNG 
TĨNH ĐỊNH CHỊU TẢI TRỌNG BẰNG PHƯƠNG PHÁP MẶT CẮT 

Để xác định phản lực trong các liên kết hoặc nội lực tại một tiết diện nào đó ta sử 
dụng phương pháp mặt cắt nhằm biến nội lực thành ngoại lực, thiết lập các điều kiện cân 
bằng dưới dạng giải tích từ đó suy ra các phản lực hoặc nội lực cần tìm. 

Nội dung phương pháp như sau: 

1. Thực hiện các mặt cắt qua các liên kết cần xác định phản lực, hoặc qua các tiết diện 
cần tìm nội lực. Mỗi mặt cắt phải chia hệ thành hai phần riêng biệt. 

2. Xét cân bằng một phần nào đó. Thay thế tác dụng của phần bị loại bỏ bằng phản lực 
liên kết tương ứng (hoặc các thành phần nội lực tại tiết diện bị cắt), các đại lượng chưa biết 
này có thể giả thiết hướng theo chiều dương quy ước. 

3. Lập các phương trình cân bằng tĩnh học cho phần hệ đang xét, chẳng hạn: 

  a) ΣX = 0; ΣY = 0;  ΣMA = 0; 

dầm dọc phụ 

dầm dọc chính 
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(các trục chiếu X, Y không được song song với nhau) 

  b) ΣX = 0; ΣMA = 0; ΣMB = 0; 
(A và B không được nằm trên đường thẳng vuông góc với trục X) 

  c) ΣMA = 0; ΣMB = 0; ΣMC = 0; 
(A, B và C không được nằm trên cùng một đường thẳng) 

Trong hệ tĩnh định ta sẽ thiết lập được một hệ phương trình cân bằng độc lập vừa đủ 
để xác định phản lực liên kết (nội lực) cần tìm trong hệ. Trong quá trình thiết lập các 
phương trình cân bằng cần viết sao cho mỗi phương trình có chứa số ẩn ít nhất (thường 
một ẩn). 

4. Giải hệ phương trình trên ta xác định được các thành phần phản lực (nôi lực) cần 
tìm. Kết quả mang dấu dương thì chiều của phản lực (nội lực) đúng với chiều giả thiết, còn 
kết quả mang dấu âm thì ngược với chiều giả thiết. 

Ví dụ 2-1: Xác định nội lực tại tiết 
diện K của khung cho trên hình 2.11a. 

Hình 2.11 

2a 
q 

K 

qa 

a 

a 
a) 

RA=2qa RB=3qa 

HA=2qa 

MK 

K 

b) 

2qa 

2qa 

NK 
QK 

a/2 a/2 a/2 a/2 

qa2 
2 

qa2 
2 

A A B 

Giải: 
1. Giả thiết chiều các phản lực liên 

kết tại A và B như hình vẽ. Xét cân bằng 
toàn hệ ta có: 

 ΣX = HA - q.2a = 0 

 ΣMA= RB.a - q.2a.a + 
2

qa2

- qa.
2

a3 = 0 

 ΣMB = RA.a - q.2a.a + 
2

qa2

- qa.
2

a = 0 

Giải ra ta được:  

HA = 2qa; RA = 2qa; RB = 3qa;  

Các kết quả đều mang dấu dương 
chứng tỏ chiều các phản lực đã giả thiết 
là đúng. 

2. Dùng mặt cắt a-a đi qua K chia hệ thành hai phần độc lập. Xét cân bằng phần trái K 
(nội lực tại tiết diện K và các ngoại lực như hình 2.11b) 

3. Viết các phương trình cần bằng đối với phần đang xét 

  ΣX = NK - 2qa = 0        

   ΣY = QK + 2qa = 0        

   ΣMK = MK +
2

qa2

- 2qa.2a + 2qa.
2

a = 0     
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4. Giải các phương trình trên ta được: 
  NK = 2qa;   QK = -2qa;   MK = 2,5qa2 
Vì giả thiết các thành phần nội lực theo qui ước của sức bền vật liệu nên lực dọc tại K 

là dương (lực kéo), lực cắt tại K là âm, mô men uốn tại K căng thớ dưới của thanh. 

2.3. TÍNH HỆ DẦM, KHUNG ĐƠN GIẢN CHỊU TẢI TRỌNG BẤT ĐỘNG 

Yêu cầu cơ bản khi tính toán hệ thanh tĩnh định cũng như siêu tĩnh là vẽ đúng và 
nhanh các biểu đồ nội lực. 

Trong thực hành, khi vẽ biểu đồ nội lực trong những hệ thanh gồm những thanh thẳng, 
không cần thiết lập các phương trình nội lực (trừ trường hợp thật cần thiết) mà vẽ theo giá 
trị nội lực tại một số tiết diện đặc trưng cần thiết ở mức độ tối thiểu. Cách vẽ thực hành này 
được xây dựng trên cơ sở áp dụng nguyên lý cộng tác dụng và các liên hệ vi phân đã biết 
giữa ngoại lực và nội lực. Để vẽ nhanh biểu đồ nội lực ta có thể tham khảo Bảng 3.1. 
Trong Bảng 3.1 giới thiệu dạng biểu đồ nội lực (M, Q, N), số tiết diện đặc trưng cần xác 
định nội lực và các số liệu cần thiết khác khi vẽ biểu đồ nội lực tương ứng với các dạng tải 
trọng cơ bản tác dụng trên một đoạn thanh bất kỳ. 

Với hệ thanh phẳng, ta biểu diễn và quy ước dấu của các thành phần nội lực như sau: 

+ Mô men uốn MK vẽ đúng thớ căng. 

+ Lực cắt QK dương khi nó có xu hướng làm cho phần đang 
xét quay thuận chiều kim đồng hồ. 

+ Lực dọc NK dương khi nó có chiều đi ra khỏi tiết diện. 

Ví dụ quy ước dương của nội lực tại mặt cắt nào đó trên thanh 
ngang như hình 2.12. 

Từ ba phương trình cân bằng tĩnh học đối với phần đang xét ta 
dễ dàng xác định được giá trị của các thành phần nội lực MK, QK, 
NK.  

+ Mô men uốn M tại tiết diện K  có giá trị được xác định bằng 
tổng mô men của các lực tác dụng trên phần trái (hay phần phải) 
đối với trọng tâm của tiết diện K. 

+ Lực cắt Q tại tiết diện K có giá trị bằng tổng hình chiếu của 
các lực tác dụng trên phần bên trái (hay bên phải) lên phương 
vuông góc với trục thanh tại K. 

+ Lực dọc N của tiết diện K có giá trị được xác định bằng tổng hình chiếu của các lực 
tác dụng lên phần bên trái (hay bên phải) lên phương trục thanh tại K. 

bên phải 

Hình 2.12 

bên trái 
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a 
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Sau khi xác định được nội lực tại một số tiết diện cần thiết trên hệ, dựa vào các liên hệ 
vi phân giữa tải trọng và nội lực đã biết trong sức bền vật liệu để xác định dạng của biểu đồ 
nội lực trên từng đoạn thanh trong đó tải trọng tác dụng là liên tục để vẽ biểu đồ nội lực. 

Với hệ dầm và khung chỉ gồm các thanh thẳng, khi chia đoạn ta thấy chúng có hai 
dạng đoạn thanh: 

+ Đoạn thanh không có tải trọng tác dụng trên thanh. 
+ Đoạn thanh có tải trọng tác dụng trên thanh. 
Cách vẽ nhanh biểu đồ nội lực cho các đoạn này như sau: 
Với đoạn thanh không có tải trọng tác dụng trên thanh, ta tính giá trị nội lực tại hai 

đầu thanh, đặt đúng giá trị đó vào hai đầu thanh tương ứng rồi nối chúng lại bằng đường 
thẳng. 

Với đoạn thanh có tải trọng tác dụng trên thanh, ta tính giá trị nội lực tại hai đầu 
thanh, đặt đúng giá trị đó vào hai đầu thanh tương ứng, rồi nối tạm thời hai giá trị đó bằng 
đường thẳng, sau đó “treo” biểu đồ cục bộ do tải trọng tác dụng trong thanh khi xem đoạn 
thanh đó là dầm đơn giản (các tung độ ηM, ηQ, ηN). 

Ví dụ 2-2: Vẽ biểu đồ nội lực cho dầm trên hình 2.13. 
Giải:  
a) Xác định phản lực. Xét cân bằng 

toàn hệ: 
HA= 0

  ΣZ = HA = 0  ⇒  HA = 0 
  ΣMA = RB.2a + qa2 - q.2a.a + qa.a + 

+ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

3

a
a2

2

qa3 = 0;  ⇒  RB = 
4

11 qa 

  ΣMB = RA.2a - qa2 - q.2a.a - qa.a       

- ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

3

a

2

qa3 = 0;  ⇒  RA = 
4

7 qa. 

b) Vẽ các biểu đồ nội lực: Do tải trọng 
vuông góc với trục dầm nên lực dọc bằng 
không tại mọi tiết diện. Ta chỉ cần vẽ biểu 
đồ lực cắt và mô men uốn. 

* Đoạn AC: Trong đoạn này có tải trọng phân bố đều nên: 

+ Biểu đồ Q có dạng đường thẳng, xác định theo hai giá trị tại A và C. 

   QAC = RA = 
4
7 qa;  QCA = RA - qa = 

4
3 qa 

a a a 

7qa
4RA=

C

qa2 qa
3q 

q

D
A

B 

11qa 
4 RB= 

+
- 

Q

7qa
4 3qa

4

 qa
4

5qa 
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6qa 
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H×nh 2.13
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ểu đồ M có d ậ

   MAC = -qa2 (căng trên); MCA = RAa - qa2 - 

+ Bi ạng đường cong parabol b c 2, ta có: 

2
qa2

 = 
4

qa2

 (căng dưới) 

tung độ treo ηM = 
8

 (võng xuống). qa2

* Đoạn BC: Tương tự như đoạn AC ta có: 
ểu đồ  

 - qa - qa = -

+ Bi  Q:  

4

qa ;   QBC = RA - qa - q2a = -
4

qa5     QCB = RA

+ Bi  M:  ểu đồ   

   MCB = RAa - q
2
a2

- qa2 = 
4

qa2

 (căng dưới) 

  MBC = RA.2a - qa2 - q.2a.a - qa.a = -
2

qa2

 (căng trên) 

tung độ treo ηM = 
8

 (võng xuống) qa2

* Đoạn BD: Đoạn này có tải trọng phân bố luật bậc nhất nên: 

đồ  đườ g con bậc ha

  QDB = 0;   QBD = 3q.a

+ Biểu  Q có dạng n g i. 

2
1 = 

2
qa3  

tung độ treo ηQ = 
8

3q.a (võng xuống) 1

+ Biểu đồ M có dạng đường cong bậc ba: 

  MDB = -3q
2

qa2

32
a

.
a  = -  (căng trên);  MBD = 0 

 treo ηM = 
16

1 3q.a = 
16

3tung độ qa2 (võng xuống). 

t 
đườn ồ mô men của đoạn. 

Điều này phù hợp với cách vẽ nhanh biểu đồ như đã nêu ở trên. 

Chú ý: 

Biểu đồ mô men trong đoạn BD có dạng bậc ba, về nguyên tắc ta phải tính bốn giá trị 
đặc trưng của biểu đồ mô men, nhưng do biểu đồ Q trong đoạn này đơn điệu (không cắ

g chuẩn) nên chỉ cần ba giá trị như đã tính đủ để xác định biểu đ



Bảng 3-1: 

       
Sơ đồ  

tải trọng 
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Ví dụ 2-3: Vẽ biểu đồ nội lực cho 
khung như hình 2.14. Kiểm tra lại giá trị 
nội lực tại K bằng đường ảnh hưởng. 

Giải: 

a) Xác định phản lực. Xét cân bằng 
toàn hệ: 

ΣY = RA - q.2a = 0 ⇒  RA = 2qa 
ΣMA= HB.a + qa.a - qa2 - q.2a.a = 0 
     ⇒  HB = qa 
ΣMF = HA.a - 2qa2 - q.2a.a - qa2 = 0  
    ⇒  HA = 3qa 

b) Vẽ các biểu đồ nội lực: 

* Đoạn CD: Trong đoạn này không có 
tải trọng tác dụng trong thanh: 
- Biểu đồ lực dọc và lực cắt có dạng song 
song với đường chuẩn. 

 NCD = NDC = 0 
 QCD = QDC = 0 

- Biểu đồ mô men uốn có dạng đường thẳng 
 MCD = MDC = qa2 (căng dưới) 

* Đoạn BE: Tương tự đoạn CD: 
  NBE = NEB = 0 
 QBE = QEB = -2qa 
  MBE = 0;    MEB = -2qa2 (căng phải) 

* Đoạn AD: Trong đoạn này chịu lực 
tập trung tại F có phương vuông góc với 
trục thanh: 

- Biểu đồ lực dọc có dạng song song 
với đường chuẩn:  

  NAD = NDA = - RA = -2qa (nén) 

- Biểu đồ lực cắt là hai đoạn có dạng 
song song với đường chuẩn, bước nhảy tại 
F có giá trị là qa. 

 QAF = QFA = - 3qa;  

  QFD = QDF = - 2qa; 

HA=3qa
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- Biểu đồ mô men uốn là hai đoạn thẳng có mũi gẫy tại F 

   MAD = 0;  MDA = -3qa.2a + qa.a = -5qa2 (căng trái) 

4
qa 2

   Tung độ treo tại F:  ηM =  (võng sang trái) 

* Đoạn DE: Trong đoạn này chịu tải phân bố đều q vuông góc với trục thanh: 

- Biểu đồ lực dọc có dạng song song với đường chuẩn: 

    NDE = NED = - qa (nén) 

- Biểu đồ lực cắt có dạng bậc nhất: 

   QED = 0;  QDE = + 2qa; 

- Biểu đồ mô men uốn có dạng bậc hai: 

   MED = -2qa2 (căng trên) MDE = - 4qa2 (căng trên) 

2
qa 2

   Tung độ treo:  ηM =  (võng xuống) 

 
2.4. TÍNH DÀN CHỊU TẢI TRỌNG BẤT ĐỘNG 

Như đã phân tích ở mục 2.1, trong các thanh dàn chỉ tồn tại lực dọc N. Do đó, khi thực 
hiện mặt cắt qua mỗi thanh dàn ta chỉ cần thay thế tác dụng của phần thanh bị loại bỏ bằng 
một thành phần nội lực là lực dọc N.  

Trong mục này ta sẽ nghiên cứu cách xác định lực dọc trong các thanh dàn theo một số 
phương pháp thông dụng sau đây:   

2.4.1. Phương pháp tách mắt 

Phương pháp tách mắt là trường hợp riêng của phương pháp mặt cắt, trong đó hệ lực 
cần khảo sát cân bằng là hệ lực đồng quy.  

Để xác định lực dọc trong các thanh của dàn, có thể thực hiện các bước sau:  
+ Lần lượt tách từng mắt ra khỏi dàn bằng những mặt cắt bao quanh mắt.  
+ Thay thế tác dụng của các thanh bị cắt bằng lực dọc trong thanh đó.  Khi chưa biết 

lực dọc trong thanh thì giả thiết lực dọc có chiều dương, hướng ra ngoài mắt đang xét. Sau 
khi thay thế, tại mỗi mắt ta có một hệ lực đồng quy cân bằng. 

+ Khảo sát sự cân bằng của từng mắt. Vì hệ lực là phẳng và đồng quy nên tại mỗi mắt 
có hai phương trình cân bằng độc lập thường dùng là phương trình hình chiếu theo hai 
phương bất kỳ không song song, chẳng hạn:  

   ∑X = 0    và    ∑Y = 0. 
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Từ các phương trình cân bằng đó ta suy ra được nội lực cần tìm. Nếu kết quả mang 
dấu dương thì chiều đã giả định là đúng, lực dọc là kéo. Nếu kết quả mang dấu âm thì 
chiều của lực dọc cần tìm ngược với chiều đã giả định, lực dọc là nén.  

Về nguyên tắc, có thể tách các mắt theo thứ tự bất kỳ và tại mỗi mắt có thể viết 
phương trình hình chiếu lên hai phương X, Y bất kỳ không song song, cuối cùng vẫn tìm 
được đầy đủ các nội lực trong dàn. Tuy nhiên, nếu thứ tự tách mắt và cách chọn trục không 
khéo thì trong một phương trình cân bằng có thể tồn tại nhiều lực chưa biết, do đó phải giải 
một hệ phương trình. Biện pháp tốt nhất là chọn sao cho trong mỗi phương trình cân bằng 
chỉ chứa một ẩn số. Muốn vậy, khi áp dụng phương pháp tách mắt ta nên thực hiện theo 
những chỉ dẫn sau:  

+ Nên lần lượt tách các mắt theo thứ tự để sao cho tại mỗi mắt chỉ có hai lực dọc 
chưa biết.  

Tại mỗi mắt ta chỉ có hai phương trình cân bằng cho nên nếu ở đó chỉ có một hoặc hai 
lực dọc chưa biết thì có thể tìm được ngay. Trong trường hợp hệ cho trên hình 2.15, có thể 
tách theo thứ tự 1, 2, 3, 4...  

+ Tại mỗi mắt, để tìm lực dọc trong thanh chưa biết thứ nhất thì nên lập phương trình 
hình chiếu lên phương vuông góc với thanh chưa biết thứ hai.  

Làm như vậy thì trong mỗi phương trình chỉ chứa một ẩn số và các kết quả tìm được 
sẽ độc lập với nhau, đỡ mắc sai lầm dắt dây.  

Ví dụ 2-4: Xác định lực dọc trong các thanh 1-2, 1-3 và 2-3 trong hệ  trên hình 2.15a.  

Tách mắt 1 (hình 2.15b), để tìm N1-3 ta sử 
dụng phương trình hình chiếu lên phương X 
vuông góc với thanh 1-2: 

Hình 2.15 

a) 2P 
2

P P

1 
3 5 

7 

6 4

RA=2P

α

RB=2P 

b)

RA=2P 

y

x 

α N1-3

N1-2 

1

c) P 

y 

N2-42 

β β N2-1 N2-3 

   ∑X = N1-3.sinα - RA.cosα = 0; 

⇒  N1-3 =2.P.cotgα  (lực kéo).  

Để tìm N1-2 ta dùng phương trình hình 
chiếu lên phương Y vuông góc với thanh 1-3:  

    ∑Y= N1-2.sinα + RA = 0;  

α− sin
P2    (lực nén).  ⇒  N1-2 = 

Sau khi biết N1-2  ta có thể tách mắt 2 để 
tìm N2-4 và N2-3 (hình 2.15c). Chẳng hạn cần 
tìm N2-3 ta chiếu các lực lên phương vuông 
góc với thanh 2-4: 

  ∑Y= N2-3.cosβ + N1-2.cosβ + P = 0; 

α− sin
P2

αsin
P  (lực nén).   và cosβ = sinα, nên:  N2-3 = Nhưng N1-2 = 
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Từ phương pháp tách mắt ta suy ra các hệ quả quan trọng sau:  

1) Tại một mắt chỉ có hai thanh không thẳng hàng và không có tải trọng tác dụng thì 
lực dọc trong hai thanh đó bằng không.  

Ví dụ như trường hợp dàn trên hình 2.16, lực dọc trong các thanh 1-2 và 1-10 bằng 
không vì mắt 1 thỏa mãn các yêu cầu của hệ quả 1.  

Để chứng minh hệ quả 1 ta khảo sát sự cân bằng của một mắt có hai thanh không 
thẳng hàng và không có lực đặt ở mắt (Hình 2.17a). 

2
P

10 8 7 6

4 3 5 

9

1

Hình 2.16 

P P P
  ∑X = N2.sinα = 0; vì α ≠ 0 nên N2 = 0.  
  ∑Y = N1.sinα = 0; vì α ≠ 0 nên N1 = 0.  

Trong trường hợp hệ trên hình 2.16 ta có:  

  + Tại mắt 9: N9-2 = 0; còn N9-10 = N9-8.  

  + Tại mắt 7: N7-4 = 0 còn N7-8 = N7-6.   

  + Tại mắt 5 ta thấy chỉ có hai thanh và một lực P, thẳng hàng với thanh 5-6; có thể 
xem lực P như một thanh đã biết nội lực, do đó: N5-4 = 0; còn N5-6 = - P.  

2) Tại một mắt có ba thanh trong đó có 
hai thanh thẳng hàng và nếu tại mắt đó không 
có tải trọng tác dụng thì thanh không thẳng 
hàng không làm việc (lực dọc bằng không) còn 
lực dọc trong hai thanh thẳng hàng bằng 
nhau. 

Hình 2.17 

b) y 
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α N3 

N1 

N2 

a)

y
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α

N2 

N1 

α

90o 

Để chứng minh hệ quả 2 ta khảo sát sự 
cân bằng của mắt vẽ trên hình 2.17b,  

Ta có:  ∑Y = N1.sinα = 0; vì α ≠ 0 nên N1 = 0.  

   ∑X = N3 - N2 = 0; nên N3 = N2.   

Đó là điều cần chứng minh.  

Trước khi tính dàn ta nên chú ý sử dụng các hệ quả trên để phát hiện các thanh không 
làm việc và loại chúng ra khỏi hệ, như vậy hệ còn lại sẽ đơn giản và dễ dàng tính toán hơn.  

Cách tính tách mắt có ưu điểm là đơn giản, dễ áp dụng nhưng cũng có nhược điểm là 
nếu để xảy ra sai lầm trong một bước tính toán nào đó thì các kết quả tiếp sau cũng bị sai 
kéo theo.  

2.4.2. Phương pháp mặt cắt đơn giản 

Phương pháp mặt cắt đơn giản được áp dụng khi chỉ cần dùng một mặt cắt là có thể 
xác định được nội lực trong thanh cần tìm. Trường hợp này xảy ra khi mặt cắt cắt qua 
không quá ba thanh chưa biết nội lực.  
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Để xác định lực dọc trong các thanh dàn, có thể thực hiện các bước sau: 
+ Thực hiện mặt cắt qua thanh cần tìm nội lực và qua hai thanh khác chưa biết nội 

lực, mặt cắt cần phải chia dàn ra thành hai phần độc lập.  
+ Thay thế tác dụng của các thanh bị cắt bằng các lực dọc tương ứng. Cũng như 

phương pháp tách mắt, khi chưa biết lực dọc ta giải thiết là dương nghĩa là hướng ra 
ngoài mắt đang xét.  

+ Lập điều kiện cân bằng của một phần dàn bị cắt (phần phải hoặc phần trái). Trong 
trường hợp này ta có hệ lực phẳng bất kỳ, nên có ba phương trình cân bằng. Từ các 
phương trình cân bằng đó suy ra các nội lực cần tìm. Nếu kết quả mang dấu dương thì 
chiều nội lực hướng theo chiều giả định, tức là kéo. Ngược lại nếu kết quả mang dấu âm 
thì chiều nội lực hướng ngược chiều giả định, tức là nén.  

Để trong mỗi phương trình cân bằng chỉ chứa một ẩn số ta nên làm như sau: 

  + Trường hợp ba thanh chưa biết nội lực cắt nhau từng đôi một, để tìm nội lực 
trong thanh thứ nhất, nên sử dụng phương trình cân bằng dưới dạng tổng mô men của các 
lực đối với giao điểm của hai thanh còn lại.  

  +  Trường hợp trong số ba thanh bị cắt chưa biết nội lực có hai thanh song song, 
để tìm nội lực trong thanh không song song ta sử dụng phương trình cân bằng dưới dạng 
tổng hình chiếu của các lực lên phương vuông góc với hai thanh song song.  

Ví dụ 2-5: Xác định lực dọc trong các thanh 2-3 và 4-8 của dàn trên hình 2.18.  

Tìm N2-3: thực hiện mặt cắt 1-1 qua thanh 
2-3 và hai thanh chưa biết nội lực 3-9 và 9-8. 
Thay thế các thanh bị cắt bằng lực dọc tương 
ứng như trên hình 2.18. 

α 

Hình 2.18 

2 

3 

91

P P 2P

r

d
1 

1
P 
2 

2 

2 

P 
2 

P 2P 

4 
5 

6 
7 8 Khảo sát cân bằng phần bên trái mặt cắt. 

Để tìm được ngay N2-3 ta lập phương trình cân 
bằng dưới dạng tổng mô men của các lực 
thuộc phần đang xét đối với giao điểm của hai 
thanh 3-9 và 9-8 tức là đối với điểm 9.  

Khi đó, các lực chưa biết N3-9, N9-8 không tham gia phương trình cân bằng, ta có:  

0d
2
PP2rNM 32

tr
9 =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−−= − r2

Pd3
N 32 −=−  ⇒      (lực nén).    ∑

Tìm N4-8: thực hiện mặt cắt 2-2 như trên hình 2.18. Mặt cắt này qua ba thanh chưa biết 
nội lực, trong đó hai thanh 3-4 và 8-7 song song. Do đó, để tìm N7-8 ta lập phương trình 
cân bằng dưới dạng hình chiếu các lực thuộc phần phải (hoặc phần trái) lên phương vuông 
góc với hai thanh song song 3−4 và 8−7, ta có:  

0
2

P
P2PsinNY 84

ph =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+−α−= − α

=− sin2
P

N 84   ∑  ⇒  (lực kéo). 
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Chú thích:   
Nếu mặt cắt đi qua bốn thanh (hoặc hơn nữa) chưa biết nội lực thì nói chung ta không 

thể xác định ngay được các lực dọc theo một mặt cắt. Trong trường hợp đặc biệt khi các 
thanh bị cắt đồng quy tại một điểm K nào đó trừ một thanh thì ta có thể tìm ngay được nội 
lực trong thanh không đồng quy từ một mặt cắt.  

a 

k g 
f

c b d 

Hình 2.19 

e

h 

1

1

Ví dụ, với hệ trên hình 2.19, mặt cắt 1-1 đi qua 
năm thanh chưa biết nội lực trong đó có bốn thanh 
đồng quy ở điểm K, để tìm Na-b trong thanh không 
đồng quy ta có thể sử dụng phương trình cân bằng 
∑MK = 0. 

2.4.3. Phương pháp mặt cắt phối hợp 
Phương pháp này được áp dụng để tính dàn khi không dùng được phương pháp mặt 

cắt đơn giản. 
Khi mà một mặt cắt phải cắt qua quá ba thanh chưa biết lực dọc, hay các lực dọc 

không thể xác định được bằng một mặt cắt, khi đó cần phải phối hợp thêm với một số mặt 
cắt khác (càng ít càng tốt) vừa đủ để lập được một hệ phương trình cân bằng có số phương 
trình bằng với số ẩn cần xác định. 

Để hiểu rõ bản chất của phương pháp này, ta hãy xét ví dụ sau:  

Ví dụ 2-6: Xác định lực dọc trong thanh 2-5 
và 5-3 của dàn trên hình 2.20. 1 

3 
3,5P 

5

2 

Hình 2.20 

4 

I

I

P

α

3,5P
II 

PP P P P P

Thực hiện mặt cắt I-I: mặt cắt này đi qua hai 
thanh cần tìm nội lực 2-5 và 5-3 đồng thời qua 
hai thanh chưa cần tìm nội lực là 1-2 và 4-3. 

Để có được phương trình chỉ chứa N2-5 và 
N5-3 ta lập phương trình cân bằng hình chiếu của 
các lực bên trái mặt cắt lên phương thẳng đứng: 

( )2
α ( )2

α   ∑ytr = N2-5.sin  - N3-5.sin  - 3,5P - P - P = 0,  

( )2
α ( )2

αhay   N2-5.sin  - N3-5.sin  - 0,5P = 0   (a) 

Thực hiện mặt cắt II-II (tách mắt). Mặt cắt này đi qua hai thanh cần tìm nội lực 2-5,  
3-5 và hai thanh khác chưa cần tìm nội lực là 1-5, 5-4. Để thiết lập phương trình chỉ chứa 
N2-5 và N3-5 ta lập phương trình hình chiếu của các lực tác dụng bên trong mặt cắt lên 
phương ngang: 

( )2
α ( )2

α    ∑X =  N2-5.cos  + N3-5.cos  = 0.   (b) 

)2
 sin(

P25,0
NN 5253 α

=−= −−Giải hệ phương trình (a) và (b) ta được: . 
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2.4.4. Phương pháp họa đồ - Giản đồ Maxwell- Cremona  

Phương pháp họa đồ là phương pháp vẽ để giải bài toán. Phương pháp này đơn giản, 
mức độ chính xác của kết quả phụ thuộc rất nhiều vào dụng cụ để vẽ và cách vẽ. Khi có đủ 
dụng cụ và vẽ một cách thận trọng thì kết quả vẽ có thể đáp ứng được yêu cầu thực tế.  

Có thể vận dụng phương pháp họa đồ để xác định phản lực và nội lực trong các hệ 
tĩnh định nói chung. Trong mục này chỉ giới thiệu cách vận dụng phương pháp họa đồ để 
tính hệ dàn, đó là trường hợp thường được dùng trong thiết kế sơ bộ. 

Cách giải bài toán được thực hiện chỉ trên một hình vẽ gọi là giản đồ nội lực hay giản 
đồ Maxwell−Cremona do nhà vật lý học người Anh J. Clerk Maxwell (1831-1879) đề cập 
và nhà hình học Italia là Luigi Cremona (1830-1903) phát triển, áp dụng vào kết cấu dàn.  

Trước khi đi vào nghiên cứu giản đồ nội lực ta cần tìm hiểu cách xác định nội lực 
trong các thanh của dàn bằng họa đồ.  

Giả sử các phản lực gối tựa đều đã biết (cách xác định phản lực bằng họa đồ đã được 
đề cập trong Cơ học cơ sở) yêu cầu xác định nội lực trong các thanh của dàn. Từ Cơ học cơ 
sở ta đã biết: điều kiện cần và đủ để cho hệ lực đồng quy được cân bằng là đa giác lực của 
hệ lực này phải khép kín. Lần lượt áp dụng điều kiện này cho từng mắt của dàn bị tách ra 
theo thứ tự sao cho tại mỗi mắt của dàn chỉ có hai nội lực chưa biết trị số nhưng đã biết 
phương thì ta sẽ xác định được nội lực trong tất cả các thanh của dàn.  

Cách thực hiện cũng giống như trong 
phương pháp tách mắt, nhưng ở đây không dùng 
điều kiện cân bằng giải tích mà dùng điều kiện 
cân bằng dưới dạng họa đồ.  

Hình 2.21 

a) P2=P 

2
P3=P P1=P 

1 
8 6 

5

4 

3 

RA=1,5P

Đối với dàn trên hình 2.21a nếu tách mắt 1 ta 
thấy tại mắt này có ba lực: phản lực RA đã biết, 
hai lực N1-2 và N1-8 chưa biết trị số nhưng phương 
của chúng đã được xác định.  

7 
RB=1,5P

Để vẽ đa giác lực của chúng, trên hình 2.21b 

ta sẽ vẽ vectơ ba  cùng phương và cùng chiều với 
phản lực RA và có chiều dài biểu thị trị số của RA 
theo một tỷ lệ xích nào đó. Từ ngọn và gốc của 
vectơ này, kẻ hai đường song song với hai 
phương của thanh 1-2  và 1-8, hai đường này cắt 
nhau tại c. Theo điều kiện cân bằng đã nêu ở trên 
đoạn ac và cb lần lượt biểu thị giá trị của lực N1-2 
và N1-8.  
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cbacChiều của vectơ  hướng vào mắt 1 nên   N1-2 là lực nén, còn chiều của vectơ  
hướng ra ngoài mắt nên N1-8 là lực kéo.  

Tiếp đó chuyển sang mắt 2. Tại mắt này có bốn lực: hai lực đã biết là P và N1-2, hai 
lực chưa biết trị số nhưng có phương xác định là N2-3 và N2-8.  

ab bcHình 2.21c là đa giác lực của hệ lực này; sau khi vẽ hai vectơ  và  biểu thị 
phương chiều và trị số của hai lực đã biết là N1-2 và P, từ a và c kẻ hai đường song song với 
phương của thanh   2-8 và 2-3 cho tới khi cắt nhau tại d.  

Từ điều kiện cân bằng ta thấy hai lực cần tìm N2-3 và N2-8 được biểu thị bằng hai vectơ 
cd da và , những lực này hướng vào mắt 2 nên là lực nén.  

Cũng tiến hành tương tự như vậy đối với các mắt khác theo thứ tự 8, 7, 3 ta sẽ xác 
định được nội lực trong tất cả các thanh của dàn.  

Nếu gộp tất cả các đa giác lực vẽ cho từng mắt trên một hình vẽ chung với cùng một 
tỷ lệ xích thì ta sẽ được giản đồ nội lực.  

Để vẽ giản đồ nội lực ta cần thống nhất một số điều kiện, quy ước và tiến hành theo 
thứ tự như sau:  

1. Xác định các phản lực tựa (có thể sử dụng phương pháp họa đồ hoặc giải tích). 

2. Ký hiệu các miền ngoài chu vi dàn bằng 
các chữ cái a, b, c... Mỗi miền được giới hạn 
trong phạm vi hai ngoại lực. Quy ước đọc tên các 
ngoại lực và phản lực bằng hai chỉ số biểu thị hai 
miền ở hai bên do lực đó phân giới. Chú ý phải 
đọc hai chỉ số theo thứ tự thuận chiều kim đồng 
hồ quanh chu vi dàn. Ví dụ lực P1 đọc là b-c; 
phản lực RB đọc là e-a... (Hình 2.22a). 

a)
P2=P 

2

P3=P 

3. Vẽ đa giác lực cho các ngoại lực và phản 
lực theo một tỷ lệ xích nào đó. Khi vẽ đa giác lực 
ta không vẽ chiều mũi tên của lực mà ghi hai chỉ 
số tương ứng biểu thị lực. Chỉ số đầu biểu thị gốc, 
chỉ số thứ hai biểu thị ngọn của vectơ lực tương 
ứng. Ví dụ, lực P1 (Hình 2.22a) được biểu thị 
bằng đoạn b-c trên đa giác lực (Hình 2.22b), vì P1 
hướng xuống nên điểm ngọn c nằm dưới điểm 
gốc b. Đa giác lực của ngoại lực và phản lực đối 
với dàn trên hình 2.22a là đường khép kín abcdea 
(Hình 2.22b).  

Hình 2.22 
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4. Đánh số các miền ở trong dàn bằng các con số 1, 2, 3... Lúc này nội lực trong mỗi 
thanh được đọc bằng hai con số biểu thị hai miền ở hai bên thanh. Khi cắt một thanh nào 
đó ta phải thay thế tác dụng của nó bằng hai lực ngược chiều có giá trị bằng nhau đặt tại 
hai mắt mà thanh đó nối.  

Cách đọc hai lực này cũng có khác nhau, muốn đọc nội lực đặt tại mắt i nào đó ta đọc 
bằng hai chỉ số biểu thị hai miền ở hai bên thanh tương ứng theo thứ tự thuận chiều kim 
đồng hồ quanh mắt i. Ví dụ với lực dọc trong thanh biên trên đầu tiên ở bên trái, khi lực 
này đặt tại mắt a ta đọc là b-1 còn khi đặt tại mắt có chịu lực P1 ta đọc là 1-b.  

5. Lần lượt vẽ đa giác lực cho từng mắt theo thứ tự sao cho tại mỗi mắt chỉ có hai 
thanh chưa biết nội lực. Khi vẽ cần chú ý sử dụng cách ký hiệu nói trên, không vẽ các mũi 
tên, lực đã biết vẽ trước rồi dựa vào điều kiện khép kín của đa giác lực để xác định lực 
chưa biết. Tất cả các đa giác lực vẽ cho mỗi mắt đều phải được thực hiện trên cùng một 
hình vẽ của đa giác lực đã vẽ ở bước ba, theo cùng một tỷ lệ xích. 

Ví dụ xét mắt A, trên hình 2.22b, đoạn a-b, biểu thị phản lực RA đã biết, từ b và a lần 
lượt vẽ các đường song song với các lực chưa biết b-1 và 1-a. Giao điểm của hai đường 
này xác định vị trí của điểm 1. Đoạn b-1 và 1-a biểu thị giá trị của lực b-1 và 1-a. Chiều   
1-a hướng ra ngoài mắt đang xét nên lực 1-a là kéo. 

Tiếp tục xét mắt ở dưới lực P1 ta vẽ được đường khép kín 1bc21. Đối với các mắt 
khác cũng tiến hành tương tự sẽ được giản đồ nội lực.  

Ta thấy mỗi mắt của dàn tương ứng một đa giác lực khép kín, mỗi miền của dàn tương 
ứng với một điểm của giản đồ nội lực.  

Để xác định giá trị của nội lực trong thanh i-k nào đó của dàn ta đo chiều dài của đoạn 
i-k tương ứng trên giản đồ nội lực theo tỷ lệ xích đã chọn khi vẽ giản đồ.  

Để biết chiều hoặc dấu của nội lực ta thực hiện như đã trình bày ở điểm 4.  

Chú ý: 

1. Khi gặp những dàn trong đó không thể thực 
hiện tách mắt để sao cho tại đó chỉ có hai nội lực 
chưa biết, ta cần kết hợp với cách tính giải tích để 
giải quyết.  

Ví dụ với dàn vẽ trên hình 2.23 khi tách đến 
mắt k và mắt l ta sẽ gặp phải khó khăn trên. Để giải 
quyết, trước khi vẽ giản đồ ta cần sử dụng phương 
pháp mặt cắt (mặt cắt 1-1) để xác định lực dọc N 
trong thanh k-m; sau đó vẽ giản đồ như thường lệ (vì 
lực N đã biết). 

1 

l 

N 
k m N 

Hình 2

1 

.23 
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2. Nếu ngoại lực nằm trong 
chu vi dàn thì trước khi đặt tên 
các miền ngoài chu vi dàn ta đưa 
các ngoại lực ra ngoài chu vi 
bằng cách đặt thêm các thanh 
quy ước. Tất nhiên thanh quy 
ước phải đặt sao cho tính chất 
làm việc của dàn không thay đổi. 

Hình 2.24

a)
P1 

P2 
b 

a 
b)

P2 P1 

Ví dụ khi gặp trường hợp dàn vẽ trên hình 2.24a ta có thể đưa lực P1 ra ngoài chu vi 
dàn bằng cách đặt thêm thanh quy ước a-b như trên   hình 2.24b. 

2.5. TÍNH HỆ BA KHỚP CHỊU TẢI TRỌNG BẤT ĐỘNG 

2.5.1. Xác định phản lực 

Hệ ba khớp có các loại: Vòm ba khớp, khung ba khớp và dàn ba khớp. Nguyên tắc 
tính toán các hệ này giống nhau. Dưới đây ta trình bày cách tính phản lực trong vòm ba 
khớp.  

Xét vòm ba khớp cho trên 
hình 2.25. Gọi A và B là phản lực 
toàn phần tại gối tựa A và B. Các 
phản lực này có phương chưa biết 
nên có thể phân tích thành hai 
thành phần sau: 

Nếu phân tích theo phương 
AB và phương thẳng đứng, ta có: 

   
d
AA VZA += ;   Hình 2.25

l 

β 

A

B 

P1

C 

A

B 

HA

ZB 

VA

d
BV  

VB 

d
AV

HB

ZA

h

P2 P4 
P3

β 

β 

d
BB VZB +=    

Nếu phân tích theo phương ngang và phương đứng, ta có: 

AA VHA += BB VHB +=    ;    

Trong đó: 
d
AV

d
BV, : là thành phần phản lực thẳng đứng tại A và B đọc là VA dầm và VB dầm, 

cách tính các thành phần phản lực này giống như phản lực thẳng đứng của dầm đơn giản. 
AZ , BZ : là thành phần phản lực theo phương đường nối hai khớp A, B gọi là lực vòm 

AV BV, : là thành phần phản lực thẳng đứng tại A và B. 

AH BH, : là thành phần lực xô ngang. 
Như vậy, muốn xác định các phản lực A, B ta chỉ cần lần lượt xác định các phản lực 

thành phần của chúng. 
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1. Xác định các thành phần VA
d và VB

d 

Để xác định các phản lực  và  ta nên dùng các phương trình cân bằng mô men 
đối với các gối A và B vì lúc này các lực ZA và ZB không tham gia vào phương trình cân 
bằng. 

d
BVd

AV

Từ phương trình  ΣMB = 0,  suy ra . d
AV

Từ phương trình  ΣMA = 0,  suy ra . d
BV

2. Xác định các thành phần ZA và ZB 
Các lực này được xác định theo điều kiện mô men uốn tại khớp C bằng không. Nếu 

khảo sát phần vòm bên trái ta có: 

   MC = - ZA.h +  = 0, tr
CM

Trong đó: 

   - tổng mô men của các lực đặt trên phần vòm bên trái đối với điểm C (không 
kể lực ZA); 

tr
CM

  h- khoảng cách từ khớp C đến đường nối AB. 

h
M

Z
tr
C

A =  Từ đó suy ra:  

Tương tự, nếu khảo sát phần vòm bên phải, ta có: 

h
M

Z
ph
C

B =     

   - tổng mô men của các lực đặt trên phần vòm bên phải đối với điểm C (không 
kể lực ZB). 

ph
CM

Các phần ZA và ZB thường chỉ tồn tại trong các hệ ba khớp nên được gọi là các lực 
vòm. 

3. Xác định các thành phần HA và HB 
Từ Hình 2.25 ta dễ dàng xác định được các thành phần HA và HB theo ZA và Z như 

sau:  

    HA = ZA.cosβ;  HB = ZB.cosβ 
Trong trường hợp hệ chỉ chịu tải trọng tác dụng thẳng đứng, sau khi viết điều kiện cân 

bằng hình chiếu của tất cả các lực trên trục nằm ngang, ta có: 
    HA = HB = H  (H được gọi là lực xô của vòm) 
Suy ra:  ZA = ZB = Z 
Như vậy, trong trường hợp hệ ba khớp chịu tải trọng thẳng đứng thì lực vòm và lực xô 

ở hai gối đều bằng nhau về trị số. 
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4. Xác định thành phần VA và VB 
Từ hình 2.25 ta dễ dàng xác định được  
   VA = VA

d + ZA.sinβ;     VB = VB
d - ZB.sinβ 

5. Xác định các phản lực toàn phần  và  A B

A BPhản lực toàn phần  và  là tổng hình học của các thành phần phản lực tương ứng: 

AAA

d

A HVZVA +=+= BBB

d

B HVZVB +=+=  ;   
Do đó, độ lớn của phản lực A và B được xác định theo công thức sau: 

2
A

2
A HV +    B = 2

B
2
B HV +     A = 

2.5.2. Xác định nội lực 

Sau khi biết các thành phần phản lực, ta có thể xác định các thành phần nội lực trong 
vòm theo phương pháp mặt cắt đã trình bày trong 2.1. Dưới đây ta sẽ thiết lập công thức 
tính nội lực cho vòm ba khớp khi vòm chỉ chịu tải trọng thẳng đứng. 

1. Biểu thức mô men uốn 

Giả sử cần thiết lập biểu thức mô men uốn Mk(z) tại tiết diện k có hoành độ z trên 
vòm ba khớp chịu tải trọng thẳng đứng như trên hình 2.26. 

Dùng mặt cắt qua k và xét cân bằng của một phần vòm, chẳng hạn phần bên trái, ta 
có:  

  Mk(z) = .z - P1.a1 - P2.a2 - ZA.yk* d
AV

Đối chiếu với dầm đơn giản tương ứng 
nghĩa là dầm đơn giản có cùng nhịp và chịu 
tải trọng tác dụng như trên vòm ta thấy đại 
lượng: .z - P1.a1 - P2.a2 chính là mô men 
uốn (z) trong dầm tại tiết diện k tương 
ứng có hoành độ z. Do đó có thể viết:  

d
AV

d
kM

  Mk(z) = (z) - ZA.yk*  d
kM

Từ hình 2.26 ta thấy yk* = ykcosβ, mà  
HA = ZAcosβ, nên biểu thức trên có dạng: 

  Mk(z) = (z) - HA.yk d
kM

Vì tải trọng thẳng đứng, nên: HA = HB = H 
Do đó ta có:  Mk(z) = (z) - H.yk      (2-1) d

kM

Trong đó: 

β 
z z

B ZB

a1

VB A

αk

VA 
ZA

P
Pi 

yk*

2 k 

a2y C 

h 
f

l

P1

yk HB

d

d

Hình 2.26 

HA

Pi P2P1
k 

VB VA 

a2

a1
z

A B

d d 
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  Mk(z) - mô men uốn tại tiết diện k bất kỳ có hoành độ z trên vòm chịu tải trọng tác 
dụng thẳng đứng. 

  (z) - mô men uốn tại tiết diện k tương ứng trong dầm đơn giản có cùng nhịp và 
cùng chịu tải trọng tác dụng như trên vòm. 

d
kM

f
Md

C    H - lực xô của vòm và bằng 

  yk - khoảng cách theo phương thẳng đứng từ tiết diện k đến đường thẳng AB nối 
hai gối của vòm. 

Qua công thức (2-1) ta có thể giải thích được tính ưu việt của kết cấu vòm so với kết 
cấu dầm như sau: Mô men uốn tại một tiết diện bất kỳ của vòm bằng mô men uốn tương 
ứng trong dầm có cùng nhịp và có cùng tải trọng trừ đi tích số H.yk. Tích số H.yk làm cho 
mô men uốn trong vòm nhỏ hơn mô men uốn trong dầm. Nếu khéo chọn được hình dạng 
của vòm sao cho tích số H.yk luôn luôn bằng đúng đại lượng (z) thì mô men uốn tại 
mọi tiết diện của vòm đều bằng không, lúc đó vòm hoàn toàn không chịu uốn mà chỉ chịu 
nén. Như vậy không những sẽ tiết kiệm được vật liệu mà còn có thể sử dụng được những 
vật liệu chỉ chịu được nén như gạch, đá để xây vòm. 

d
kM

2. Biểu thức lực cắt 

Giả sử cần thiết lập biểu thức lực cắt Qk(z) tại tiết diện bất kỳ k có hoành độ z trên 
vòm ba khớp chịu tác dụng của tải trọng thẳng đứng (Hình 2.26). 

Từ định nghĩa về lực cắt, ta có: 
   Qk(z) = .cosαk - P1.cosαk - P2.cosαk + ZA.sinβ.cosαk - ZA.cosβ.sinαk d

AV

βcos
HAVới ZA =  

Ta có thể viết: 

βcos
HA

βcos
HA   Qk(z) = (  - P1 - P2)cosαk + .sinβ.cosαk - cosβ.sinαk d

AV

   Qk(z) = (  - P1 - P2)cosαk + HA.tgβ.cosαk - HA.sinαk d
AV

Đối chiếu với dầm đơn giản có cùng nhịp và có cùng tải trọng ta thấy đại lượng      
(  - P1 - P2) trong biểu thức trên chính là lực cắt (z) trong dầm tại tiết diện k tương 
ứng có hoành độ z, cho nên: 

d
AV d

kQ

   Qk(z) = (z).cosαk - HA.(sinαk - tgβ.cosαk) d
kQ

Nhưng do tải trọng tác dụng thẳng đứng HA = HB = H nên: 

   Qk(z) = (z)cosαk - H(sinαk - tgβ.cosαk)    (2-2) d
kQ

Trong đó: 
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  Qk(z) - lực cắt tại tiết diện k bất kỳ có hoành độ z trong vòm chịu tải trọng tác dụng 
thẳng đứng. 

  (z) - lực cắt tại tiết diện k tương ứng trong dầm đơn giản có cùng nhịp và cùng 
chịu tải trọng thẳng đứng tác dụng như trong vòm; 

d
kQ

  αk - góc hợp giữa phương tiếp tuyến với trục vòm tại tiết diện k và phương nằm 
ngang; 

  β - góc hợp giữa phương nằm ngang với phương AB nối liền hai gối. 

  H - lực xô của vòm. 

3. Biểu thức lực dọc 

Tương tự như trên, nếu vẫn quy ước lực dọc kéo là dương thì biểu thức lực dọc Nk(z) 
tại tiết diện k bất kỳ có hoành độ z của vòm ba khớp chịu tác dụng của tải trọng thẳng đứng 
có dạng: 

   Nk(z) = - (z).sinαk - H.(cosαk + tgβ.sinαk)   (2-3) d
kQ

Trường hợp đặc biệt nếu hai gối cố định A, B có cùng cao độ (nghĩa là nếu góc β = 0) 
thì các công thức (2-1), (2-2), (2-3) sẽ có dạng đơn giản hơn như sau: 

     Mk(z) = (z) - H.yk d
kM

     Qk(z) = (z).cosαk - H.sinαk;    (2-4) d
kQ

     Nk(z) = (z).sinαk - H.cosαk. d
kQ

Ví dụ 2-7: Cho vòm có trục biến thiên 

theo phương trình y = 
9

1 .(12 - z)z. 

P 

1,5 

Xác định nội lực tại tiết diện k có hoành 
độ z = 3m (Hình 2.27) 

Đây là bài toán hệ ba khớp chịu tải trọng 
thẳng đứng. Các số liệu của bài toán: 

Tương ứng với hoành độ zk = 3m, ta xác 
định được tung độ theo công thức: 

  yk = 
9
1 .(12 - zk).zk = 

9
3).312( − = 3m 

Góc nghiêng của tiếp tuyến với trục vòm tại tiết diện k so với đường nằm ngang được 
các định như sau: 

z
6m

A B P=4kN 

k 

Hình 2.27 

4m

q = 2kN/m 

P 
P 

1,5 1,5 

6m 

48 



9
1

9
1

3
2   tgαk = yk’ = .(12 - zk) = .(12 - 2.3) =  

k
2

k

tg1

tg

α+

α

( )23
213

2

+
Từ đó suy ra:  sinαk = = =0,555; 

    cosαk = 
k

2tg1

1

α+ ( )23
21

1

+
= = 0,832. 

Trong trường hợp này hai gối A, B có cùng cao độ nên góc β = 0, do đó ta có 

    = VA;   = VB;  ZA = HA;  ZB = HB. d
AV d

BV

Từ phương trình cân bằng toàn hệ ta tính được các thành phần phản lực:    

  ΣMB = 0  ⇒  = VA = 12kN. d
AV

 ΣMA = 0 ⇒  = VB = 12kN.    d
BV

  ZA = ZB = Z = HA = HB = H  

h
M tr

C  = (12.6 - 2.6.3)/4 = 9kN. Với H = 

Vì tải trọng tác dụng thẳng đứng và hai gối cố định có cùng cao độ (β = 0) nên ta có 
thể dùng công thức (2-4) để tính các nội lực. 

   Mk =  - H.yk = 12.3 - 2.(32/2) - 9.3 = 0 d
kM

   Qk = cosαk - H.sinαk = (12 - 2.3).0,832 - 9.0,555 = 0 d
kQ

   Nk = - .sinαk - H.cosαk = -(12 - 2.3).0,555 - 9.0,832 = -10,81kN. d
kQ

Ví dụ 2-8: Vẽ biểu đồ nội lực cho khung ba khớp như hình 2.28. 

Giải: 

a) Xác định phản lực. Xét cân bằng toàn hệ và xét cân bằng phần bên trái của khớp C 
ta lập được 4 phương trình để xác định 4 thành phần phản lực trong khung: 

   ΣMA= VB.6 + 10.4.2 + 20 - 40.4 = 0    ⇒  VB = 10kN 

   ΣMB = VA.6 - 10.4.4 + 20 - 40.4 = 0   ⇒  VA = 50kN 

   ΣMC
T

 = HA.4 - 50.4 + 10.4.2 = 0   ⇒  HA = 30kN 

   ΣX = HB + 30 - 40 = 0    ⇒  HB = 10kN 

b) Vẽ các biểu đồ nội lực: Vì đây là hệ khung nên ta phải vẽ biểu đồ mô men uốn, lực 
cắt và lực dọc. Hệ có 4 đoạn thanh là AD, DC, CE, EB. Kết quả tính toán nội lực: 
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* Đoạn AD: Trong đoạn này không có 
tải trọng tác dụng trong thanh: 

20kNm 

- Biểu đồ lực cắt và lực dọc có dạng song 
song với đường chuẩn. 

 NAD = NDA = - 50kN (nén) 
 QAD = QDA = - 30kN 

- Biểu đồ mô men uốn có dạng đường thẳng 
 MAD = 0;  
  MDA = 30.4 = 120kNm (căng trái) 

* Đoạn BE: Tương tự đoạn AD: 
  NBE = NEB = + 10kN (kéo) 
 QBE = QEB = + 10kN 
  MBE = 0;     
  MEB = 10.4 = 40kNm (căng trái) 

* Đoạn CE: Tương tự đoạn AD: 
  NCE = NEC = - 30kN (nén) 
 QCE = QEC = + 10kN 
  MCE = 0;     
  MEC = 20kNm (căng dưới) 

* Đoạn CD: Trong đoạn này chịu tải 
phân bố đều q vuông góc với trục thanh: 

- Biểu đồ lực dọc có dạng song song 
với đường chuẩn: 

   NCD = NDC = - 30kN (nén) 
- Biểu đồ lực cắt có dạng bậc nhất: 
 QDC = 50kN; QCD = - 10kN 
- Biểu đồ mô men uốn có dạng bậc hai: 
 MDC = 120kNm (căng trên)  
  MCD = 0 
 Tung độ treo:   

ηM = 
8

q 2l  = 
8
4.10 2

= 20  (võng xuống) 

 

HA=30kN

4m

C 

VA=50kN

10kN/m

D

A

E 

2m 

4m

HB=10kN

VB=10kN

B 

40kN

N

-

+ 

10kN

30kN 

50kN

-

Q

+

- + 

10kN

10kN 

30kN

50kN

H×nh 2.28 

M

40kNm

20kNm

20kNm

120kNm
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3.5.3. Khái niệm về trục hợp lý của vòm ba khớp 

Ở trên đã nhận xét, nếu khéo chọn hình dạng của trục vòm thì có thể làm cho mô men 
uốn trong vòm ba khớp nhỏ đi thậm chí hoàn toàn bằng không tại mọi tiết diện, như thế sẽ 
tiết kiệm được vật liệu. Do đó nảy sinh vấn đề: nên chọn trục vòm sao cho hợp lý và trục 
vòm thế nào là hợp lý? 

1. Định nghĩa trục hợp lý của vòm 
Về mặt kết cấu, ta gọi trục hợp lý của vòm là trục chọn sao cho thể tích vòm có giá trị 

nhỏ nhất mà vẫn đảm bảo điều kiện bền. 
Nói chung, dọc theo trục vòm, diện tích tiết diện F của vòm là hàm của các nội lực M, 

N, Q và khả năng chịu lực [σ] của vật liệu dùng làm vòm. 

   F = F(M, N, Q, [σ]) 
Do đó, thể tích V của vòm có chiều dài S sẽ là: 

   V =  ds])[,Q,N,M(F
S

0
∫ σ

Thường thì các nội lực M, N, Q thay đổi khi trục vòm biến đổi cho nên bài toán xác 
định trục vòm hợp lý ứng với điều kiện Vmin là một bài toán phức tạp. 

Ta có thể dựa vào những nhận xét trong thực tế thiết kế dưới đây để đơn giản hóa bài 
toán: với những vòm có kích thước thông thường, khi biến đổi trục mà vẫn giữ nguyên 
nhịp và mũi tên võng thì chiều dài trục vòm và lực dọc biến đổi ít, còn mô men uốn và lực 
cắt biến đổi nhiều. Với những nhận xét đó, ta có thể xem gần đúng là thể tích vòm do mô 
men uốn và lực cắt quyết định. Do đó, nói một cách gần đúng, thể tích của vòm nhỏ nhất 
khi mô men uốn trong vòm bằng không và lực cắt là đạo hàm của mô men uốn cũng bằng 
không. 

Có thể minh họa nhận xét gần đúng đó bằng cách so sánh biểu đồ ứng suất pháp trên 
một tiết diện vòm trong trường hợp M và Q khác không, với biểu đồ ứng suất pháp trong 
trường hợp M và Q bằng không (Hình 2.29). 

Khi M và Q bằng không, ứng suất 
pháp phân bố đều, vật liệu ở mọi điểm trên 
tiết diện đều được sử dụng như nhau, nên 
có thể phát huy hết khả năng của vật liệu. 

Dựa vào lý luận gần đúng như trên ta 
có thể đi đến định nghĩa về trục hợp lý của 
vòm như sau: 

Trục hợp lý của vòm là trục chọ sao cho mô men uốn tại tất cả các tiết diện của vòm 
đều bằng không (do đó lực cắt cũng bằng không). 

Hình 2.29 

N

M
σ σ 

N 
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Trong trường hợp vòm chịu tải trọng di động thì trục hợp lý cũng thay đổi tùy theo vị 
trí của tải trọng. Nếu tải trọng bất động lớn hơn rất nhiều so với tải trọng di động thì khi 
chọn trục hợp lý có thể chỉ kể tới ảnh hưởng của tải trọng bất động mà bỏ qua ảnh hưởng 
của tải trọng di động. 

Khi xác định trục hợp lý của vòm ba khớp ta phải xét đến tải trọng tác dụng trên vòm 
trong đó có trọng lượng bản thân vòm. Thông thường thì khi trục vòm thay đổi, trọng 
lượng bản thân của vòm và các tải trọng tác dụng trên vòm cũng thay đổi theo. Lúc đó ta 
gặp trường hợp tải trọng thay đổi phụ thuộc dạng của vòm. Đôi khi trục vòm thay đổi, 
trọng lượng bản thân của vòm và các tải trọng tác dụng trên vòm thay đổi không đáng kể, 
lúc đó ta gặp trường hợp tải trọng không phụ thuộc dạng của vòm. Thực ra trọng lượng bản 
thân của vòm là một đại lượng phụ thuộc vào hình dạng của vòm. Tuy nhiên, khi tính gần 
đúng ta có thể ước đoán trọng lượng bản thân vòm, lúc đó tải trọng tác dụng trên vòm 
(gồm cả trọng lượng bản thân vòm) được xem là độc lập với hình dạng vòm. 

Bây giờ ta tìm trục hợp lý của vòm ba khớp trong một vài trường hợp thường gặp 
trong thực tế. 

2. Trục hợp lý của vòm ba khớp chịu tải trọng thẳng đứng không phụ thuộc  
dạng trục vòm 

Trong trường hợp tải trọng tác dụng thẳng đứng không phụ thuộc dạng vòm, biểu thức 
mô men uốn trong dầm tương ứng cũng không phụ thuộc dạng vòm, do đó ta có thể dùng 
công thức (2-1) để xác định trục hợp lý của vòm: 

H
)z(Md

   y(z) =         (2-5) 

Ta thấy lực xô H không phụ thuộc z nên trục hợp lý của vòm có dạng biểu đồ mô men 
uốn trong dầm tương ứng (có nhịp và tải trọng như của vòm) với tỷ lệ các tung độ nhỏ hơn 
H lần. 

Ví dụ 2-9: Tìm trục hợp lý của vòm ba khớp chịu tải trọng thẳng đứng phân bố đều 
theo chiều dài nhịp với cường độ q, cho biết vòm có chiều dài là l, mũi tên f, khớp C ở 
chính giữa nhịp. 

Biểu thức mô men uốn trong dầm chịu tải trọng phân bố đều: 

2
q   Md(z) = z(l - z) 

f8

q

f

M 2tr
C l
=Tương tự như ở ví dụ 2-8, ta xác định được: H =  

2q
f8

)z(z
2
q

l
l − )z(z

f4
2

−l
l

=  Do đó, theo (2-5) ta có: y(z) = 

Như vậy, trong trường hợp này trục hợp lý có dạng đường parabol bậc hai. 
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3. Trục hợp lý của vòm ba khớp chịu tải trọng thẳng đứng phụ thuộc dạng vòm 
Trong trường hợp này, không thể xuất phát từ biểu thức (2-5) để xác định trục hợp lý 

được vì bản thân hàm Md(z) cũng phụ thuộc tải trọng. Nếu lấy vi phân hai lần biểu thức   
(2-5) ta sẽ được phương trình vi phân trục hợp lý biểu thị trực tiếp theo hàm tải trọng q. 

H
q

dz
yd
2

2

=           (2-6) 

Trong đó hàm tải trọng q không những phụ thuộc biến số z mà còn phụ thuộc hàm y 
cần tìm. 

Trong một số trường hợp ta có thể tìm nghiệm của phương trình vi phân (2-6) bằng 
phương pháp giải tích chính xác, còn nói chung thì cách giải sẽ gặp nhiều khó khăn và chỉ 
có thể giải quyết bằng các phương pháp đúng dần. 

Dưới đây là một ví dụ có thể giải được bằng phương pháp giải tích. 

Ví dụ 2-10: Tìm trục hợp lý của vòm ba khớp đối xứng cong trơn tru, chịu tải trọng 
thẳng đứng phụ thuộc dạng vòm (chẳng hạn vật liệu xây hoặc đất đắp bên trên vòm) theo 
quy luật sau (Hình 2.30) 

    q(z) = qo + γy. q(z) = qo + γy  

C 

A B 
f

z 

qo 

y 

z q=qo+γf 

Hình 2.30

Trong đó: 
q(z) - cường độ của tải trọng phân bố 

tại tiết diện bất kỳ. 
qo - cường độ của tải trọng tại đỉnh C 

của vòm. 
γ - hệ số tỷ lệ. 
y - tung độ của tiết diện bất kỳ trong 

vòm ứng với hệ trục tọa độ đã chọn; 
Phương trình vi phân của trục hợp lý trong trường hợp này có dạng: 

H
yq

dz
yd o
2

2 γ+
=     

Nghiệm tổng quát của phương trình này có dạng quen biết như sau: 

H

γ
γ

oq    y = A.shkz + B.chkz - ,    với k =  

A, B là các hằng số tích phân được xác định theo các điều kiện biên của bài toán: 

* Tại đỉnh C của vòm đối xứng cong trơn tru, góc nghiêng của tiếp tuyến bằng không, 
nghĩa là khi z = 0 thì dy/dz = 0. 

* Đỉnh C là gốc tọa độ cho nên tại đó tung độ y của vòm bằng không, nghĩa là khi z=0 
thì y = 0. 

53 



Từ các điều kiện này ta được: 
Khi z = 0: dy/dz = kA.chkz + kB.chkz = kA.ch0 + kB.sh0 = 0, nên kA = 0, ⇒ A = 0. 

γ
oq

γ
oq

γ
oqKhi z = 0: y = A.shkz + B.chkz - = B - = 0, suy ra B =  

γ
oq (chkz - 1). Như vậy phương trình trục hợp lý của vòm có dạng y = 

Đường cong của phương trình này chính là đường dây xích catênôit. Để xác định hệ 
số k, ta dùng điều kiện: 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

γ
1

q

.f
charg

2

olγ
oqKhi z = ± l/2:  y = f =   ⇒  k =  

o

o

q

fq γ+
l−m

f

γ
oq ⇒ =  Để cho tiện ta gọi: m = 

Như vậy phương trình trục hợp lý của vòm có thể biểu diễn dưới dạng sau: 

l−m

f   y = (chkz - 1) 

l

2Còn hệ số k được xác định theo công thức sau: k = argchm 

( )1mm 2 −+Nếu chú ý rằng argchm = ln  thì ta có thể xác định k theo công thức:  

( )1mm 2 −+
l

2 ln     k = 

Nếu cho biết trị số m thì ta có thể xác định được hệ số k và tiếp đó tìm được trục hợp 
lý của vòm ba khớp. 

4. Trục hợp lý của vòm ba khớp chịu tải trọng vuông góc với trục vòm 
Các công trình làm việc trong môi trường chất lỏng hoặc chất khí thường chịu áp lực 

vuông góc với trục. Để tìm trục hợp lý của vòm, trước tiên ta cần khảo sát cân bằng của 
một đoạn vô cùng bé của trục hợp lý của vòm (Hình 2.31). 

Lấy tổng mô men của các lực đối với tâm cong 0 của phân tố 
   ΣMo = Nρ - (N + dN)ρ = 0 

ρ dS 

q 

N 

u 

o 

N+dN 
Từ đó ta có dN = 0 như vậy N = const. 
Viết phương trình hình chiếu theo phương u: 

   Σu = N.sin
2

dα  + N.sin
2

dα  - qds = 0 

dα 

2
dα

2
dαGóc dα vô cùng bé nên có thể xem  sin  ≈ . Hình 2.31 

Ta được:  N.dα - q.ds = 0 
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Nhưng ds = ρdα  nên sau khi thay vào điều kiện này, ta được: 

q
N   ρ =          (2-7) 

Vì N=const nên bán kính cong ρ của vòm tỷ lệ nghịch với cường độ của tải trọng phân 
bố q. 

Biểu thức (2-7) là phương trình vi phân của trục hợp lý của vòm chịu tải trọng vuông 
góc với trục vòm. Giải phương trình này cho trường hợp tải trọng q phân bố bất kỳ rất 
phức tạp. 

Trường hợp đặc biệt, khi q = const (tải trọng phân bố đều) ta có ρ = const. Như vậy, 
trục hợp lý của vòm ba khớp chịu tải trọng phân bố đều vuông góc với trục của vòm là 
đường tròn. 

2.6. CÁCH TÍNH HỆ GHÉP TĨNH ĐỊNH CHỊU TẢI TRỌNG 

Ta sẽ tìm hiểu hệ ghép tĩnh định chịu tải trọng bất động thông qua hệ vẽ trên          
hình 2.32. Thứ tự thực hiện: 

 
a) 

Hình 2.32

b) 

q VF 

HF 

VD 
HD

VF 

HF F 

VD 

HD D 
E 

D 

A B 

C 

P1 

F 

G H 

P2 

P3 

A B 

C 

P1 

E 

D 
q 

F 

G H 

P2 

P3 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

+ Phân tích cấu tạo của hệ ghép ta thấy: 

- Khung ba khớp ABCD là hệ khung chính của khung DEF 
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- Khung DEF là khung phụ của ABCD và là khung chính của dầm FGH. 

- Dầm FGH là dầm phụ của khung DEF. 
+ Căn cứ vào tính chất chịu lực của hệ chính và hệ phụ đã nêu trong 2.1.2, đưa hệ 

ghép về sơ đồ tính tách biệt từng hệ riêng biệt như trên hình 2.32b. 
+ Thực hiện tính toán theo thứ tự: tính hệ phụ trước rồi chuyển sang tính hệ chính. 

Đối với hệ trên         
hình 2.32. trước hết cần tính 
hệ phụ FGH chịu tác dụng 
của các lực P2, P3; cách xác 
định phản lực VF, HF như đã 
biết ở các phần trên. Tiếp đó 
xét hệ EDF, ngoài tải trọng 
tác dụng lên hệ đó (tải trọng 
phân bố q) còn phải kể đến 
lực truyền từ hệ phụ FHG 
xuống. Những áp lực này có 
giá trị bằng VF và HF đã biết 
nhưng chiều ngược lại. Thực 
hiện tính toán hệ DEF với 
các lực đã biết và xác định 
được các phản lực VD, HD tại 
khớp D. Sau cùng tính hệ 
chính ACBD chịu tải trọng 
tác dụng lên hệ đó (lực P1) 
và các áp lực đặt tại D truyền 
từ DEF xuống. Những áp lực 
này có giá trị bằng VD và HD 
như đã biết nhưng với chiều 
ngược lại. 

b) 

P = 40kN

q = 10kN/m 20kN
20kN

20kN

a) 

3m

C A
P = 40kN q = 10kN/m 

3m 2m 8m 

B 

c) 

d) 

- 
+

-

-
+

- 
+

-
+

60
40 80 
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20

45
35 

60

40 60 

20

20

45
35 

Hình 2.33

M
(kNm)

Q
(kN) 

P = 40kN q = 10kN/m 

Ví dụ 2-11: Vẽ biểu đồ 
nội lực trong hệ dầm ghép 
cho trên hình 2.33. 

Các kết quả tính toán 
được trình bày trên          
hình 2.33b,c. 

3m 3m 8m 

75

Hình 2.34

M
(kNm)

80 
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Chú thích: So sánh biểu đồ mô men uốn trên hình 2.33d của dầm ghép hai nhịp với 
biểu đồ mô men uốn trên hình 2.34 của hai dầm đơn giản có cùng nhịp chịu tải trọng tương 
đương, ta thấy mô men uốn lớn nhất trong dầm ghép là 60kNm, còn mô men uốn lớn nhất 
trong dầm đơn giản là 80kNm. Điều đó cho ta thấy dùng dầm ghép có thể tiết kiệm vật liệu 
hơn so với dùng dầm đơn giản có cùng nhịp và tải trọng. 

2.7. TÍNH HỆ CÓ HỆ THỐNG TRUYỀN LỰC CHỊU TẢI TRỌNG BẤT ĐỘNG 

Nhiệm vụ chủ yếu khi tính hệ có hệ thống truyền lực chịu tải trọng bất động là xác 
định nội lực (hoặc vẽ các biểu đồ nội lực) trong kết cấu chịu lực chính. Để vẽ được biểu đồ 
nội lực trong kết cấu chịu lực chính (thường là các dầm dọc chính) ta phải truyền tải trọng 
từ các dầm dọc phụ xuống dầm dọc chính. 

Xét hệ có hệ thống truyền lực như  hình 2.35a. Ta thấy các dầm dọc phụ làm việc như 
các dầm đơn giản kê trên các gối tựa hay các mắt truyền lực. Dưới tác dụng của tải trọng, 
trong dầm dọc phụ sẽ phát sinh phản lực và nội lực. 

1 

Hình 2.35

1 

2m 2m 1m

10 

4m 3m

2 

a) 

b) 

c) 

2kN 5kN/m 8kNm 

2kN 5kN/m 8kNm 

10 
11 12 2 1 

2 

 

 

 

 

 

 

 

 

Để tính kết cấu chính, ta thay thế tác dụng của tải trọng trên dầm dọc phụ bằng những 
áp lực của nó xuống kết cấu chịu lực chính tại vị trí phản lực của dầm dọc phụ nhưng 
ngược chiều. Sơ đồ truyền tải trọng từ dầm dọc phụ xuống kết cấu chịu lực chính như trên 
hình 2.35b,c. Ta thấy các lực tác động trên kết cấu chính của hệ có hệ thống truyền lực là 
các lực tập trung có vị trí đặt cố định tại các mắt truyền lực.  

Ví dụ 2-12: Vẽ biểu đồ nội lực cho dầm trên hình 2.36a.  

Giải: Thứ tự tiến hành: 

1. Phân tích sơ đồ cấu tạo và truyền lực như hình 2.36b. 

2. Vẽ biểu đồ nội lực:Biểu đồ lực cắt trên hình 2.36c. Biển đồ mô men trên hình 2.36d. 
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BÀI TẬP CHƯƠNG 3 

1. Vẽ biểu đồ nội lực các kết cấu cho trên hình 2.37 đến hình 2.40. Dựa vào biểu đồ 
nội lực, cho biết giá trị nội lực tại các tiết diện K1, K2, K3. 

2. Vẽ biểu đồ nội lực cho các khung hình 2.41 đến hình 2.46. 

3. Tìm vị trí khớp C và D để sao cho mô men uốn tại tiết diện trên hai gối tựa trung 
gian bằng nhau và bằng ME (Hình 2.47). 

4. Tính phản lực và nội lực tại tiết diện K của vòm ba khớp cho trên các hình 2.48 đến 
hình 2.50. 

5. Tính nội lực cho các thanh đánh dấu của dàn cho trên các hình 2.51 đến hình 2.58. 

6. Vẽ giản đồ Mắc xoen - Crêmôna cho các dàn trên hình 2.51, hình 2.56 và hình 2.58 
và xác định nội lực trong các thanh có đánh dấu. 

7. Vẽ biểu đồ nội lực cho hệ liên hợp tĩnh định trên hình 2.59. 
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CHƯƠNG 3 
CÁCH XÁC ĐỊNH PHẢN LỰC, NỘI LỰC TRONG HỆ 

THANH PHẲNG TĨNH ĐỊNH CHỊU TẢI TRỌNG DI ĐỘNG 

3.1. KHÁI NIỆM VỀ TẢI TRỌNG DI ĐỘNG VÀ ĐƯỜNG ẢNH HƯỞNG 

3.1.1. Khái niệm về tải trọng di động 
Tải trọng tác dụng vào công trình, ngoài tải trọng có vị trí cố định (hay bất động), còn 

có tải trọng có vị trí thay đổi, mà ta gọi là tải trọng di động như đoàn xe lửa, đoàn ô tô, 
đoàn người đi trên cầu v.v… 

Dưới tác dụng của tải trọng di động, mọi đại lượng nghiên cứu (như phản lực, nội lực, 
chuyển vị v.v…) đều thay đổi theo vị trí của tải trọng. Do đó, khi tính toán công trình chịu 
tải trọng di động ta phải giải quyết hai vấn đề cơ bản sau: 

+ Xác định vị trí của đoàn tải trọng di động, mà khi đoàn tải trọng di động tới vị trí đó, 
thì đại lượng nghiên cứu có giá trị lớn nhất. Vị trí như vậy gọi là vị trí bất lợi nhất của đoàn 
tải trọng di động đối với đại lượng nghiên cứu. 

+ Xác định giá trị của đại lượng nghiên cứu (phản lực, nội lực, chuyển vị v.v…) khi 
biết vị trí của hệ lực di động. 

Trong tính toán ta giả thiết rằng đoàn tải trọng di động trên công trình chậm đến mức  
có thể coi là tác dụng tĩnh. Ta chỉ xét tải trọng di động có vị trí thay đổi nhưng hướng và trị 
số không đổi, khoảng cách giữa các tải trọng trong đoàn tải trọng di động là không thay 
đổi. 

Có nhiều phương pháp để giải quyết hai vấn đề trên, song với các trường hợp có thể 
áp dụng được nguyên lý cộng tác dụng thì phương pháp đường ảnh hưởng là đơn giản hơn 
cả. 

Nội dung cơ bản của phương pháp đường ảnh hưởng là: để tính một đại lượng nghiên 
cứu nào đó do nhiều lực tác dụng gây ra (cố định hay di động), trước hết ta tính đại lượng 
đó do một lực bằng đơn vị gây ra, rồi áp dụng nguyên lý cộng tác dụng. 

3.1.2. Định nghĩa đường ảnh hưởng: Đường ảnh hưởng của đại lượng nghiên 
cứu S xuất hiện tại một vị trí K xác định trên công trình (viết tắt là đahSK, ví dụ như phản 
lực liên kết, nội lực, chuyển vị tại một tiết diện K nào đó) là đồ thị biểu diễn luật biến thiên 
của SK do một lực tập trung bằng đơn vị có phương và chiều không đổi di động trên công 
trình gây ra. 

3.1.3. Nguyên tắc chung để vẽ đường ảnh hưởng: 
Từ định nghĩa trên, khi vẽ đường ảnh hưởng của đại lượng SK ta thực hiện theo thứ tự 

sau: 
1. Lập hệ trục tọa độ rồi cho lực P = 1 di động tới vị trí có tọa độ z nào đó. 
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2. Coi lực P = 1 đặt cố định tại tọa độ z, tính SK là hàm của tọa độ z: SK = SK(z). 
3. Cho z biến thiên (tức là P = 1 di động trên công trình), vẽ đồ thị của hàm SK= SK(z), 

ta được đahSK cần tìm. 
Khi vẽ đường ảnh hưởng ta quy ước: 
  - Chọn đường chuẩn vuông góc với phương của lực di động (hoặc song song với 

trục của thanh) 
  - Dựng các tung độ vuông góc với đường chuẩn 
  - Đánh dấu vào đường ảnh hưởng 
Chú ý: Nếu đại lượng nghiên cứu SK không phải là một hàm duy nhất liên tục theo 

tọa độ z trên toàn bộ công trình, thì đahSK bao gồm nhiều đoạn với các quy luật biến thiên 
khác nhau, ta cần phải xác định được các quy luật trong từng đoạn tương ứng với vị trí của 
lực P = 1 khi di động. 

3.1.4. Phân biệt đường ảnh hưởng với biểu đồ nội lực 

Xét đahMK và biểu đồ nội lực mô men uốn của dầm đơn giản cho trên hình 3.1. 

+ đahMK do lực P = 1 di động gây ra còn biểu đồ mô men uốn M do toàn bộ tải trọng 
tác dụng tĩnh trên dầm gây ra. 

+ Xét tung độ tại tiết diện I ta có: yI là giá trị mô men tại tiết diện K do P = 1 đặt tại 
tiết diện I (P = 1 di động đến vị trí I) gây ra, và mọi tung độ trên đahMK đều cho giá trị mô 
men uốn tại tiết diện K, các tung độ khác nhau tương ứng với các vị trí khác nhau của lực 
P = 1. Còn MI là giá trị mô men tại tiết diện I do toàn bộ tải tác dụng tĩnh lên dầm gây ra 
và, mỗi tung độ của biểu đồ nội lực cho ta giá trị nội lực tại mặt cắt tương ứng. 

 
P

+ a 

đahMK 
yI

K 

P=1 

a l-a 

z 

z I  z

 

 

 

 

 

+ Thứ nguyên của tung độ đường ảnh hưởng: Khi vẽ đahSK ta thiết lập phương trình 
đahSK theo tải trọng tập trung P = 1 là một lực không thứ nguyên. Thực tế tải trọng là đại 
lượng có thứ nguyên, do đó ta có: 

   Thứ nguyên của tung độ đahSK = 
lùccña  nnguyª Thø

S l−îng ¹iđcña  nnguyª Thø  

Như vậy, đường ảnh hưởng của phản lực lực, của lực cắt và lực dọc là hư số; còn của 
phản lực mô men và mômen uốn là chiều dài. 

MI 

K

a l-a 

 

Hình 3.1 
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MK
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yK 
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3.2. ĐƯỜNG ẢNH HƯỞNG PHẢN LỰC VÀ NỘI LỰC TRONG  

MỘT SỐ KẾT CẤU THƯỜNG GẶP 

3.2.1. Đường ảnh hưởng trong dầm đơn giản 

Ở đây ta áp dụng nguyên tắc chung đã trình bày ở trên để vẽ các đường ảnh hưởng 
trong dầm đơn giản, các kết quả này sẽ được sử dụng để vẽ nhanh các đường ảnh hưởng 
trong một số kết cấu phức tạp hơn như: hệ dầm ghép, hệ có hệ thống truyền lực... 

1. Đường ảnh hưởng phản lực 
Xét dầm có đầu thừa như hình 3.2a. Gốc tọa độ chọn tại gối tựa A, lực P = 1 đặt cách 

gối một khoảng là z. Khi  P = 1 đặt trên dầm thì hoành độ z của lực biến thiên trong 
khoảng (-l1 ≤ z ≤ l + l2). 

Dùng các phương trình cân bằng tĩnh học ta xác định được hàm biểu diễn qui luật biến 
đổi của phản lực tại các gối tựa: 

  ΣMB = RA.l - 1.(l - z) = 0   ta có:  đahRA = 
l

l z−  

  ΣMA = RB.l - 1.z = 0   ta có: đahRB = 
l

z  

Các biểu thức trên chứng tỏ phản lực RA và RB là hàm bậc nhất theo biến số z. Khi z 
thay đổi trong khoảng (-l1, l + l2) thì đường ảnh hưởng RA và RB là đường thẳng xác định 
qua hai điểm: 

  Khi z = 0 ta có: RA = 1;  RB = 0; 
  Khi z = l  ta có: RA = 0; RB = 1; 
Các đường ảnh hưởng phản lực RA và RB vẽ trên hình 3.2b,c với quy ước dấu của 

phản lực hướng lên trên là dương. 

2. Đường ảnh hưởng nội lực tại một tiết diện bất kỳ trên dầm 
Khi P = 1 vuông góc với trục dầm, nội lực trong dầm chỉ có mômen uốn và lực cắt. 
Tùy thuộc mặt cắt K nằm ở giữa hai gối tựa hay ở đầu thừa mà cách vẽ nhanh và dạng 

đường ảnh hưởng có khác nhau. Mặt khác, khi P = 1 di động trên phần dầm bên trái và bên 
phải tiết diện K, nội lực tại tiết diện K biến đổi theo hai qui luật khác nhau. Bởi vậy, để vẽ 
được các đường ảnh hưởng nội lực ta phải phân biệt xác định hai hàm số đó. 

a) Tiết diện trong nhịp: 
Ta vẽ đahMK và đahQK tại tiết diện K nằm trong khoảng giữa hai gối tựa (trong nhịp 

của dầm). 

+ Khi P = 1 di động bên trái tiết diện K tức là -l1 ≤ z ≤ a, ta xét cân bằng của phần 
dầm bên phải tiết diện K (vì có ít lực hơn), kết quả: 

  đahMK = 
l

z (l - a);   đahQK = -
l

z  
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Trên Hình 3.2d,e ta vẽ 
hai đường thẳng biểu thị hai 
phương trình trên ứng với vị 
trí của P = 1 di động bên trái 
tiết diện K, gọi là những 
đường trái. Mỗi đường thẳng 
đó xác định bằng hai điểm: đahRA

1
+

b) - 

Hình 3.2

+ i)
1 đahQn 

g) 1 
đahQm -

1 đahRBc) -
+ 

1 

+a 
đahMK

đường phải 

đường trái 

- - 

d)
A’ 

A” 

B’ 

K'

L 

M 

A’ 

P 1 

1 

+ đahQK
đường trái đường phải 

- 
+e)

Q

R 

S 

A” 

B” 

B’ 
-

-f)
c đ.trái 

đahMm

h)
b 
đahMn - đ.phải 

a)

K

P=1 

a
l

RA RB 

z 

l1

c b 
l2 

n m B  A

  Khi z = 0   
ta có: MK = 0; QK = 0 

  Khi z = l 

ta có: MK = l-a; QK = -1 

+ Khi P = 1 di động trên 
phần bên phải tiết diện K tức 
là a ≤ z ≤ l + l2. Xét sự cân 
bằng của phần dầm bên trái 
tiết diện K, kết quả: 

  đahMK = 
l

l z− .a; 

 đahQK =
l

l z−  

Trên hình 3.2d,e ta vẽ hai 
đường thẳng biểu thị hai 
phương trình trên ứng với vị 
trí của tải trọng P = 1 di động 
bên phải tiết diện K, gọi là 
những đường phải. Mỗi 
đường thẳng đó xác định bằng 
hai điểm: 

  Khi z = 0  ta có  MK = +a; QK = +1 

  Khi z = l  ta có MK = 0; QK = 0 
Hình 3.2d,e lần lượt là đahMK và đahQK cần tìm. 

Nhận xét: 
1) Từ đahMK ta thấy đường trái và đường phải giao nhau tại điểm K’ ứng dưới tiết 

diện K và đường kéo dài của đường phải cắt đường dóng thẳng đứng ứng dưới gối tựa A 
tại điểm A” với tung độ A’A” = a là khoảng cách từ gối tựa A đến tiết diện K. 

Từ nhận xét trên ta suy ra cách vẽ thực hành đahMK của tiết diện bất kỳ trong nhịp: 
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- Đầu tiên vẽ đường phải bằng cách kẻ đường thẳng đi qua hai tung độ dưới gối tựa A 
có giá trị A’A” = a và bằng không tại gối tựa B, phần từ K tới hết dầm là đường phải.  

- Sau đó vẽ đường trái bằng cách nối tung độ tại K với tung độ bằng không tại gối tựa 
A, phần từ đầu dầm đến K là đường trái. 

2) Từ đahQK ta thấy đường trái và đường phải song song với nhau, đồng thời tại gối 
tựa đahQK có tung độ bằng không. 

Từ nhận xét ta suy ra cách vẽ thực hành đahQK cho tiết diện K bất kỳ trong nhịp như 
sau: 

- Trước tiên vẽ đường phải, là đường thẳng đi qua hai tung độ dưới gối tựa A có giá trị 
bằng -1 và bằng không tại gối tựa B, phần từ K tới hết dầm là đường phải. 

- Sau đó vẽ đường trái là đường thẳng đi qua điểm không tại gối tựa B và song song 
với đường phải, phần từ đầu dầm đến K là đường trái. 

b) Tiết diện ở đầu thừa 
Ví dụ vẽ đahMm và đahQm tại tiết diện m ở đầu thừa trái của dầm. 

+ Khi P = 1 di động ở phần trái 
tiết diện m, ta chọn gốc tọa độ tại tiết 
diện m, chiều trục z như trên hình 3.3 
và xét sự cần bằng phần dầm bên trái 
tiết diện m, ta có:   Hình 3.3 

P=1 z 

c
m

  đahMm = -1.z = -z  
 đahQm = -1.  với 0 ≤ z ≤ c 
Từ hai biểu thức trên ta có: 
  Khi z = 0   Mm = 0;  Qm = -1; 
  Khi z = c  Mm = -c;  Qm = -1; 
Trên hình 3.2f,g ta vẽ các đường trái của đahMm và đah Qm ứng với 0 ≤ z ≤ c. 

+ Khi P = 1 di động trên phần bên phải tiết diện m, nội lực tại mặt cắt m luôn bằng 
không nên đường ảnh hưởng trùng đường chuẩn. 

Cách vẽ đường ảnh hưởng tại tiết diện n ở đầu thừa bên phải của dầm cũng tương tự 
như khi vẽ cho tiết diện m. Kết quả như trên hình 3.2h,i, lúc này đahQn mang dấu dương. 

Nhận xét: 

1) Đường ảnh hưởng mô men uốn tại tiết diện K thuộc đầu thừa có dạng hình tam giác 
trong khoảng từ mút thừa đến tiết diện K và có dấu âm, tung độ lớn nhất tại mút thừa có 
giá trị bằng khoảng cách từ mút thừa đến tiết diện K. 
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2) Đường ảnh hưởng lực cắt tại tiết diện K thuộc đầu thừa có dạng hình chữ nhật với 
tung độ bằng +1 hoặc -1 phụ thuộc K ở đầu thừa phải hay trái. 

3) Đường ảnh hưởng nội lực trong dầm công son có dạng như đường ảnh hưởng nội 
lực tại tiết diện ở đầu thừa.  

3.2.2. Đường ảnh hưởng trong hệ dầm ghép tĩnh định 
Trên cơ sở phân tích hệ ghép thành hệ chính và hệ phụ (sơ đồ tầng), ta có tính chất 

quan trọng sau: 
Khi P = 1 di động trên hệ chính sẽ không gây ra phản lực và nội lực trên hệ phụ. 

Ngược lại, khi P = 1 di động trên hệ phụ sẽ gây ra phản lực và nội lực trong hệ phụ và cả 
trong các hệ chính của nó. 

Ta trình bày cách vẽ đường ảnh hưởng trong dầm ghép tĩnh định thông qua ví dụ vẽ   
đahRE của dầm tĩnh định nhiều nhịp cho trên hình 3.4a. 

 P = 1 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Dầm đã cho có sơ đồ tầng như trên     
hình 3.4b. Ta nhận thấy, khi P = 1 di động trên 
toàn dầm, sẽ có lúc nó di động trên dầm BC có 
chứa phản lực RE cần vẽ đường ảnh hưởng. 
Lúc này phần đah RE trong khoảng dầm BC vẽ 
được bằng cách tách riêng dầm BC ra mà 
không liên quan tới các dầm khác. Đây là dầm 
đơn giản có đầu thừa, cách vẽ các đường ảnh 
hưởng như đã trình bày ở 3.2.1, kết quả trên 
hình 3.4c. 

+ 
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Tiếp theo, cho P = 1 di động trên các dầm còn lại, xảy ra hai trường hợp: 

+ Nếu dầm kế tiếp là dầm chính của nó (dầm AB) theo tính chất đã nêu, lực P = 1 di 
động trên dầm này không gây ra đại lượng cần vẽ đường ảnh hưởng, nên đahRE trong 
khoảng dầm chính AB trùng với đường chuẩn (đoạn ab trên hình 3.4d). 

+ Nếu dầm kế tiếp là dầm phụ của dầm có chứa đại lượng cần vẽ đường ảnh hưởng 
(dầm CD), với hệ trục tọa độ chọn như hình 3.5.  

Ảnh hưởng của P = 1 được truyền từ hệ phụ vào hệ dầm chính thông qua phản lực 

khớp nối RC = 
l

l )z( − . Đó là lực tập trung nên RE = RC.yC = 
l

l )z( − .
2

3  

Phản lực RE biến thiên theo qui luật bậc nhất khi P = 1 di động từ C tới D. đahRE 
trong khoảng dầm phụ CD được vẽ trên hình 3.5. 

Ghép các hình lại trên một đường chuẩn, ta có đahRE trên hình 3.4d. 

Qua cách vẽ đahRE trên đây, ta rút ra cách vẽ nhanh đường ảnh hưởng phản lực và nội 
lực trong hệ dầm ghép tĩnh định như sau: 

1. Cho P = 1 di động trực tiếp trên dầm chứa đại lượng cần vẽ đahSK. Tiến hành vẽ 
đahSK trong dầm đơn giản như đã trình bày ở 3.2.1. 

2. Cho P = 1 di động trên các dầm kế tiếp với dầm chứa đại lượng cần vẽ đahSK: 

+ Nếu dầm kế tiếp là dầm chính, thì đahSK trùng với đường chuẩn. 

+ Nếu dầm kế tiếp là dầm phụ, thì đahSK là đoạn thẳng nối tung độ đã biết tại khớp 
nối với dầm chính và tung độ bằng không ứng dưới gối tựa còn lại của dầm phụ. 

Vận dụng điều này ta có thể vẽ nhanh đahMK1 và đahQK2 của dầm trên hình 3.4a như 
sau: 

Mặt cắt K1 thuộc dầm chính AB. Vẽ đahMK1 khi P = 1 di động trên dầm AB (đường 
gãy khúc aKb). Tiếp theo cho P = 1 di động trên dầm BC là dầm phụ của dầm AB nên 

đahMK1 là đoạn thẳng nối tung độ bằng 
2
d  đã biết tại khớp nối B và tung độ bằng không tại 

gối tựa E của dầm BC. Cuối cùng cho P = 1 di động trên dầm CD là dầm phụ của dầm BC 

nên đahMK1 trong đoạn dầm này là đoạn thẳng cd nối tung độ bằng 
4
d  tại khớp nối C và 

tung độ bằng không tại gối tựa D (hình 3.4e) 

Mặt cắt K2 thuộc dầm phụ CD. Tách riêng dầm CD ra, là dầm đơn giản, phần đahQK2 
trong đoạn dầm này là đường cmnd trên hình 3.4h. Các dầm kế tiếp dầm CD là dầm BC và 
AB đều là dầm chính nên đahQK2 trong các đoạn này đều trùng với đường chuẩn. 
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3.2.3. Đường ảnh hưởng trong dàn dầm 

3.2.3.1. Đường ảnh hưởng phản lực 

Ta nghiên cứu cách vẽ đường ảnh hưởng phản lực trong hệ dàn dầm thông qua ví dụ 
cho trên hình 3.6a. Cũng tương tự như trong dầm, ta xác định vị trí của tải trọng di động P 
= 1 theo tọa độ chạy z từ gối tựa trái, tiếp đó tìm phản lực RA và RB tương ứng với vị trí tải 
trọng đó, ta có: 

   ΣMB = RA.l - P(l - z) = 0  ΣMA = RB.l - Pz = 0 

Suy ra: đahRA = 
l

l z ;   đahRB = 
l

z  −

Vẽ đồ thị biến thiên của hai đại lượng trên theo z, ta sẽ được đahRA và đahRB như trên 
hình 3.6 và hình 3.6c. Những đường ảnh hưởng này có dạng giống như đường ảnh hưởng 
phản lực trong hệ dầm đã biết. 

3.2.3.2. Đường ảnh hưởng nội lực trong các thanh dàn 
Có thể sử dụng các phương pháp tính đã trình bày ở trên để vẽ đường ảnh hưởng nội 

lực trong các thanh dàn.  
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1) Dùng tách mắt 
Khi sử dụng phương pháp tách mắt để vẽ đahSK ta lần lượt xét các vị trí của lực P=1 

như sau: 
* Khi P = 1 đặt ngay tại mắt bị tách. 
* Khi P = 1 di động ngoài các đốt bị cắt 
* Khi P = 1 di động trên các đốt bị cắt. 
Để thấy rõ cách làm, ta xét một số ví dụ cụ thể đối với dàn trên hình 3.6a. 
+ Đường ảnh hưởng N1-2. Tách mắt 2 (Hình 3.7a) 
* Khi P = 1 đặt ngay tại mắt 2 (Hình 3.7a): 
Từ phương trình hình chiếu theo phương 1-2 ta có: 
   ΣY = N1-2 - 1 + RA = 0 
Suy ra   N1-2 = - RA + 1.  
Nhưng tại điểm này RA = + 1 nên N1-2 = 0 
Tung độ đahN1-2 tại điểm này bằng không (điểm b trên hình 3.6d). 

Khi P = 1 di động ở ngoài các đốt bị cắt 3-2 và 2-4. Mắt 2 chịu tác dụng của các lực 
như trên hình 3.7b. Từ phương trình hình chiếu: 

   ΣY = N1-2 + RA = 0 ta được N1-2 = -RA = -(l - z)/l. 
Đường biểu diễn của phương trình này là đường acd trên hình 3.6d. Phần thích dụng 

của đường này bao gồm điểm a là điểm ứng dưới mắt 3 và đoạn cd là đoạn ứng dưới các 
mắt 4 ÷10 vì phương trình này chỉ đúng khi lực P = 1 di động ở ngoài hai đốt 3 - 2 và 2 - 4. 

 a)
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RA 
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Hình 3.7 

 
 
 
 
 
 

* Khi P = 1 di động trên các đốt bị cắt 3-2 và 2-4. 

Theo nguyên tắc hệ có hệ thống truyền lực, đường ảnh hưởng trong những đoạn này là 
đoạn thẳng nối liền các tung độ đường ảnh hưởng ứng dưới các mắt. 

- Khi P = 1 di động trên đốt 3-2, đường ảnh hưởng tương ứng là đoạn ab. 

- Khi P = 1 di động trên đốt 2-4, đường ảnh hưởng tương ứng là đoạn bc. 

 Toàn bộ đahN1-2 là đường gẫy khúc abcd trên hình 3.6d. 

Hình 3.8
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5-6N  

N4-5 

y 
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+ Đường ảnh hưởng N5-6: Tách mắt 5 

* Khi P = 1 đặt tại mắt 5 (Hình 3.8a) 

Từ phương trình cân bằng:  ΣY = N5-6 - 1 =0,  ⇒ N5-6 = 1. 

Tung độ của đahN5-6 tại mắt này bằng +1 (điểm c trên hình 3.6e). 

* Khi P = 1 di động ở ngoài các đốt bị cắt 4-5 và 5-7 (Hình 3.8b). 

Từ phương trình hình chiếu:   ΣY = N5-6 = 0   ⇒  N5-6 = 0. 

Đường biểu diễn của phương trình này là đường thẳng trùng với đường chuẩn. Phần 
thích dụng của đường này bao gồm hai đoạn ab và de (Hình 3.6e). 

* Khi P = 1 di động trên các đốt 4-5 và 5-7. Theo nguyên tắc hệ có hệ thống truyền 
lực, đường ảnh hưởng trong những đoạn này là đoạn thẳng nối liền tung độ ứng dưới các 
mắt của mỗi đốt. 

- Khi P = 1 di động trên đốt 4-5, đường ảnh hưởng tương ứng là đoạn bc. 

- Khi P = 1 di động trên đốt 5-7, đường ảnh hưởng tương ứng là đoạn cd. 

Toàn bộ đahN5-6 là đường gãy khúc abcde trên hình 3.6e. 

+ Đường ảnh hưởng N9-10: Tách mắt 9 

Trong trường hợp này tải trọng truyền vào dàn qua đường biên dưới (đường xe chạy 
dưới) nên lực P = 1 không tác dụng tại mắt 9. Do đó, sau khi tách mắt 9, ta dễ dạng nhận 
thấy rằng N9-10 luôn luôn bằng không với bất kỳ vị trí nào của tải trọng trên đường biên 
dưới. Vậy đahN9-10 trùng với đường chuẩn (đường abd trên hình 3.6f). 

Nếu giả thiết tải trọng P = 1 di động trên đường biên trên 
(đường xe chạy trên) thì đahN9-10 sẽ có dạng khác đi. 

Hình 3.9 

9 

N9-10

α 

N2-3 

y 

P=1 

α 

* Khi P = 1 đặt tại mắt 9. Khảo sát sự cân bằng của mắt 9 
dưới tác dụng của các lực vẽ trên hình 3.9  ta có:   

   ΣY = N9-10.cosα + 1.cosα = 0   

Suy ra: N9-10 = -1 

Tung độ của đahN9-10 tại mắt 9 là đoạn cd trên hình 3.6f. 

* Khi P = 1 di động ngoài đốt 8-9 bị cắt. Tách mắt 9, ta thấy N9-10 = 0. Đường biểu 
diễn trùng với đường chuẩn. Phần thích dụng là đoạn ab. 

* Khi P = 1 di động trên đốt 8-9. Theo nguyên tắc hệ có hệ thống truyền lực, đường 
ảnh hưởng là đoạn bc. 

Vậy khi tải trọng di động trên đường biên trên, toàn bộ đahN9-10 là đường gãy khúc 
abcd (Hình 3.6f). 
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2) Dùng mặt cắt đơn giản 

Khi sử dụng cách làm này, cần phân biệt hai loại mặt cắt: 

* Mặt cắt ở trong nhịp, khi mặt cắt này chia dàn thành hai phần, mỗi phần đều có phản 
lực tựa. Ví dụ mặt cắt 1-1 trên hình 3.10a. 

* Mặt cắt ở đầu thừa, khi mặt cắt này chia dàn thành hai phần, trong đó một phần 
không có phản lực tựa. Ví dụ mặt cắt 3-3 trên hình 3.10a. 

 - Mặt cắt ở trong nhịp: Giả sử cần vẽ đường ảnh hưởng lực dọc trong các thanh  
1-2 và 1-4 khi đường xe chạy dưới. 

+ Đường ảnh hưởng N1-2. Thực hiện mặt cắt 1-1 qua thanh 1-2 và hai thanh khác là   
1-3 và 2-4. Để xác định N1-2 ta dùng phương trình cân bằng tổng mô men của các lực đối 
với điểm k là giao điểm của hai thanh 1-3 và 2-4. Gọi điểm k là tâm mô men. Xét ba 
trường hợp: 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

* Khi P = 1 di động ở bên trái mặt cắt: (-2d ≤ z ≤ +2d), khảo sát sự cân bằng của 
phần phải, ta có: 

  ΣMk = N1-2.2d + RB.2d = 0;  ⇒ N1-2 = - RB = - z/l = - z/6d (a) 
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Đó là phương trình của đường trái khi P di động ở phần bên trái mặt cắt. Phương trình 
này có dạng bậc nhất. Để vẽ đường trái, ta tìm giá trị ở hai điểm:  

  Khi z = 0    ta có  N1-2 = 0;  

  Khi z = l = 6d  ta có  N1-2 = -1. 
Phần thích dụng của đường trái vẽ bằng đường liền nét trên hình 3.10b. Phần này bắt 

đầu từ mút bên trái của dàn dưới mắt số 2 là mắt cuối cùng của phần bên trái mặt cắt khi 
đường xe chạy dưới (đoạn ab). 

* Khi P = 1 di động ở bên phải mặt cắt, tức là mắt 4 đến đầu mút bên phải của dàn 
(3d ≤ z ≤ 8d). Khảo sát sự cân bằng của phần trái, ta có: 

  ΣMk = N1-2.2d + RA4d = 0;    ⇒  N1-2 = -2RA = (6d - z)/3d (b) 
Đó là phương trình đường phải, có dạng bậc nhất. Để vẽ đường phải ta cần tìm hai giá 

trị:   khi z = 0  ta có N1-2 = -2;  

  khi z = l = 6d  ta có N1-2 = 0 
Phần thích dụng của đường phải bắt đầu từ mắt số 4 tức là mắt đầu tiên của phần bên 

phải khi đường xe chạy dưới cho đến hết đầu mút bên phải của dàn. Trên hình 3.10b ta vẽ 
đoạn này bằng đường liền nét cd. 

* Khi P = 1 di động trên đốt 2-4 bị cắt. 
Trong thực tế tải trọng không đặt vào các thanh của dàn mà thường đặt vào các mắt 

thông qua hệ thống truyền lực ở phía trên. Bởi vậy khi P = 1 di động trong khoảng này thì 
theo nguyên tắc của hệ có hệ thống truyền lực, đường ảnh hưởng là đoạn thẳng bc nối liền 
tung độ ứng dưới mắt 2 của đường trái và tung độ ứng dưới mắt 4 của đường phải. 

Hình 3.10b là đahN1-2 khi xe chạy trên đường biên dưới. 
Nhận xét: 
- Ta dễ dàng nghiệm thấy: đường trái và đường phải cắt nhau dưới tâm mô men k.  
Thật vậy, trong phương trình của đường trái và đường phải, cho z = 4d, ta đều tìm 

được N1-2 = 2/3. Điều đó chứng tỏ đường trái và đường phải cắt nhau ở dưới điểm k. 
- Nếu đường xe chạy ở đường biên trên thì dạng ảnh hưởng N1-2 sẽ khác đi. Lúc này 

phần thích dụng của đường trái là đoạn ae (Hình 3.10b) tức là bắt đầu từ đầu mút bên trái 
của dàn và kết thúc dưới mắt 3 là mắt cuối cùng của phần bên trái khi lực P = 1 di động ở 
đường biên trên. Phần thích dụng của đường phải bắt đầu từ mắt 1 cho tới đầu mút phải 
của dàn (đường fd). Đường nối là đoạn ef tương ứng dưới đốt 1-3. Toàn bộ đahN1-2 khi 
đường xe chạy ở biên trên là đường gãy khúc acfcd (Hình 3.10b). 

+ Đường ảnh hưởng N1-4. Thực hiện mặt cắt 2-2 qua thanh 1-4 và hai thanh song song 
1-0, 2-4. Để xác định N1-4 ta dùng phương trình cân bằng hình chiếu lên phương Y vuông 
góc với hai thanh song song nằm ngang. 

* Khi P = 1 di động ở bên trái mặt cắt 2-2 (-2d ≤ z ≤ +2d), khảo sát sự cân bằng của 
phần bên phải, ta có: 
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   ΣY = N1-4.cos45O + RB = 0,   ⇒ N1-4=- O
B

45cos
R = z

d6

2
−  (c) 

Đó là phương trình đường trái, có dạng bậc nhất. 
   Khi z = 0   ta có  N1-4 = 0;  

   Khi z = l = 6d  ta có  N1-2 = - 2  
Phần thích dụng của đường trái là đoạn ab trên hình 3.10c. 
* Khi P = 1 di động ở bên phải mặt cắt 2-2 (3d ≤ z ≤ 8d), khảo sát sự cân bằng của 

phần dàn bên trái, ta có: 

   ΣY = N1-4.cos45O + RB = 0,  ⇒  N1-4 = O
A

45cos
R =

d6

)zd6(2 −  (d) 

Đó là phương trình đường phải, có dạng bậc nhất. 

   Khi z = 0   ta có N1-4 = 2 ;  

   Khi z = l = 6d  ta có N1-2 = 0. 

Phần thích dụng của đường phải là đoạn cd trên hình 3.10c. 

* Khi P = 1 di động trên đốt bị cắt 2-4: áp dụng quy tắc của hệ có hệ thống truyền 
lực; ta có đường nối bc như trên hình 3.10c. đahN1-4 cho trên hình 3.10c. 

Nhật xét: Khi mặt cắt đi qua ba thanh trong đó có hai thanh song song, đường ảnh 
hưởng nội lực trong thanh không song song có đường trái và đường phải song song với 
nhau. Thật vậy, ta dễ dàng nhận thấy các phương trình của đường trái và đường phải có 
cùng một hệ số góc. 

 - Mặt cắt ở đầu thừa: Giả sử cần vẽ đường ảnh hưởng lực dọc trong thanh 5-6 khi 
đường xe chạy dưới. 

Thực hiện mặt cắt 3-3 qua thanh 5-6 và các thanh 6-7, 7-8. Mặt cắt này chia dàn thành 
hai phần, trong đó phần bên trái không có phản lực tựa. Với loại mặt cắt này ta chỉ nên 
khảo sát sự cân bằng của phần không có phản lực, dù tải trọng di động ở phần bên trái hoặc 
bên phải mặt cắt và làm như vậy thì số lực tham gia phương trình cân bằng sẽ ít nhất. 

* Khi P = 1 di động ở bên trái mặt cắt, tức là di động từ mút trái của dàn đến mắt 7. 
Nếu chọn gốc tọa độ tại gối A và chiều dương của trục z hướng về bên trái thì ta tìm được 
phương trình đah N5-6 trong khoảng  (d ≤ z ≤ 2d): 

   Σ  = N5-6.r - l(z - d) = 0;  ⇒ N5-6 = (z - d)/r. tr
7M

Đó là phương trình đường trái. 

   Khi z = 2d;  ta có  N5-6 = d/r;  

   Khi z = d,  ta có  N5-6 = 0. 
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Phần thích dụng của đường trái là đoạn ab (Hình 3.10d) ứng dưới đầu mút trái của dàn 
và mắt 7. 

* Khi P = 1 di động ở phần bên phải mặt cắt, tức là từ mắt 8 đến đầu mút bên phải 
của dàn. Lúc này trên phần bên trái chỉ có các nội lực N5-6, N7-6 và N7-8; phương trình cân 
bằng có dạng: 

   Σ  = N5-6.r = 0;   ⇒ N5-6 = 0 tr
7M

Đó là phương trình đường phải. Đường phải trùng với đường chuẩn. Phần thích dụng 
là đoạn cd (Hình 3.10d) ứng dưới mắt 8 và đầu mút phải của dàn. 

* Khi P = 1 di động trên đốt bị cắt (đốt 7-8), cũng tương tự như trên, theo nguyên tắc 
của hệ có hệ thống truyền lực, đường ảnh hưởng trong đoạn này là đoạn thẳng nối liền tung 
độ ứng dưới mắt 7 của đường trái và tung độ ứng dưới mắt 8 của đường phải. Trong trường 
hợp này đường nối là đoạn bc trùng với đường chuẩn. đahN5-6 cho trên hình 3.10d.  

Chú thích: 

1. Về nguyên tắc có thể dùng một trong hai phương pháp kể trên để vẽ đường ảnh 
hưởng lực dọc trong tất cả các thanh của dàn dầm tĩnh định. Trong những bài toán cụ thể, 
nên chọn phương pháp nào cho phép thiết lập được phương trình đường ảnh hưởng từ một 
phương trình cân bằng tĩnh học. 

2. Trường hợp không thể thiết lập được phương trình đường ảnh hưởng từ một 
phương trình cân bằng, có thể dùng phương pháp mặt cắt phối hợp hoặc vẽ trước một số 
đường ảnh hưởng có liên quan. Ví dụ muốn vẽ đahNk-d của dàn trên hình 3.14 ta cần vẽ 
trước đahNk-e bằng mặt cắt qua ba thanh d-e, k-e và g-f, sau đó dùng mặt cắt qua các thanh 
c-d, k-d, k-e và g-h để vẽ đahNk-d. 

3. Trong thực hành, khi gặp những dàn phức tạp, ta có thể vẽ đường ảnh hưởng bằng 
cách: cho P = 1 lần lượt đặt tại từng mắt, xác định lực dọc trong thanh cần vẽ đường ảnh 
hưởng, dưới mỗi mắt dóng một tung độ bằng giá trị lực dọc tương ứng với khi P = 1 đặt tại 
mắt đó, nối các tung độ lại với nhau bằng những đoạn thẳng (theo nguyên tắc hệ có hệ 
thống truyền lực) đường gãy khúc đó chính là đường ảnh hưởng cần tìm. 

3.2.4. Đường ảnh hưởng trong vòm ba khớp 

3.2.4.1. Đường ảnh hưởng phản lực 

Ở đây chỉ trình bày cách vẽ đường ảnh hưởng của các thành phần phản lực trong hệ ba 
khớp chịu tải trọng thẳng đứng P = 1 di động mà không trình bày cách vẽ đường ảnh 
hưởng của các phản lực toàn phần A và B vì lẽ các đường ảnh hưởng đó vừa khó khăn, vừa 
không cần thiết. 
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1) Đường ảnh hưởng của các thành 
phần phản lực VA

d và VB
d 

b)

1 +
đahVA

d

1 
c)

+ đahVB
d

C 
P= 1

VB
d 

β 
A

B f
Z 

a)

l1

z 

VA
d 

Z 
l2 

l 

đ.trái 
d)

+ đah H 
đ.phải 

f 
l1

f 
l2 

l.f 
l1l2 

e) +
đahVA

1 tg β 
l.f 
l1l2 

Hình 3.11 

f)
+ đahVB

1 tg β 
l.f
l1l2

Khi trên hệ ba khớp có tải trọng thẳng 
đứng P = 1 di động với vị trí được xác định 
bằng hoành độ z, ta tìm được biểu thức giải 
tích của đường ảnh hưởng  và  từ các 
điều kiện cân bằng: 

d
AV d

BV

  ΣMB = 0 ⇒  đahVA
d = (l - z)/l. 

 ΣMA = 0 ⇒  đahVB
d = z/l. 

Lần lượt cho hoành độ z hai giá trị khác 
nhau ta sẽ vẽ được đường ảnh hưởng các thành 
phần phản lực này như trên hình 3.11b,c. 

Ta thấy các đahVA
d và đahVB

d hoàn toàn 
giống như các đah phản lực trong dầm. 

2) Đường ảnh hưởng lực xô H 

Ta đã biết biểu thức giải tích của mô men 
uốn tại một tiết diện bất kỳ trong vòm khi chịu 
tải trọng thẳng đứng là: 

   Mk(z) = (z) - H.yk. d
kM

Áp dụng công thức này cho tiết diện ở khớp C của vòm, ta có:    

   MC =  - H.yc   (vì yc = f  nên H = /f) d
CM d

CM

Khi lực P = 1 di động trên vòm, tung độ f là hằng lượng còn đại lượng  và H biến 
đổi nên ta có thể viết 

d
CM

   đahH =
f

d
CđahM  

Như vậy, ta vẽ đường ảnh hưởng lực xô H bằng cách vẽ đường ảnh hưởng của mô 
men uốn trong dầm tương ứng tại vị trí khớp C, rồi chia cho hằng lượng f. Đường ảnh 
hưởng H vẽ trên hình 3.11d. 

3) Đường ảnh hưởng lực vòm Z 
Khi lực thẳng đứng P = 1 di động trên hệ ba khớp ta có đẳng thức: 
   H = Z.cosβ 

Do đó  đahZ = 
βcos

đahH  

Như vậy, ta vẽ được đường ảnh hưởng Z bằng cách lấy đường ảnh hưởng H chia cho 
hằng lượng cos β. 
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4) Đường ảnh hưởng của các thành phần phản lực đứng VA và VB 

Khi tải trọng thẳng đứng P = 1 ở bất kỳ vị trí nào trên hệ ba khớp ta có: 
   VA =  + H.tgβ;  VB =  - H.tgβ d

 

AV d
BV

Khi P = 1 di động, đại lượng tgβ không thay đổi, còn các đại lượng khác đều thay đổi 
cho nên ta có thể viết: 

   đahVA = đahVA
d + (đahH).tgβ 

   đahVB = đah VB
d - (đahH).tgβ 

Như vậy, để vẽ đường ảnh hưởng VA (hoặc VB) ta lấy đường ảnh hưởng  (hoặc 
đường ảnh hưởng ) cộng (hoặc trừ) với đường ảnh hưởng H đã nhân với tgβ. Các 
đahVA và đahVB vẽ trên hình 3.11e, f. 

d
AV

d
BV

3.2.4.2. Đường ảnh hưởng nội lực 
Cũng lý luận như trên, ta vẽ được các đường ảnh hưởng nội lực theo những công thức 

sau đây suy ra từ công thức (2-4). 
   đahMk = đahMk

d - (đahH).yk 
   đahQk = (đahQk

d).cosαk - (đahH).(sinαk - tgβ.cosαk) 
   đahNk = -(đahQk

d).sinαk - (đahH).(cosαk + tgβ.sinαk) 

1) Đường ảnh hưởng mô men uốn tại tiết diện k 
Từ công thức (2-4) ta có: 

   đahMk = đahMk
d - (đahH).yk 

Ta thấy: để vẽ đahMk trong hệ ba khớp 
(Hình 3.12a) ta cần lấy đahMk

d           
(Hình 3.12b) của dầm đơn giản tương ứng 
trừ đi đahH đã được nhân với hằng lượng 
yk (Hình 3.12c). 

Thực hiện phép trừ bằng cách đặt 
chồng hai đường ảnh hưởng đó lên nhau, 
phần gạch gạch trên hình 3.12d chính là kết 
quả cần tìm. Đem các tung độ kết quả đặt 
lên đường chuẩn ta có đahMk như trên   
hình 3.12e. 

Cách làm như vậy thường tốn khá 
nhiều thời gian cho nên ở đây ta đặt vấn đề 
tìm một cách vẽ thực hành nhanh chóng. Từ 
kết quả vẽ trên hình 3.12 ta có các nhận xét 
được dùng để làm cơ sở cho cách vẽ thực 
hành. 

B 
N

k 

M 

A 

C 

zk

đ.trái 

P= 1
l-u 

β 
A B 

Hình 3.12

f

Z 

a)

l1

u 

b)

c)

+

d)

e)

f)

đahMk
d

(đahH)yk

đahMk

đahMk

zk

Z 

l2 
l 

λyk

yk 

+

l.f 
l1l2 

a 

đ.phải f 
l2 

+zk -
yk 

-
+

zk

đ.nối 

a1

e 
d 

c 
b 

D 
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1) Phần ae của đahMk gọi là đường trái ứng với trường hợp P di động trên phần bên 
trái tiết diện k. Phần ec của đahMk gọi là đường phải ứng với trường hợp P di động trên 
phần bên phải tiết diện k, từ k đến khớp C. Phần còn lại của đahMk gọi là đường nối ứng 
với khi P di động trên phần CB. 

Ta nhận thấy nếu vẽ được đường phải thì sẽ tìm được toàn bộ đahMk, bởi vì đường 
trái ae bao giờ cũng đi qua điểm a có tung độ bằng không ứng dưới gối A và đi qua điểm e 
nằm trên đường phải ứng dưới tiết diện k; đường nối bao giờ cũng đi qua điểm b có tung 
độ bằng không ứng dưới gối B và đi qua điểm c nằm trên đường phải ứng dưới khớp C. 

Đường phải được xác định bằng hai điểm: điểm a1 với tung độ aa1 = zk và điểm không 
d nằm trên đường chuẩn. Điểm a1 tìm được dễ dàng, chỉ cần phải tìm điểm không d. 

2) Điểm không d của đường phải là điểm ứng dưới vị trí tải trọng P = 1 sao cho mô 
men uốn Mk = 0. Nó chính là điểm nằm trên đường chuẩn ứng dưới giao điểm D của 
đường Ak và đường BC. 

Thật vậy, khi P = 1 đặt tại điểm D thì phản lực B có phương BCD, còn phản lực A có 
phương AD đi qua trọng tâm của tiết diện k. Do đó, khi P = 1 đặt tại điểm D thì mô men 
uốn tại tiết diện k được xác định theo phản lực A đi qua k nên có giá trị bằng không. Như 
vậy điểm không d nằm trên đường chuẩn của đường phải là điểm ứng dưới giao điểm D 
của đường BC và đường Ak. 

Đó là điều phải chứng minh. 
Hai nhận xét trên cho phép ta suy ra cách vẽ thực hành đường ảnh hưởng mô men uốn 

tại một tiết diện k nằm ở phần bên trái vòm như sau: 
+ Xác định điểm không d của đường phải là điểm nằm trên đường chuẩn ứng dưới 

giao điểm của đường BC và đường Ak. 
+ Ứng dưới gối trái A, dựng đoạn aa1 = zk. Nối điểm a1 với điểm không d sẽ được 

đường phải ec (e là điểm nằm trên đường phải ứng dưới tiết diện k còn c là điểm nằm trên 
đường phải ứng dưới khớp C). 

+ Nối a với e, được đường trái ae. 
+ Nối c với điểm b nằm trên đường chuẩn ứng dưới gối B, được đường nối cân bằng. 
Đường gãy khúc aecb là đahMk cần tìm. 
Chú thích: 
+ Từ hình 3.12 ta thấy tam giác AND đồng dạng với tam giác AkM; tam giác BDN 

đồng dạng với tam giác BCL, ta tính được: 

   λ=
k

k

z
y u  và λ=

2

f
l

(l - u),  do đó:  λ = 
k

k

z
y u = 

2

f
l

(l - u) 

với u là khoảng cách theo phương nằm ngang từ gối tựa trái đến điểm không d. Suy ra:  

   u = 
f)z/y(

.f

kk2 +l

l  
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Dùng công thức này ta xác định được dễ dàng vị trí của điểm không d bằng giải tích. 

+ Trường hợp tiết diện k ở miếng cứng bên phải, nguyên tắc thực hiện cũng tương tự. 
Khi vẽ đah Mk cũng có thể quan sát hệ tự phía sau để chuyển tiết diện k về phần bên trái. 

2) Đường ảnh hưởng lực cắt tại tiết diện k 

Theo (2-4):  đahQk = (đahQk
d).cosαk - (đahH).(sinαk - tgβ.cosαk) 

Như vậy, để vẽ đahQk trong hệ ba khớp (Hình 3.13a) ta cần đem đahQk
d của dầm đơn 

giản tương ứng nhân với hằng lượng cosαk (Hình 3.13b) rồi trừ đi đahH đã được nhân với 
hằng lượng n = (sinαk - tgβ.cosαk), (Hình 3.13c). 

Quá trình thực hiện được trình bày trên hình 3.13. 

Từ hình 3.13 ta thấy đahQk gồm ba đoạn thẳng: đoạn ae ở bên trái tiết diện k, đoạn e1c 
ở bên phải tiết diện k và đoạn nối bc. Đọan thẳng e1c đi qua điểm a1 với aa1 = cosαk và qua 
điểm không d.  

Điểm không d chính là điểm ứng dưới vị trí của tải trọng  P = 1 di động từ k đến C để 
sao cho lực cắt Qk bằng không, nghĩa là sao cho hợp lực bên trái tiết diện k (phản lực A) 
song song với tiếp tuyến của trục vòm tại tiết diện k.  

Vị trí đó của tải trọng P = 1 chính là giao điểm của đường AD song song với tiếp 
tuyến  của trục vòm tại tiết diện k và đường BC đi qua hai khớp B và C. 

Do đó ta suy ra cách vẽ thực hành 
đahQk đối với tiết diện thuộc phần bên trái 
của vòm như sau: 

P= 1 l-t 

B 

N
k 

Q 

A 

C D 

ái 

+ Xác định điểm không d của đường 
phải là điểm ứng dưới giao điểm D của hai 
đường BC và AD. Đường AD là đường kẻ 
từ A song song với tiếp tuyến của trục vòm 
tại k. 

+ Ứng dưới gối trái A dựng tung độ  
aa1 = cosαk. Nối a1 với d sẽ được đoạn phải 
e1c của đahQk, đoạn này tương ứng với 
trường hợp P = 1 di động trên phần kC. 

+ Từ điểm a kẻ đường thẳng song song 
với a1d. đường dóng thẳng đứng kẻ từ tiết 
diện k cắt đường vừa vẽ tại điểm e. Đoạn ae 
là đường trái của đahQk. Ứng dưới tiết diện 
k, đahQk bao giờ cũng có bước nhảy bằng 
cosαk. 

đ.tr

β 

Hình 3.13 
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b)

c)

+

d)

e)

(đahQk
d)cosαk

(đahH).n 
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l2 

l 

a 
đ.phải cosαk 

αk 

λ

+

f 
l2 .n 
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+ Từ khớp C kẻ đường dóng thẳng đứng, đường này cắt đường phải tại c. Nối c với 
điểm b nằm trên đường chuẩn ứng dưới gối B, được đoạn nối cb. 

Đường aee1cb là đahQk. 

Chú thích: 

+ Cũng có thể xác định vị trí của điểm không d bằng công thức giải tích. Từ hình 3.13. 
ta có: 

  λ = t(tgαk - tgβ)    và     λ = )t(f

2

−l
l

     do đó  t(tgαk - tgβ) = )t(f

2

−l
l

 

   t = 
f)tgtg(

f

k2 +β−αl

l  

t là khoảng cách theo phương ngang từ điểm không d đến gối trái A của hệ ba khớp. 

+ Trường hợp tiết diện k ở phần miếng cứng bên phải, nguyên tắc thực hiện cũng 
tương tự. Khi vẽ đah Qk cũng có thể quan sát hệ từ phía sau để chuyển tiết diện k về phần 
miếng cứng bên trái song cần đổi dấu. 

3) Đường ảnh hưởng lực dọc tại tiết diện k 
Theo (2-4) 
   đahNk = -(đahQk

d).sinαk - (đahH).(cosαk + tgβ.sinαk) 

Như vậy, để vẽ đahNk ta cần đem đahQk của dầm đơn giản tương ứng nhân với hằng 
lượng -sinαk (Hình 3.14b) rồi cộng với đahH đã nhân với hằng lượng u, 

 với u = -(cosαk + tgβ.sinαk) (Hình 3.14c). 

Phép cộng này được thực hiện trên hình 3.14d. và được kết quả như trên hình 3.14e. 

Từ hình vẽ ta thấy đahNk gồm ba đoạn thẳng: đường trái ae, đường phải e1c, và đường 
nối cân bằng. 

Vị trí của đường phải được xác định bằng điểm a1 và điểm không I’. Để tìm điểm a1, 
từ điểm không a ứng dưới gối trái ta dựng tung độ aa1 = sinαk. Điểm I’ của đường phải là 
điểm nằm trên đường chuẩn ứng dưới giao điểm I của đường BC và đường AI kẻ từ A 
vuông góc với tiếp tuyến tại k của vòm. 

Thật vậy, điểm không I’ là điểm ứng dưới một vị trí của điểm đặt lực P = 1 khi lực 
này di động trên đoạn kC thì phản lực B có phương BC, lúc đó thực hiện mặt cắt qua tiết 
diện k ta sẽ thấy hợp lực bên trái tiết diện chỉ là phản lực A; chính phản lực này gây ra lực 
dọc Nk bằng thành phần chiếu của lực A lên phương tiếp tuyến với trục vòm tại tiết diện k. 

Muốn cho lực dọc Nk bằng không thì tải trọng   P = 1 ở trên đoạn vòm kC phải có vị 
trí sao cho phản lực A vuông góc với tiếp tuyến của trục vòm tại k, nghĩa là phải có 
phương AI. Vì hệ nằm trong trạng thái cân bằng nên ba lực   P = 1, A, B phải đồng quy, do 
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đó lực P = 1 có vị trí trên đoạn kC sao cho nó đi qua giao điểm I của phản lực B và phản 
lực A.  

 I 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Điểm đặt I của tải trọng P = 1 như trên hình vẽ có thể nằm ngoài phần kC. 

Nếu tưởng tượng điểm I được gắn với phần kC của hệ bằng thanh DE thì có thể xem 
như lực P = 1 trực tiếp tác dụng lên đoạn kC và giá trị của lực dọc Nk tương ứng tại tiết 
diện k sẽ phải bằng không. Lúc đó, ứng dưới điểm I sẽ là điểm không I’ của đường phải 
e1c. 

Từ nhận xét trên ta suy ra cách vẽ thực hành đahNk như sau: 

+ Xác định điểm không I’ của đường phải. Điểm này là điểm ứng dưới giao điểm I 
của đường BC và đường AI đi qua A vuông góc với tiếp tuyến của trục vòm tại k. 
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+ Từ a đặt tung độ aa1= sinαk, nối a1 với I’ sẽ được đường phải e1c của đahNk ứng với 
trường hợp P = 1 di động trên đoạn kC. 

+ Từ a kẻ đường trái ae song song với e1c. Dưới tiết diện k bao giờ đahNk cũng có 
bước nhảy bằng sinαk. 

+ Nối c với điểm b nằm trên đường chuẩn ứng dưới gối B, được đường nối cb. 

Đường gãy khúc aee1cb là đahNk của hệ ba khớp. 

Chú thích: 

+ Từ hình 3.9a. ta có 

λ = v(tgβ + cotgαk)     và     λ = )v(f
2

+l
l

    do đó   v(tgβ + cotgαk) = )v(f
2

+l
l

 

v là khoảng cách theo phương nằm ngang từ điểm không I’ đến gối trái A. 
Từ đó ta suy ra công thức giải tích để xác định vị trí điểm I’ như sau: 

   v = 
f)gcottg(

f
−α+βl

l

k2

 

+ Trường hợp tiết diện k ở phần miếng cứng bên phải, nguyên tắc thực hiện cũng 
tương tự. Khi vẽ đahNk cũng có thể quan sát hệ từ phía sau để chuyển tiết diện k về miếng 
cứng bên trái. 

3.2.5. Đường ảnh hưởng trong hệ có hệ thống truyền lực 

Với hệ có hệ thống truyền lực, P = 1 di động trên dầm phụ dọc, trong khi đại lượng 
cần vẽ đường ảnh hưởng lại thuộc kết cấu chịu lực chính. Nếu so sánh đahSK nào đó trong 
hai trường hợp: khi P = 1 di động trực tiếp trên kết cấu chịu lực (nơi chứa đại lượng cần vẽ 
đường ảnh hưởng, đường nét đứt trên hình 3.15c), và khi P = 1 di động trên dầm dọc phụ 
(đường nét liền); Ta thấy trong quá trình di động trên dầm dọc phụ, sẽ có những thời điểm 
lực P = 1 đến đặt đúng trên các mắt truyền lực.  

Ở những vị trí đó lực P = 1 đặt trên 
dầm dọc phụ hay trên kết cấu chịu lực 
chính là hoàn toàn như nhau, vì toàn bộ áp 
lực sẽ truyền qua mắt truyền lực xuống kết 
cấu chịu lực chính. Điều này có nghĩa là 
tung độ đahSK ứng dưới các mắt truyền lực 
trong hai trường hợp là như nhau (các tung 
độ yA, yB, yC... trên hình 3.15b), đại lượng 
cần vẽ đường ảnh hưởng SK biến thiên theo 
qui luật bậc nhất. Thật vậy, lực P = 1 truyền 
áp lực xuống kết cấu chịu lực qua hai phản 
lực tại các mắt truyền lực B và C theo hàm 
bậc nhất. Đại lượng SK tính được: 

P = 1 

Hình 3.15 
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b)
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(l-z)

l RC = 
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    SK = RB.yB + RC.yC = 
l

l )z( − .yB + 
l

l )z( − .yC. 

cũng là hàm bậc nhất. 

Qua phân tích ở trên, ta suy ra cách vẽ nhanh đường ảnh hưởng trong hệ có hệ thống 
truyền lực như sau: 

Trước hết vẽ đahSK với giả thiết P = 1 di động trực tiếp trên kết cấu chịu lực chính 
(không có mắt truyền lực), sau đó nối tung độ của đường ảnh hưởng vừa vẽ ứng dưới các 
mắt truyền lực bằng các đoạn thẳng trong phạm vi giữa hai mắt truyền lực, ta được đường 
ảnh hưởng cần vẽ. 

Chú ý: 

+ Ứng dưới các mắt truyền lực đặt vào đất, tung độ đường ảnh hưởng bằng không. 

+ Ứng dưới các mắt truyền lực mà đahSK có bước nhảy thì: nếu xét mặt cắt K bên trái 
ta lấy tung độ bên phải, và ngược lại, nếu xét mặt cắt K bên phải, ta lấy tung độ bên trái. 

3.3. CÁCH XÁC ĐỊNH CÁC ĐẠI LƯỢNG NGHIÊN CỨU DO TẢI TRỌNG 

GÂY RA BẰNG PHƯƠNG PHÁP ĐƯỜNG ẢNH HƯỞNG 

Trong mục này trình bày cách sử dụng đahSK để xác định giá trị của SK do hệ lực bất 
kỳ tác dụng trên công trình gây ra. Để trình bày được tổng quát ta giả thiết đường ảnh 
hưởng của đại lượng nghiên cứu SK là đường cong bất kỳ. Khi vẽ đahSK, cho P = 1 di động 
có phương cùng phương với hệ lực đã cho. 

3.3.1. Tải trọng tập trung 
P1

y1

đahSK 

yn yi
y2

đường 
chuẩn 

Pn P2 Pi Giả sử trên công trình có có hệ lực tập 
trung P1, P2, …Pn như trên hình 3.16. 

Tung độ yi là giá trị của đại lượng SK 
khi có một lực P = 1 đặt tại vị trí của Pi gây 
ra, vậy nên giá trị của đại lượng SK do Pi 
gây ra là = Pi.yi KPiS

Hình 3.16 

Theo nguyên lý cộng tác dụng thì: 

  SK = +  + …+  + …+  = P1.y1 + P2.y2 + …Pi.yi +…+ Pn.yn 1KPS
2KPS

iKPS
nKPS

Hay     SK = =     (3-1) ∑
=

n

1i
KPi

S ∑
=

n

1i
ii y.P

Như vậy giá trị của đại lượng SK do các lực tập trung gây ra bằng tổng đại số các tích số 
giữa giá trị của lực tập trung với tung độ đường ảnh hưởng tại các điểm đặt lực tương ứng. 
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+ Các lực Pi được coi là dương khi nó cùng chiều với lực P = 1 khi vẽ đường ảnh 
hưởng. 

+ Dấu của tung độ yi lấy theo dấu của đahSK. 

3.3.2. Tải trọng phân bố 
Giả sử công trình chịu tác dụng của tải trọng phân bố biến đổi theo quy luật q(z) như 

trên hình 3.17.  
Trước tiên ta xét ảnh hưởng của một phân tố tải trọng trên chiều dài dz (phần gạch 

chéo trên hình 3.17). Có thể xem phân tố tải trọng này như một lực tập trung dP = q(z)dz 
và hãy xác định giá trị của đại lượng dSK do lực dP gây ra theo (3-1): 

   dSK = dP.y(z) = q(z)dz.y(z) 

Do vậy giá trị của đại lượng SK do cả đoạn tải trọng phân bố gây ra là: 

   SKq = =  (3-2) ∫
b

a

z

z
KdS ∫

b

a

z

z

ds)z(y)z(q

Trường hợp tải trọng phân bố đều (q = const) ta có: 

   SKq = q  = q.Ω   ∫
b

a

z

z

ds)z(y

Khi có nhiều đoạn lực phân bố thì:  

  SKq =   (3-3) ∑
=

n

1i
Kqi

S =∑
=

Ω
n

1i
iiq

Hình 3.17 

Ωab 

đahSK
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y(z) 
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q(z)dz 

zb 

q(z) 
dz 

Trong đó  là diện tích của phần đahSK nằm dưới đoạn tải trọng phân bố đều qi. i

i

0z

Ω

Như vậy, giá trị của đại lượng SK do tải trọng phân bố đều gây ra bằng tích của cường 
độ tải trọng q với diện tích của phần đường ảnh hưởng nằm dưới đoạn tải trọng. 

+ Lực phân bố qi là dương nếu nó cùng chiều với chiều của lực P=1 dùng để vẽ đahSK. 

+ Dấu của diện tích Ω lấy theo dấu của đahSK. 

3.3.3. Mô men tập trung 

Giả sử trên công trình có mô men tập trung M 
tác dụng như hình 3.18. 

Thay thế mô men tập trung M đặt tại hoành độ z 
bằng một ngẫu lực gồm hai lực tập trung P có cánh 
tay đòn Δz, với Δz tiến tới 0. Theo (3-1) ta xác định 
được đại lượng SK do hai lực này gây ra là: 

   SK = [ ])z(y.P)zz(y.Plim −Δ+
→Δ

 
Hình 3.18 
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đahSK 
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Thay P = 
z

M
Δ

 ta có:   

   SKM = M
z

)z(y)zz(y
lim

0z Δ
−Δ+

→Δ
 = M.y’(z) 

Hay  SKM = M.tgα 
Khi có nhiều mômen tập trung tác dụng thì: 

   SKM = =   (3-4) ∑
=

n

1i
KMi

S ∑
=

α
n

1i
iitgM

Như vậy, ảnh hưởng của mô men tập trung đến đại lượng SK bằng giá trị của mô men 
tập trung nhân với giá trị đạo hàm của đường ảnh hưởng tại điểm đặt mô men hay nhân với 
tang của góc giữa tiếp tuyến của đường ảnh hưởng tại điểm đặt mô men với phương của 
đường chuẩn. 

+ Mô men tập trung Mi là dương khi có chiều quay thuận chiều kim đồng hồ. 
+ tgαi là dương khi đường ảnh hưởng đồng biến. 

Chú ý: 

đah S

Hình 3.19 

ytr 

P M

αtr yph αph

1) Trường hợp đường ảnh hưởng có bước nhảy tại nơi 
đặt lực tập trung, hoặc có mũi gãy tại nơi đặt mô men tập 
trung (Hình 3.19), lúc này ta phải tính hai giá trị của đại 
lượng SK tương ứng với tiết diện bên trái và bên phải của 
điểm đặt lực. 

  = P.yph   hoặc  = M.tgαph tr
KS tr

KS

  = P.ytr   hoặc   = M.tgαtr  (3-5) ph
KS ph

KS

2) Trường hợp có nhiều lực tác dụng trên 
cùng một đoạn thẳng nào đó của đahSK như trên 
hình 3.20, thì trong công thức (3-1) ta có thể thay 
thế các lực đó bằng hợp lực của chúng. 

Hình 3.20 

o 

z1 

đah SK

y1 

P1 R 

α 
y2 yo yi yn 

P2 Pi Pn 

z2 
zo 

zi 
zn 

Giả sử trên phần đường thẳng của đahSK có 
các lực P1, P2, …Pn tác dụng và hợp lực của 
chúng là R. 

Gọi α là góc hợp bởi đoạn thẳng này với 
đường chuẩn và khoảng cách từ các lực tập trung 
tới giao điểm 0 (xem hình vẽ) là z1, z2,…zn và của 
hợp lực là zo khi đó theo (3-1) ta có: 

   SK = P1y1 + P2y2 + …+ Pnyn = P1z1tgα + P2z2tgα + …+ Pnzntgα 
   SK = Σ(Pizi)tgα = R.zo.tgα = R.yo     (3-6) 

(Vì mô men của một hệ lực lấy đối với một điểm bằng mô men của hợp lực của chúng 
lấy đối với điểm đó), (3-6) là điều phải chứng minh. 
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Ví dụ 3-1: Tính giá trị mô men 
uốn và lực cắt tại tiết diện K của dầm 
cho trên hình 3.21a bằng phương 
pháp đường ảnh hưởng. 

0,25 
0,25 

0,75 
0,5 

1 

đahQKb)
1 

+
-

+

Hình 3.21

2 
đahMK

c)
- + 

1,5 

1,5 

1,0 

(m)

a)
20kN 

2m 

40kN 

60kNm 

10kN/m 

K 

2m 2m 4m 

đahQK và đahMK  do P = 1 di 
động vẽ được như trên hình 3.21b,c. 
Tại tiết diện K có mô men tập trung 
và lực tập trung nên cần phải xác định 
các giá trị của mô men uốn và lực cắt 
ứng với các tiết diện ở bên trái và bên 
phải điểm đặt mô men và lực tập 
trung. 

+ Nội lực tại tiết diện bên trái tiết 
diện K: 

    

   kNm35
2
4.1.105,1.40)5,1.(20

6
5,1.60Mtr

K =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛++−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=  (căng dưới) 

   kN5,37
2

4.5,0.1075,0.40)25,0.(20
6
75,0.60Qtr

K +=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=  

+ Nội lực tại tiết diện bên phải tiết diện K: 

   kNm95
2
4.1.10)5,1.(40)5,1.(20

2
5,1.60Mph

K =⎟
⎠⎝⎠⎝
⎞

⎜
⎛++−+⎟

⎞
⎜
⎛= (căng dưới) 

   kN5,24.5,0.10)25,0.(4025,0.2025,0.60Qph −=+−++⎟
⎞

⎜
⎛−=

22K
⎠⎝

 

Nếu dùng phương pháp mặt cắt ta cũng sẽ tính được các giá trị nội lực như trên. 

Ví dụ 3-2: Tính giá trị nội lực tại tiết diện K của dầm có mắt truyền lực chịu tải trọng 
cho như trên hình 3.22a bằng phương pháp đường ảnh hưởng. 

Giải: Thứ tự tiến hành: 

1. Phân tích sơ đồ tầng như hình 3.22b. 

2. Vẽ các đường ảnh hưởng nội lực tại K. Với đahQK, ta phải vẽ đahQK
tr và đahQK

ph 
vì tại K có mắt truyền lực đặt vào. 

Các đường ảnh hưởng nội lực trên hình 3.22c,d và e. 
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3. Tính các giá trị nội lực tại K: 

   = - 80.ph
KQ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

4
03/2  + 40.

3
1  - 20.

2
1 .4.

3
2  = - 

3
80  kN 

   = 20.tr
KQ

2
1 .(4.1) - 80. ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

4
13/2  + 40.

3
1  - 20.

2
1 . ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

3
2

.4 = + 
3

100  kN 

  MK = - 80. ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

4
03/4  - 40.

3
2  + 20.

2
1 .4.

3
4 = 

3
160  kNm. 

 

3.4. XÁC ĐỊNH VỊ TRÍ BẤT LỢI NHẤT CỦA ĐOÀN TẢI TRỌNG DI ĐỘNG  

BẰNG ĐƯỜNG ẢNH HƯỞNG 
Khi tính toán công trình dưới tác dụng của tải trọng di động, các đoàn tải trọng như: 

đoàn xe lửa, đoàn ô tô, đoàn người đi lại .v.v… khi di động phải tuân thủ những quy định 
cụ thể về tải trọng, khoảng cách.v.v.. Những đoàn tải trọng như vậy gọi là đoàn tải trọng 
tiêu chuẩn. Tùy theo mục đích sử dụng, mỗi công trình được tính toán với một đoàn tải 
trọng tiêu chuẩn nhất định. Vị trí của đoàn tải trọng di động được xác định theo tọa độ z 
của một trong số các tải trọng trong đoàn. Bởi vậy đại lượng nghiên cứu SK cũng biến đổi 
phụ thuộc vào tọa độ z, nghĩa là SK = f(z). 

K 
4m2m 2m 2m

40kN 20kN/m 20kN/m a) 

2m 2m 2m

b) 

+c) 

d) 

e) 
+ 

-
2 

1 

- 

- 
1 

3
2 

3 
2 

3 
2 

+

đahQK
ph 

đahQK
tr 

đahMK 
(m) 

Hình 3.22
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Như trên đã biết, vị trí bất lợi nhất (vị 
trí để tính) của đoàn tải trọng di động đối 
với SK là vị trí gây ảnh hưởng lớn nhất đến 
đại lượng nghiên cứu SK. Do đó việc tìm vị 
trí bất lợi nhất của đoàn tải trọng có liên 
quan đến việc tìm cực trị của hàm SK=f(z). 
Nói chung hàm SK = f(z) đạt cực trị nhiều 
lần ứng với một số vị trí nào đó của đoàn tải 
trọng. 

SK 

Trong số những cực trị đó có cực trị lớn nhất về trị số tương ứng với từng dấu của nó 
(đoạn EF và đoạn GH trên hình 3.23), ta ký hiệu là max  (hoặc min ). Vị trí của 

đoàn tải trọng ứng với vị trí có max  (hoặc minS ) là các vị trí bất lợi nhất của 
đoàn tải trọng đối với đại lượng SK. 

maxKS

minK

minKS

maxKS

Như vậy, đường lối chung để tìm vị trí  bất lợi nhất là lần lượt cho đoàn tải trọng di 
động tới mọi vị trí trên công trình, phát hiện hết các vị trí mà ở đó hàm SK = f(z) đạt cực trị 
(cho SKmax hay SKmin), so sánh các  (hoặc ) để tìm ra max  (hoặc 

min ), vị trí có max  (hoặc min ) là vị trí bất lợi nhất cần tìm. 
maxKS

minKS
minKS maxKS

minKS maxKS

Biểu hiện cực trị về mặt toán học như sau: 

+ Nếu hàm SK = f(z) liên lục và đạo hàm cấp một  = f’(z) cũng liên tục thì điều 

kiện cực trị xảy ra khi đạo hàm cấp một bằng không (  = f’(z) = 

'
KS

'
KS

dz
dSK = 0). Hàm SK sẽ đạt 

cực đại hay cực tiểu tùy theo đạo hàm cấp hai của nó âm hoặc dương. Trong thực hành ta ít 
gặp trường hợp này vì đạo hàm  = f’(z) thường không liên tục. '

KS

+ Nếu hàm SK = f(z) liên tục nhưng 
đạo hàm cấp một của nó không liên tục 
(Hình 3.24) thì khi tìm cực trị ta thường 
xét dấu của đạo hàm cấp một. Trên   
hình 3.24 tại các điểm có hoành độ z1, 
z3, z4 hàm SK đạt cực đại, còn lại các 
điểm có hoành độ z2, z5, z6 hoành độ SK 
đạt cực tiểu. 

Ta thấy, tại nơi SK đạt cực đại (gọi 
zi là hoành độ có cực đại), đạo hàm cấp 
một khi chuyển từ trái sang phải, phải 
thỏa mãn một trong các điều kiện sau: 

Hình 3.23 

SK=f(z) 

A 
C 

B 

H 

M 

m
in

S K
m

in
 

D 

zo I G 
E L 

m
ax

S K
m

ax
 

K 

F 

Hình 3.24 

SK 

z

S’ >0
1 

o

z1 
z2 

2 

3 4 

5 6 

S’ >0
S’ >0

S’ =0 

S’ =0

S’<0 
S’<0 

z3 

 K

K

K

K 
K 

K

z4 
z5 

z6 
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   Chuyển từ:  
dz

dSK    0   sang 
dz

dSK    0  (3-7) > 
> 

< 
= 

    (tại z = zi - dz)   (tại z = zi + dz) 
< = 

Tại nơi hàm đạt cực tiểu, đạo hàm cấp một phải: 

   Chuyển từ:  
dz

dSK    0   sang 
dz

dSK    0  (3-8) > 
> 

< 
= 

   (tại z = zi - dz)   (tại z = zi + dz) 
< = 

Vì tải trọng và đường ảnh hưởng có nhiều dạng khác nhau, nên không có một nguyên 
tắc chung cụ thể nào để tìm vị trí bất lợi. Dưới đây sẽ trình bày một trường hợp hay gặp 
trong thực tế. Đó là: trường hợp đoàn tải trọng tập trung di động trên đường ảnh hưởng 
dạng đa giác. 

Trong trường hợp này để phát hiện các vị trí cực trị của SK, ta dùng cách thử dần. Để 
giảm nhẹ khối lượng tính toán, ta dựa vào một số tính chất sau: 

1) Hàm SK chỉ có thể đạt cực trị khi có ít nhất một trong số các lực tập trung đặt vào 
một đỉnh nào đó của đahSK. 

Xét đahSK có dạng đa giác 
một dấu (Hình 3.25), ở đó Rj 
(j=1, 2…m) là hợp của các lực 
tác dụng trên đoạn thẳng thứ j 
của đường ảnh hưởng. Gọi các 
góc nghiêng của từng đoạn 
thẳng đường ảnh hưởng với 
đường chuẩn là α1, α2,…αm. 
Dưới tác dụng của các tải trọng 
P ta có thể xác định đại lượng 
SK theo công thức (3-6) 

Hình 3.25

đahSK
αm 

Rj Rm 

ym 

dz 

dyj=dz.tgαj 
b) αj 

αj 

a)

α1 

α2 

R1 R2 

+ yj y2 
y1 

  SK =  ∑
=

m

1j
jjyR

Giả sử cho đoàn tải trọng dịch sang phải một lượng vô cùng bé dz, thì SK sẽ thay đổi 
một lượng vi phân 

   dSK =    ∑
=

m

1j
jjdyR

mà dyj = dz.tgαj  (xem hình 2.12b) 

Nên   dSK =   hay ∑
=

α
m

1j
jj dztgR ∑

=

α=
m

1j
jj

K tgR
dz

dS    (3-9) 

(3-9) là biểu thức tính đạo hàm cấp một của SK dựa vào đahSK. Muốn SK đạt cực trị thì 
đạo hàm cấp một này phải đổi dấu. Điều này chỉ xảy ra khi Rj thay đổi (vì tgαj trong (3-9) 
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không đổi), muốn vậy, phải có ít nhất một trong số các tải trọng dịch chuyển từ đoạn thẳng 
này sang đoạn thẳng khác, nghĩa là phải vượt qua một đỉnh nào đó của đahSK. Đó là điều 
phải chứng minh. 

Kí hiệu tải trọng đặt ở đỉnh đahSK làm cho SK đạt cực trị (
dz

dSK  đổi dấu) là P*. Tính 

chất trên chỉ là điều kiện cần chứ không phải điều kiện đủ, vì không phải lực P nào đặt ở 
đỉnh đahSK cũng là P*. 

2) Nếu tải trọng P* đặt ở một đỉnh lồi của đường ảnh hưởng thì đại lượng SK sẽ có giá 
trị tuyệt đối cực đại, còn đi qua đỉnh lõm thì SK sẽ có giá trị tuyệt đối cực tiểu. 

Xét đahSK mang dấu dương và đoàn tải trọng dịch chuyển hướng sang phải như trên 
hình 3.26. 

Giả sử có một lực P* trùng với một đỉnh nào đó 
của đahSK. Theo (3-7) và (3-8) nếu: 

 

   0
dz

dS

dz

dS

dz

dS K

tr

K

ph

K <Δ=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛  

thì SK đạt cực đại, còn nếu 
dz

dSKΔ  > 0 thì SK đạt 

cực tiểu. Mặt khác theo (3-9), khi P* dịch chuyển từ 
bên trái sang bên phải đỉnh ta có: 

dz
dSKΔ = =P*.(tgαph- tgαtr) = P*.Δtgα. ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
α+α−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
α+α ∑∑

==

tr
m

1j
jj

ph
m

1j
jj tg*PtgRtg*PtgR

Rõ ràng là nếu đường ảnh hưởng mang dấu dương và đỉnh lồi thì Δ.tgα < 0  
(tgαph < tgαtr về trị đại số), còn khi đỉnh lõm thì Δ.tgα > 0 (tgαph > tgαtr về trị đại số). 

Vậy khi P* đặt ở đỉnh lồi 
dz

dSKΔ  = P*.tgα < 0; SK có giá trị cực đại. Còn khi P* đặt ở 

đỉnh lõm 
dz

dSKΔ  = P*.tgα > 0; SK có giá trị cực tiểu. Đó là điều cần chứng minh. 

Đối với đahSK mang dấu âm chứng minh cũng tương tự. 

Từ những tính chất trên rút ra kết luận: Vị trí bất lợi nhất của đoàn tải trọng tập trung 
di động trên đường ảnh hưởng có dạng đa giác một dấu chỉ có thể xảy ra khi có ít nhất 
một trong số các tải trọng đó đặt tại một đỉnh lồi nào đó của đường ảnh hưởng. 

Dựa vào kết luận này, ta có thể tìm vị trí bất lợi theo cách thử dần như sau: Lần lượt 
cho từng tải trọng tập trung đặt tại từng đỉnh  lồi của đường ảnh hưởng. Mỗi lần đặt thử 
như vậy cần tiến hành: 

+ Tính đạo hàm cấp một 
dz

dSK  theo công thức (3-9) trong hai trường hợp: Khi đoàn tải 

trọng ở bên trái và bên phải vị trí vừa giả thiết một đoạn dz. 

Hình 3.26 

đahSK

αph αtr 

Rtr R1 P* Rph Rm 

+
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+ Nếu trong hai lần tính, đào hàm 
dz

dSK đổi dấu, đại lượng SK đạt cực đại (nếu đahSK 

mang dấu dương), hoặc cực tiểu (nếu đahSK mang dấu âm).Tính  (hoặc ) theo 
công thức (3-1) 

maxKS minKS

Nếu đạo hàm cấp một 
dz

dSK  không đổi dấu, chứng tỏ lực P giả thiết đặt trên đỉnh lồi 

của đahSK không phải là P*, lúc này dịch đoàn tải trọng sang phía khác. Nếu tìm S  mà 

cả hai lần tính 

minK

dz
dSK  > 0 thì cho đoàn tải trọng dịch chuyển theo chiều chuyển động (sang 

phải); còn nếu cả hai lần tính 
dz

dSK  < 0 thì dịch đoàn tải trọng theo chiều ngược lại. Nếu 

tìm  thì làm ngược lại. minKS
+ So sánh các  (hoặc ) để tìm max  (hoặc min ), vị trí tương ứng 

của đoàn tải trọng là vị trí bất lợi nhất cần tìm. 
maxKS minKS maxKS minKS

Về nguyên tắc, nếu có n lực tập trung và m đỉnh lồi của đahSK, thì phải thử (n×m) lần 
như trên. Song thực tế có thể loại bớt một số lần thử, vì vị trí bất lợi thường xảy ra khi các 
tải trọng lớn nằm trên phần đường ảnh hưởng có tung độ lớn và càng nhiều tải trọng nằm 
trong phạm vi đường ảnh hưởng càng tốt. 

Chú ý: 
1) Trường hợp đahSK có bước nhảy, ta coi bước nhảy như một đoạn phụ có: 

   tgα = 
z
y

Δ
Δ = ± ∞ (vì Δz → 0);  

dấu (+) hay dấu (-) tùy thuộc vào Δy = yph - ytr 

dương hay âm. Ta thấy: 
+ Khi Δy > 0 (xem hình 3.27) đại lượng sẽ đạt giá trị cực 

đại nếu 
dz

dSK  ≤ 0 ứng với P* ở bên phải đỉnh lồi (bên phải 

bước nhảy) một đoạn dz (vì đạo hàm bên trái bằng +∞). 

+ Khi Δy < 0, thì SK đạt cực đại nếu 
dz

dSK  ≥ 0, ứng với P* giả thiết ở bên trái đỉnh lồi 

(bên trái bước nhảy). 

Hình 3.27 
đahSK

Δz 

α 

P* 

+ 

đỉnh lồi 

Δy>0 

2) Trường hợp đahSK có dạng đa giác hai dấu, lúc này ta phải tìm cả maxSKmax và 
minSKmin. Xét hai trường hợp: 

+ Nếu đoàn tải trọng có thể cắt rời được (chỉ khống chế khoảng cách tối thiểu giữa các 
tải trọng như đoàn ô tô…) thì tách chúng ra từng nhóm riêng biệt để bố trí chúng trên từng 
phần đường ảnh hưởng dương (nếu tìm SKmax) hoặc âm (nếu tìm SKmin), ta trở về trường 
hợp đahSK có một dấu. 

+ Nếu đoàn tải trọng không cắt rời ra được (đoàn xe lửa…), việc tính toán vẫn như khi 
đahSK có một dấu, nhưng phải kể tới ảnh hưởng của tải trọng đặt ở phần đường ảnh hưởng 
khác dấu. Các tải trọng này làm giảm giá trị đại lượng nghiên cứu. 

3) Trường hợp có tải trọng phân bố di động, ta phân chúng thành nhiều lực tập trung 
để tính gần đúng. 
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Ví dụ 3-3: Xác định vị trí bất lợi nhất của đoàn tải trọng di động đối với đại lượng SK 
có đường ảnh hưởng như trên hình 3.28a. 

1. Tính các tgαi với giả thiết tải trọng di động hướng sang phải. 
   tgα1 = 0,75;  tgα2 = 0,25;  tgα3 = -0,5; 
2. Tính số đỉnh lồi của đường ảnh hưởng: 
   Δtgα12 = tgα2 - tgα1 = 0,25 - 0,75 = -0,5 < 0  đỉnh lồi. 
   Δtgα23 = tgα3 - tgα2 = -0,5 - 0,25 = - 0,75 < 0 đỉnh lồi. 
3. Phát hiện các vị trí đặt lực ở 

đó 
dz

dSk đổi dấu. 

Hệ có 4 lực tập trung và hai đỉnh 
lồi, ta phải thử 4×2 = 8 vị trí đặt lực, 
nhưng do tìm SKmax nên ta chỉ cần giả 
thiết 4 vị trí để tính thử như           
hình 3.28b,c,d và e là đủ. 

Thử lần 1: Cho lực P1 đặt trên 
đỉnh lồi có tung độ bằng 4 (trên hình 
vẽ, lực giả thiết là P* được đánh thêm 
dấu ×) xem hình 3.28b. Xét hai 
trường hợp. 

+ Khi P1 ở bên trái đỉnh (P1 nằm 
trên đoạn 2) ta có: 

   
dz

dSK  = 30.0,75+ (50 + 30).0,25 = 42,5 > 0 Hình 3.28 

P3 P1 P2 

P4 P3 P1 P2 

P4 P3 1 P2 P

P4 P3 1 P2 P

a) 3m 3m 4m 

4m 4m 8m 

P4=50 P3=30 P1=30 P2=50 

đahSK 
α2 

α1 3 + 

α3 

4 3,75 
2,5 1

b)

c)

d)

e)

+ Khi P1 ở bên phải đỉnh (P1 nằm trên đoạn 3) ta có: 

   
dz

dSK  = 30.0,75+ 50.0,25 + 30.(-0,5) = 20 > 0 

Trong cả hai lần tính 
dz

dSK  đều dương, lực P1 đặt trên đỉnh này không phải là P*. Cho 

đoàn tải trọng dịch tiếp sang phải. 

Thử lần 2: Lúc này lực P2 trùng đỉnh có tung độ bằng 4, đồng thời lực P3 trùng đỉnh 
có tung độ bằng 3 (Hình 3.28c), ta có: 

+ Khi đoàn tải trọng nằm bên trái vị trí đang xét, tính: 

   
dz

dSK  = (50 + 30).0,75 + 50.0,25 + 30.(-0,5) = 57,5 > 0 

+ Khi đoàn tải trọng nằm bên phải vị trí đang xét, tính: 

   
dz

dSK  = 50.0,75 + 30.0,25 + (50 + 30).(-0,5) = 5 > 0 

Ở vị trí này đoàn tải trọng không cho SK đạt cực trị. Tiếp tục dịch sang phải, lực P4 sẽ 
gặp đỉnh có tung độ bằng 3. 

Thử lần 3: Cho P4 đặt ở đỉnh lồi có tung độ bằng 3 (Hình 3.28d) 
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+ Khi P4 ở bên trái đỉnh, tính: 

   
dz

dSK  = 50.0,75+ 30.0,25 + (50 + 30).(-0,5) = 5 > 0 

+ Khi P4 ở bên phải đỉnh, tính: 

   
dz

dSK  = (50 + 30).0,25 + (50 + 30).(-0,5) = -20 < 0 

Vậy theo điều kiện (3-7), lực P4 đặt ở đỉnh đang xét là P*. Đại lượng SK lúc này đạt 
cực đại. 

Thử lần 4: Tiếp tục dịch đoàn tải trọng sang phải, lực P3 đặt ở đỉnh có tung độ bằng 4 
(Hình 3.28e) 

+ Khi lực P3 ở bên trái đỉnh, tính: 

   
dz

dSK = (50 + 30).0,25 + (50 + 30).(-0,5) = -20 < 0 

+ Khi lực P3 ở bên phải đỉnh, tính: 

   
dz

dSK  = 50.0,25 + (50 + 30 + 50).(-0,5) = -42,5 < 0 

Ở vị trí này đoàn tải trọng không cho SK đạt cực trị. Cả hai lần tính 
dz

dSK  đều âm, nếu 

tiếp tục dịch đoàn tải trọng sang phải thì các đạo hàm 
dz

dSK  càng âm cho đến khi đoàn tải 

trọng ra khỏi đahSK. Như vậy trường hợp này, vị trí của đoàn tải trọng đặt trong lần thứ 3 
là duy nhất hàm SK đạt cực đại, đây là vị trí bất lợi nhất của đoàn tải trọng đối với đại 
lượng SK đang xét. 

4. Tính giá trị max  maxK

Từ vị trí bất lợi nhất (Hình 3.28d) ta xác định giá trị của đại lượng SK theo công thức (3-1). 
S .

  max  = 50.3 + 30.(3 +0,75.1) + 50.2,5 + 30.1 = 417,5 đơn vị của SK. maxKS

3.5. BIỂU ĐỒ BAO NỘI LỰC 
Khi thiết kế công trình dưới tác dụng đồng thời của cả tải trọng bất động và tải trọng 

di động, ta phải biết được giá trị nội lực lớn nhất và nhỏ nhất có thể xảy ra tại các tiết diện 
của công trình. 

Biểu đồ nội lực, mà mỗi tung độ của nó biểu thị giá trị nội lực lớn nhất (hoặc nhỏ 
nhất) có thể xảy ra tại tiết diện tương ứng, gọi là biểu đồ bao nội lực. 

Rõ ràng, công trình được thiết kế theo biểu đồ bao nội lực sẽ bền vững dưới tác dụng 
của tải trọng bất kỳ. 

Xét tung độ K của biểu đồ bao nội lực S nào đó (ký hiệu là ), theo nguyên lý cộng 
tác dụng, sẽ gồm giá trị của SK do tải trọng bất động gây ra (ký hiệu là ) là một số xác 
định không đổi, cộng với giá trị lớn nhất (hoặc nhỏ nhất) của SK do tải trọng di động gây ra 
(ký hiệu là max  và min SK

dd). Có thể biểu diễn dưới dạng toán học: 

b
KS

bd
KS

bd
KS

Một tung độ K của biểu đồ bao max và min. 
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    + max      + minS   (3-10) bd
K

b
maxKS = bd

KS bd
KS b

minKS = bd
KS

b
maxS b

minS
Còn cả biểu đồ bao max và min: 
   = Sbd + max Sdd   = Sbd + min Sdd  (3-11) 
Để xác định giá trị lớn nhất (hoặc nhỏ nhất) của SK do tải trọng di động gây ra ta sử 

dụng đah SK như đã trình bày. Khi vẽ biểu đồ bao nội lực, ta thường chia kết cấu ra làm 
nhiều đoạn, tính các tung độ biểu đồ bao tại các điểm chia, rồi nối các tung độ bằng các 
đoạn thẳng. 

Ví dụ 3-4: Vẽ biểu đồ bao nội lực mô men uốn của dầm trên hình 3.29 chịu tác dụng 
của trọng lượng bản thân q = 20kN/m (tải trọng cố định) và hệ lực di động P1, P2 (tải trọng 
tạm thời). 4m 

  q=20kN/m 70kN 30kN 
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Biểu đồ Mbd do q=20kN/m gây ra vẽ được trên hình 3.29b. 
Chia dầm làm sáu đoạn. Để xác định bảy giá trị max MK

dd và bảy giá trị min MK
dd ta 

phải vẽ bảy đường ảnh hưởng mômen cho bảy tiết diện tương ứng với giả thiết lực P = 1 di 
động có phương thẳng đứng và chiều hướng xuống. (Tất nhiên, hai tung độ biểu đồ bao ở 
hai đầu dầm là đã biết bằng không, nên chỉ còn lại năm tiết diện). 
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Trên hình 3.29c,d cho ta đahM1, và đahM2 (các tiết diện còn lại làm tương tự), và vị 
trí của tải trọng di động cho max  (vẽ nét liền), và cho min  (vẽ nét đứt). Ứng với 
hai tiết diện 1 và 2 ta có: 

dd
iM dd

iM

max = 70.2,25 + 30.1,25 = 195 kNm; min = 70.(-1) = - 70 kNm dd
1M
dd

dd
1M
ddmax = 30.1 + 70.3 = 240 kNm;  min = 70.(-2) = -140 kNm 2M 2M

Tung độ biểu đồ bao mô men tại tiết diện 1 và 2 tính theo công thức (3-10): 

  max = 230 + 195 = 425 kNm;   min = 230 - 70 = 160 kNm b
1M b

1M

  max = 280 + 240 = 520 kNm;   min = 280 - 140 = 140 kNm b
2M b

2M

Các tiết diện 3, 4, 5 làm tương tự. Cuối cùng ta vẽ được các biểu đồ bao mô men max 
(đường liền nét) và min (đường nét đứt) trên hình 3.29e. 

BÀI TẬP CHƯƠNG 3 

1. Vẽ đường ảnh hưởng mô men uốn, lực cắt, lực dọc cho tiết diện K của dầm cho trên   
hình 3.30 trong hai trường hợp: 

a) P = 1 di động có phương thẳng đứng từ A tới B. 
b) P = 1 di động có phương nằm ngang từ A tới B. 
2. Tính nội lực tại tiết diện K của dầm cho trên hình 3.31 bằng phương pháp đường 

ảnh hưởng khi P = 1 di động trên dầm CD. 
3. Dùng phương pháp đường ảnh hưởng xác định nội lực tại các tiết diện K1, K2, K3 

cho các dầm cho trên hình từ hình 2.37 đến hình 2.40 và hình 2.48. 
4. Tìm vị trí bất lợi nhất cho đoàn tải trọng tập trung di động trên đường ảnh hưởng có 

dạng đa giác cho trên hình 3.32 và hình 3.33.  
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CHƯƠNG 4 

CHUYỂN VỊ CỦA HỆ THANH 

Nghiên cứu cách xác định chuyển vị trong hệ thanh phẳng đàn hồi tuyến tính nhằm 
giải quyết hai mục đích sau: 

* Kiểm tra độ cứng của công trình. 

* Chuẩn bị cơ sở cho việc nghiên cứu hệ siêu tĩnh. 

Trong Sức bền vật liệu việc tính chuyển vị trong hệ đơn giản được xác định thông qua 
phương trình đường đàn hồi. Trong Cơ học kết cấu để đạt được hai mục đích trên ta chỉ 
cần xác định chuyển vị tại các vị trí xác định trên hệ kết cấu mà không cần tìm đường đàn 
hồi của hệ. 

4.1. KHÁI NIỆM 

4.1.1. Khái niệm về biến dạng và chuyển vị 

2' 
3' 

3 2 1 
P 

Hình 4.1 

đường biến dạng 

Xét dầm như hình vẽ. Khi chịu lực, trục dầm bị 
cong và có vị trí mới. Đường cong của trục dầm khi 
biến dạng gọi là đường biến dạng của trục dầm. 
Dưới đây chúng ta sẽ nêu ra khái niệm về biến dạng 
và chuyển vị. 

1. Biến dạng 

Sự thay đổi hình dạng hình học ban đầu của hệ gọi là biến dạng.  

Biến dạng của hệ là do kết quả biến dạng của các phân tố vô cùng bé trong các cấu 
kiện của hệ tạo thành, hay nói một cách khác đó là kết quả của sự thay đổi kích thước và 
hình dạng của các phân tố trong hệ. 

2. Chuyển vị 

Khi hệ bị biến thì vị trí các tiết diện trong hệ cũng bị thay đổi. Sự thay đổi vị trí của 
các tiết diện được gọi là chuyển vị. Nói một cách khác nội lực liên quan đến biến dạng của 
hệ  và chuyển vị là hệ quả của biến dạng. Như vậy một phân tố trong hệ có ba khả năng 
(Hình 4.1): 

+ Không chuyển vị nhưng có biến dạng (phân tố 1). Phân tố này ở sát ngàm nên 
không chuyển vị được nhưng vẫn có biến dạng do tại ngàm vẫn có nội lực. 

+ Có chuyển vị và có biến dạng (phân tố 2) 

+ Có chuyển vị nhưng không có biến dạng (phân tố 3). Phân tố này không bị biến 
dạng vì tại đó không có nội lực, nhưng vẫn có chuyển vị do hệ quả biến dạng của các phân 
tố khác. 
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Trong thực hành người ta thường dùng khái niệm chuyển vị của tiết diện thay cho 
chuyển vị của phân tố 

Xét khung trên hình 4.2, khi chịu tải đường biến 
dạng là đường nét đứt. Sau biến dạng, tại tiết diện K có 
các chuyển vị: 

∗ Chuyển vị thẳng theo phương x kí hiệu là Δx 

∗ Chuyển vị thẳng theo phương y kí hiệu là Δy 

∗ Chuyển vị góc xoay kí hiệu là ϕ 

Để cho tổng quát các thành phần chuyển vị trên 
được ký hiệu chung bằng chữ Δ kèm theo hai chỉ số  k 
và m (Δkm), trong đó: 

+  Chỉ số thứ nhất: “k” chỉ vị trí và phương của chuyển vị. 

+  Chỉ số thứ hai: “m” chỉ nguyên nhân gây ra chuyển vị. 

Ta gọi δkm là chuyển vị đơn vị để chỉ chuyển vị tại vị trí K, theo phương K do nguyên 
nhân m bằng đơn vị gây ra.  

4.1.2. Các giả thiết áp dụng và các phương pháp tính  

Khi tính toán chuyển vị của hệ thanh thẳng phẳng ta thừa nhận các giả thiết sau: 

  1. Vật liệu của hệ là đàn hồi tuyệt đối và tuân theo định luật Húc. 

  2. Các chuyển vị và biến dạng của hệ là rất nhỏ so với kích thước hình học ban đầu 
của chúng. 

Từ các giả thiết trên ta có thể áp dụng nguyên lý cộng tác dụng khi tính chuyển vị của 
hệ do nhiều nguyên nhân tác dụng đồng thời. 

Để xác định chuyển vị trong hệ thanh ta có thể đi theo một trong hai hướng sau: 

  * Xuất phát từ nguyên lý bảo toàn năng lượng. Xác định chuyển vị theo thế năng 
biến dạng đàn hồi. 

  * Xuất phát từ nguyên lý công khả dĩ của hệ đàn hồi. 

Cách xác định chuyển vị theo thế năng chỉ áp dụng được cho hệ chịu tác dụng của tải 
trọng, trong tính toán còn gặp nhiều bất tiện và chưa giải quyết được việc xác định chuyển 
vị trong những hệ chịu sự thay đổi nhiệt độ và chuyển vị gối tựa. Cách xác định chuyển vị 
theo nguyên lý công khả dĩ cho phép ta có thể thiết lập được công thức tính tổng quát để 
tính chuyển vị của hệ khi chịu nhiều nguyên nhân khác nhau. Ta chọn cách thứ hai.  

Δy 

P 

Hình 4.2 

Δx 

ϕ 

y 
x 

o 

K 

K’ 
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4.2. CÔNG KHẢ DĨ CỦA HỆ ĐÀN HỒI 

4.2.1. Định nghĩa công khả dĩ  
Công khả dĩ là công sinh ra bởi các lực thực hiện trên những chuyển vị và biến dạng 

vô cùng bé mà ta tưởng tượng ra, hoặc do một nguyên nhân bất kỳ nào đó gây ra. Chuyển 
vị và biến dạng vô cùng bé đó phải phù hợp với các điều kiện liên kết ngoại và nội của hệ, 
tức là thỏa mãn điều kiện động học và được gọi là chuyển vị khả dĩ và biến dạng khả dĩ. 

Để phân biệt sự khác nhau giữa công thực và 
công khả dĩ ta xét ví dụ sau:  

Δ12 

Hình 4.3 

P1 

Δl 

P

o

B C 

A D 
Δ11 

c) 

P1 

Δ11

P1 b) 

Δ11

Δ12

P2 

Hình 4.4 

P1 a) 

Δ11

b) 

Δ12

P2 

a) 

+ Dầm trên hình 4.3a chịu tác dụng của lực P1 
bị biến dạng theo đường đứt nét, tiết diện ở đầu thừa 
có chuyển vị Δ11 do chính lực P1 gây ra  gọi là 
chuyển vị thực. 

+ Sau đó ta tác dụng tiếp thêm lực P2 dầm bị 
biến dạng thêm như hình 4.3b. Tiết diện ở đầu thừa 
có thêm chuyển vị Δ12 theo phương của lực P1 
nhưng do lực P2 gây ra gọi là chuyển vị khả dĩ đối 
với lực P1. 

Xét mối quan hệ giữa lực (P) và chuyển vị (Δl) 
trên hình 4.3c ta thấy: 

+ Công thực T11 là công do lực P1 sinh ra trên 
chuyển vị thực Δ11, trong quá trình biến dạng lực P1 
tăng từ 0 đến P1 nên:   

  T11 = 
2
1 P1.Δ11  

(là diện tích hình tam giác OAB trên hình 4.3c). 
+ Công khả dĩ T12 là công do lực P1 sinh ra trên 

chuyển vị khả dĩ Δ12, trong quá trình biến dạng lực 
P1 không thay đổi nên:   

  T12 = P1.Δ12  

(là diện tích hình chữ nhật ABCD). 
Do chuyển vị Δ12 không phụ thuộc vào lực P1 nên trạng thái cân bằng biến dạng 

(TTCB - BD) của hệ do lực P2 tác dụng có thể tách riêng với TTCB - BD của hệ do lực P1 
tác dụng (Hình 4.4). 

♦ Trạng thái thứ nhất: Trạng thái lực do lực P1 tác dụng (Hình 4.4a), tổng quát ta gọi 
là trạng thái “k” do lực PK tác dụng (Hình 4.5a). 

♦ Trạng thái thứ hai: Trạng thái chuyển vị khả dĩ Δ12 do lực P2 tác dụng gây ra    
(Hình 4.4b), tổng quát ta gọi là trạng thái “m”(Hình 4.5b). 
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4.2.2. Nguyên lý công khả dĩ áp dụng cho hệ đàn hồi (S.D.Poisson 1833) 

Trong Cơ học lý thuyết ta đã biết nội dung nguyên lý công khả dĩ của Lagrange áp 
dụng cho hệ rắn tuyệt đối là:  

“Điều kiện cần và đủ để một hệ chất điểm (của vật rắn) cân bằng dưới tác dụng của 
các lực là tổng công khả dĩ của các lực trên những chuyển vị khả dĩ vô cùng bé tương ứng 
phải bằng không”. 

    Tkm = 0                                                            (4-1) 

Trong trường hợp hệ biến dạng đàn hồi thì ngoài công khả dĩ của các ngoại lực ta còn 
phải kể đến công khả dĩ của các nội lực trên những biến dạng khả dĩ. Nguyên lý được phát 
biểu như sau:  

“Điều kiện cần và đủ để một hệ đàn hồi cân bằng dưới tác dụng của các lực là tổng 
công khả dĩ của các ngoại lực Tkm trên các chuyển vị khả dĩ vô cùng bé tương ứng và công 
khả dĩ của các nội lực Vkm trên các biến dạng đàn hồi khả dĩ tương ứng phải bằng không”. 

    Tkm + Vkm = 0    Hay      Tkm = - Vkm   (4-2) 

4.2.3. Công khả dĩ của ngoại lực  

Khái niệm về công khả dĩ trình bày ở trên có thể mở rộng cho trường hợp hệ chịu tác 
dụng của nhiều lực như sau: 

 Xét một hệ đàn hồi cân bằng ở hai trạng thái “k” và “m” như hình 4.5. 

♦ Trạng thái “k” hệ chịu tác dụng của 
một nhóm lực gồm: Lực tập trung Pk; Mô men 
tập trung Mk và các phản lực tại các gối tựa 

 như hình 4.5a. j
kR

ds 

2 

Mk 

1 

R1k 

3 
a) Pk "k" 

R2k R3k 

Hình 4.5 

ϕkm 

Δkm Δm 

"m" b) qm 
2 1 3 

ds 
Δm 

o
2t  

o
1t  

1

♦ Trạng thái “m” hệ bị biến dạng do 
nhiều nguyên nhân tác dụng đồng thời nào đó: 
tải trọng; sự thay đổi nhiệt độ dọc theo thớ trên 

, thớ dưới ; chuyển vị cưỡng bức của gối 

tựa  (Hình 4.5b). 

o
1t

o
2t

i
mΔ

2

Công khả dĩ Tkm của các ngoại lực đặt tĩnh ở trạng thái “k” trên những chuyển vị khả 
dĩ tương ứng ở trạng thái “m” có thể áp dụng nguyên lý cộng tác dụng: 

   Tkm = Pk.Δkm + Mk.ϕkm -  - .0 -  1
kR . 1

mΔ
2
kR 3

kR . 3
mΔ

Có thể viết dưới dạng tổng quát như sau: 
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    Tkm =∑ +      (4-3) 
=

Δ
n

1i

i
km

i
k .P ∑

=

Δ
n

1j

j
m

j
k .R

Trong đó: 
   là lực tổng quát thứ i ở trạng thái “k”, trong đó lấy i từ 1 đến n lực. i

kP
   là chuyển vị khả dĩ tổng quát tương ứng với lực tổng quát thứ i do các nguyên 

nhân ở trạng thái “m” gây ra. 

i
kmΔ

   là phản lực tại liên kết tựa thứ j trong trạng thái “k”, trong đó lấy j từ 1 đến n 
liên kết. 

j
kR

   là chuyển vị của liên kết tựa thứ j trong trạng thái “m”. j
mΔ

Công của ngoại lực sẽ lấy dấu dương khi lực và chuyển vị cùng chiều, lấy dấu âm khi 
lực và chuyển vị ngược chiều. 

4.2.4. Công khả dĩ của nội lực  

Để tính công khả dĩ của nội lực Vkm cho toàn hệ trước hết ta tính công khả dĩ của một 
đoạn thanh có chiều dài ds nhỏ tùy ý (Hình 4.6). 

♦ Ở trạng thái “k” ta tách một phân tố có chiều dài ds. Trong trường hợp tổng quát 
của bài toán phẳng tại mặt cắt trái và phải của phân tố có các lực Mk, Nk, Qk tác dụng (bỏ 
qua các đại lượng vô cùng bé). Các lực này là nội lực của hệ ở trạng thái “k” nhưng lại là 
ngoại lực đối với phân tố đang xét trên hình 4.6a. 

♦ Ở trạng thái “m” tại vị trí tương ứng ta cũng tách một phân tố có chiều dài ds      
(Hình 4.6b). Ở trạng thái “m” này phân tố sẽ bị biến dạng do các nội lực Mm, Nm, Qm và sự 
thay đổi nhiệt độ trong thanh gây ra, gồm biến dạng góc Δdϕm, biến dạng dài Δdsm và biến 
dạng trượt Δ .  TB

mγ
b)a)  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Mm "m" 

ds 

Δdϕ 

c) 

Mm Nm 

ds+Δds 

Hình 4.6

d)

ds 

"m"
Nm 

ΔγTB
.

2

ds
ΔγTB 

e)

ds 

"m" Qm Qm 

Mk 
"k" 

ds 

Mk 

Nk 
Qk 

Qk Qm 

Nk 

Mm 

"m"

ds 

Mm 

Nm 
Nm 

o
2t  

o
1t

Qm 
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Theo nguyên lý cộng tác dụng ta có:  
∗ Biến dạng xoay:  Δdϕm = Δdϕ(Mm) + Δdϕ(to) 

∗ Biến dạng dọc:    Δdsm  = Δds(Nm) + Δds(to) 

∗ Biến dạng trượt:  Δ  = ΔγTB(Qm) + ΔγTB(to) TB
mγ

1. Biến dạng do các nội lực Mm, Nm, Qm 
∗ Do Mm tác dụng hai tiết diện ở hai đầu phân tố bị xoay tạo thành góc:  

    Δdϕ(Mm) = 
EJ

dsMds m=
ρ

  (Hình 4.6c). 

∗ Do Nm tác dụng hai tiết diện ở hai đầu phân tố bị dãn dài dọc trục một đoạn: 

    Δds(Nm) = 
EF

dsNm    (Hình 4.6d). 

∗ Do Qm tác dụng hai tiết diện ở hai đầu phân tố bị trượt một góc:  

    ΔγTB(Qm) = 
GF
Q

G
m

TB μ
=

τ   (Hình 4.6e). 

Trong đó: μ : Hệ số điều chỉnh có xét tới sự phân bố không đều của ứng suất tiếp (phụ 
thuộc vào hình dạng của mặt cắt). 

2. Biến dạng do sự thay đổi nhiệt độ 

Gọi  và là sự thay đổi nhiệt độ ở thớ trên và dưới của thanh. Để đơn giản ta chấp 
nhận các giả thiết sau: 

o
1t

o
2t

+ Dọc theo thớ biên của từng đoạn thanh nhiệt độ thay đổi như nhau. 
+ Theo chiều cao của tiết diện nhiệt độ thay đổi theo qui luật bậc nhất. 

Biểu đồ biến thiên nhiệt độ có dạng đường thẳng như trên hình 4.7a được vẽ với giả 
thiết  > . Theo biểu đồ ta dễ dàng tính được độ biến thiên nhiệt độ ở trục ( ) của 
thanh: 

o
2t o

1t
o
ct

   tc = 
h

tb  ta o
2

o
1 ⋅+⋅  Nếu a = b = 

2
h  thì ta có:    tc = 

2

t  t o
2

o
1 +  

Để thành lập công thức tính biến dạng do sự 
thay đổi nhiệt độ ta giả thiết: > 0; > 0;         

> ; gọi α là hệ số dãn nở vì nhiệt của vật liệu. 
Như vậy thớ trên của phân tố sẽ dãn dài một đoạn 
bằng α. .ds, trục của phân tố (thớ trung hòa) sẽ 

dãn dài là α. .ds và thớ dưới của phân tố sẽ dãn 

dài là α. .ds (Hình 4.7b). 

o
1t

o
2t

o
2t o

1t

o
1t

o
2t

o
ct

Hình 4.7 

2 

2 1 

1 

α
2

ds
to

c

o
2t  

o
1t

o
ct b

a h

a) b) 

ds+α t ds o
2

ds+α ds o
1t
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Biến dạng của phân tố do sự thay đổi nhiệt độ gồm hai thành phần: 

∗ Biến dạng dài dọc theo trục thanh do nhiệt độ  gây ra: o
ct

    Δds(to) = α. .ds                                                             (b) o
ct

∗ Biến dạng xoay giữa hai tiết diện đầu trái và phải của phân tố: 

    Δdϕ(to) = α. ds  
h

t
    ds 

h

t - t o
1

o
2 ⋅

Δ
⋅α=⋅     (c) 

* Biến dạng trượt giữa hai tiết diện do nhiệt độ gây ra: 
   ΔγTB(to) = 0 

Tính công khả dĩ phân tố dTkm của các lực Mk, Nk, Qk của phân tố ở trạng thái “k” trên 
chuyển vị khả dĩ tương ứng của phân tố ở trạng thái “m” theo công thức (4-3) 

    dTkm = 2Mk. 2
d mϕΔ  + 2Qk. 2

dsTBγΔ  + 2Nk. 2
dsmΔ

 

Theo (4 - 2) ta có thể tính được công khả dĩ của nội lực phân tố  dVkm: 

    dVkm = - dTkm = - (Mk.Δdϕm + Qk.ΔγTB.ds + Nk.Δdsm) 
Trên toàn hệ công khả dĩ của nội lực ở trạng thái “k” trên những biến dạng khả dĩ 

tương ứng ở trạng thái “m” bằng: 

    Vkm =  - [∑∫Mk.Δdϕm + ∑∫Qk.ΔγTB.ds + ∑∫Nk.Δdsm] 

Thay các thành phần biến dạng (a), (b), (c) đã tính ở trên vào ta có: 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ Δ

α+α++μ+−= ∑∫∑∫∑∫∑∫∑∫ ds
h
t

MdsNtds
EF
NN

ds
GF

QQ
ds

EJ
MM

V kkc
mkmkmk

km  

(4-4) 

4.2.5. Công thức biểu diễn nguyên lý công khả dĩ  của hệ đàn hồi 

Thay công thức tính công khả dĩ của ngoại lực (4-3) và công khả dĩ của nội lực (4-4) 
vào (4-2) ta có biểu thức đầy đủ của nguyên lý công khả dĩ áp dụng cho hệ đàn hồi như 
sau: 

∑
=

Δ
n

1i

i
km

i
k .P +  = ∑

=

Δ
n

1j

j
m

j
k .R ++μ+ ∑∫∑∫∑∫ ds

EF

NN
ds

GF

QQ
ds

EJ

MM mkmkmk  

+ ∑∫∑∫
Δ

α+α ds
h

t
MdsNt kkc         (4-5) 

Ghi chú: 

+ Công thức (4-5) được áp dụng cho các hệ đàn hồi tuyến tính gồm những thanh thẳng 
hoặc những thanh cong có độ cong nhỏ (Thanh cong được xem là có độ cong nhỏ khi       
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h/ρ ≤ 1/10. Trong đó: h là chiều cao của tiết diện, ρ là bán kính cong bé nhất của trục thanh 
ở trạng thái ban đầu). 

+ Các tích phân trong công thức (4-5) là tích phân định hạn, được lấy trên từng đoạn 
thanh trong đó các hàm dưới dấu tích phân là liên tục. Dấu tổng ở vế phải áp dụng cho các 
đoạn thanh trong hệ. Dấu tổng ở vế trái lấy theo số lực ở trạng thái “k”. 

4.3. CÔNG THỨC MẮCXOEN - MO TÍNH CHUYỂN VỊ  

CỦA HỆ THANH PHẲNG (1874) 

4.3.1.Công thức tổng quát  

Công thức tổng quát tính chuyển vị trong hệ đàn hồi tuyến tính được thiết lập dựa trên 
nguyên lý công khả dĩ (4-5). 

Xét hệ thanh bất kỳ (có thể là tĩnh định hoặc siêu tĩnh), đồng thời chịu tác dụng của 
các nguyên nhân “m” sau: 

+ Tải trọng Pm (có thể là lực tập trung P, lực phân bố q, mô men tập trung M). 

+ Sự thay đổi nhiệt độ: t1m và t2m  
Pm 

Δkm 

t1m 

Δm
qm 

K 

ja) "m"j

t2m 

Hình 4.8

K 

b) PK "k" j

Rk 
j

+ Chuyển vị cưỡng bức  

tại các liên kết tựa. 

j
mΔ

Gọi trạng thái này của hệ là 
trạng thái thực “m”. Do tác dụng 
của các nguyên nhân “m” hệ bị 
biến dạng theo đường đứt nét như 
trên hình 4.8a. 

Yêu cầu xác định chuyển vị tại tiết diện K nào đó trên hệ.  

Trong trường hợp hệ phẳng bất kỳ, tại tiết diện K có thể có ba chuyển vị đó là chuyển 
vị đứng, chuyển vị ngang và chuyển vị góc xoay. Ta ký hiệu chung là Δkm. 

Giả sử cần tìm thành phần chuyển vị thẳng đứng tại tiết diện K (Hình 4.8a) do nguyên 
nhân “m” gây ra. Để thực hiện được yêu cầu trên ta tưởng tượng tạo ra trên hệ đã cho một 
trạng thái khả dĩ (còn gọi là trạng thái giả tạo) “k” trong đó đặt lực Pk sao cho lực này sinh 
công khả dĩ trên chuyển vị Δkm cần tìm (Hình 4.8b). Nghĩa là: 

∗ Nếu chuyển vị cần tìm là chuyển vị thẳng tại một tiết diện nào đó theo phương u thì 
ở trạng thái khả dĩ “k” ta cần đặt lực Pk dưới dạng một lực tập trung tại tiết diện đó, theo 
phương u, chiều chọn tùy ý. 

102 



∗ Nếu chuyển vị cần tìm là chuyển vị xoay tại một tiết diện nào đó thì ở trạng thái khả 
dĩ “k” ta cần đặt lực Pk dưới dạng một mô men tập trung tại tiết diện đó, có chiều chọn tùy 
ý. 

Áp dụng nguyên lý công khả dĩ của lực ở trạng thái “k” trên các chuyển vị và biến 
dạng khả dĩ ở trạng thái “m” (4-5) ta có: 

  Pk.Δkm +  = ∑
=

Δ
n

1j

j
m

j
k .R ++μ+ ∑∫∑∫∑∫ ds

EF

NN
ds

GF

QQ
ds

EJ

MM mkmkmk  

+ ∑∫∑∫
Δ

α+α ds
h

t
MdsNt kkc  

Chia cả hai vế của biểu thức cho Pk và ký hiệu: 

  
k

k
k

P

M
  M = ;  

k

k
k P

Q
  Q = ;  

k

k
k P

N
 N = ;  

k

j
kj

k P
RR =  

Ta được công thức tổng quát tính chuyển vị của hệ đàn hồi tuyến tính: 

   = kmΔ ++μ+ ∑∫∑∫∑∫ ds
EF

NN
ds

GF

QQ
ds

EJ

MM mkmkmk  

+ ∑∫∑∫
Δ

α+α ds
h

t
MdsNt kkc ∑

=

Δ−
n

1j

j
m

j
k .R       (4-6) 

Trong đó: 

  k kk N ,Q , M  :Biểu thức nội lực của hệ ở trạng thái “k” do lực Pk = 1 gây ra. 
  Mm, Qm, Nm :Biểu thức nội lực của hệ ở trạng thái “m” do các nguyên nhân “m” 

(Pm, tm, Δm ) gây ra. 

  j
kR :Phản lực tại liên kết thứ j ở trạng thái “k” do lực Pk = 1 gây ra. 

  :Chuyển vị cưỡng bức tại liên kết thứ j ở trạng thái “m” j
mΔ

  α :Hệ số dãn nở dài do nhiệt độ 
  Δt :Độ chênh nhiệt độ ở hai phía của thanh (Δt = t2m- t1m) 
  tc :Nhiệt độ tại trục thanh.  

Chú ý: 

1. Chiều của lực Pk = 1 có thể chọn tùy ý. Nếu kết quả tính chuyển vị mang dấu dương 
thì chuyển vị cần tìm cùng chiều với lực Pk đã giả thiết. Nếu kết quả mang dấu âm thì 
ngược lại. 

2. Tích số j
kR . j

mΔ lấy dấu dương khi phản lực j
kR  cùng chiều với . j

mΔ

3. Các tích phân trong công thức là tích phân định hạn được lấy tích phân trên từng 
đoạn thanh trong đó các hàm dưới dấu tích phân là liên tục. Dấu tổng ở vế phải áp dụng 
cho các đoạn thanh trong hệ.  
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4. Công thức được dùng để tính chuyển vị trong hệ tĩnh định cũng như hệ siêu tĩnh 
nếu biết được nội lực trong hệ ở hai trạng thái “m” và “k”. 

5. Công thức chỉ áp dụng cho các hệ đàn hồi tuyến tính gồm những thanh thẳng hoặc 
những thanh cong có độ cong nhỏ. 

4.3.2. Cách vận dụng công thức tính chuyển vị  

Công thức (4-6) là công thức tổng quát tính chuyển vị trong hệ bất kỳ chịu tác dụng 
đồng thời của nhiều nguyên nhân. Trong thực tế tùy theo từng trường hợp cụ thể ta chỉ cần 
vận dụng một vài số hạng của công thức. Dưới đây ta sẽ xét một số trường hợp thường 
gặp. 

1. Hệ chịu tác dụng của tải trọng 

Khi hệ chỉ chịu tác dụng của tải trọng. Trạng thái “m” được gọi cụ thể hơn là trạng 
thái “p”. Khi đó công thức tính chuyển vị của Mắc xoen - Mo có dạng: 

   ∑∫∑∫ ∑∫ +μ+=Δ ds
EF

NN
ds

GF

QQ
ds

EJ

MM pkpkpk

kp                          (4-7) 

Trong đó: Mp, Qp, Np Là các biểu thức nội lực do tải trọng tác dụng ở trạng thái “p”. 

Ví dụ 4-1: Xác định chuyển vị thẳng đứng tại A của khung có kích thước và sơ đồ 
chịu lực như trên hình 4.9a. Các thanh có mặt cắt ngang không đổi và có dạng hình chữ 
nhật kích thước (b×h). 

Để thấy rõ ảnh hưởng của lực cắt và lực dọc so vói ảnh hưởng của mô men. Trong ví 
dụ này ta tính chuyển vị có xét đến ảnh hưởng của cả ba thành phần nội lực M, Q, N: 

   =A
yΔ ∑∫∑∫ ∑∫ +μ+ dz

EF

NN
dz

GF

QQ
dz

EJ

MM pkpkpk
             (∗) 

Theo yêu cầu của bài 
toán để tính chuyển vị 
đứng tại A, ta lập trạng 
thái “k”: Đặt lực tập trung 
Pk = 1 có phương thẳng 
đứng hướng từ trên xuống 
(có thể chọn chiều tùy ý) 
tại tiết diện A của hệ đã 
cho như trên hình 4.9b. Hình 4.9 

q 

J 

J 
a
 

a 

"p" 

B 

C 

A

a) b)

z
 

z 

Pk=1 
B 

C 

A 

"k" 

z 
 

z 
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Trạng thái “p”(Hình 4.9a) là trạng thái thực do lực phân bố q gây ra chuyển vị ở A.   
Các biểu thức nội lực ở trạng thái “p” và “k” là: 

∗ Thanh AB: Mp = 
2

qz
  

2

−  ;  Qp = - qz ;  Np = 0 ; 

    kM = - 1.z = - z ; kQ  = - 1 ;  kN = 0 ; 

∗ Thanh BC: Mp = 
2

qa
  

2

−  ;  Qp = 0 ;  Np = - qa ;      

    kM = - 1.a = - a ; kQ  = 0 ;  kN = -1 ; 
Thay các đại lượng này vào công thức (∗) ta được: 

A
yΔ = ( ) ( ) ( )( ) ( )( )∫∫∫∫ −−+−−μ+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

a

0

a

0

2a

0

a

0

2

EF

dz
qa 1

GF

dz
qz 1 

EJ

dz

2

qa
 a

EJ

dz

2

qz
 z  

        = ( )η+=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +μ+ 1

EJ8
qa5

Fa5
J8

GFa5
EJ4

1
EJ8
qa5 4

22

4

 

Gọi η là hệ số kể đến ảnh hưởng của lực cắt và lực dọc so với ảnh hưởng của mô men 
uốn. Để tính hệ số η ta cần lưu ý: 

+ Tiết diện chữ nhật có:  μ = 1,2; tỷ số 
12

h

bh.12

bh

F

J 23

==    

+ Vật liệu đàn hồi ta có liên hệ: ( )ν+=
1 2

E
G    

Trong đó ν là hệ số biến dạng ngang Poisson. 
Thay vào ta có: 

   ( ) ( )[ ] 1 2,11
a15

h2
   1 2

a12

h
2,1

5

4

a12

h

5

8
2

2

2

2

2

2

ν++=ν+⋅⋅⋅+⋅=η  

Kết quả cho thấy trị số của η phụ thuộc vào tỷ số h/a. 
+ Nếu a >> h thì η = 0 tức là ảnh hưởng của lực cắt và lực dọc không đáng kể. 
+ Nếu cho a = 4h và ν = 1/3 thì η = 0,022 = 2,2% ta thấy ảnh hưởng của lực cắt và lực 

dọc so với ảnh hưởng của mô men là nhỏ, không đáng kể và có thể bỏ qua được. 

Chú ý:  

Khi vận dụng công thức (4-7) để tính chuyển vị cho hệ chịu tác dụng của tải trọng tùy 
theo từng trường hợp cụ thể ta có các công thức rút gọn sau : 

♦ Với hệ dầm và khung. Bỏ qua ảnh hưởng của lực cắt và lực dọc ta có: 

   ∑∫=Δ ds
EJ

MM pk

kp        (4-8) 

♦ Với hệ vòm có độ cong thoải. Có thể bỏ qua ảnh hưởng của lực cắt Q. Công thức 
tính chuyển vị có dạng:  
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   ∑∫∑∫ +=Δ ds
EF

NN
ds

EJ

MM pkpk

kp     (4-9) 

♦ Với hệ dàn khớp. Nội lực trong hệ dàn khớp chỉ tồn tại lực dọc N còn M và Q bằng 
không. Nên ta có: 

   ∑∫=Δ ds
EF

NN pk

kp        (4-10) 

Trong thực tế, các đại lượng E, F, lực dọc NP, kN thường không thay đổi trong từng 
thanh dàn do đó: 

   ( )∑ ∑∫∑∫
=

===Δ
n

1i
i

i

ipik
L

0

pk
L

0

pk
kp L

EF

NN
ds

EF

NN
ds

EF

NN
   (4-11) 

Ví dụ 4-2:  Xác định chuyển vị đứng tại mắt 5 của dàn có kích thước và sơ đồ chịu lực 
trên hình 4.11a. Cho biết các thanh dàn đều có EF = const. 

Dựa vào công thức (4-10) ta thực hiện theo thứ tự sau: 

1. Lập trạng thái “k” (Hình 4.10b) và xác định lực dọc trong các thanh dàn. 

2. Xác định lực dọc trong các thanh dàn ở trạng thái “p” (Hình 4.10a). 

 

Hình 4.10

1 

6 
5 

4 

2 
3 

2P 

P 

d 

"p" a) 

P d d 

1 

5 
4 

2  

 

 

 

 

 

Khi xác định phản lực và nội lực trong các thanh dàn ta cần lưu ý tính đối xứng của hệ 
để giảm bớt khối lượng tính toán. Kết quả tính phản lực ghi trên hình vẽ. Xác định nội lực 
trong các thanh dàn ở hai trạng thái “p” và “k”: 

∗ Trạng thái “p”: Dùng nhận xét khi tách các mắt dàn 1, 3 và 5 ta có:  

   N1-2 = N1-4 = N3-2  = N3-6 = N5-2 = 0;  

Tách mắt 4 (hoặc mắt 6) ta có:  
   N4-5 = N6-5 = P;   

   N4-2 = N6-2 = - P 2  

6 

3 

2

1

b) "k" 

PK=1 

2
1
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∗ Trạng thái “k”: Tương tự như trên ta có: 

   N1-2 = N1-4 = N3-2 = N3-6 = 0;  

   N4-5 = N6-5 = 1/2 ;   

   N4-2 = N6-2 = - 2 ;   
Tách mắt 5 ta được:  N5-2 = 1 
Vận dụng công thức (4-11) ta tính được chuyển vị đứng tại mắt 5 như sau: 

   = 5
yΔ ( )( )

EF

Pd 3,328
   d  

2

1
 .P  . 2  2d  2 -   2P -  . 2 

EF

1
=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ ⋅+⋅  

Kết quả mang dấu dương cho ta thấy mắt 5 chuyển vị đi xuống theo chiều của lực      
Pk = 1 đã giả thiết.  

2. Hệ tĩnh định chịu sự thay đổi của nhiệt độ 
Khi hệ chỉ chịu tác dụng của nhiệt độ. Trạng thái “m” được gọi cụ thể hơn là trạng 

thái “t”. Với lưu ý: Sự thay đổi nhiệt độ chỉ gây ra nội lực trong hệ siêu tĩnh mà không gây 
ra nội lực trong hệ tĩnh định. Ta có Mt = Qt = Nt = 0. Công thức tính chuyển vị có dạng: 

    Δkt = ∑∫∑∫
Δ

α+α ds
h

t
MdsNt kkc     (4-12) 

Khi trong từng đoạn thanh có: 
∗ Nhiệt độ thay đổi như nhau theo chiều dài của từng đoạn thanh . 
∗ Hệ số biến dạng  dài vì nhiệt độ của vật liệu như nhau (α = const). 
∗ Chiều cao của tiết diện h = const. 
Công thức (4-12) được viết lại:   

    Δkt = ∑ ∫∑ ∫
Δ

α+α dsM
h

t
dsNt kkc  

Với các thanh thẳng ta có: 

 ∫ dsMk =
kMΩ :Diện tích biểu đồ mô men uốn trong từng đoạn thanh ở trạng thái “k”. 

 ∫ dsNk =
kNΩ :Diện tích của biểu đồ lực dọc trong từng đoạn thanh ở trạng thái “k”. 

Để thuận tiện khi xét dấu của số hạng thứ nhất, ta biểu diễn chúng dưới dạng trị tuyệt 
đối. Lúc đó ta có công thức thực hành để tính chuyển vị khi có sự thay đổi nhiệt độ như 
sau: 

    Δkt = ∑∑ Ω
Δα

±+Ωα
kk MNc h

t
t     (4-13) 

Trong đó: 
  tΔ :Trị tuyệt đối của hiệu đại số độ chênh nhiệt độ ở hai phía của thanh 

  Tích số tΔ .
kMΩ > 0 (lấy dấu dương) khi kM căng về phía có nhiệt độ thay đổi lớn 

hơn và ngược lại sẽ lấy dấu âm khi căng về phía có nhiệt độ thay đổi nhỏ hơn. 
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Ví dụ 4-3: Xác định chuyển vị ngang tại tiết diện C, khi các thanh trong khung có 
nhiệt độ thay đổi như trên hình 4.11a. Cho biết các thanh của hệ có α, h không đổi. 

 

 
a) -to D

+to 

 "t " 
-2to  

 A

 
 

 

C 

B

+to +to -2to 

a 

Pk = 1 

1 

b)

"k" 

C 

1

1 

a 

Mk

c) d) 

+ Nk 

- 

1 

1 

1 

-a 

Hình 4.11  

♦ Lập trạng thái “k” như trên hình 4.11b, tính hệ ở trạng thái “k”: Vẽ biểu đồ mô men 
uốn (Hình 4.11c) và biểu đồ lực dọc (Hình 4.11d). 

♦ Tính các giá trị tC và tΔ  của các thanh có thay đổi nhiệt độ: 

+  Thanh CD:         ; 0    
2

t -t 
 tC =
+

=   t2)t(tt =−−+=Δ  

+  Thanh AC và BD:    ; 
2
t

    
2

t2t
tC −=

−+
=   t3)t2(tt =−−+=Δ  

♦ Vận dụng công thức (4-13) ta có: 

( ) ( ) ( ) ( )⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⋅−⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⋅α+⋅−⋅⋅α+⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−α+⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ ⋅⋅

α
−⋅⋅

α
−=Δ a1

2
t

a10a1
2
t

2
.aa

t3
h

    
2
.aa

t2
h

tn
C  

   ( ) 2n
C ta

h
2,5     t

α
−=Δ  

Kết quả mang dấu âm, chứng tỏ chuyển vị ngang của điểm C ngược chiều với lực       
Pk =1 đã giả thiết (tiết diện C dịch chuyển sang trái). 

3. Hệ tĩnh định chịu chuyển vị cưỡng bức của liên kết tựa 

Cũng tương tự như trường hợp hệ chịu sự thay đổi của nhiệt độ. Khi các liên kết tựa 
chuyển vị cưỡng bức, trong các hệ tĩnh định không phát sinh nội lực. Do đó công thức tính 
chuyển vị có dạng: 

                                ΔkΔ = ∑
=

Δ−
n

1j

j
m

j
k .R       (4-14) 

Tích số j
kR . j

mΔ  mang dấu dương khi phản lực j
kR cùng chiều với chuyển vị của 

liên kết tựa thứ j. Mang dấu âm trong trường hợp ngược lại. 

j
mΔ
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Ví dụ 4-4: Xác định chuyển vị ngang tại đầu tự do C của khung khi ngàm A chịu 
chuyển vị cưỡng bức theo phương ngang là a, theo phương thẳng đứng là b và xoay thuận 
chiều kim đồng hồ một góc bằng ϕ  (Hình 4.12a). 

Pk=1 

L

1

0 

C 

b) 

A

C
B

"Δ" 

b 

La 

ϕ 

L "k" 

a)Theo yêu cầu của đề bài ta cần: 

+ Lập trạng thái “k” trong đó 
đặt lực Pk = 1 vào đầu tự do C theo 
phương ngang (Hình 4.12b). 

+ Tìm các phản lực tại các 
liên kết có chuyển vị cưỡng bức do     
Pk = 1 gây ra, kết quả ghi trên    
hình 4.12b. 

Hình 4.12

+ Vận dụng công thức (4-14) ta có:  [ ] ( )ϕ+−=ϕ+−−= .La).L()b.0(1.a)( n
C  Δ  

Kết quả tính mang dấu âm cho ta thấy tiết diện C dịch chuyển sang phải (ngược với 
chiều của Pk =1 đã giả thiết). 

4.3.3. Hệ dàn tĩnh định khi chiều dài các thanh chế tạo không chính xác 

Khi lắp ráp các thanh chế tạo không chính xác vào hệ dàn, các mắt dàn sẽ chuyển vị. 

Bài toán có thể giải quyết tương tự như trường hợp hệ chịu sự thay đổi nhiệt độ. Các 
thanh có chiều dài được chế tạo dài hơn chiều dài yêu cầu là Δ được xem như chịu biến 
dạng vì nhiệt tương đương là α.tc.L = Δ; còn các thanh bị chế tạo hụt so với chiều dài yêu 
cầu là Δ được xem như chịu biến dạng vì nhiệt tương đương là α.tc.L = -Δ. Với L là chiều 
dài của thanh dàn. 

Một cách tổng quát, nếu gọi Δi là độ dôi của thanh dàn thứ i bị chế tạo dài hay ngắn 
hơn chiều dài yêu cầu thì sau khi áp dụng công thức (4-13) ta có: 

                                    im

n

1i
ik .N Δ=∑

=
ΔkΔ        (4-15) 

Ví dụ 4-5: Xác định độ võng tại K của dàn có kích thước và sơ đồ như trên hình 4.13a, 
nếu trong khi chế tạo chiều dài của các thanh 1-2 và 2-3 bị hụt một đoạn bằng Δ. 

Khi vận dụng công thức (4-15) vào bài toán trên ta có: i = 2; Δ1-2 = Δ2-3 = - Δ. 

Lập trạng thái “k” như trên hình 4.13b và tính hệ ở trạng thái “k”: 
+ Xác định phản lực, kết quả ghi trên hình 4.13b. 
+ Tính nội lực trong thanh dàn 1-2 và 2-3 ở trạng thái “k”. 
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Hình 4.13
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a) 
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1 

5 
4 

2  

 

 

 

 

 

   
2

1
 - NN 3-2

k
2-1

k ==       Do đó:  ( ) ( ) Δ=Δ−⋅−Δ−⋅−=Δ
2

1

2

1
  kΔ  

Kết quả cho thấy điểm K sẽ chuyển vị xuống một đoạn bằng Δ. 

Chú ý: Trong trường hợp hệ chịu nhiều nguyên nhân khác nhau ta có thể vận dụng 
nguyên lý cộng tác dụng để tính riêng biệt với từng nguyên nhân rồi cộng các kết quả. 

4.4. TÍNH CÁC TÍCH PHÂN TRONG CÔNG THỨC CHUYỂN VỊ DO  

TẢI TRỌNG TÁC DỤNG BẰNG CÁCH “NHÂN” BIỂU ĐỒ 

Đối với hệ gồm các thanh thẳng như dầm, khung, dàn ta có thể tính các tích phân 
trong công thức chuyển vị một cách đơn giản và tiện lợi hơn so với cách lấy tích phân trực 
tiếp. Cách tính này gọi là cách “nhân” biểu đồ do A.N.Vêrêsaghin đề xuất vào năm 1925. 

Ta sẽ nghiên cứu nội dung của phương pháp qua cách tính tích phân trong số hạng đầu 
của công thức (4-7). 

  T = ∫
2

1

z

z

Pk dz
EJ

)z(M).z(M     (a) 

Giả sử trong đoạn thanh thẳng đang 
xét (Z1, Z2) có:  

. EJ = const  

. Biểu thức nội lực Mp(z) có dạng 
bất kỳ liên tục trong đoạn 

. Biểu thức nội lực )z(Mk  có dạng 
bậc nhất 

Gọi α là góc nghiêng giữa đường 
thẳng của biểu đồ )z(Mk  và đường 
chuẩn (trục z) . 

Từ hình 4.14b ta thấy: )z(Mk = Z.tgα  (b) 

6 

3 

2

1

b)

PK = 1 
K

Δ

2
1

 

y 

o 

C 

Hình 4.14 

Mk(z) ky  α

dz 

z1 

Mp(z) 

z 

Mk

Mp

a)

b)

z 
zc 

z2 
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Thay (b) vào (a) với lưu ý trong đoạn (Z1, Z2) ta có:   tgα = const   nên: 

   ( )∫ ⋅⋅α=
2

1

z

z

P dzzMztg
EJ
1

T  

Ký hiệu Mp(z).dz = dΩp là vi phân diện tích của biểu đồ Mp (phần gạch chéo) trên 
hình 4.14a. Tích phân được viết lại:  

   ∫ Ω⋅α=
2

1

z

z

Pdztg
EJ

1
T  

Ta nhận thấy tích phân ở vế phải của biểu thức chính là mô men tĩnh của diện tích 
biểu đồ Mp đối với trục oy. Nên . Trong đó: ∫ Ω=Ω PCP .zd.z

+  Zc  là hoành độ trọng tâm diện tích của biểu đồ mô men uốn MP với trục oy. 
+  Ωp là diện tích của biểu đồ mô men uốn MP. 

+  Ký hiệu ky = tgα.Zc là tung độ của biểu đồ kM  ứng với trọng tâm diện tích của 
biểu đồ mô men uốn MP. 

Tích phân (a) được viết lại: pp ΩΩα .
k

y.
EJ
1

.
c

Zg.
EJ
1

T =⋅= t  

Số hạng đầu của công thức (4-7) được tính theo cách “nhân” biểu đồ và ký hiệu như 
sau:       

    M  .  M   y.
EJ
1

ds
EJ

MM
kp

i
k

i
p

pk =Ω=∑∑∫     (4-16) 

Làm tương tự với các tích phân còn lại của công thức (4-7) ta có thể viết lại công thức 
tính chuyển vị cho hệ chịu tải trọng dưới dạng “nhân” biểu đồ như sau: 

      N  .  N    Q  .  Q     M  .  M   kpkpkpkp ++=Δ     (4-17) 

Trong ký hiệu “nhân” biểu đồ nội lực của (4-17) bao gồm việc lấy tổng các kết quả 
nhân của từng đoạn thanh và trong mỗi đoạn thanh đều có xét đến độ cứng EJ, EF, GF 
tương ứng. 

Các chú ý khi nhân biểu đồ: 

1. Tung độ ky buộc phải lấy ở biểu đồ có dạng đường thẳng. Diện tích Ωp lấy ở biểu 
đồ có dạng bất kỳ. 

2. Nếu biểu đồ lấy diện tích và và biểu đồ lấy tung độ cùng dấu thì kết quả nhân biểu 
đồ mang dấu dương và ngược lại. 

3. Theo tính chất tích phân của tích phân xác định, khi biểu đồ lấy diện tích (miền lấy 
tích phân) là hình phức tạp, ta có thể chia thành nhiều hình đơn giản (hình dễ tìm ngay 
được diện tích và trọng tâm của nó) để áp dụng riêng biệt cách nhân cho từng hình rồi cộng 
kết quả lại với nhau. 
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4. Biểu đồ đối xứng nhân với biểu đồ phản 
xứng cho kết quả bằng không. 

Trên hình 4.15 sẽ cung cấp các số liệu về 
diện tích và vị trí trọng tâm của một số hình đơn 
giản thường gặp. 

Ta sẽ tìm hiểu cách nhân biểu đồ khi gặp các 
hình phức tạp (khó tính diện tích và tìm vị trí 
trọng tâm của nó) thông qua các hình đơn giản 
nói trên qua ví dụ sau: 

Tính chuyển vị thẳng đứng của tiết diện C 
trên dầm có kích thước và sơ đồ chịu lực như trên 
hình 4.16. 

Trên hình 4.16 ta thấy biểu đồ mô men uốn ở 
trạng thái “p” liên tục từ A đến B. Nhưng ở trạng 
thái “k” biểu đồ mô men uốn gồm hai đoạn thẳng 
có hệ số góc khác nhau nên khi nhân biểu đồ ta 
phải chia thành hai đoạn AC và CB rồi nhân riêng 
trong từng đoạn. 

Với cách chia hình khi nhân biểu đồ trên đoạn AC (Hình 4.17) ta có thể chia biểu đồ 
Mp thành 2 hình tam giác và một hình parabôn bậc hai (Hình 4.17b,c,d) và tương tự với 
đoạn CB ta cũng chia thành một hình tam giác và một hình parabôn bậc hai. Ta có kết quả 
nhân là: 

Hình 4.16 

"k" 

C 
BA

Pk=1 

4ky  3ky

1ky
2ky  5ky  

M 

a b 

L 

q 
"p" 

C 
BA

Mp
Ω5 

Ω1 

Ω2 
MA=M Ω3 

Ω4 

MC 

Mk

Hình 4.15

zC 
L

Ω = h.L 
zc = L/2 

Ω = h.L/2 
zC = L/3 

C 

zC 
L 

h 
Ω = h.L/3 
zC = L/4 

P2 tiếp tuyến C

zC 
L

h 

Pn tiếp tuyến C 

zC 
L 

h 
Ω =  h.L 

n+1 

zc =  L   
n+2 

h 

P2 
tiếp tuyến 

C

zC 
L

Ω = 2.h.L 
3 

zc =  3.L 
8 

Ω = 2h.L/3 
zC = L/2 

h parabol 
bậc 2 (P2) C

zC 
L

tiếp tuyến 
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    =  MP   [-Ω1.  + Ω2. + Ω3. + Ω4. + Ω5.  d
cΔ kM  =

EJ
1

1ky 2ky 3ky 4ky 5ky ]

Ω3 

Ω2 

Ω1 

8
qa2

8
qa2

b) 

a) MA 

MC 

MA

MC 

A C

c) 

d) 

2ky
3ky

1ky
e) 

Hình 4.17

Mk

Mp
 

 

 

 

 

 

 

Ví dụ 4-6: Xác định chuyển vị ngang tại mắt cắt C của khung có kích thước và sơ đồ 
chịu lực như trên hình 4.18a. Bỏ qua ảnh hưởng của lực cắt và lực dọc. 

Theo yêu cầu của đề bài ta cần:   
+ Lập trạng thái “k” (Hình 4.18c). Tính hệ ở trạng thái “k”, biểu đồ mô men uốn ở trạng 
thái “k” được vẽ trên hình 4.18d. 

+ Tính hệ ở trạng thái “p”, biểu đồ mô men uốn ở trạng thái “p” được vẽ trên Hình 4.18b. 
Mk+ Dùng cách nhân biểu đồ để tính chuyển vị ngang tại C: n

cΔ = Mp

 

 

 

 

 

 

 

 Hình 4.18 
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Kết quả tính cho ta thấy mặt cắt C sẽ dịch chuyển sang trái một đoạn bằng
EJ24

qa5 4

 

(ngược với chiều Pk = 1 đã giả thiết). 

4.5. CÁCH LẬP TRẠNG THÁI KHẢ DĨ “K” ĐỂ TÍNH CHUYỂN VỊ  

TƯƠNG ĐỐI GIỮA HAI TIẾT DIỆN VÀ GÓC XOAY CỦA THANH DÀN 

Trong thực tế khi tính toán nhiều trường hợp ta cần phải xác định chuyển vị thẳng và 
chuyển vị góc giữa hai tiết diện với nhau. Các chuyển vị đó gọi là chuyển vị tương đối, 
cách lập trạng thái “k” để tính các chuyển vị này có khác so với cách lập trạng thái “k” để 
tính chuyển vị tuyệt đối. Sau đây ta sẽ xét một số trường hợp thường gặp trong thực tế tính 
toán.  

4.5.1. Chuyển vị thẳng tương đối 

Chuyển vị thẳng tương đối giữa hai điểm theo một phương u nào đó là hiệu số hình 
chiếu của khoảng cách giữa hai điểm đó theo phương u ở lúc sau và trước khi biến dạng. 

Giả sử cần tìm chuyển vị tương đối giữa hai điểm A và B theo phương thẳng đứng y 
do nguyên nhân “m” nào đó gây ra trên hệ (Hình 4.19a). 

Từ hình vẽ ta thấy hình chiếu của khoảng cách giữa hai điểm A và B theo phương y 
lúc trước biến dạng bằng không còn sau khi biến dạng hình chiếu khoảng cách giữa chúng 
lên phương y là: A'B' = ΔA +  ΔB 

Vậy khi hai điểm có chuyển vị ngược chiều nhau thì chuyển vị tương đối giữa chúng 
bằng tổng của hai chuyển vị tuyệt đối của hai điểm đó. 

Ta có  ΔAB = ΔA + ΔB. Để tính 
chuyển vị tuyệt đối ΔA và ΔB.ta cần 
lập hai trạng thái “k1” và “k2”  
(Hình 4.19b và Hình 4.19c). Nếu 
bỏ qua ảnh hưởng của lực cắt và 
lực dọc bằng cách nhân biểu đồ ta 
có:  

y 

  ΔA =       

  ΔB =    

   ΔAB =   +     

          =        [        +        ] 

         =  Hình 4.19 

b) 
A

"k1"

B 

Pk=1 

c) 
A

"k2"
B 

Pk=1 

d) 
A

"k" 
B 

Pk=1 

Pk=1 

Mk1Mm 

Mk2Mm 

Mk1Mm Mk 2 Mm 

Mk 1 Mk 2 Mm 

Mm Mk

ΔB 

ΔA ΔC 
C’ 

C 

A’ 
C’ 
A’

A,B,C 

B’ 
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B’
Pm 

"m"
A

B 
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Trong đó kM là biểu đồ mô men ở trạng thái “k” là tổ hợp của hai trạng thái “k1” và 
“k2” (Hình 4.19d). 

Khi hai điểm có chuyển vị cùng chiều nhau như hai điểm A và C thì chuyển vị thẳng 
tương đối giữa hai điểm đó theo phương y là hiệu của hai chuyển vị tuyệt đối của A và C. 
Ta có: ΔAC = ΔA - ΔC, viết dưới dạng tổng đại số thì: ΔAC = ΔA +(- ΔC)  

Với cách lập luận tương tự như trên cả hai trường hợp đều cho ta cách tạo trạng thái 
“k” khi cần xác định chuyển vị thẳng tương đối như sau: 

Muốn tìm chuyển vị thẳng tương đối giữa hai điểm nào đó theo phương u bất kỳ thì ở 
trạng thái “k” ta cần đặt hai lực Pk = 1 ngược chiều nhau theo phương u vào hai điểm đang 
xét. 

Sau khi lập trạng thái “k” các bước tính tiếp theo giống như cách xác định các chuyển 
vị tuyệt đối. 

Ví dụ 4-7: Xác định chuyển vị thẳng tương đối giữa hai điểm A và B theo phương 
ngang của khung có kích thước và sơ đồ chịu lực như hình 4.20. Bỏ qua ảnh hưởng của lực 
cắt và lực dọc. 

 a) b) 

 

 

 

 

 

 

Theo yêu cầu của đề bài ta cần thực hiện theo thứ tự sau: 
  + Lập trạng thái “k”: Đặt hai lực nằm ngang Pk=1 ngược chiều nhau tại A và B 

(Hình 4.20c). 
  + Tính hệ ở trạng thái “k”: Vẽ biểu đồ mô men uốn        (Hình 4.20d). 

  + Tính hệ ở trạng thái “p”: Vẽ biểu đồ mô men uốn        (Hình 4.20b). 

  + Dùng cách nhân biểu đồ để tính chuyển vị ngang tương đối giữa A và B: 

 

    
JE218JE

42
n

BA aa
q

3
21 qaa

=⋅⋅⋅⋅=Δ  

Kết quả mang dấu dương cho ta thấy chuyển vị ngang tương đối giữa hai tiết diện A 
và B hướng theo chiều của hai lực  Pk = 1 đã giả thiết (hai điểm A và B xích lại gần nhau). 

Mp

Mk

Hình 4.20 

A B"p" 

q 

EJ = const 
a 

a 

Mp 

qa2

8 

BA

"k" 

Pk=1 c)Pk=1 d) 

Mk 

aa 

Mp ΔAB =  n 
Mk
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4.5.2. Chuyển vị góc tương đối 
Chuyển vị góc tương đối giữa hai tiết diện là hiệu số của góc hợp  giữa hai tiết diện đó 

ở lúc sau và trước khi biến dạng. 
Ví dụ cần tìm chuyển vị góc tương đối 

giữa hai tiết diện A và B của hệ có sơ đồ chịu 
lực trên hình 4.21. 

Từ hình 4.21a ta thấy góc hợp giữa hai 
tiết diện A và B lúc trước khi biến dạng bằng 
không, còn sau khi biến dạng là ϕAB và           
ϕAB = ϕA + ϕB . 

Hình 4.21 

Mk=1 Mk=1 

a) 

Vậy chuyển vị góc tương đối giữa hai tiết 
diện A và B được tính bằng tổng hai chuyển vị 
góc tuyệt đối tại hai tiết diện đó. 

Với lý luận tương tự như chuyển vị thẳng tương đối ta có kết luận: Muốn tìm chuyển 
vị góc tương đối giữa hai tiết diện thì ở trạng thái “k” ta cần đặt hai mô men tập trung     
Mk = 1 ngược chiều nhau tại hai tiết diện đó (Hình 4.21b). 

Ví dụ 4-8: Xác định chuyển vị góc xoay tương đối giữa hai tiết diện A và B của khung 
có sơ đồ chịu lực như hình 4.22. Bỏ qua ảnh hưởng của lực cắt và lực dọc. 

Thứ tự thực hiện như sau: 
+ Lập trạng thái “k”: Đặt hai mô men tập trung Mk = 1 ngược chiều nhau tại A và B 

(Hình 4.22c). 
+ Tính hệ ở trạng thái “k”: Vẽ biểu đồ mô men uốn         (Hình 4.22d). 

+ Tính hệ ở trạng thái “p”:  Vẽ biểu đồ mô men uốn        (Hình 4.22b). 

 

 

 

 

 

 

+ Dùng cách nhân biểu đồ để tính chuyển vị góc xoay tương đối giữa A và B: 
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Kết quả mang dấu dương cho ta biết chuyển vị góc xoay tương đối giữa hai tiết diện A 
và B là cùng chiều với cặp mô men Mk= 1 đã giả thiết. 
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4.5.3. Chuyển vị góc xoay của thanh dàn a) “p” 
Đặc điểm của hệ dàn là khi chịu lực trong các 

thanh dàn chỉ tồn tại một thành phần nội lực đó là lực 
dọc, khi bị biến dạng thanh dàn vẫn thẳng, chúng chỉ bị 
biến dạng dài làm cho các mắt dàn bị chuyển vị thẳng 
do đó các thanh dàn sẽ bị xoay.  

A

B 
P P P 

A’ ΔA 

Giả sử cần tìm góc xoay của thanh dàn AB trong 
dàn có sơ đồ chịu lực trên hình 4.23a. 

Trên hình 4.23b nếu gọi A’B’ là vị trí của thanh 
AB sau biến dạng đồng thời gọi ΔA và ΔB là chuyển vị 
tại mắt A và B theo phương vuông góc với trục thanh 
AB. Gọi ϕAB là góc xoay của thanh dàn AB ta có: 

BA
BA

ABAB a
1

a
1

a
tg Δ⋅+Δ⋅=

Δ+Δ
=ϕ=ϕ  

Ta thấy góc xoay của thanh AB trong dàn chính là 
tập hợp của hai chuyển vị ΔA và ΔB với hệ số là 1/a. 
Vậy ta có thể phát biểu cách lập trạng thái “k” như sau: 

Muốn tìm góc xoay của thanh bất kỳ trong dàn thì ở trạng thái “k” ta cần đặt hai lực 
tập trung tại hai đầu thanh, ngược chiều nhau, vuông góc với trục thanh và có giá trị bằng 
đơn vị chia cho chiều dài của thanh (Pk = 1/a). 

4.6. CÁC ĐỊNH LÝ VỀ SỰ TƯƠNG HỖ 

Dưới đây sẽ trình bày bốn định lý về sự tương hỗ để phục vụ cho việc nghiên cứu và 
tính toán hệ siêu tĩnh sau này. 

4.6.1. Định lý tương hỗ về công khả dĩ của ngoại lực 
Định lý này do E. Betti đề xuất vào năm 1872. Xét một hệ đàn hồi tuyến tính ở hai 

trạng thái “m” và “k” (Hình 4.24). 

+ Ở trạng thái “m” hệ chịu các 
ngoại lực Pm và các chuyển vị gối tựa 
Δm (Hình 4.24a). 

+ Ở trạng thái “k” hệ chịu các 
ngoại lực Pk và các chuyển vị gối tựa 
Δk (Hình 4.24b). 

Theo công thức công khả dĩ (4-5) 
ta có: 

Hình 4.23 

b)

ΔB 
B’ 

B 

A 

a 

ϕAB 

c) “k” 

B 

A

1Pk= a 

Pk= 1 a 

a) Pm "m" 

Δkm Δm

Hình 4.24

"k" b)
Δk 

Pk 

Δmk 

Rm 

Rk 
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♦ Công khả dĩ của các ngoại lực ở trạng thái “m” trên các chuyển vị khả dĩ tương ứng 
ở trạng thái “k”: 

∑
=

Δ
n

1i

i
mk

i
m.P +∑ =

=

Δ
n

1j

j
k

j
m .R ∑∫ ∑∫ ∑∫+μ+ ds

EF
NN

ds
GF

QQ
ds

EJ
MM kmkmkm           (a) 

♦ Công khả dĩ của các ngoại lực ở trạng thái “k” trên các chuyển vị khả dĩ tương ứng 
ở trạng thái “m”: 

∑
=

Δ
n

1i

i
km

i
k .P + =∑

=

Δ
n

1j

j
m

j
k .R ∑∫ ∑∫ ∑∫+μ+ ds

EF
NN

ds
GF

QQ
ds

EJ
MM mkmkmk          (b) 

So sánh (a) và (b) ta có: 

∑
=

Δ
n

1i

i
mk

i
m.P +∑ = +   hay Tmk = Tkm    (4-18) 

=

Δ
n

1j

j
k

j
m .R ∑

=

Δ
n

1i

i
km

i
k .P ∑

=

Δ
n

1j

j
m

j
k .R

Vậy định lý Betti được phát biểu như sau:  

Trong hệ đàn hồi tuyến tính công khả dĩ của ngoại lực đặt vào hệ ở trạng thái “m” 
trên những chuyển vị khả dĩ tương ứng ở trạng thái “k” tương hỗ bằng công khả dĩ         
của các ngoại lực đặt vào hệ ở trạng thái “k” trên các chuyển vị khả dĩ tương ứng ở trạng 
thái “m”. 

Cần hiểu khái niệm tương hỗ như sau: 

+ Hai trạng thái “m” và “k” phải xây dựng trên cùng một hệ. 

+ Chuyển vị ở trạng thái này phải có vị trí và phương tương ứng với vị trí và phương 
của lực ở trạng thái kia. 

Sau đây ta sẽ vận dụng định lý Betti để chứng minh các định lý khác. 

4.6.2. Định lý tương hỗ về các chuyển vị đơn vị 

δkm

a) "m" 

b)
"k" Pk=1 

δmk 

Pm=1 

Hình 4.25 

Định lý này do J. Maxwell đề xuất năm 
1864. Xét một hệ đàn hồi tuyến tính ở hai 
trạng thái:  

+ Ở trạng thái “m” hệ chịu một lực    
Pm = 1 gây nên chuyển vị δkm theo phương 
của lực Pk (Hình 4.25a). 

+ Ở trạng thái “k” hệ chịu một lực Pk (có thể là lực tập trung hoặc mô men tập trung) 
gây nên chuyển vị δmk theo phương của lực Pm (Hình 4.25b). 

Theo định lý Betti ta có: 1.δmk = 1.δkm 

Vậy: δmk =  δkm        (4-19) 
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Định lý Maxwell được phát biểu như sau:  

Trong hệ đàn hồi tuyến tính chuyển vị đơn vị tương ứng với vị trí và phương của lực 
Pm do lực Pk bằng đơn vị gây ra tương hỗ bằng chuyển vị đơn vị tương ứng với vị trí và 
phương của lực Pk do lực Pm bằng đơn vị gây ra. 

4.6.3. Định lý tương hỗ về 
các phản lực đơn vị Δm=1 a) "m" 

rkm 

b) "k" 

rmk 

Δk=1 m 

k 

Hình 4.26 

Định lý này do L. Rayleigh 
(1842- 1919) đề xuất năm 1875. Xét 
một hệ đàn hồi ở hai trạng thái: 

+ Ở trạng thái “m”: Gối tựa thứ 
m có chuyển vị cưỡng bức bằng đơn 
vị gây ra tại gối tựa thứ k phản lực 
đơn vị rkm (Hình 4.26a). 

+ Ở trạng thái “k”: Gối tựa thứ k có chuyển vị cưỡng bức bằng đơn vị gây ra tại gối 
tựa thứ m phản lực đơn vị rmk (Hình 4.26a). 

Theo định lý Betti ta có: 1.rmk = 1.rkm 
Vậy: rmk =  rkm        (4-20) 

Định lý Rayleigh được phát biểu như sau: 

Trong hệ đàn hồi tuyến tính, phản lực đơn vị tại liên kết m do chuyển vị cưỡng bức tại 
liên kết k bằng đơn vị gây ra tương hỗ bằng phản lực đơn vị tại liên kết k do chuyển vị 
cưỡng bức tại liên kết m bằng đơn vị gây ra. 

4.6.4. Định lý tương hỗ về chuyển 
vị đơn vị và phản lực đơn vị a) "m"

Hình 4.27 

"k"b)

k 

ϕm=1 

δkm 

m 

Pk=1rmk 

k m 

Định lý này do A.A.Gvozđiev đề xuất 
năm 1927. Xét một hệ đàn hồi ở hai trạng 
thái:  

+ Trạng thái “m”: Gối tựa thứ m có 
chuyển vị cưỡng bức bằng đơn vị (ϕm = 1), 
gây ra chuyển vị tại một điểm k là δkm 
(Hình 4.27a). 

+ Trạng thái “k”:  Một lực bằng đơn vị (Pk = 1) gây ra tại gối tựa thứ m phản lực đơn 
vị là rmk (Hình 4.27b). 

Công khả dĩ Tmk = 0 vì trạng thái m không có ngoại lực tác dụng. 
Công khả dĩ: 
   Tkm = ϕm + Pk mkr& kmδ&
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   Tkm = +  mkr& kmδ&

Áp dụng định lý Betti (Tkm = Tmk = 0) ta có: 

           (4-21) mkkm   -  r δ= &&

Như vậy định lý được phát biểu như sau:  

Trong hệ đàn hồi tuyến tính phản lực đơn vị tại liên kết k do lực Pm bằng đơn vị gây 
ra tương hỗ bằng chuyển vị đơn vị tương ứng với vị trí và phương của lực Pm do chuyển vị 
cưỡng bức tại liên kết k bằng đơn vị gây ra nhưng trái dấu. 

BÀI TẬP CHƯƠNG 4 

1. Xác định chuyển vị thẳng đứng tại tiết diện K, chuyển vị ngang tại tiết diện I, 
chuyển vị góc xoay tại tiết diện C, chuyển vị thẳng tương đối giữa hai tiết diện A và B theo 
phương AB, chuyển vị góc xoay tương đối giữa hai tiết diện E và F của các hệ có kích 
thước và sơ đồ chịu lực trên các hình từ  hình 4.28 đến hình 4.39. 

2. Xác định chuyển vị thẳng đứng tại mắt B, chuyển vị ngang tại mắt C và góc xoay 
của thanh AB trong dàn có kích thước và sơ đồ chịu lực như trên các hình từ hình 4.40 đến 
hình 4.43. 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Hình 4.28 

4m 

4m 

8m 8m 

2J 

2J 
J 

J 

q = 20kN/m 

C

K 

q = 10kN/m 

C 

Hình 4.29

EJ = const 
4m 

K

4m 4m 

Hình 4.30 

4m 

4m 

2J 

J J 

q=10kN/m 

I P= 100kN  

M=200KNm  

E F 

F 

EJ = const 

q  
I 

Hình 4.31 

L

E

L
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Hình 4.32
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Hình 4.34 

3m 3m 

Hình 4.35 
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Hình 4.36 
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Hình 4.39Hình 4.38 
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Hình 4.40

EF=const
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d d
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P1=1kN 

 

 

 

  

  

  

  

  

  

  

3. Xác định chuyển vị thẳng tương đối 
giữa hai tiết diện A và B của khung có kích 
thước và sơ đồ cho trên hình 4.44. Khung 
chịu áp lực của cột nước có chiều cao là h. 
Biết EJ = const; Trọng lượng riêng của 
nước là γ0. 

3. Xác định chuyển vị thẳng tương đối 
giữa hai tiết diện A và B của khung có kích 
thước và sơ đồ cho trên hình 4.44. Khung 
chịu áp lực của cột nước có chiều cao là h. 
Biết EJ = const; Trọng lượng riêng của 
nước là γ0. 

4. Xác định hệ số k để: 4. Xác định hệ số k để: 
a) Chuyển vị góc xoay tại C trên dầm ở hình 4.45 bằng không. a) Chuyển vị góc xoay tại C trên dầm ở hình 4.45 bằng không. 
b) Chuyển vị thẳng đứng tại I bằng chuyển vị thẳng đứng tại F trên dầm ở hình 4.46. b) Chuyển vị thẳng đứng tại I bằng chuyển vị thẳng đứng tại F trên dầm ở hình 4.46. 

  

P2=2kN 

Hình 4.41 
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B 

Hình 4.42

d d 

d +Δ 

+to +to 

B 

Hình 4.43
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Hình 4.44
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Hình 4.46
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CHƯƠNG 5 

TÍNH HỆ SIÊU TĨNH THEO PHƯƠNG PHÁP LỰC 

5.1.  KHÁI NIỆM VỀ HỆ SIÊU TĨNH 

5.1.1. Định nghĩa 

Trong các chương trước ta đã làm quen với hệ tĩnh định, là hệ chỉ cần dùng các 
phương trình cân bằng tĩnh học là đủ để xác định hết các phản lực và nội lực của hệ. Trong 
thực tế ta thường gặp những hệ mà nếu chỉ sử dụng các phương trình cân bằng tĩnh học thì 
chưa đủ để xác định hết các thành phần phản lực và nội lực. Để tính các hệ đó, cần bổ sung 
thêm phương trình thường là các phương trình biến dạng, những hệ như vậy gọi là hệ siêu 
tĩnh. 

Hệ được gọi là siêu tĩnh nếu trong toàn hệ hoặc trong một vài phần của hệ ta không 
thể chỉ dùng các phương trình cân bằng tĩnh học để xác định được tất cả các phản lực và 
nội lực. 

Về mặt cấu tạo hình học, hệ siêu tĩnh là hệ bất biến hình và thừa liên kết. Số liên kết 
thừa là đặc trưng của hệ siêu tĩnh, song ở đây liên kết thừa là những liên kết không cần 
thiết cho sự cấu tạo hình học của hệ nhưng vẫn cần cho sự làm việc của công trình. 

Ví dụ dầm và khung trên hình 5.1a, b 
là hệ tĩnh định. Các hệ dầm, khung, dàn, 
vòm trên hình 5.1c,d,g,h là hệ siêu tĩnh vì 
từ ba phương trình cân bằng tĩnh học ta 
chưa thể xác định được hết các phản lực. 

Hình 5.1 

a) b) 

c)
d) 

g)

h) 
Hệ siêu tĩnh được sử dụng rộng rãi 

trong các công trình thực tế như cầu giao 
thông, nhà dân dụng và công nghiệp, các 
đập ngăn, cống, cầu máng, trạm thuỷ điện 
v..v...  

5.1.2. Đặc điểm của hệ siêu tĩnh 

Đối chiếu với hệ tĩnh định thì hệ siêu tĩnh có các đặc điểm sau: 

1. Chuyển vị, biến dạng và nội lực trong hệ siêu tĩnh nói chung nhỏ hơn trong hệ tĩnh 
định có cùng kích thước và tải trọng. 

Kết quả tính độ võng ở giữa nhịp,  mô men uốn lớn nhất trong dầm tĩnh định một nhịp 
và dầm siêu tĩnh một nhịp hai đầu ngàm ghi trong bảng 5.1 cho ta thấy chuyển vị và nội 
lực trong dầm siêu tĩnh nhỏ hơn trong dầm tĩnh định khá nhiều. 

123 



                                                  Bảng 5-1 
 

Dầm 
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EJ 
l 
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EJ 
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Độ võng ở giữa nhịp 

 EJ384
q5Y

4
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l

=  
EJ384

qY
4

max
l

=  

 
Giá trị mô men uốn lớn nhất Tại giữa nhịp 

8
qM

2l
=  Tại ngàm 

12
qM

2l
=  

Vì vậy dùng hệ siêu tĩnh sẽ tiết kiệm vật liệu hơn so với hệ tĩnh định tương ứng. Đây 
cũng là ưu điểm chính của hệ siêu tĩnh. 

2. Trong hệ siêu tĩnh phát sinh các nội lực do sự thay đổi mhiệt độ, sự chuyển vị các 
gối tựa, sự chế tạo và lắp ráp không chính xác gây ra (những nguyên nhân này không gây 
ra nội lực trong hệ tĩnh định). 

Để thấy rõ tính chất này, ta xét một vài ví dụ: 

• So sánh dầm đơn trên hình 5.2a với dầm siêu tĩnh một nhịp trên hình 5.2b cùng chịu 
sự thay đổi nhiệt độ không đều, ở trên là t1, ở dưới là t2 với t2 > t1 ta thấy:  

Dưới tác dụng của nhiệt độ dầm 
có khuynh hướng bị uốn cong, nhưng 
trong dầm tĩnh định các liên kết 
không ngăn cản biến dạng của dầm 
nên không phát sinh phản lực và nội 
lực, ngược lại trong dầm siêu tĩnh, 
các liên kết (ngàm) cản trở không cho 
phép dầm biến dạng tự do, do đó phát 
sinh phản lực và nội lực. 

c)a)

t2 

t1 

Δ

• Khi liên kết có chuyển vị cưỡng bức (bị lún) dầm tĩnh định cho trên hình 5.2c bị 
nghiêng đi, các liên kết không ngăn cản và cho phép chuyển vị tự do nên không phát sinh 
nội lực. Ngược lại, khi gối phải của dầm siêu tĩnh trên hình 5.2d bị lún, gối tựa giữa không 
cho phép dầm chuyển vị tự do như trường hợp trên, dầm bị uốn cong theo đường đứt nét, 
do đó trong dầm sẽ phát sinh nội lực.  

• Khi chế tạo, lắp ráp không chính xác (hình 5.3). 
Giả sử chiều dài của thanh CD trong hệ siêu tĩnh bị 
ngắn so với chiều dài thiết kế một đoạn bằng Δ. Sau khi 
lắp ráp, thanh CD bị dãn ra đồng thời dầm AB cũng bị 
uốn cong, do đó trong hệ tồn tại các nội lực ban đầu.  

Hình 5.2

d)b)

Δ

A B

C 
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t2 

Hình 5.3 
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Khi thiết kế kết cấu siêu tĩnh ta cần đặc biệt lưu ý đến những nguyên nhân gây ra nội 
lực kể trên. Đôi khi có thể sử dụng tính chất này để tạo sẵn trong hệ những nội lực và biến 
dạng ban đầu ngược chiều với nội lực và biến dạng do tải trọng gây ra. Biện pháp này làm 
cho sự phân phối nội lực trong các cấu kiện của công trình được hợp lý hơn và do đó tiết 
kiệm được vật liệu. 

3. Nội lực trong hệ siêu tĩnh phụ thuộc vật liệu, kích thước và hình dạng của tiết diện 
trong các thanh. 

Sau này ta sẽ thấy, để tính hệ siêu tĩnh ta phải dựa vào điều kiện biến dạng mà biến 
dạng lại phụ thuộc các độ cứng EJ, EF... nên nội lực trong hệ siêu tĩnh cũng phụ thuộc EJ, 
EF  của các thanh. 

Ba đặc điểm trên sẽ thấy rõ hơn trong quá trình tính hệ siêu tĩnh sau này. 

5.1.3. Bậc siêu tĩnh 

Với những giả thiết được chấp nhận trong cơ học kết cấu, ta có thể đưa ra khái niệm 
về bậc siêu tĩnh như sau: 

Bậc siêu tĩnh của hệ siêu tĩnh bằng số lượng liên kết thừa đã qui đổi ra liên kết thanh 
ngoài số liên kết cần thiết đủ để cho hệ bất biến hình. 

Có thể tính bậc siêu tĩnh (ký hiệu là n) theo ba cách sau: 

1. Theo định nghĩa 

Ta có thể dùng các công thức (1-2), (1-3), liên hệ giữa số lượng các miếng cứng và số 
lượng các liên kết đã nghiên cứu trong chương 1 để suy ra công thức xác định bậc siêu tĩnh 
n của hệ: 

     n = (T + 2K + 3H)  - 3 (D - 1)       Hệ bất kỳ không nối đất 

   n = T + 2K + 3H + C - 3D             Hệ nối đất                       

Trong đó:   
  D - số các miếng cứng tĩnh định (miếng cứng có chu vi hở). 
  T, K, H - số liên kết thanh, liên kết khớp, liên 

kết hàn dùng để nối D miếng cứng (đã qui đổi ra 
liên kết đơn giản) . 

Trái đất

a)

b)
A B C D 

Hình 5.4 

  C - số liên kết tựa nối với đất được qui ra liên 
kết thanh. 

2. Loại bỏ dần liên kết 

Theo cách này ta sẽ loại bỏ dần các liên kết trong 
hệ siêu tĩnh để đưa hệ siêu tĩnh đã cho về hệ tĩnh định 
(bất biến hình đủ liên kết). Số liên kết bị loại bỏ (đã qui 
đổi ra liên kết thanh) là bậc siêu tĩnh cần tìm. 
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Ví dụ 5-1: Xác định bậc siêu tĩnh của các hệ trên hình 5.4. 

Khung siêu tĩnh trên hình 5.4a nếu bỏ 3 trong 4 ngàm hệ sẽ trở thành tĩnh định. Do đó 
n = 3.3  = 9, hệ siêu tĩnh bậc 9. 

Dầm siêu tĩnh tên hình 5.4b nếu bỏ các liên kết ở A, B, C sẽ có dầm công sôn quen 
thuộc nên n = 1.2 +1 + 1 = 4. Nếu bỏ liên kết ở B và D ta có dầm đơn giản có đầu thừa nên 
n = 1 + 1.3 = 4 dầm siêu tĩnh bậc 4. 

3. Theo công thức đơn giản 

Trước khi thiết lập công thức ta hãy 
khảo sát một ví dụ sau: 

 Xét một khung có chu vi hở           
(hình 5.5a). Khung này là tĩnh định, vì khi 
thực hiện mặt cắt như trên hình vẽ ta chỉ 
cần sử dụng các phương trình cân bằng tĩnh 
học là có thể  xác định nội lực tại một tiết 
diện bất kỳ nào đó thuộc hệ. 

Nếu đặt thêm vào chu vi hở đó một liên kết loại một (liên kết thanh), hệ sẽ thừa một 
liên kết (hình 5.5b). Vậy hệ này có bậc siêu tĩnh bằng một (n = 1). 

Nếu đặt thêm vào chu vi hở đó một liên kết loại hai ( liên kết khớp ) hệ sẽ thừa hai 
liên kết tương đương loại một (hình 5.5c). Vậy hệ này có bậc siêu tĩnh bằng hai (n = 2). 

Nếu đặt thêm vào chu vi hở đó một mối hàn (liên kết loại ba) hệ sẽ thừa ba liên kết 
tương đương loại một (hình 5.5d). Vậy hệ này có bậc siêu tĩnh bằng ba (n = 3). 

Qua ví dụ trên ta có: Một chu vi kín có bậc siêu tĩnh bằng ba, nếu thêm vào chu vi kín 
đó một khớp đơn giản thì bậc siêu tĩnh giảm xuống một đơn vị. Bởi vậy, với hệ siêu tĩnh có 
V chu vi kín và K khớp đơn giản thì bậc siêu tĩnh n của hệ được xác định theo công thức: 

   n = 3V - K                                                                                 (5-1) 

Chú thích: Khi sử dụng công thức (5-1) cần quan niệm trái đất là miếng cứng hở. Ví 
dụ, khi xét hệ trên hình 5.4a thì số chu vi kín trong trường hợp này bằng 3 chứ không phải 
bằng 4 vì phải quan niệm trái đất là miếng cứng hở như trên hình vẽ. Bậc siêu tĩnh của hệ 
này bằng n = 3.3 - 0 = 9. 

Ví dụ 5-2: Xác định bậc siêu tĩnh của khung trên hình 5.6. 

Coi đất là một miếng cứng hở đi qua A, C, D. Ta thấy hệ 
có 4 chu vi kín (V = 4), số khớp đơn giản là 5 (K = 5) đó là 3 
khớp đơn tại A, B, C và 1 khớp phức tạp được qui đổi thành 
2 khớp đơn giản tại E. Vậy n = 3.4 - 5 = 7. Hệ siêu tĩnh bậc 7. 

Hình 5.5 

P P

a) b) 

P P

P P

c) 
P P

d) 

E 

A B 
C 

D

Hình 5.6 
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5.1.4. Các phương pháp tính hệ siêu tĩnh 
So với các hệ tĩnh định đã biết, việc tính toán các hệ siêu tĩnh thường phức tạp và khối 

lượng tính toán lớn. Có nhiều phương pháp tính hệ siêu tĩnh, trong đó có hai phương pháp 
cơ bản là phương pháp lực và phương pháp chuyển vị.  

1. Phương pháp lực (được đề cập trong Chương này), là phương pháp tổng quát áp 
dụng cho kết cấu dạng thanh bất kỳ với các nguyên nhân khác nhau. Hệ có bậc siêu tĩnh 
càng cao việc tính toán càng phức tạp. 

2. Phương pháp chuyển vị (được đề cập trong Chương 6), thường dùng để tính cho hệ 
dầm, khung. Việc tính toán khá thuận tiện và có khả năng tự động hoá cao. 

Nhược điểm của hai phương pháp này là phải giải hệ phương trình nhiều ẩn số. Để 
khắc phục nhược điểm này các phương pháp giải đúng dần dựa trên cơ sở của phương 
pháp chuyển vị đã ra đời. Một trong các phương pháp đó là phương pháp phân phối mô 
men (được đề cập trong Chương 7). 

Trong những năm gần đây, cùng với sự phát triển mạnh mẽ của máy tính điện tử, 
phương pháp phần tử hữu hạn được áp dụng rộng rãi và rất hiệu quả đối với các bài toán cơ 
học môi trường liên tục nói chung và cơ học vật rắn biến dạng nói riêng. Ta sẽ nghiên cứu 
phương pháp này trong môn học phương pháp số. 

5.2.  NỘI DUNG PHƯƠNG PHÁP LỰC TÍNH HỆ SIÊU TĨNH 

5.2.1. Nội dung cơ bản của phương pháp 
Từ định nghĩa ta thấy không thể tính phản lực, nội lực trực tiếp trên hệ siêu tĩnh đã 

cho mà phải tính thông qua một hệ khác cho phép dễ dàng xác định phản lực, nội lực. Hệ 
mới này suy ra từ hệ siêu tĩnh đã cho bằng cách loại bớt các liên kết thừa gọi là hệ cơ bản. 
Để bảo đảm cho hệ cơ bản làm việc giống hệ siêu tĩnh đã cho ta cần phải bổ sung thêm các 
điều kiện phụ. Đó là nội dung tóm tắt của phương pháp lực. 

Hệ cơ bản của phương pháp lực là một hệ bất biến hình suy ra từ hệ siêu tĩnh đã cho 
bằng cách loại bỏ tất cả hay một số liên kết thừa. 

Nếu loại bỏ tất cả các liên kết thừa thì hệ cơ bản là tĩnh định, còn nếu chỉ loại bỏ một 
số liên kết thừa thì hệ cơ bản là siêu tĩnh có bậc thấp hơn. 

Điều quan trọng là hệ cơ bản phải bất biến hình và cho phép ta xác định được nội lực 
một cách dễ dàng. Bởi vậy trong đa số trường hợp, ta thường dùng hệ cơ bản tĩnh định. 

Đối với hệ siêu tĩnh trên hình 5.7a, có thể chọn hệ cơ bản theo nhiều cách khác nhau. 
Ví dụ trên hình 5.7b,c,d,e cho ta ba cách chọn hệ cơ bản tĩnh định từ một hệ siêu tĩnh đã 
cho trên hình 5.7a.  

Để thiết lập các điều kiện phụ ta hãy so sánh sự khác nhau giữa hệ siêu tĩnh đã cho 
(hình 5.7a) với hệ cơ bản (giả sử dùng hệ cơ bản hình 5.7b). Ta nhận thấy:   

♦Tại vị trí loại bỏ liên kết trong hệ siêu tĩnh có các phản lực XB, YB còn trong hệ cơ 
bản (hình 5.8) thì không có các thành phần lực này.  
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 Hình 5.7

♦ Trong hệ siêu tĩnh, chuyển vị theo phương của các liên kết bị loại bỏ đều bằng 
không, còn trong hệ cơ bản các chuyển vị này có thể tồn tại. 

Như vậy, muốn cho hệ cơ bản làm việc giống hệ siêu tĩnh 
đã cho, ta cần: 

P

X1 

X2 

B 

A 

♦ Trong hệ cơ bản, đặt các lực X1, X2,..., Xn tương ứng với 
vị trí và phương của các liên kết bị loại bỏ. Những lực này chưa 
biết và giữ vai trò ẩn số (hình 5.8). Vì các ẩn số là lực (lực tập 
trung hoặc mô men tập trung) nên phương pháp này mang tên là 
phương pháp lực.  

Hình 5.8 

♦ Thiết lập điều kiện bổ sung là buộc chuyển vị trong hệ cơ bản tương ứng với vị trí 
và phương của các liên kết bị loại bỏ phải bằng với các chuyển vị thực tương ứng trong hệ 
siêu tĩnh (thường các chuyển vị này bằng không). Nói khác đi, chuyển vị trong hệ cơ bản 
tương ứng với vị trí và phương của ẩn số X1, X2,...,Xn  do các lực X1, X2,...,Xn  và do các 
nguyên nhân bên ngoài (tải trọng P, sự thay đổi nhiệt độ t, sự chế tạo lắp ráp không chính 
xác và chuyển vị gối tựa Δ) gây ra phải bằng không. 

Trên hình 5.8, với nguyên nhân tải trọng ta có hai chuyển vị ngang và đứng tại B là: 
    0)P,X,X(X 211

=Δ

   0)P,X,X(X 212
=Δ

Nếu hệ có bậc siêu tĩnh là n và hệ cơ bản tĩnh định thì ta có n điều kiện: 

     với  k = 1, 2,... n.    (5-2) 0),t,P,X,...X,X(X n21k
=Δ Δ

Các điều kiện (5-2) được gọi là các phương trình cơ bản của phương pháp lực. 

Với hệ có n bậc siêu tĩnh ta thiết lập được n phương trình cơ bản đủ để xác định n ẩn 
số X1, X2,... Xn . Sau khi tìm được các lực X1, X2,... Xn  ta xem chúng như các ngoại lực tác 
dụng trên hệ cơ bản (hình 5.8). Lúc này các lực tác dụng trên hệ cơ bản đều đã biết, ta dễ 
dàng tìm được nội lực và biến dạng trong hệ cơ bản, đó chính là nội lực và biến dạng trong 
hệ siêu tĩnh đã cho, vì các lực Xi đã thỏa mãn hệ phương trình cơ bản tức là đã thỏa mãn 
điều kiện làm việc như nhau giữa hệ cơ bản với hệ siêu tĩnh đã cho. 
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Chú ý: 

1. Khi chọn hệ cơ bản cho hệ siêu tĩnh chịu các chuyển vị cưỡng bức Δ tại các gối tựa. 
Để vế phải của phương trình cơ bản luôn bằng không như trường hợp tải trọng và nhiệt độ 
tác dụng ta cắt các liên kết có chuyển vị cưỡng bức mà không loại bỏ nó. 

Thật vậy, giả sử xét hệ siêu 
tĩnh cho trên hình 5.9a nếu chọn 
hệ cơ bản bằng cách loại bỏ liên 
kết tại A có chuyển vị cưỡng 
bức (Hình 5.9b) thì điều kiện 
biến dạng theo phương của ẩn 
số X1 sẽ khác không:  

Hình 5.9

a)A 

Δ X1 

b)

X1 

X1 
m 

n 

c) 
A 

a 

  = - a  ),X(X 11 ΔΔ

Nếu chọn hệ cơ bản bằng cách cắt liên kết có chuyển vị thì điều kiện biến dạng vẫn 
bằng không (Hình 5.9c) bởi vì lúc này chuyển vị tương ứng với cặp ẩn số X1 là chuyển vị 
tương đối, tuy gối A có chuyển vị cưỡng bức nhưng chuyển vị tương đối giữa hai điểm cắt 
m và n vẫn bằng không. 

   = 0 ),X(X 11 ΔΔ

2. Khi chọn hệ cơ bản cho hệ dàn siêu tĩnh hoặc hệ siêu tĩnh có các thanh hai đầu 
khớp với độ cứng hữu hạn (EF ≠ ∞) và tải trọng không tác dụng trên thanh, ta quy định chỉ 
được phép cắt và thay thế bằng các cặp lực XK ngược chiều nhau mà không được phép loại 
bỏ. 

 
 

 

 

 Hình 5.10

a) P 

A B 
EJ 

EF ≠ ∞ 
X1

b) P

A B
EJ 

X1

m n 

X1 

c) P

A B 
X1

Với hệ trên hình 5.10a: nếu chọn hệ cơ bản bằng cách loại bỏ thanh căng AB       
(Hình 5.10b) thì phương trình cơ bản biểu thị chuyển vị tương đối giữa A và B theo 
phương AB, chuyển vị này khác không vì trong thanh AB có biến dạng dọc trục; nếu chọn 
hệ cơ bản bằng cách cắt thanh AB (Hình 5.10c) thì chuyển vị tương đối giữa hai điểm m và 
n bằng không và phương trình cơ bản luôn bằng không. 

5.2.2. Hệ phương trình chính tắc 

1. Thành lập hệ phương trình chính tắc 

Trong giáo trình này ta chỉ nghiên cứu những hệ có thể áp dụng được nguyên lý cộng 
tác dụng, với những hệ này ta có thể biểu thị phương trình cơ bản thứ k của hệ (5-2) dưới 
dạng: 
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   =)z,,t,P,X,...X,X(X n21k ΔΔ +Δ++Δ++Δ+Δ
nkkk2k1k XXXXXXXX ......  

+
Δ

Δ+Δ+Δ
kktkP XXX = 0 

Để cho gọn, ta bỏ bớt các chỉ số X: 
   Δk1 + Δk2 + ... + Δkk + ... + Δkn + ΔkP + Δkt + ΔkΔ = 0 
Trong đó:  
   Δkm - chuyển vị tương ứng với vị trí và phương của lực XK do lực Xm gây ra trong 

hệ cơ bản; 
  ΔkP, Δkt, ΔkΔ - chuyển vị tương ứng với vị trí và phương của lực XK do riêng tải 

trọng, thay đổi nhiệt độ, chuyển vị gối tựa gây ra trong hệ cơ bản. 

Nếu gọi δkm là chuyển vị tương ứng với vị trí và phương của lực XK do riêng lực 
Xm=1 gây ra trong hệ cơ bản, ta có: 

   Δkm = δkm.Xm 
Do đó phương trình cơ bản thứ k có dạng: 

    δk1.X1 + δk2.X2 +...+ δkk.Xk +...+ δkn.Xn + ΔkP + Δkt + ΔkΔ = 0. 

Với hệ có n bậc siêu tĩnh sau khi lần lượt cho k = 1, 2,..., n ta sẽ có hệ n phương trình 
cơ bản của phương pháp lực. 

Hệ phương trình (5-3) sau đây được gọi là hệ phương trình chính tắc của phương 
pháp lực. Các hệ số δkm (với k ≠ m) của phương trình chính tắc gọi là hệ số phụ. Các hệ số 
δkk  gọi là hệ số chính. Các số hạng ΔkP, Δkt, ΔkΔ gọi là số hạng tự do. 

  δ11X1 + δ12X2 +...+ δ1kXk +...+ δ1nXn + Δ1P + Δ1t + Δ1Δ = 0 
  δ21X1 + δ22X2 +...+ δ2kXk +...+ δ2nXn + Δ2P + Δ2t + Δ2Δ = 0 
  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
  δk1X1 + δk2X2 +...+ δkkXk +...+ δknXn + ΔkP + Δkt  + ΔkΔ = 0         (5-3) 
  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   
  δn1X1 + δn2X2 +...+ δnkXk +...+ δnnXn + ΔnP + Δnt + ΔnΔ = 0 

Hệ phương trình (5-3) có thể viết dưới dạng ma trận như sau: 
   [F].{X} + {Δ} = 0                                                      
Trong đó:  
  [F] - ma trận các hệ số 
  {X}- véc tơ ẩn lực 
  {Δ}- véc tơ các số hạng tự do 

Ý nghĩa vật lý của phương trình chính tắc thứ k là tổng chuyển vị tại điểm đặt lực Xk 
theo phương Xk do các ẩn X1, X2, ... Xn và tải trọng, sự thay đổi nhiệt độ và chuyển vị gối 
tựa gây ra trên hệ cơ bản phải bằng không. 
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2. Cách tính các hệ số và số hạng 
Về bản chất, các hệ số và số hạng tự do trong (5-3) là chuyển vị nên có thể xác định 

theo công thức Măc xoen - Mo: 

    δkm = ds
EF
NN

ds
GF

QQ
μds

EJ
MM mkmkmk ∑∫∑∫∑∫ ++ .     (5-4) 

Trong đó: ( kM , kQ , kN ), ( mM , mQ , mN ) - lần lượt là biểu thức mô men, lực cắt, lực 
dọc do riêng Xk = 1, Xm = 1 gây ra trên hệ cơ bản. 

Đối với những hệ có thể áp dụng phép “nhân” biểu đồ theo Vêrêsaghin, ta có: 

   δkm =  kM  mM  + kN  mN  + kQ   mQ  ; 

Trong đó: kM  , kQ  , kN  , mM  , mQ  , mN  - lần lượt là biểu đồ mô men, lực cắt, lực 
dọc do Xk = 1, Xm=1 gây ra trong hệ cơ bản. 

Các hệ số chính δkk luôn dương, các hệ số phụ δkm có thể dương, âm hoặc bằng không. 
- Các số hạng tự do: 

   ΔkP = ds
GF

QQμds
EF

NNds
EJ
MM o

Pk
o
Pk

o
Pk ∑∫∑∫ ∑∫ ++    (5-5) 

Trong đó:  - Biểu thức giải tích của mô men uốn, lực dọc và lực cắt do 
riêng tải trọng gây ra trong hệ cơ bản. 

o
P

o
P

o
P  Q  , N  , M

Trong trường hợp có thể áp dụng cách “nhân” biểu đồ ta có: 
   ΔkP =   o

P M kM  +    o
PN kN  +    o

PQ kQ  
Trong đó: 
   ,   ,    - Các biểu đồ nội lực do riêng tải trọng gây ra trong hệ cơ bản. o

P M o
PN o

PQ

   Δkt  = ∑∫∑∫ α+
Δ

α ds.t..Nds.
h

..M ck
t

k .    (5-6)  

Với những hệ gồm những thanh thẳng có tiết diện không đổi trong từng đoạn thanh và 
nhiệt độ thay đổi như nhau dọc theo chiều dài của từng đoạn thanh, ta dùng công thức thực 
hành sau: 

   Δkt =  ( ) ( )kk M
t

Nc .
h

α...tα. Ω
Δ

±+Ω ∑∑  

Trong đó: ( kNΩ )và ( kMΩ )  - là diện tích biểu đồ lực dọc và biểu đồ mô men uốn do lực 

Xk =1 gây ra trong hệ cơ bản. 
   ΔkΔ = ∑ Δ− i

m
i
k .R        (5-7) 

Trong đó:  - là chuyển vị cưỡng bức tại liên kết thứ i của hệ siêu tĩnh; i
mΔ

i
kR  là phản 

lực tại liên kết thứ i do lực Xk=1 gây ra trên hệ cơ bản. 
Chú ý: Nếu nguyên nhân tác dụng trên hệ siêu tĩnh không phải là chuyển vị cưỡng bức 

của liên kết tựa mà do chế tạo, lắp ráp không chính xác thì ΔkΔ được xác định theo (4-15). 
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5.2.3. Cách tìm nội lực trong hệ siêu tĩnh 

Giải hệ phương trình chính tắc (5-3) sẽ xác định được giá trị các ẩn lực X1, X2,... Xn 
và từ đây ta có thể vẽ biểu đồ nội lực theo hai cách sau: 

1. Cách tính trực tiếp 

Đặt tất cả các ẩn lực đúng chiều và trị số vào hệ cơ bản cùng với tải trọng đã cho. Vì 
hệ cơ bản thường là tĩnh định nên các biểu đồ nội lực sẽ được xác định dễ dàng như đã 
trình bày trong chương 2.  

2. Cách dùng nguyên lý cộng tác dụng 
Mô men uốn, lực cắt, lực dọc trong hệ siêu tĩnh do P, t, Δ gây ra có thể xác định theo 

biểu thức cộng tác dụng (xem Chương mở đầu). Với mô men uốn ta có: 

    Mcc = 1M .X1 + 2M .X2 + ... + nM .Xn +   (5-8)         o
Δ

o
t

o
P MMM ++

Trong đó:  

 Mcc - biểu đồ mô men trong hệ siêu tĩnh do P, t, Δ gây ra. 

 1M  , 2M  ,... nM  - biểu đồ mô men trên hệ cơ bản do riêng X1 = 1, ... Xn= 1 gây ra. 

  - biểu đồ mô men trên hệ cơ bản do tải trọng, thay đổi nhiệt độ, 
chuyển vị cưỡng bức của các liên kết tựa gây ra. Trong trường hợp hệ cơ bản là hệ tĩnh 
định thì = 0. 

o
Δ

o
t

o
P M,M,M

o
Δ

o
t MM =

Biểu thức (5-8) hay được áp dụng để vẽ biểu đồ mô men uốn vì các biểu đồ 1M  , 2M , 
... nM  ,  đã được xây dựng trong quá trình tính hệ số, số hạng tự do của hệ phương trình 
chính tắc. Biểu đồ lực cắt, lực dọc thường được xác định theo cách sau đây. 

o
PM

3. Cách vẽ biểu đồ lực cắt, lực dọc 

Ta có thể vẽ biểu đồ lực cắt từ biểu đồ mô men đã biết và xác định biểu đồ lực dọc từ 
biểu đồ lực cắt đã biết. 

a. Xác định giá trị  lực cắt tại đầu mỗi đoạn thanh theo công thức: 

   QAB = 
AB

ABo
AB

M
Q                                                      (5-9) 

l

Δ
±

Trong đó:    

  QAB - giá trị lực cắt tại tiết diện A của thanh AB trong hệ siêu tĩnh. 

  - giá trị lực cắt tại tiết diện A của thanh AB do tải trọng tác dụng trong đoạn 
thanh AB gây ra khi coi thanh đó như  một dầm đơn giản hai đầu khớp. 

o
ABQ

  ΔMAB - hiệu đại số các tung độ mô men ở hai đầu đoạn thanh A và B. 
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  ⏐ΔMAB⏐- lấy dấu dương khi từ trục thanh quay một góc nhỏ hơn 90o về phương 
của đường nối hai tung độ mô men ở hai đầu thanh là thuận chiều kim đồng hồ và lấy dấu 
âm khi quay ngược chiều kim đồng hồ. 

Ta có thể chứng minh công thức (5-9) như sau: 

Giả sử đã biết biểu đồ mô men  MP  như hình 5.11a. Tách thanh AB để xét, tại tiết 
diện bị cắt đặt thêm các nội lực M, Q, N như hình 5.11b. Sau đó thay tác dụng của lực cắt 
và lực dọc bằng các liên kết thanh như hình 5.11c. 
 b) c)

Hình 5.11 

MAB

lAB 

NAB NBAQBAQAB

MBAq 

MP 

P 

a) 
q 

B A 

M 

lAB 

B A 

MA 

N

 

BA

MB q 

2
ql

lAB

MB
lAB

MA

 

 

 

 

 

Để xác định lực cắt trong đoạn thanh AB ta chỉ cần tìm lực cắt trên sơ đồ dầm đơn 
quen thuộc (hình 5.11c). Tại mỗi gối tựa phản lực có ba ảnh hưởng của MA, MB và q. Dùng 
phương pháp mặt cắt tại A, xét cân bằng phần trái ta có: 

    
AB

ABBAo
AB

AB

ABBAAB
AB

M-MQ  M-M
2

qQ
ll

l
+=+=  

Để tránh phiền phức về qui ước dấu của mô men trong số hạng thứ hai, ta có thể viết 
công thức dưới dạng trị tuyệt đối như (5-9). 

b. Xác định giá trị lực dọc từ lực cắt: 

Cách vẽ biểu đồ lực dọc theo biểu đồ lực cắt đã biết dựa trên cơ sở khảo sát sự cân 
bằng về lực của các nút hoặc của từng phần hệ được tách ra khỏi hệ thanh (thông qua các 
phương trình cân bằng hình chiếu). 

5.3. CÁC VÍ DỤ ÁP DỤNG 

5.3.1. Hệ siêu tĩnh chịu tải trọng bất động 

Ví dụ 5-3: Vẽ biểu đồ nội lực trong khung cho trên hình 5.12a. 

Quá trình tính toán được thực hiện theo thứ tự như sau: 

1.  Xác định bậc siêu tĩnh.  Hệ đã cho có bậc siêu tĩnh bằng 2. 

2.  Chọn hệ cơ bản. Có nhiều cách chọn hệ cơ bản, ta chọn hệ cơ bản như hình 5.12b. 

3. Thiết lập hệ phương trình chính tắc. Hệ siêu tĩnh bậc hai (n = 2).  
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Ta có hai phương trình chính tắc: aa) b)   δ11X1 + δ12X2 + Δ1P = 0  
  δ21X1 + δ22X2 + Δ2P = 0  

(a)

Khi xác định các hệ số và số hạng tự 
do của hệ phương trình chính tắc trong 
khung và dầm, ta bỏ qua ảnh hưởng của lực 
dọc và lực cắt khi tính các chuyển vị. Ta 
cần vẽ các biểu đồ mô men uốn đơn vị lần 
lượt do X1 = 1; X2 = 1 và biểu đồ mô men 
uốn do tải trọng gây ra trong hệ cơ bản 
(hình 5.13a, b, c). Ta có: 
 

 
 
 
 

 

   δ11 = 1M  . 1M   = 
EJ3
a4aa

3
a2

2
a

JE
1 3

2
2

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⋅+⋅  

   δ22 =  2M  . 2M   = 
EJ3
a

3
a2

2
a

JE
1 32

=⋅⋅  

   δ12 = δ21 =  1M  . 2M   = 
EJ2
aa

2
a

JE
1 32

=⋅⋅  

   Δ1P =  o
PM . 1M  = 

EJ8
qa5aa

2
qa

2
aa

8
qa

3
2

3
a2a

2
qa

2
1

JE
1 4222

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⋅⋅+⋅⋅⋅−⋅⋅⋅  

   Δ2P =  o
PM . 2M  = 

EJ4
qa

2
aa

2
qa

JE
1 42

−=⋅⋅⋅−  

Thay các kết quả vào hệ phương trình chính tắc, ta được: 

      
EJ3
a4 3

X1  - EJ2
a3

X2 + 
EJ8
qa5 4

= 0  

   - 
EJ2
a3

X1 +  
EJ3
a3

X2 + EJ4
qa4

 = 0  

EJ = const 

q

X2 
X1 

Hình 5.12 

q 

a

qa2

Hình 5.13 

a a) 

X1= 1 

M1 

b)

a 

X2= 1

M2

c) 

q

2 

MP o 

8 
qa2
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Hay:    
3
4 X1  - 2

1 X2 + 8
5 qa = 0  

    - 
2
1 X1 + 

3
1 X2 - 4

1 qa = 0 . 

4. Giải hệ phương trình chính tắc để xác định các ẩn số X1, X2. Kết quả: 

    X1 =  - 
7
3 qa;          X2 = 

28
3 qa. 

5. Vẽ biểu đồ mô men uốn. Trong ví dụ này ta vẽ biểu đồ mô men uốn theo nguyên lý 
cộng tác dụng. Với hệ chỉ chịu tải trọng ta có: 

   MP  =  1M  .X1 +  2M  .X2 +    o
PM

Từ biểu thức trên ta xác định các giá trị mô men tại các  đầu thanh và áp dụng cách 
treo biểu đồ của dầm đơn sẽ vẽ được biểu đồ  MP  của hệ siêu tĩnh đã cho trên hình 5.14a. 

6. Vẽ biểu đồ lực cắt theo biểu đồ mô men uốn: 

• Trên thanh ngang AB: biểu đồ lực cắt là hằng số, có dạng đường thẳng song song 
với đường chuẩn và có giá trị: 

  QBA = 
28
qa3

14
qa

28
qa

a
1 22

+=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+  

• Trên thanh đứng BC: biểu đồ lực cắt có dạng bậc nhất, ta chỉ cần xác định giá trị của 
lực cắt tại các đầu thanh QCB và QBC rồi nối lại với nhau bằng đường thẳng ta có: 

    QCB = Q
tr = 

7
qa3

2
qa0

14
qa

a
1 2

+=+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−        

    QBC = Q
ph = 

7
qa4

2
qa0

14
qa

a
1 2

+=−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−  

 

 

 

 

 

 

 

Biểu đồ lực cắt vẽ trên hình 5.14b. 

Hình 5.14 

A
B 

C 

14 
qa2 

a) 

MP 

8 
qa2 

28 
qa2 

QBA=

NBA

NBC 

B

QBC= 

c) 

7 
4qa

28
3qa

A
B 

C 

b) 

7 
4qa

QP

7 
3qa 

28 
3qa 

+ A B

C

d)
28 
3qa 

+ 

7 
4qa

NP 
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7.  Vẽ biểu đồ lực dọc theo biểu đồ lực cắt bằng cách tách nút: 

Vì tải trọng vuông góc với trục thanh nên lực dọc không thay đổi trong từng thanh, do 
đó chỉ cần xác định một giá trị lực dọc tại một tiết diện nào đó trong mỗi thanh là đủ để vẽ 
biểu đồ. 

Tách nút B (hình 5.14c), sau khi đặt tại những tiết diện bị cắt các lực cắt có giá trị và 
chiều đã biết theo biểu đồ Q đồng thời đặt các lực dọc NAB và NBC chưa biết (giả thiết là 
dương hướng ra ngoài mặt cắt), ta viết phương trình cân bằng hình chiếu: 

    ∑X = NAB + 
7
qa4 = 0,    suy ra  NAB = -

7
qa4  

   ∑Y = - NBC -
28
qa3 = 0,    suy ra  NBC = -

28
qa3  

Biểu đồ lực dọc vẽ trên hình 5.14d. 

Ví dụ 5-4: Vẽ biểu đồ nội lực trong khung cho trên hình 5.15a. 

Hệ đã cho có bậc siêu tĩnh bằng 
một. Chọn hệ cơ bản như trên            
hình 5.15b. 

b)
P 

X1 X1 

a)

A

CDP
2J 

J JPhương trình chính tắc: 

 δ11X1 + Δ1P = 0 . 

Để xác định δ11 và Δ1P ta cần vẽ biểu đồ 

1M  và biểu đồ  (Hình 5.15c,d). o
PM

Ngoài ra, phải xét đến ảnh hưởng 
của lực dọc trong thanh hai đầu khớp 
AB, nên ta cần xác định thêm lực dọc 
trong thanh AB do X1 = 1 và do tải trọng 
gây ra trên hệ cơ bản, kết quả ghi trên 
hình 5.15c,d.  

Xác định hệ số δ11 và số hạng tự do Δ1P: 

δ11 =  1M  1M   +  1N   1N   = 
EJ6

6711
EF
1

EJ23
2

2
.

EJ
12

33 l
l

llll
=⋅⋅⋅++⋅⋅⋅  

Δ1P =  o
PM  1M    = 

EJ12
P7

3
2

2
P

EJ
1

2
P

EJ2
1 322 l

l
l

l
l

=⋅⋅⋅+⋅⋅  

Thay các trị số này vào phương trình chính tắc và giải ra ta được:  X1 = -
134

P7  

Hình 5.15 

B

l

l

10l2
J F =

d)

NP =0 o 

Pl 

A 
B 

MP 

P 

o 

c) 
l 

X1=1

N1=+1

l 

A
B

M1
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Cũng thực hiện các bước tiếp theo tương tự như trong ví dụ trên, ta dễ dàng vẽ được 
biểu đồ mô men uốn, lực cắt và lực dọc như trên hình 5.16a,b,c. 

5.3.2. Hệ siêu tĩnh chịu sự thay đổi nhiệt độ 

Ví dụ 5-5: Vẽ biểu đồ mô men uốn trong khung chịu sự thay đổi của nhiệt độ có kích 
thước và sơ đồ như hình 5.17a. Cho biết chiều cao h của các tiết diện không đổi, h = a/10. 
EJ = const. Vật liệu có hệ số dãn nở vì nhiệt là α. 
 

 

 

 

 

 

 

Hệ đã cho có một bậc siêu tĩnh. Chọn hệ cơ bản như hình 5.17b. Phương trình chính 
tắc có dạng:    δ11X1 + Δ1t = 0 

Biểu đồ 1M  và 1N   vẽ trên hình 5.17c,d. 
Tính các hệ số:  

δ11 =  1M  1M   = 
EJ3
a22a

3
2

2
aa

EJ
1 3

=⋅⋅
⋅

⋅  

Δ1t = ( ) ( )11 NcM
t ..tα..

h
α. Ω+Ω
Δ

± ∑∑  

= - 2)a1(
2

t2t2.
2
aa

h
tt2

α. ⋅⋅
+

α+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅−

 = -13αat 

Thay vào phương trình chính tắc và giải phương trình ta được: X1 = 19,5EJ 2a
tα

 

Biểu đồ mô men uốn được xác định theo biểu thức:  Mt  =  1M  X1. Kết quả vẽ trên 
hình 5.18. 

a) Pl 

MP

134 
127 

Pl 134 
7 

Hình 5.16 

b) P 

QP 

134
127

P 
134

7 

P 
++

c) 
P 

134 
127 

P 
134 

7 

P 

+ NP 

P 

Hình 5.17

a 

+2to 

a) 
+to 

+to a +2to 

b) 
+to 

+to 

X1

M1

1

c) 

1

a X1=1

1 N1 

1 

d) 
X1=1

1 

19,5 

Mt 

a 
EJαt (×         ) 

Hình 5.18 
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5.3.3. Hệ siêu tĩnh có thanh chế tạo chiều dài không chính xác 

Ví dụ 5-6: Vẽ biểu đồ mô men uốn trong khung siêu tĩnh cho trên hình 5.19a khi 
thanh AB có chiều dài chế tạo bị hụt một đoạn là Δ. 

 c) 
a 

Δ 

a) 

A 

l

2J 
J 

 

 

 

 

 

Hệ đã cho có một bậc siêu tĩnh. Chọn hệ cơ bản như hình 5.19b. Phương trình chính 
tắc có dạng:    

   δ11X1 + Δ1Δ = 0 

Hệ này đã được khảo sát trong ví dụ 5-4 khi hệ chịu tải trọng, do đó ta có thể sử dụng 
một số số liệu đã có. Biểu đồ 1M  như trên hình 5.15c. 

Hệ số chính có giá trị:  δ11= 
EJ6

67 3l  

Số hạng tự do Δ1Δ biểu thị chuyển vị tương ứng với vị trí và phương của các lực X1 do 
độ hụt Δ của thanh AB gây ra trên hệ cơ bản. 

  ΔkΔ = ∑ Δ⋅
i

imikN  

Trong trường hợp này i = 1; Δ1m = - Δ; 11N = 1. Do đó: Δ1Δ = 1.(-Δ) = - Δ. 

Nghiệm của phương trình chính tắc:  X1 = 367
EJ6

l

Δ   

Biểu đồ mô men uốn trong hệ siêu tĩnh được xác định theo công thức   

   MΔ  =  1M  X1  

Kết quả như trên hình 5.19c. 

5.3.4. Hệ siêu tĩnh chịu chuyển vị cưỡng bức tại các liên kết tựa 

Ví dụ 5-7: Vẽ biểu đồ mô men uốn trong dầm liên tục cho trên hình 5.20a, khi ngàm 

A bị xoay thuận chiều kim đồng hồ một góc ϕ = 
l

Δ  và gối tựa C bị lún xuống một đoạn 

bằng Δ. Cho biết EJ = const. 

Hệ đã cho là dầm siêu tĩnh bậc hai. Chọn hệ cơ bản như hình 5.20b. 

Hình 5.19 

B 

b)

X1 X1

J 
l 

10l2 
J F = 

a 

A
B 

MΔ

6EJΔ a =
67l2 
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Hệ phương trình chính 
tắc có dạng:  

a) 

δ11X1 + δ12X2 + Δ1Δ = 0  

δ21X1 + δ22X2 + Δ2Δ = - Δ 

Xác định các hệ số và số 
hạng tự do: 

δ11 =  1M  1M   

  = ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⋅⋅⋅ l

l

3
2

2EJ
1 2

=
EJ3

3l  

δ22 =  2M  2M   = ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ⋅⋅⋅ l

ll 2
3
2

2
2.2

EJ
1 =

EJ3
8 3l  

δ12 = δ21 = 1M  2M  = ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⋅⋅ ll

l

3
2

2EJ
1 2

=
EJ6

5 3l  

   Δ1Δ  = - l.ϕ = - Δ  

   Δ2Δ  = - 2l.ϕ = - 2Δ 

Thay các hệ số đã tính được vào hệ phương trình chính tắc và giải ta được các ẩn lực: 

    X1 = 9,43 3
EJ
l

Δ ;    X2 = - 2,57 3
EJ
l

Δ  

Biểu đồ mô menuốn được tính theo biểu thức cộng tác dụng:  

   MΔ = 1M  .X1 + 2M  .X2  

Kết quả vẽ trên hìmh 5.21.   

5.3.5. Dàn siêu tĩnh 

Ví dụ 5-7: Cho dàn chịu tải trọng như hình 5.22a. Xác định lực dọc trong các thanh 
của dàn. Biết EF = const. 

Trình tự tính như sau: 

1. Bậc siêu tĩnh.  Với hệ dàn nối đất ta có: 

   n = D + C - 2M = 6 + 3 - 2.4 = 1 ⇒  Dàn siêu tĩnh bậc một. 

2. Hệ cơ bản. Cắt thanh 2-3 hệ cơ bản được chọn như hình 5.22b. 

3. Phương trình chính tắc.    δ11X1 + Δ1P = 0  

♦Tính hệ số δ11 và số hạng tự do Δ1P: 

Hình 5.20 

X1 

Δ
l l 

ϕ= 
l

Δ c) 

b) 

X2 

X1= 1 
l 

l 
M1

d) 

X2= 12l

2l
M2

Hình 5.21 

30

18 

MΔ EJΔ 
7l2 

(×   )       
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Cần tính lực dọc trong các thanh dàn trên hệ cơ bản lần lượt do cặp ẩn lực X1 = 1 
(hình 5.22c) và tải trọng (hình 5.22d) gây ra. Kết quả tính được ghi trên cột 3, 4 của     
bảng 5-2. 
 

d) 
 

      
 
 
 

   δkm = ∑
i

i
i

imik

)EF(
N.N

l ;   suy ra  δ11 = EF
)21(a2.N.N

EF
1

i

6

1i
1i1i

+
=∑

=

l  

  ΔkP =∑
i

i
i

o
iPik

)EF(
N.N

l ;  suy ra Δ1P =
EF

)22(Pa.N.N
EF
1

i

6

1i

o
iP1i

+
=∑

=

l  

♦ Giải phương trình chính tắc ta được: 
11

P1
iX

δ
Δ

−= = - 0,707P  

4. Xác định lực dọc trong dàn siêu tĩnh                                
Vận dụng nguyên lý cộng tác dụng o

iP11iiP NXNN +=  ta tính được lực dọc trong các 
thanh của dàn siêu tĩnh đã cho. Kết quả được ghi trên cột 7 của bảng 5-2. 

Bảng 5-2 

Thanh li 1iN  oi
PN  1iN . 1iN .li 1iN . o

iPN .li NP 

1-2 a - 
2

1  0 
2
a  0 + 0,499P 

1-3 a - 
2

1  0 
2
a  0 + 0,499P 

1-4 a 2  1 P 2  a 2  2Pa + 0,703P 

3-4 a - 
2

1  - P 
2
a  

2
Pa  - 0,5P 

3-2 a 2  1 0 a 2  0 - 0,707P 

4-2 a - 
2

1  - P 
2
a  

2
Pa  - 0,5P 

∑    2a(1 + 2 ) Pa(2 + 2 )  

Hình 5.22 

a) 

1 2 

3 4 P 

a 

b) c) 

a 

1 2 

3 4 P 
X1

X1

1 2 

3 4 
X1=1

X1=1

0 0 

1 
2 

3 4 P

P

P P
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Ví dụ:  = -43
PN −

2
1 (-0,707P) + (-P) = - 0,5P;  = - 21

PN −

2
1 (-0,707P) + 0 = + 0,499P. 

5.4. CÁCH TÍNH CHUYỂN VỊ TRONG HỆ SIÊU TĨNH 

5.4.1. Cách tính chuyển vị 

Công thức tính chuyển vị của Măcxoen - Mo (4-6) là tổng quát, áp dụng cho hệ siêu 
tĩnh cũng như tĩnh định. Khi sử dụng công thức này ta cần phải tính hệ ở hai trạng thái, 
trạng thái “m” là trạng thái thực của hệ, trạng thái “k” là trạng thái khả dĩ được tạo ra bằng 
cách đặt một lực Pk = 1 có vị trí và phương tương ứng với chuyển vị cần tìm vào hệ ban 
đầu. 

Nếu tính chuyển vị trực tiếp trên hệ siêu tĩnh đã cho, ta sẽ phải giải hệ siêu tĩnh hai lần 
với hai nguyên nhân khác nhau. Như vậy khối lượng tính toán sẽ rất nặng nề. 

Song nếu lưu ý nội lực và chuyển vị trong hệ siêu tĩnh do nguyên nhân “m” gây ra 
chính là nội lực và chuyển vị trong hệ cơ bản tĩnh định tương đương chịu tác dụng của các 
ẩn lực và nguyên nhân “m”, thì tính chuyển vị trên hệ cơ bản tương đương sẽ đơn giản hơn 
nhiều. Vì như vậy ta chỉ phải giải hệ siêu tĩnh một lần ở trạng thái thực “m”, còn trạng thái 
phụ “k” sẽ được tính trên hệ cơ bản tĩnh định bất kỳ được suy từ hệ siêu tĩnh đã cho bằng 
cách loại bỏ các liên kết thừa. 

Để dễ hiểu hơn ta xét khung siêu tĩnh trên hình 5.23a. Giả sử cần tính chuyển vị 
ngang tại k do nguyên nhân “m” gây ra (tải trọng P, sự thay đổi nhiệt độ t, sự chế tạo 
không chính xác và chuyển vị cưỡng bức tại các liên kết tựa Δ). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Thay việc lập trạng thái phụ “k” từ hệ siêu tĩnh (hình 5.23a) ta lập trạng thái “k” từ hệ 
cơ bản tương đương (hình 5.23b), ta có: 

   Δkm = = + +       (5-10) o
),t,P,X,X(k 21 ΔΔ o

)P,X,X(k 21
Δ o

ktΔ o
kΔΔ

Trong đó:  
  - chuyển vị ngang tại k do các ẩn lực và tải trọng đã cho gây ra trên hệ 

cơ bản tĩnh định. Nếu biểu diễn dưới dạng nhân biểu đồ ta có: 

o
)P,X,X(k 21

Δ

   =  Mm .o
)P,X,X(k 21

Δ o
kM   + Qm . o

kQ  +  Nm . o
kN           (5-11) 

Hình 5.23 

a) 

“m” 
k 

2a 

2a 

X1 
X2 

b)

“m” 
k 

Pk=1

c)

k Mk o 

a 

Pk=1

d)

k Qk o 

1 

Pk=1 

e) 

k Nk o 

1 
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o
ktΔ , - chuyển vị tương ứng tại k do nhiệt độ, chuyển vị cưỡng bức tại các liên kết 

tựa gây ra trên hệ cơ bản tĩnh định đã chọn làm trạng thái phụ “k” và chúng được xác định: 

o
kΔΔ

   =  o
ktΔ ( ) ( kk NcM

t ..tα..
h

α. Ω+Ω
Δ

± ∑∑ )k NcM
t ..tα..

h
α. Ω+Ω
Δ

± ∑∑     (5-12)        (5-12)    

   =     =  o
kΔΔo
kΔΔ ∑ Δ⋅−

i
im

o
ikR        (5-13) 

Trong đó:    

  Mm , Qm  , Nm  - các biểu đồ nội lực do các nguyên nhân (P, t, Δ)  gây ra trên hệ siêu 
tĩnh (có được sau khi vận dụng các phương pháp giải hệ siêu tĩnh).       

  o
kM  , o

kQ  , o
kN   - các biểu đồ nội lực ở trạng thái phụ “k” trên hệ tĩnh định bất biến 

hình được suy từ hệ siêu tĩnh đã cho (hình 5.23c,d,e). 
  ( )o

kMΩ , ( o
kNΩ )  - lần lượt là diện tích của biểu đồ mô men và lực dọc trong trạng thái 

phụ “k” đã chọn. 

  o
ikR - phản lực tại liên kết có chuyển vị cưỡng bức Δi trong trạng thái phụ “k”.  

Xét các trường hợp riêng hay gặp (hệ dầm, khung). 

♦ Hệ chỉ có tải trọng tác dụng: 
    ΔkP =  MP . o

kM            (5-14) 
♦ Hệ chịu tác dụng của nhiệt độ: 
    Δkt =  Mt  . o

kM   +         (5-15)     o
ktΔ

♦ Hệ chịu chuyển vị liên kết tựa: 
    ΔkΔ =  MΔ . o

kM   + o
kΔΔ       (5-16) 

Từ ví dụ khung siêu tĩnh trên hình 5.23 ta suy ra công thức tính chuyển vị cho hệ 
thanh phẳng bất kỳ có độ cong nhỏ như sau: 

Δkm  = ∑∫ ∑∫∑∫ +μ+ ds
EF
NNds

GF
QQds

EJ
MM m

o
km

o
km

o
k + 

+ ( ) ( )o
k

o
k NcM

t ..tα..
h

α. Ω+Ω
Δ

± ∑∑ -∑ Δ⋅
i

i
o
ikR   (5-17) 

5.4.2. Ví dụ áp dụng 

Ví dụ 5-8: Cho hệ siêu tĩnh chịu tác dụng đồng thời của ba nguyên nhân P, t, Δ như 
hình 5.24.  

Yêu cầu: Xác định góc xoay tại nút B (ϕB=?). Cho biết các biểu đồ mô men uốn trên 
hệ siêu tĩnh MP, Mt, MΔ như hình 5.25a, b, c.  

Theo yêu cầu của đề bài ta cần: 
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+ Lập trạng thái phụ “k” như hình 5.25d:  

Hình 5.24 

q 

Δ 

4m 

Đặt Mk = 1 vào hệ tĩnh định được suy từ hệ 
siêu tĩnh (n = 2) bằng cách loại bỏ hai liên kết 
thừa ở A. 

ϕ=Δ
P = 2q 

B 

+ 25o  

- 15o  

- 15o  

α,EJ = const 
h = 0,4m 

A 

C 

+  Tính hệ ở trạng thái “k”:  4m 

Vẽ biểu đồ mô men o
kM  và lực dọc o

kN  như 
trên hình 5.25e,f.  

+ Xác định góc xoay tại B theo nguyên lý 
cộng tác dụng:  

   ϕB(P, t, Δ) = ϕBP + ϕBt + ϕBΔ  

   ϕBP =  MP . o
kM  = 

EJ7
q161

2
4

2
q41

2
4

7
q8

EJ
1

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅⋅+⋅⋅−  (rad)     

   ϕBt =  Mt . o
kM  + = o

Btϕ

      = α−=⋅⋅α+⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ⋅⋅

α+
− 7,2641

4,0
4014

2
EJ)84,799,133(

EJ
1  (rad) 

   ϕBΔ =  MΔ . o
kM  + =  +o

BΔϕ
14
15

Δ - Δ = + 
14
Δ  (rad) 

Vậy chuyển vị góc xoay tại B là:    ϕB = 
14

7,26
EJ7
q16 Δ

+Δ−−   (rad) 

 
   

a) 

MP

A 

2q 

q 4 

133,9 79,48 

(×αEJ) 

b) 

Mt 
(×ΔEJ) 

c) 

MΔ 56 
33 

56
3 

7 

q 
7 
8 

 
 
 
 
 
 
 

e) f) d)  

1 
o

Rk=1o

o = 0 Nk 

Mk=1 

Mk

Mk=1 

B 

“k”

Mk = 1 
 

 

 

 

 
Hình 5.25 
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5.5. CÁCH KIỂM TRA TÍNH TOÁN TRONG PHƯƠNG PHÁP LỰC 

Khi giải bài toán siêu tĩnh theo phương pháp lực ta phải trải qua khá nhiều phép tính 
trung gian, do đó dễ dẫn đến những sai số lớn trong kết quả cuối cùng. Để sớm phát hiện ra 
các sai số và nhầm lẫn trong tính toán ta nên vận dụng một số tính chất độc lập với các 
phép tính đã sử dụng để kiểm tra lại quá trình tính toán và kết quả tính cuối cùng. 

5.5.1. Kiểm tra quá trình tính toán 

1. Kiểm tra các biểu đồ đơn vị kM  và biểu đồ   o
PM

Vận dụng các liên hệ vi phân và điều kiện cân bằng của từng bộ phận được tách ra 
khỏi hệ như đã biết trong Sức bền vật liệu để kiểm tra. 

2. Kiểm tra các hệ số δkm và các số hạng tự do 

Gọi SM  là biểu đồ mô men đơn vị tổng cộng do các ẩn X1 = X2 =...= Xk =...= Xn = 1 
tác dụng đồng thời trong hệ cơ bản. Có thể tìm biểu đồ này một cách độc lập hoặc bằng 
cách cộng các biểu đồ đơn vị kM : 

   SM  = 1M  + 2M  +...+ kM  +...+ nM       (5-18) 

Nhân SM  với các biểu đồ đơn vị  kM  và   ta có kết quả như sau:  o
PM

  kM . SM  = kM ×[ 1M  + 2M  +...+ nM  ]    

    = [ kM  1M  + kM  2M  + ...+ kM  nM ]  

    = δk1 + δk2 +...+ δkk +...+ δkn =    (5-19) ∑
=

δ
n

1m
km

Làm tương tự lấy SM  nhân với SM  ta có kết quả: 

  SM  SM  = [ 1M  + 2M  +...+ nM ]×[ 1M  + 2M  +...+ nM ] =  (5-20) ∑∑
= =

δ
n

1k

n

1m
km

  SM   = [o
PM 1M  + 2M  +...+ nM ]   o

PM

  = 1M   o
PM  + 2M   +...+ o

PM nM  o
PM  = Δ1P + Δ2P +...+ ΔnP = ∑  

=

Δ
n

1k
kP

 (5 - 21) 

điều kiện kiểm tra cho các hệ số δkm và Δkp như sau: 
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♦ Kết quả nhân SM  với một biểu đồ đơn vị kM  nào đó phải bằng tổng các hệ số 
thuộc hàng thứ k của hệ phương trình chính tắc. 

♦ Kết quả nhân SM  với chính SM  phải bằng tổng các hệ số δkm của hệ phương trình 
chính tắc. 

♦ Kết quả nhân SM  với  phải bằng tổng các số hạng tự do ΔkP của hệ phương 
trình chính tắc. 

o
PM

3. Kiểm tra kết quả giải hệ phương trình chính tắc  

Sau khi tìm được các ẩn số Xk ta thay chúng vào hệ phương trình ban đầu, các ẩn số 
Xk đúng thì các phương trình chính tắc đều bằng không. Tuy nhiên, trong thực hành tính 
toán, do hậu quả của việc làm tròn các số liệu tính toán trung gian đến một số hữu hạn các 
số thuộc phần thập phân nên sau khi thay thế các lực Xk tìm được vào hệ phương trình 
chính tắc ban đầu, kết quả thường khác không. Để đánh giá sai số, trong mỗi phương trình 
ta có thể tập hợp các số liệu và biểu thị kết quả tính bằng hiệu của hai số A và B. Nói 
chung A - B ≠ 0. Mức độ sai số được biểu thị qua sai số tỉ đối ε 

   
A

BA −
=ε (100%) 

Tùy theo yêu cầu về mức độ chính xác cần thiết của công tác thiết kế, người ta quy 
định sai số tỉ đối cho phép [ε] và người thiết kế phải tính toán sao cho bảo đảm được điều 
kiện ε ≤ [ε]. 

5.5.2. Kiểm tra biểu đồ nội lực cuối cùng 

Trước khi vẽ biểu đồ lực cắt và lực dọc ta cần kiểm tra biểu đồ mô men vừa tìm được 
xem có đúng không. 

Ngoài cách kiểm tra sơ bộ dựa vào các nhận xét về dạng của biểu đồ, xét cân bằng mô 
men tại các nút ta có thể kiểm tra biểu đồ mô men một cách chính xác theo điều kiện 
chuyển vị bằng cách tính chuyển vị tại các liên kết trong hệ siêu tĩnh mà ta đã biết trước 
(thường là bằng không với trường hợp hệ chịu P, t hoặc có thể khác không với trường hệ 
chịu chuyển vị cưỡng bức Δ). Ta có thể viết lại chúng thành điều kiện sau: 

   ΔkP =  MP  o
kM  = 0       

   Δkt =  Mt  o
kM  + o

ktΔ = 0          (5-22)     

   ΔkΔ =  MΔ  o
kM  + o

kΔΔ = chuyển vị tại k trên hệ siêu tĩnh. 

Từ (5-22) ta có cách kiểm tra biểu đồ mô men cuối cùng theo điều kiện chuyển vị là:  

♦Trường hợp tải trọng tác dụng. Biểu đồ MP tìm được sẽ đúng nếu 
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   ΔkP =  MP  kM  = 0         (5-23) 

♦Trường hợp hệ chịu sự thay đổi của nhiệt độ. Biểu đồ Mt tìm được sẽ đúng nếu: 

   Δkt =  Mt  kM  = - Δkt             (5-24) 

♦ Trưòng hợp hệ chịu chuyển vị cưỡng bức của các gối tựa: Biểu đồ MΔ tìm được sẽ 
đúng nếu: 

   ΔkΔ =  MΔ  kM   = - ΔkΔ  + chuyển vị thực tại k     (5-25) 

Trong đó:  

kM  - biểu đồ mô men đơn vị do ẩn lực Xk = 1 gây ra trên hệ cơ bản. Nó đóng vai trò 
o
kM  trong (5-22). 

Δkt, ΔkΔ - số hạng tự do trong phương trình chính tắc thứ k do nhiệt độ, chế tạo không 
chính xác, chuyển vị gối tựa gây ra. Nó đóng vai trò ,  trong (5-22). o

ktΔ o
kΔΔ

Chú ý:  

Nếu ta thay kM  bằng SM  , sẽ có cách kiểm tra biểu đồ mô men tổng quát hơn theo 
điều kiện chuyển vị như sau: 

    MP  SM  = 0       

   Mt  SM   = -∑        (5-26)     
=

Δ
n

1k
kt

   MΔ  SM  = - + các chuyển vị thực tại các liên kết trên hệ siêu tĩnh. ∑
=

ΔΔ
n

1k
k

Ví dụ 5-9: Kiểm tra kết quả tính toán trong ví dụ 5-3. 

Để kiểm tra ta vẽ biểu đồ mô men uốn tổng cộng  SM  = 1M  + 2M  như hình 5.26. 

1. Kiểm tra các hệ số: 

• Theo hàng thứ nhất. Nhân SM  với 1M  (xem hình 5.13a): 

  SM  1M  = ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ⋅⋅+⋅⋅ aaa

2
1

3
a2aa

2
1

EJ
1 =

EJ6
a5 3

 

Mặt khác   

  δ11 + δ12 = EJ6
a5

EJ2
a

EJ3
a4 333

=−  (đúng).   

a

Ms 

X1=1 
X2=1 

Hình 5.26 
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Hình 5.13b):  • Theo hàng thứ hai. Nhân  với SM 2M  (

 SM  2M  = ⎥⎦⎢⎣
⋅⋅− aaa

2EJ
=⎤⎡ ⋅

3
111

EJ
−  

6
a3

M 21 +  
EJ6
a

EJ3
a

EJ2
a 333

−=ặt khác  δ22 = +−  (đúng) 

ộ ệ số: 

δ

• Kiểm tra toàn b  các h

 SM  SM  = ⎥⎦
⎤

⎢⎣
+⋅⋅

3
aa

2EJ
⎡ ⋅⋅⋅ a

3
2aa

2
1a211 =

EJ3
a2 3

 

EJ
a

EJ2
a

EJ2
a

EJ3
a4 3333

m,k
km −+−−=

EJ3
a2Mặt khác δ∑  =

3
(đúng). 

 các số hạng tự do.  Nhân biểu đồ2. Kiểm tra  SM ới o
PM  (hình 5.13c v ): 

  SM  o
PM  = ⎥

⎦

⎤⎡
⋅ a1qa3qa11 22

⎢
⎣

⋅⋅+⋅⋅⋅⋅
2

a
2

a
4

a
33EJ

=
EJ8

 qa3 4

M 1P +
EJ8
qa3

EJ4
qa

EJ8
qa5 444

=−  ặt khác  Δ2P =Δ (đúng). 

3. Kiểm tra kết quả cuối cùng. Biểu đồ mô men trên hình 5.14a sau khi kiểm tra về 
dạng  kiểm tra chính xác  kiện chuyển vị bằng biểu thức đầu 
của (5-26). Ta có: 

 và cân bằng nút ta sẽ  theo điều

MP SM  = ⎥
⎤

⎢
⎣

⎡
⋅⋅⋅−⋅⋅⋅⋅ a

2
1a

8
qa

3
2a

3
2a

14
qa

2
1

EJ
1 22

 
⎦

  + ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣2
⎡

⋅⋅⋅⋅−⋅⋅⋅⋅ a
3
1a

28
qa

2
1a

3
2a

14
qa1

EJ
1 22

 

  = ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −

42
1

42
1

EJ
qa2 2

 = 0 

 (chứng tỏ  MP  đã vẽ đúng). 
ểu đồ mô men  đúng, ta suy ra biểu 

đồ lực cắt và lự c.  

 bộ phận bằng cách cắt một phần bất 
và ngoại lực có thoả mãn các phương tình cân bằng hay không. Ví 

dụ để kiểm tra  Q hình 5.14b, ta thực hiện mặt cắt qua C và tiết diện giữa của 

Từ bi đã vẽ
c dọ

Sau đó kiểm tra  QP  , NP  theo điều kiện cân bằng
kỳ của hệ xem nội lực 

P

thanh AB và kiểm tra một phần của hệ như hình 5.27.   
 ,  NP  trên 

a

0,5a 

q 

Hình 5.27 

C

B
7 

4qa 

28 
3qa 

7 
3qa 

28
3qa

28 
qa2 
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   ∑X = + qa -
7
4 qa -

7
3 qa = 0 

   ∑Y = +
28
3 qa  - 

28
3 qa = 0 

Q a ội dung h bày trên ta t
ã dùng nh ng vẫ òn tồn t

u  các n trìn  ở hấy tuy cách kiểm tra có ưu điểm là độc lập với 
các phép tính đ ư n c ại một vài khuyết điểm sau: 

g bị mắc sai lầm về 
nguy oán 
và n

nên các điều kiện kiểm tra nói trên thường sẽ không đồng nhất bằng không hoặc bằng 
nhau

Trong thực tế ta thường hay gặp những hệ siêu tĩnh bậc cao. Khi tính toán các hệ này 
ta cầ ả tính và giảm nhẹ khối lượng 
tính 

g sai số khi phải làm tròn các số liệu tính toán  sẽ có ảnh hưởng đến kết quả 
cuối t độ chính xác đến m 
con 

ực, phương pháp 
chuy

tốt. Đó là hệ cơ bản khi chịu các nguyên nhân bên ngoài sẽ phát sinh các 
nội lực và chuyển vị không chênh lệch nhiều so với nội lực chuyển vị trong hệ siêu tĩnh. 

∗ Cách kiểm tra còn phức tạp, khối lượng các phép tính dùng để kiểm tra còn lớn. 

∗ Cách kiểm tra chỉ có thể tin cậy được khi người thực hiện khôn
ên tắc tính toán. Vì điều kiện kiểm tra vẫn có thể được thỏa mãn khi người tính t
gười kiểm tra cùng mắc sai lầm như nhau trong các bước vẽ biểu đồ hoặc nhân biểu 

đồ. 

 Ngoài ra trong thực hành tính toán cần lưu ý, do hậu quả của phép làm tròn các số 
liệu 

. Lúc này ta cần đánh giá sai số theo quy cách đã trình bày trong phần kiểm tra kết quả 
giải hệ phương trình chính tắc. 

5.5.3. Một số chú ý khi tính hệ siêu tĩnh bậc cao 

n tìm các biện pháp để nâng cao độ chính xác của kết qu
toán.  

1. Các biện pháp nâng cao độ chính xác của kết quả tính toán 

 Nhữn
 cùng. Thông thường, muốn bảo đảm cho kết quả cuối cùng đạ
số thuộc phần thập phân, các số liệu tính toán trung gian cần đạt độ chính xác tối thiểu 

đến m + 2 con số thuộc phần thập phân. Tuy vậy, khi tính hệ siêu tĩnh bậc cao ta phải giải 
một số lượng lớn các phương trình chính tắc thì vấn đề này càng cần phải lưu ý khi nghiệm 
của hệ phương trình chính tắc không ổn định.  Những nghiệm được gọi là không ổn định 
khi ta thay đổi rất nhỏ giá trị của các phần tử của hệ phương trình sẽ gây ra những thay đổi 
lớn đối với kết quả cần tìm. Để khắc phục vấn đề này ngoài các biện pháp toán học, về mặt 
cơ học kết cấu ta có thể nêu ra một vài cách khắc phục như sau: 

♦ Chọn phương pháp tính sao cho số lượng ẩn số là ít nhất. Đối với mỗi bài toán cụ 
thể ta nên cân nhắc xem trong số các phương pháp như phương pháp l

ển vị, phương pháp hỗn hợp (xem các Chương sau)... nên chọn phương pháp nào đòi 
hỏi số ẩn ít nhất. 

♦ Khi dùng phương pháp lực ta nên chọn hệ cơ bản sao cho hệ làm việc càng sát với 
hệ siêu tĩnh càng 
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Lúc 

àng cao thì khối lượng tính toán, đặc biệt là khối lượng 
giải hệ phương trình càng tăng lên gấp bội. Bởi vậy, cần chú ý vận dụng các biện pháp 
dưới

ố là ít nhất (đã nói ở trên). 

ệ cơ bản tĩnh định mà 
chọn h

Biện pháp chọn hệ cơ bản siêu tĩnh cho phép ta thay thế việc giải hệ n phương trình 

n hơn giải một hệ có số phương trình là 

nh chất 
đối x ng. Các biện ph được trình bày trong mục 5.6 dưới đây.  

nhiều hệ số phụ 
bằng không. 

trong phạm vi cơ học kết cấu, ta có thể vận dụng các biện pháp sau: 

n phải bất biến hình. Việc chọn dùng hệ cơ bản này hay hệ cơ bản khác có 
ảnh ượng tính toán trong các bước sau: xác định nội lực (vẽ 
biểu 

này các ẩn lực X chỉ gây ra một phần ảnh hưởng nhỏ đến kết quả cuối cùng. Tất nhiên, 
biện pháp này đòi hỏi người thiết kế phải có nhiều kinh nghiệm.  

♦ Dùng các biện pháp giảm thiểu số lượng các phương trình cần phải giải, sẽ trình 
bày trong phần tiếp theo dưới đây. 

2. Các biện pháp giảm nhẹ khối lượng tính toán 

Khi tính các hệ siêu tĩnh bậc c

 đây để giảm nhẹ khối lượng tính toán. 

a.  Các biện pháp giảm thiểu số lượng phương trình cần giải 

♦ Chọn phương pháp tính sao cho số ẩn s

♦ Khi tính hệ siêu tĩnh theo phương pháp lực ta không chọn h
ệ cơ bản siêu tĩnh có bậc thấp hơn. 

bằng cách giải hai hệ có số lượng phương trình là n1 và n2 với n1+ n2 = n. Giải hai hệ có số 
phương trình n  và n  đòi hỏi tốn ít thời gia1 2

    n = n1+ n2. 

 ♦ Trong trường hợp hệ siêu tĩnh đã cho là hệ đối xứng, nên triệt để sử dụng tí
ứ áp cụ thể sẽ 

b.  Các biện pháp đơn giản hóa cấu trúc của hệ phương trình chính tắc 

Hệ phương trình chính tắc có cấu trúc đơn giản là hệ phương trình có 

Giải hệ phương trình có càng nhiều hệ số phụ bằng không thì khối lượng tính toán 
càng được giảm nhẹ so với khi giải hệ phương trình có đầy đủ các hệ số phụ. Để đạt được 
mục đích đó, 

 ♦ Nếu hệ có tính chất đối xứng, nên triệt để sử dụng tính chất đối xứng (xem ở mục 
5.6 dưới đây).  

♦ Chọn hệ cơ bản hợp lý.  
Tương ứng với mỗi hệ siêu tĩnh ta có thể chọn hệ cơ bản theo nhiều cách khác nhau 

miễn là hệ cơ bả
hưởng quan trọng đến khối l
đồ), xác định các hệ số và số hạng tự do và đặc biệt là trong bước giải hệ phương trình 

chính tắc. 

 Như vậy, hệ cơ bản hợp lý là hệ cơ bản chọn sao cho việc tính toán được đơn giản 
trong các khâu đã nêu ở trên. 
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Để đạt được yêu cầu đó, ta nên chọn hệ cơ bản bằng cách cắt hệ thành nhiều bộ phận 
độc lập với nhau.  

Lúc này, các biểu đồ đơn vị sẽ phân bố cục bộ, việc xác định các hệ số của hệ phương 
trình chính tắc sẽ đơn giản và triển vọng có nhiều hệ số phụ bằng không. 

X1=1, biểu đồ

Ví dụ với hệ siêu tĩnh trên hình 5.28a, ta có thể nêu ra hai cách chọn hệ cơ bản như 
trên hình 5.28b và c để so sánh. 

Hệ cơ bản hình 5.28b: Nội lực trong hệ này nói chung phân phối trên toàn hệ (chẳng 
hạn, dưới tác dụng của riêng lực  1M  phân bố trên phầ

 phân bố trong hai bộ phận lận cận của hệ cơ bả

n lớn các thanh của hệ 
cơ b

 chỉ n.  

8 = δ19 = 0).  

ục 
5.6 d

 

ản). Do đó, xác định các hệ số và số hạng tự do mất nhiều công sức, tất cả các hệ số 
phụ đều tồn tại. 

Hệ cơ bản hình 5.28c: Hệ cơ bản này gồm nhiều bộ phận độc lập với nhau, mỗi biểu 
đồ nội lực đơn vị

Do đó, việc vẽ các biểu đồ đơn vị sẽ đơn giản hơn, xác định các hệ số và số hạng tự 
do cũng dễ dàng và nhanh chóng, nhiều hệ số phụ bằng không ( δ17 = δ1

Vậy hệ cơ bản hình 5.28c hợp lý hơn hệ cơ bản hình 5.28b. 

 ♦ Biến đổi vị trí và phương của các ẩn số. Biện pháp này sẽ được trình bày trong m
ưới đây. 
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5.6. CÁC BIỆN PHÁP ĐƠN GIẢN HOÁ KHI TÍNH HỆ SIÊU TĨNH  
CÓ SƠ ĐỒ ĐỐI XỨNG 

Trong thực tế ta thường gặp những hệ có hình dạng, kích thước hình học và độ cứng 
đối xứng qua một trục. Nếu biết cách vận dụng tính chất đối xứng của hệ thì khối lượng 
tính toán sẽ được giảm nhẹ khá nhiều. Khi tính các hệ siêu tĩnh đối xứng ta có thể dùng 
một số biện pháp cụ thể dưới đây để đơn giản hóa tính toán. 

5.6.1. Chọn sơ đồ hệ cơ bản đối 
xứng 

Từ hệ siêu tĩnh có sơ đồ đối xứng, 
loại bỏ liên kết tại các vị trí nằm trên 
trục đối xứng của hệ, ta được hệ cơ bản 
có tính đối xứng.  

Ví dụ với hệ khung siêu tĩnh trên 
hình 5.29a, nếu  chọn hệ cơ bản có sơ đồ 
đối xứng như hình 5.29b, ta có 1M  và 

3M  đối xứng (Hình5.30a,c) vì các cặp 
ẩn X1, X3. đối xứng. 
 

 

 

 

 

Còn 2M  phản đối xúng (Hình 5.30b) nên biết ngay:  

   δ12 = δ21  = 1M  2M  = 0;                              

   δ23 = δ32  = 2M  3M = 0. 
Ngoài ra chọn hệ cơ bản như trên còn rất tiện lợi cho việc vẽ các biểu đồ đơn vị, nhân 

biểu đồ đơn giản hơn. Quá trình giải hệ phương trình nhanh gọn hơn do có nhiều hệ số phụ 
bằng không. Những ưu điểm này không có nếu chọn hệ cơ bản có cấu tạo bất kỳ. 

5.6.2. Sử dụng các cặp ẩn số đối xứng và phản đối xứng 

Giả sử xét hệ siêu tĩnh đối xứng như trên hình 5.31a. Chọn hệ cơ bản cũng có tính 
chất đối xứng như trên hình 5.31b. Các ẩn số trong hệ cơ bản đối xứng gồm hai loại: 

♦  Loại ẩn số có tính chất đối xứng hay phản xứng. Ví dụ cặp ẩn số X2 có tính đối 
xứng, cặp X3 có tính phản xứng. 

Hình 5.29 

J J 

2J 

a a 

h

a)

C

A B

b) 

X1 

X2 

a a 

h 

A B

X3 
X1

X2 

X3 

Hình 5.30 

h 

X1= 1 

M1 

a) X2=1 

M2

b)

X2=1 

a
a X3= 1 

M3 

c)
1 1

151 



♦ Loại ẩn số chỉ có vị trí đối xứng còn về trị số thì khác nhau. Ví dụ hai ẩn số X1 và 
X4. 

Để triệt để sử dụng tính chất đối xứng, ta phân tích hai ẩn số có vị trí đối xứng thành 
hai cặp ẩn số: một cặp đối xứng và một cặp phản xứng. Ví dụ, phân tích hai ẩn số X1 và X4 
thành hai cặp: cặp Y1 đối xứng và cặp Y4 phản xứng (Hình 5.31c). Tất nhiên hai cặp ẩn số 
mới Y1 và Y4 phải thỏa mãn điều kiện: 

  Y1 + Y4 = X1;   Y1 - Y4 = X4. 

Cách phân tích này luôn luôn có thể thực hiện được vì Y1 và Y4 là nghiệm duy nhất 
của các ẩn số X1 và X4.  

Hình 5.31 

a)
   Y1 = 

2
1 (X1 + X4);   

P 

   Y2 = 
2
1 (X1 - X4)  

Sau khi đã phân tích như trên ta sẽ thực hiện tính 
toán với các cặp ẩn số mới Y1, Y4 và các cặp ẩn số về 
bản chất đã mang tính chất đối xứng hoặc phản đối 
xứng X2 và X3. 

Hệ phương trình chính tắc có dạng: 
δ11Y1 + δ12X2 + δ13X3 + δ14Y4 + Δ1P = 0 

 δ21Y1 + δ22X2 + δ23X3 + δ24Y4 + Δ2P = 0 
δ31Y1 + δ32X2 + δ33X3 + δ34Y4 + Δ3P = 0 

 δ41Y1 + δ42X2 + δ43X3 + δ44Y4 + Δ4P = 0 

Trong trường hợp này, các cặp ẩn số Y1 và X2 đối xứng do đó các biểu đồ 1M  và 2M  

đối xứng. Các cặp ẩn số X3, Y4 phản xứng do đó các biểu đồ 3M  và 4M  phản xứng. Như 
đã biết, kết quả nhân biểu đồ đối xứng với biểu đồ phản xứng sẽ bằng không. Do đó các 
chuyển vị δkm sẽ bằng không khi một chỉ số của nó biểu thị cặp ẩn số đối xứng còn một chỉ 
số biểu thị cặp ẩn số phản xứng. Cụ thể là các chuyển vị: 

    δ31 = δ13 = δ41 = δ14 = δ23 = δ32 = δ24 = δ42 = 0 

Lúc này hệ phương trình chính tắc sẽ chia ra thành hai hệ phương trình độc lập: 

δ11Y1 + δ12X2 + Δ1P  = 0          δ33X3 + δ34Y4 + Δ3P = 0                        

δ21Y1 + δ22X2 + Δ2P  = 0   δ43X3 + δ44Y4 + Δ4P = 0 

Một hệ (hệ a) chỉ chứa những cặp ẩn số đối xứng còn một hệ (hệ b) chỉ chứa những 
cặp ẩn số phản xứng. 

(a) (b) 
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Với hệ siêu tĩnh đối xứng bậc n, nếu áp dụng các cặp ẩn số đối xứng và phản xứng 
như đã nói ở trên thì ta có thể đưa hệ phương trình chính tắc về hai hệ phương trình độc 
lập: một hệ có n1 phương trình và một hệ có n2 phương trình với n1 + n2 = n. 

Kết luận vừa thu được ở trên không phụ thuộc vào nguyên nhân tác dụng, nghĩa là 
nguyên nhân tác dụng có thể bất kỳ. Trong trường hợp đặc biệt khi: 

♦ Nguyên nhân tác dụng (P, t, Δ) đối xứng: Chẳng hạn hệ chịu tải trọng tác dụng đối 
xứng, lúc này  đối xứng nên Δ3P = Δ4P = 0. o

PM

Thay vào hệ (b) ta được hệ phương trình thuần nhất, vì định thức các hệ số của hệ 
phương trình chính tắc trong phương pháp lực luôn luôn khác không nên  

   X3 = Y4 = 0 
Như vậy, ta có thể kết luận: nếu hệ đối xứng chịu nguyên nhân tác dụng đối xứng thì 

các cặp ẩn số phản xứng bằng không.  

♦ Nguyên nhân tác dụng (P, t, Δ) phản đối xứng: Chẳng hạn hệ chịu tải trọng tác dụng 
phản đối xứng, lúc này  phản xứng nên Δ1P = Δ2P = 0. Giải hệ (a) ta đựơc Y1 = X2 = 0. o

PM

Cũng lý luận tương tự như trên, ta đi đến kết luận sau: nếu hệ đối xứng chịu nguyên 
nhân tác dụng phản xứng thì các cặp ẩn số đối xứng bằng không.  

Chú ý:  
♦ Khi tính hệ siêu tĩnh có sơ đồ đối xứng chịu nguyên nhân tác dụng đối xứng ta chỉ 

cần tìm các cặp ẩn số đối xứng (các cặp ẩn số phản xứng bằng không) hoặc ngược lại. 

♦Trong trường hợp hệ có hai trục đối xứng, nếu cũng vận dụng biện pháp như đã nói 
ở trên với cả hai trục đối xứng thì hệ phương trình chính tắc sẽ phân thành bốn hệ phương 
trình độc lập. Gọi n1, n2, n3, n4 - lần lượt là số phương trình của bốn hệ nói trên, ta có: 

   n1 + n2 + n3 + n4 = n. 

5.6.3. Phân tích nguyên nhân tác dụng bất kỳ thành đối xứng và phản đối xứng 

Với một hệ siêu tĩng chịu nguyên nhân tác dụng bất kỳ (Hình 5.32a) bao giờ ta cũng 
có thể đưa về tổng của hai hệ chịu nguyên nhân tác dụng đối xứng và phản đối xứng như 
hình 5.32b,c. 
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Trên cơ sở nguyên lý cộng tác dụng, nội lực và chuyển vị trong hệ đã cho được xác 
định bằng tổng đại số các nội lực và chuyển vị trong hệ chịu nguyên nhân tác dụng đối 
xứng và hệ chịu nguyên nhân tác dụng phản đối xứng. 

Ưu điểm của hệ chịu tác dụng của nguyên nhân đối xứng (hoặc phản đối xứng) đã 
dược đề cập trong mục B ở trên và biện pháp biến đổi sơ đồ tính sau đây. 

5.6.4. Biện pháp biến đổi sơ đồ tính  

Biện pháp này áp dụng cho hệ có sơ đồ tính đối xứng tương ứng với hai bài toán hệ 
chịu nguyên nhân đối xứng và hệ chịu nguyên nhân phản đối xứng. Nội dung của biện 
pháp này là thay thế việc tính hệ đối xứng bằng việc tính nửa hệ với sơ đồ tính tương 
đương bảo đảm sao cho nội lực và biến dạng trong cả hai trường hợp là như nhau. Sau khi 
tìm được kết quả trên một nửa hệ ta dễ dàng suy ra kết quả trên nửa hệ còn lại theo các tính 
chất sau: 

♦  Trong các hệ đối xứng chịu nguyên nhân đối xứng: đường biến dạng, mô men uốn, 
lực dọc có tính chất đối xứng, còn lực cắt có tính chất phản xứng. 

♦  Trong các hệ đối xứng chịu nguyên nhân phản xứng: đường biến dạng, mô men 
uốn, lực dọc có tính chất phản xứng còn lực cắt có tính chất đối xứng. 

Các tính chất trên được rút ra trên cơ sở lý luận về tính chất chẵn (đối xứng) hoặc lẻ 
(phản xứng) của các hàm đồng thời lưu ý đến các liên hệ vi phân đã quen biết giữa các 
hàm tải trọng, nội lực và chuyển vị. 

So với các biện pháp khác, biên pháp biến đổi sơ đồ tính cho phép giảm nhẹ khối 
lượng tính toán rất lđáng kể nên hay được áp dụng. Sau đây ta sẽ nghiên cứu cách tìm sơ 
đồ tính tương đương để thực hiện tính toán với một nửa hệ. 

1. Hệ đối xứng chịu nguyên nhân tác dụng đối xứng 

Giả sử xét hệ siêu tĩnh đối xứng qua trục A-A, chịu lực đối xứng như hình 5.33a. 
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Trong trường hợp này hệ có thanh CD trùng với trục đối xứng. Để đảm bảo tính đối 
xứng của kết cấu, thanh CD không thể bị uốn cong tức là mô men uốn trong thanh CD 
không có. Từ đây ta cắt đôi hệ tại B và C xét một phần đối xứng. 

Phân tích chuyển vị của tiết diện B và C trong hệ nguyên để thêm liên kết cho phù hợp 
với chuyển vị: Do đường đàn hồi có tính đối xứng, nên tiết diện B và C nằm trên trục đối 
xứng sẽ không có chuyển vị góc và chuyển vị ngang. Tại C nếu bỏ qua biến dạng nén đàn 
hồi trong thanh CD thì chuyển vị đứng cũng sẽ bằng không. Vậy thêm liên kết ngàm trượt 
tại B và ngàm cứng tại C là thỏa mãn (Hình 5.33b). Như vậy để tính hệ siêu tĩnh đã cho với 
n = 12 lúc này ta chỉ cần tính hệ siêu tĩnh với n = 5. Nếu xét cả biến dạng nén đàn hồi của 
thanh CD thì sơ đồ tính sẽ như hình 5.33c. 

2. Hệ đối xứng chịu nguyên nhân tác dụng phản đối xứng 

Giả sử có hệ siêu tĩnh chịu lực phản đối xứng như hình 5.34a. 
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 Hình 5.34

Thanh CD trùng với trục đối xứng, trong trường hợp này có mô men uốn (vì thanh CD 
vẫn có thể bị uốn cong). Do đó, khi đưa về sơ đồ hệ một nửa phải xét cả thanh CD. Từ 
đường đàn hồi của hệ ta thấy tiết diện B có chuyển vị ngang và xoay mà không có chuyển 
vị đứng. Để thấy rõ được các chuyển vị trên tại B, ta tách nút B với các nội lực đã có quy 
luật như hình 5.34b. 

Sơ đồ tính toán là một phần đối xứng của hệ đã cho, tại B đặt thêm liên kết thanh 
chống theo phương đứng, độ cứng trong thanh CD bị bẻ đôi bằng một nửa độ cứng thanh 
CD trong hệ nguyên (Hình 5.34c). 

Vì thanh CD không có lực dọc nên tại nút C (Hình 5.34a) không có chuyển vị đứng 
mà chỉ có chuyển vị ngang và chuyển vị xoay. các chuyển vị này chính là chuyển vị tại đầu 
C của thanh công xôn CD khi được tách riêng biệt (Hình 5.34d) do các cặp lực M, Q, N và 
tải trọng gây nên. Khi đưa về sơ đồ một nửa (Hình 5.34e) thanh công xôn CD chỉ còn chịu 
tác dụng của một nửa các lực trên, do đó để đảm bảo chuyển vị tại nút C trên hình 5.34c 
bằng chuyển vị tại C trên hình 5.34a thì độ cứng EJ của thanh CD của sơ đồ một nửa bằng 
một nửa độ cứng EJ của thanh CD trong hệ nguyên. 
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Nhờ biện pháp đơn giản hóa nên để tính hệ 9 bậc siêu tĩnh, ta chỉ cần tính hệ có 4 bậc 
siêu tĩnh và từ đó suy ra nội lực của hệ nguyên đã cho với lưu ý nội lực trong thanh CD 
(trùng với trục đối xứng) bằng gấp đôi các giá trị đã tìm được trên sơ đồ một nửa. 

5.6.5. Biện pháp thay đổi vị trí và phương của các ẩn lực 

Nội dung chính của biện pháp này là dùng các thanh tuyệt đối cứng, đưa hệ đã cho về 
hệ tương đương để thực hiện tính toán. Với biện pháp này ta có thể khéo chọn vị trí và 
phương của các ẩn sao cho cấu trúc của hệ phương trình chính tắc được đơn giản, nghĩa là 
có nhiều hệ số phụ bằng không. 

Xét hệ siêu tĩnh trên hình 5.35a. Giả sử cắt hệ tại một tiết diện bất kỳ rồi dùng liên kết 
hàn gắn vào hai tiết diện C và C’. 

C C’c)

Hình 5.35 

C C’
a)

Hàn 

C C’ 
b) 

B’ B 

C C’ d) 

 Ở hai bên tiết diện bị cắt ta gắn hai 
thanh CB và C’B’ có độ cứng bằng vô 
cùng. Nếu nối hai thanh tuyệt đối cứng này 
với nhau bằng một mối hàn  tại BB’ như 
trên hình 5.35b, lúc này ta đã đưa được các 
ẩn lực ở C đến vị trí mới ở B. Tương tự ta 
có thể nối hai thanh tuyệt đối cứng bằng 
một khớp và một thanh (hình 5.35c), hoặc 
bằng ba thanh (hình 5.35d) thì hệ mới và hệ 
đã cho sẽ làm việc hoàn toàn như nhau.  

Thật vậy, dưới tác dụng của các nguyên nhân bên ngoài, các thanh tuyệt đối cứng 
không bị biến dạng nên hai tiết diện C và C’ phải chuyển vị như nhau, nghĩa là các chuyển 
vị tương đối giữa chúng bằng không. Điều đó hoàn toàn thống nhất với cách làm việc của 
hệ đã cho ban đầu. 

Sau khi đưa hệ về hệ tương đương, ta chọn hệ cơ bản bằng cách cắt các liên kết nối 
giữa hai thanh tuyệt đối cứng và thực hiện tính toán trên hệ tương đương như thường lệ. Vì 
có nhiều cách lập hệ tương đương nên ta cũng có nhiều cách chọn hệ cơ bản tương ứng với 
nhiều cách chọn vị trí và phương của các ẩn lực. Như vậy, ta có thể chọn lựa để sao cho hệ 
phương trình chính tắc có càng nhiều hệ số phụ bằng không càng tốt. 

Để thấy rõ được hiệu quả của biện pháp này, ta khảo sát một dụ đơn giản sau. 

Ví dụ 5-10: Chọn hệ cơ bản cho khung trên hình 5.36a sao cho tất cả các hệ số phụ 
đều bằng không. 

Hệ tương đương vẽ trên hình 5.36b, và hệ cơ bản tương ứng như hình 5.36c. Các biểu 
đồ đơn vị vẽ trên hình 5.36d,e,f.  

Theo tính chất đối xứng: δ12 = δ21 = δ23 = δ32 = 0.  
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Muốn cho δ13 = δ31 = 0 ta chọn c = 2h/3 vì khi đó tung độ trên 3M  tương ứng với 

trọng tâm của 1M  trên thanh đứng sẽ bằng không. 

Hình 5.36 
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5.6.6. Tâm đàn hồi  
Đối với những hệ siêu tĩnh bậc ba tạo thành 

một chu vi kín (Hình 5.37) ta có thể sử dụng khái 
niệm tâm đàn hồi. Biện pháp tâm đàn hồi là một 
trường hợp đặc biệt của biện pháp sử dụng thanh 
tuyệt đối cứng đã nêu ở trên. 

Giả sử xét hệ siêu tĩnh cho trên hình 5.38a. 
Biến đổi hệ đã cho bằng cách đặt thêm thanh 
tuyệt đối cứng như trên hình 5.38b.  

Hệ cơ bản tương ứng vẽ trên hình 5.38c. Vấn đề đặt ra là tìm vị trí của điểm C và 
phương của các lực X1, X2 để sao cho tất cả các hệ số phụ đều bằng không. Lúc này hệ 
phương trình chính tắc có dạng: 

  δ11X1 + Δ1P = 0 

  δ22X2 + Δ2P = 0     (5-27) 

  δ33X3 + Δ3P = 0    
và việc giải hệ phương trình này sẽ rất dễ 
dàng. Điểm C có vị trí thỏa mãn với yêu 
cầu trên gọi là tâm đàn hồi. 

Vị trí của tâm đàn hồi C và phương của 
các lực X1, X2 được xác định theo các điều 
kiện δkm = 0. Trước khi viết các điều kiện 
này, ta cần thiết lập các biểu thức giải tích 
của mô men uốn đơn vị. 

 

Hình 5.37 

Hình 5.38 

a) P b) P 

c 

E J=∞ 

z y 

X2 

z 

y
k c) 

c 

X1
X3 

c 

h-c h-c
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Từ hình 5.38c, ta có: 1M = -1.y;  2M = 1.z ;    3M = 1. 
Từ các điều kiện δkm = 0, và giả thiết bỏ qua ảnh hưởng của lực cắt và lực dọc khi tính 

chuyển vị ta có: 

   δ13 = δ31 = ∑∫∑∫ −=
s

0

s

0
31 ds

JE
1)y(ds

JE
1MM  = 0 

   δ23 = δ32 = ∑∫∑∫ =
s

0

s

0
32 ds

JE
1zds

JE
1MM  = 0 

   δ12 = δ21 = ∑∫∑∫ −=
s

0

s

0
21 ds

JE
1)y(ds

JE
1MM = 0 

Nếu gọi dv = ds/EJ là vi phân của tải trọng đàn hồi thì các điều kiện trên sẽ có dạng: 
    = 0   ∑∫ ydv

   = 0         (5-28) ∑∫ zdv

   = 0 ∑∫ yzdv

Ý nghĩa của (5-28) như sau: nếu tại mỗi trọng tâm của một phân tố chiều dài ds của 
kết cấu ta quy ước đặt một tải trọng đàn hồi dv có giá trị  dv = ds/EJ thì: 

♦ Hai công thức đầu của (5-28) biểu thị điều kiện mô men tĩnh của các tải trọng đàn 
hồi đối với hệ trục yz bằng không. Do đó, tâm đàn hồi C phải là trọng tâm của các tải 
trọng đàn hồi v. 

♦ Công thức cuối của (5-28) biểu thị điều kiện mô men quán tính ly tâm của các tải 
trong đàn hồi đối với hệ trục yz bằng không. Do đó hệ trục vuông góc yz phải là hệ trục 
quán tính chính. 

Vì vậy ta có thể sử dụng công thức xác định trọng 
tâm và trục quán tính chính của các lực để tìm vị trí của 
điểm C và phương của y, z theo thứ tự sau: 

Hình 5.39 

z y 
X2 

z
y

k 

EJ=∞ 

c 

X1 X3 

zc α 

yc 

zo 

yo

o 
zoc

yoc

1. Chọn hệ trục bất kỳ yo, zo (Hình 5.39), xác định 
tọa độ yoc và zoc của điểm C theo công thức xác định 
tọa độ trọng tâm đã quen biết:  

yoc = ∑∫
∑∫

dv

dvyo ;   zoc = 
∑∫
∑∫

dv

dvzo  (5-29) 

2. Sau khi biết vị trí của C ta chọn hệ trục tọa độ yc, zc đi qua tâm đàn hồi và xác định 
góc nghiêng α giữa hệ trục quán tính chính y, z với hệ trục trung tâm yc, zc theo công thức: 

  
∑∫∑∫

∑∫
−

−=α
dvzdvy

dvyz2
2tg 2

c
2
c

cc      (5-30) 
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Chú thích: 
♦ Khi hệ gồm các thanh thẳng và các tiết diện trong từng đoạn thanh không đổi, toạ độ  

yoc và zoc được tính theo biểu thức đơn giản sau: 

   yoc = 

∑

∑

=

=
n

1i i

i

n

1i i

i
z

EJ

EJ
S

l
;             zoc = 

∑

∑

=

=
n

1i i

i

n

1i i

i
y

EJ

EJ
S

l
    (5-31) 

Trong đó: , là mô men tĩnh của đoạn thanh thứ i đối với trục z, trục y (bằng tích số 
của chiều dài đoạn thanh thứ i với khoảng cách từ trọng tâm của nó đến trục z, y ).  

i
zS i

yS

♦ Việc xác định vị trí của tâm đàn hồi C tương đối dễ dàng nhưng việc xác định 
phương của trục chính thường phức tạp. Do đó, đối với những hệ không đối xứng ta chỉ 
nên tìm vị trí của C để có được hai cặp hệ số phụ δ13 = δ31 = 0 và δ23 = δ32 = 0 mà không 
tìm phương của trục chính (lúc này δ12 = δ21 ≠ 0), lúc đó hệ phương trình chính tắc có 
dạng: 

   δ11X1 + δ12X2 + Δ1P = 0   

   δ21X1 + δ22X2 + Δ2P = 0         (5-32) 

   δ33X3 + Δ3P = 0  

♦ Tâm đàn hồi và các trục quán tính chính của các tải trọng đàn hồi có đầy đủ tính 
chất của trọng tâm và của các trục quán tính chính của tải trọng. Chẳng hạn: 

• Hai trục quán tính chính luôn luôn vuông góc. 

• Nếu hệ đối xứng thì một trục chính trùng với trục đối xứng của hệ còn tâm đàn hồi 
cũng nằm trên trục đối xứng đó . 

Chính vì vậy biện pháp tâm đàn hồi thường áp dụng cho hệ có ít nhất là một trục đối 
xứng (Hình 5.40a), tâm đàn hồi C nằm trên trục đối xứng, một trực chính trùng với trục 
đối xứng còn trục chính thứ hai sẽ đi qua C và vuông góc với trục đối xứng. 

 Khi hệ có hai hoặc nhiều trục đối xứng (Hình 5.40b,c) tâm đàn hồi C là giao điểm của 
hai trục đối xứng và phương của hai trục chính y và z trùng với phương của hai trục đối 
xứng vuông góc. 
 

Hình 5.40 

zc≡z 

b)

c

yc≡y 
a) 

o 
yc z 

c

yc ≡ y 

zc zc≡z 

c)

c 

yc≡y 
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♦ Khi thiết lập các điều kiện (5-28) ta đã giả thiết bỏ qua ảnh hưởng của biến dạng 
dọc trục và biến dạng trượt. Nếu kể đến các ảnh hưởng này thì hai điều kiện đầu dùng để 
xác định vị trí của tâm đàn hồi sẽ không thay đổi vì lúc này N3 = Q3 = 0; còn điều kiện cuối 
cùng sẽ khác đi. Tuy nhiên ảnh hưởng này nói chung rất nhỏ. 

Ví dụ 5-11: Tìm tâm đàn hồi của hệ khung siêu tĩnh bậc ba có một trục đối xứng như 
trên hình 5.41a. 
 

a) 

Hình 5.41 

b) 
 
 
 
 
 
 

 

Khung có một trục đối xứng nên tâm đàn hồi nằm trên trục đối xứng y và ta chỉ cần 
tìm tung độ yoc. Áp dụng công thức (5-29), ta tìm được: 

   yoc = 
3
a

EJ
dy2

EJ
dz

EJ
dyy2

EJ
dzy

EJ
ds
EJ
dsy

dv

dvy
a

0 DE

a

a BD

a

0 DE
DE

a

a BD
BDoo =

+

+

==

∫∫

∫∫

∑∫

∑∫
∑∫
∑∫

−

−             

Áp dụng công thức (5-31), ta có: 

   yoc = 
3
a

EJ
2

EJ2

EJ
2
a

2
EJ2

0

JE

EJ
S

DEBD

DE
BDz

=
⋅+

⋅
⋅+

⋅

=
∑

∑
ll

l
l

l
 

Sau khi tìm được tâm đàn hồi C, một trục quán tính chính y trùng với trục đối xứng 
còn một trục z vuông góc với trục trên và đi qua C. Trên hình 5.41b,c trình bày hai kiểu 
chọn hệ cơ bản bằng cách dùng thanh tuyệt đối cứng để đưa các ẩn số về tâm đàn hồi. Hệ 
phương trình chính tắc có dạng (5-27), các bước tính tiếp theo đã quen thuộc. 

5.7. TÍNH VÒM SIÊU TĨNH 

5.7.1. Khái niệm về vòm siêu tĩnh 

Vòm siêu tĩnh chia thành ba loại: Vòm không khớp (Hình 5.42a), vòm một khớp 
(Hình5.42b) và vòm hai khớp (Hình5.42c). 

c 

X1

X2
X3

c) 

yoc X3 

yoc=a/3 

a c 

0 

X2

X1 

X3 

X2 
X1 

yoc 

y≡yo 

z 

zo 

J 

a a 

J 

2J 

P 

A 

B D 

E 
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c) b)a) 

(n=3) y 

z 

Hình 5.42 

(n=2) (n=1) 

 
 
 
 
 
 

Vòm là một loại kết cấu phù hợp với khẩu độ nhịp lớn, có thể làm bằng những vật liệu 
có sẵn ở địa phương như gạch, đá v.v…Trong ba loại vòm kể trên vòm không khớp được 
dùng nhiều nhất vì nội lực được phân bố đều đặn hơn theo chiều dài của vòm. 

Khi thiết kế vòm ta cần quan tâm đến hai vấn đề là dạng trục của vòm và tiết diện 
vòm: 

♦ Chọn dạng trục của vòm sao cho với thể tích vòm là nhỏ nhất mà vẫn đảm bảo điều 
kiện bền. Người ta cũng đã chứng minh được đối với vòm siêu tĩnh không tồn tại vòm 
không có mô men nếu kể đến biến dạng nén đàn hồi trong vòm. Hiện nay người ta thường 
chọn dạng trục vòm siêu tĩnh theo dạng hợp lý của vòm ba khớp. 

♦ Qui luật biến thiên của tiết diện vòm cần chọn sao cho phù hợp với sự phân bố nội 
lực trong vòm mà trước hết là mô men uốn và lực dọc. 

Đối với vòm hai khớp (Hình 5.43a) áp dụng qui luật J = Jo.cosϕ. Tiết diện ngang của 
vòm sẽ tăng dần từ chân tới đỉnh. Sự biến thiên của tiết diện phù hợp với qui luật phân bố 
của mô men từ chân tới đỉnh vòm. 

Đối với vòm không khớp (Hình 5.43b) để đơn giản trong tính toán thường áp dụng qui 

luật: J = 
ϕcos

Jo  

Trong đó:   

J - mô men quán tính tại tiết diện bất kỳ có hoành độ z (gốc chọn ở đỉnh vòm). 

Jo - mô men quán tính tại tiết diện đỉnh vòm. 
ϕ - góc nghiêng của đường tiếp tuyến với trục vòm tại tiết diện có hoành độ z so với 

phương ngang. 
 

 

 

 

 

 
Hình 5.43

y 

z 

Trục vòm 

a) 
Jo, Fo 

z b) 

ϕc 
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Jo, Fo 

J J ϕ 
ϕ
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Với qui luật trên tiết diện vòm tăng dần từ đỉnh tới vòm. 

Khi tính vòm siêu tĩnh theo phương pháp lực cần chú ý tới hai vấn đề sau: 

♦ Khi tính chuyển vị trong vòm theo công thức tổng quát (4-6) không được bỏ qua 
ảnh hưởng của lực cắt và lực dọc. 

♦ Đối với vòm có độ cong lớn (
h
ρ  < 10), khi tính chuyển vị càn áp dụng công thức có 

kể đến độ cong. 

5.7.2. Tính vòm không khớp 

Trong phần này ta sẽ nghiên cứu cách tính vòm không khớp đối xứng vì vòm không 
đối xứng thường ít dùng và nguyên tắc tính toán cũng tương tự như vòm đối xứng. 

Giả sử cần xác định nội lực trong vòm siêu tĩnh không khớp cho trên hình 5.44a. Vận 
dụng phương pháp lực để tính. Dùng biên pháp tâm đàn hồi với hệ có một trục đối xứng:  

1. Xác định toạ độ tâm đàn hồi C theo (5-29) ta có: 

yoc = 

∫

∫

∫

∫
=

2

2

2

2

0 o

0 o

0

0

EJ
dz

EJ
dzy

EJ
ds2

EJ
dsy2

l

l

l

l

; ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ϕ

=
ϕ

=
cos

JJ;
cos

dzds o    (5-33) 

2. Chọn hệ cơ bản và đưa ẩn số về tâm đàn hồi như hình 5.44b. 

3. Hệ phương trình chính tắc có dạng: a)
zo 

Δ

P

o
2t

o
1t  

yo ≡ y 

2 l 2 l 

  δ11X1 + Δ1P + Δ1t = 0  

  δ22X2 + Δ2P + Δ2t = 0  

  δ33X3 + Δ3P + Δ3t = 0  

4. Xác định các hệ số δkk:  

δkk = ∑∫
s

0
kk EJ

dsMM + b)

   + ∑∫∑∫ +μ
s

0
kk

s

0
kk EF

dsNN
GF
dsQQ  

Vì vòm đối xứng nên ta chỉ cần tính cho 
một nửa vòm, sau đó nhân đôi các kết quả (các 
biểu thức nội lực được ghi trên hình 5.45).  Hình 5.44 

yoc

zo

2 l 

P

X1 

X2 
X3 

o
2t  

o
1t  

X1

Δ

2 l 

X2

X3o
2t

o
1t
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Khi tính các tích phân ở trên ta cần biểu diễn cosϕ theo z: 

   cosϕ  = 
2

dz
dy1

1

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+

 

 

Hình 5.45 

( )c1 y -y 1  M ⋅=  
( ) cos1  N1 φ⋅=  
( ) sin1  Q1 φ⋅=  

y 

k 

y≡yo 
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ϕ

a) 
zo 

2 l 

X1=1 yoc 

φsin-  N2 =
z  M2 =

φcos Q2 =

y

k 

y≡yo

z 

ϕ

b)
zo

2 l 

X2=1

yoc

 
 
 
 
 
 

  

 

 

Các số hạng tự do Δkm được xác định theo công thức (5-17). Các bước tính còn lại đã 
quen thuộc. 

Chú ý:  
Đối với vòm siêu tĩnh mà trục và chiều cao của tiết diện ngang biến đổi không theo 

qui luật của các hàm sơ cấp thì việc xác định tâm đàn hồi, các hệ số và số hạng tự do bằng 
công thức tích phân sẽ rất phức tạp. Trong trường hợp đó ta có thể áp dụng hai cách tính 
gần đúng sau đây: 

♦ Tính gần đúng các tích phân. 
♦ Biến đổi sơ đồ vòm một cách gần đúng, đưa trục vòm có dạng đường cong về dạng 

đường gãy khúc với các điểm chia 0, 1, 2….,n có khoảng cách theo phương ngang như 
nhau. Với mỗi đoạn gãy khúc ta xác định chiều dài s, góc nghiêng ϕ và khoảng cách từ 
trọng tâm của đoạn đến trục z. Sau đó áp dụng công thức (5-31) để tìm tâm đàn hồi. 

Ví dụ 5-12: Vẽ biểu đồ mô men uốn trong vòm không khớp trên hình 5.46.  

Phương trình trục vòm  y = 2
2 zf4

l
. Luật biến thiên của tiết diện J(z)=

ϕcos
Jo . Bỏ qua 

ảnh hưởng của lực cắt và lực dọc. 

Hệ vòm đối xứng có bậc siêu tĩnh n = 3. Chọn hệ cơ bản như trên hình 5.46b với C là 
tâm đàn hồi. Tung độ yoc của tâm đàn hồi được xác định theo (5-29): 
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Hệ phương trình chính tắc: 
  δ11X1 + Δ1P = 0 

a) q

0
zo 

f 

l 

yo≡y 

0 
yoc 

b)
c X1 

zo

yo≡y 

X3 
X2

X1

X2

X3

Hình 5.46 

a = ql2/128 d = l/8;

  δ22X2 + Δ2P = 0 

  δ33X3 + Δ3P = 0 
Xác định các hệ số chính và số hạng tự 

do với:  
q

   1M  = (y - yoc) ;    

   2M = z ;   

   3M = 1.  
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−

cosEJ
dzM)yy( o

Poc =
o

0 2
2

2 EJ
dz

2
qz

3
fzf4

2

∫ ⎥
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   Δ2P = ∑∫ ϕ
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2
qzz

2

∫ ⎥
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  Δ3P = ∑∫ ϕcosEJ
dzMo

P =
o
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EJ
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2
qz

2

∫ ⎥
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⎤
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=
o
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Thay các hệ số δkk và ΔkP vào hệ phương trình chính tắc và giải phương trình ta được: 

   X1 = 
f16

q 2l
− ;   X2 = 

32
q3 l

− ;   X3 = 
48
q 2l

−  

Vận dụng nguyên lý cộng tác dụng (5-19) ta có biểu thức giải tích của mô men uốn 
trong vòm đã cho: 

a MP

a 2a
 

0 0 0 

2a
 a a 

c) 
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• Trong phần trái của vòm, đoạn (-l/2 ≤ z ≤ 0) 

   M(z) = 
32

zq3
4

qz2 l
−−  

• Trong phần phải của vòm, đoạn  (0 ≤ z ≤ l/2) 

   M(z) = 
32

zq3
4

qz2 l
−  

Thay các giá trị cụ thể cách đều theo z ta có biểu đồ mô men uốn của vòm đã cho như 
trên hình 5.49c. 

5.8. TÍNH DẦM LIÊN TỤC 
a)

b)

Hình 5.47 

c) 

5.8.1. Khái niệm 
Dầm liên tục là hệ chỉ có một thanh thẳng 

đặt trên nhiều gối tựa, trong đó số gối tựa  lớn 
hơn hai.  

Trên hình 5.47a,b,c là ba loại dầm liên tục 
thường gặp trong thực tế:  

- Dầm liên tục đơn giản (Hình 5.47a)  
- Dầm liên tục có đầu thừa (Hình 5.47b) 
- Dầm liên tục có đầu ngàm (Hình 5.47c).   
Trừ trường hợp đặc biệt trên hình 5.48 dầm 

là tĩnh định, còn nói chung dầm liên tục là siêu 
tĩnh.   

Hình 5.48 

Bậc siêu tĩnh của dầm liên tục được tính theo công thức (1-3) đã nêu ở Chương 1. Tuy 
nhiên, nếu chú ý là một dầm tĩnh định chỉ cần nối với trái đất bằng ba liên kết thanh sắp 
xếp hợp lý thì ta có thể tính ngay được bậc siêu tĩnh của dầm liên tục theo công thức đơn 
giản sau: 

   n = C - 3 
Trong đó:     
n - Bậc siêu tĩnh của dầm liên tục;  
C - Số liên kết tựa tương đương liên kết thanh. 

Ví dụ, với hệ dầm liên tục trên hình 5.47c ta có C = 8 do đó bậc siêu tĩnh của hệ là 
   n = 8 - 3 = 5. 
Trong thực tế, dầm liên tục thường chịu tải trọng thẳng đứng (vuông góc với trục 

thanh) nên thành phần phả lực ngang bằng không, lúc đó không có sự phân biệt giữa gối 
tựa cố định và gối tựa di động, giữa ngàm cứng và ngàm trượt nếu bỏ qua ảnh hưởng của 
biến dạng dọc trục. Vì vậy trong trường hợp này ta có thể tính bậc siêu tĩnh n của dầm theo 
công thức đơn giản sau: 

   n = Cg + N             (5-34) 
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Trong đó:  

Cg - số gối tựa trung gian (không tính hai liên kết ở ngoài cùng) của dầm, không cần 
phân biệt là gối di động hay gối tựa cố định;  

N - số ngàm của dầm, không cần phân biệt là ngàm cứng hay ngàm trượt. 

Ví dụ, trong trường hợp tải trọng tác dụng 
thẳng đứng:  

b)

a)

Hình 5.49 

• Với hệ trên hình 5.49a, ta có  

  Cg = 4; N= 2, do đó n = 4 + 2 = 6;  

• Với hệ trên hình 5.49b, ta có 

  Cg = 2; N= 0, vậy n = 2. 

Chú ý: 

Để đảm bảo cho dầm liên tục không biến hình, ít nhất phải có một liên kết nối với trái 
đất có khả năng ngăn cản chuyển vị theo phương dọc trục, chẳng hạn một ngàm hay một 
gối tựa cố định.  

Dầm liên tục là một loại kết cấu siêu tĩnh được sử dụng sớm và rộng rãi trong kết cấu 
công trình. Nó có thể là những bộ phận chịu lực chủ yếu như cầu giao thông, cầu công tác, 
dầm cầu trục trong trạm bơm, nhà máy… hoặc chỉ là một cấu kiện trong công trình như  xà 
gồ, dầm phụ trong cầu cửa van v..v…Có nhiều phương pháp tính dầm liên tục. Ở đây ta sẽ 
nghiên cứu hai phương pháp thường dùng trong thực tế là phương pháp lực và phương 
pháp tiêu điểm mô men. 

5.8.2. Cách tính dầm liên tục theo phương pháp lực - phương trình ba mô men 

Dầm liên tục chỉ là trường hợp đặc biệt của hệ siêu tĩnh nói chung nên có thể vận 
dụng phương pháp lực đã nghiên cứu để tính toán. Vì dầm liên tục rất hay gặp trong thực 
tế xây dựng nên ta có thể cụ thể hóa hệ phương trình chính tắc của phương pháp lực nhằm 
phục vụ cho việc tính toán được nhanh chóng và đơn giản hơn. 

Trước tiên, ta nghiên cứu cách tính dầm liên tục đơn giản, trên cơ sở đó dễ dàng suy ra 
cách tính dầm liên tục có đầu thừa hoặc đầu ngàm. 

Xét dầm liên tục có tiết diện không đổi trong từng nhịp, chịu tác dụng đồng thời của 
tải trọng (P), sự biến thiên nhiệt độ (t) và chuyển vị cưỡng bức (z) tại các gối tựa như trên 
hình 5.50a. 

Giả sử dầm có n gối tựa trung gian tức là có (n + 1) nhịp; ta đánh số thứ tự các gối tựa 
tăng dần từ trái qua phải, các nhịp và các đặc trưng trong nhịp lấy tên theo số thứ tự của 
gối tựa phải như trên hình 5.50a. Với cách đánh số như vậy, theo (5-34) bậc siêu tĩnh của 
hệ sẽ bằng n. 
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Chọn hệ cơ bản như trên hình 5.50b với các ẩn số Xi là các mô men uốn Mi tại gối tựa 
thứ i. Như vậy hệ phương trình chính tắc sẽ biểu thị điều kiện các góc xoay tương đối giữa 
hai tiết diện ở hai bên mỗi gối tựa trung gian bằng không.  

Hệ cơ bản vừa chọn có ưu điểm là chia dầm thành nhiều bộ phận độc lập với nhau nên 
sẽ cho nhiều hệ số phụ bằng không. Thật vậy, dưới tác dụng của riêng ẩn số Mi = 1, biến 
dạng chỉ xảy ra trong hai nhịp lân cận thứ i và thứ (i + 1) (Hình 5.50c) do đó chỉ tồn tại các 
chuyển vị xoay tương đối giữa hai tiết diện (chuyển vị tương ứng với các ẩn số) ở hai bên 
gối tựa trung gian thứ (i - 1), thứ i và thứ (i + 1). Như vậy, với hệ cơ bản đã chọn ta có các 
tính chất sau: 

   δki = δik = 0  khi  k ≠ (i - 1), i và (i + 1); 

   δki = δik ≠ 0  khi  k = (i -1), i và (i+1). 

Lúc này, phương trình thứ i của hệ phương trình chính tắc biểu thị điều kiện góc xoay 
tương đối giữa hai tiết diện ở hai bên gối tựa trung gian thứ i bằng không, sẽ có dạng đơn 
giản như sau: 

   δi(i-1)M(i-1) + δiiMi + δi(i+1)M(i+1) + ΔiP + Δit  + ΔiΔ = 0   (5-35) 

Phương trình (5-35) có ba ẩn mô men nên gọi là phương trình ba mô men. Trong đó:  

δi(i-1), δii, δi(i+1) - Góc xoay tương đối giữa hai tiết diện ở hai bên gối tựa thứ i lần lượt 
do các mô men đơn vị Mi-1, Mi và M(i+1)  gây ra trong hệ cơ bản;  

ΔiP, ΔiΔ, Δit - Góc xoay tương đối giữa hai tiết diện ở hai bên gối tựa thứ i lần lượt đo 
tải trọng, do chuyển vị cưỡng bức tại các gối tựa và do sự biến thiên nhiệt độ gây ra trong 
hệ cơ bản. 

a) 0 1 2 i-1 i+1 i n n+1 

l1 

t1

t2

zi-1 zi+1z1 zi

l2 li-1 li li+1 ln ln+1 

b) 
M1 t1

t2

zi-1 zi+1z1 zi

0 M2 Mi-1 Mi Mi+1 Mn

Hình 5.50 

δ(i-1) i

c) 0 Mi=1i-1 i+1 n+1 

δ(i+1) i
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Để thuận lợi cho việc tính 
toán, ta thiết lập sẵn các  hệ số 
và số hạng tự do của hệ phương 
trình chính tắc. Khi xác định 
các đại lượng này ta bỏ qua ảnh 
hưởng của biến dạng trượt, còn 
biến dạng dọc trục sẽ không tồn 
tại với sơ đồ tính đã chấp nhận 
và khi dầm chỉ chịu tải trọng 
vuông góc với trục dầm.  

Trên hình 5.51a,b,c,d là sơ 
đồ tính và các biểu đồ mô men 
uốn đơn vị cần thiết trong hệ cơ 
bản để xác định các hệ số. 

♦ Xác định các hệ số: 
Thực hiện nhân các biểu đồ đơn 
vị, ta có: 

 δi(i-1) = iM  1iM −  

  =
i

ii

i EJ63
1

2
1

EJ
1 ll

=⋅⋅⋅  

 δii = iM  iM  

  =
1i

1i

i

i1i

1i

i

i EJ3EJ33
2

2
1

EJ
1

3
2

2
1

EJ
1

+

++

+

+=⋅⋅⋅+⋅⋅⋅
llll  

 δi(i+1) = iM  1iM + =
1i

1i1i

1i EJ63
1

2
1

EJ
1

+

++

+

=⋅⋅⋅
ll  

♦ Xác định số hạng tự do ΔiP do tải trọng gây ra trong hệ cơ bản 

Góc xoay tương đối ΔiP giữa hai tiết diện ở hai bên gối tựa thứ i do tải trọng gây ra 
trong hệ cơ bản được xác định theo công thức 

   ΔiP = iM    o
PM

Trong đó là biểu đồ mô men uốn do tải trọng gây ra trong hệ cơ bản (Hình 5.50e). 
Thực hiện nhân biểu đồ ta được:        

o
PM  

   ΔiP =
1i1i

1i1i

ii

ii

EJ
b

EJ
a

++

++ω
+

ω
ll

  

Trong đó:  
ωi và ωi+1 - diện tích biểu đồ mô men uốn  tại nhịp i và nhịp (i+1) do tải trọng gây 

ra trong hệ cơ bản;  

o
PM

1 

1 

i
1t
i
2t

Mi 

Ji+1 Ji 

1i
1t
+  

1i
2t +  

Mi-1 Mi+1 a)

li+1 li

b) δi(i-1)
Mi-1=1 Mi-1

c) 

1 

Mi=1 Mi

li 
1 

li+1

1 
li+1 
1 

li 
1 

Mi+1δi(i+1)d) Mi+1=1 

e) 

ai bi ai+1 bi+1 

βi αi+1
MP

o

f) 

zizi-1 zi+1αi+1 βi 

Hình 5.51
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ai, bi - khoảng cách từ trọng tâm của biểu đồ mô men uốn  trong nhịp i đến gối tựa 
trái và gối tựa phải của nhịp đó;  

o
PM

ai+1, bi+1 - khoảng cách từ trọng tâm của biểu đồ mô men uốn  trong nhịp (i+1) 
tính đến gối tựa trái và gối tựa phải của nhịp đó. 

o
PM

♦ Xác định số hạng tự do ΔiΔ do chuyển vị gối tựa gây ra trong hệ cơ bản 

Góc xoay tương đối ΔiΔ giữa hai tiết diện ở hai bên gối tựa i do chuyển vị cưỡng bức 
của các gối tựa gây ra trong hệ cơ bản được xác định theo (5-13): 

   ΔkΔ =  ∑ Δ⋅−
j

j
m

j
kR                                                                

Trong đó:  
j
mΔ  - chuyển vị cưỡng bức cho biết tại gối tựa thứ j của dầm siêu tĩnh; 

j
kR - phản lực tại gối j của hệ do mô men  Mi = 1 gây ra trong hệ cơ bản . 

Nếu quy ước các chuyển vị lún xuống dưới là dương ta được: 

   ΔiΔ = - ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
Δ−Δ+Δ+Δ− +

++
− 1i

1i
i

1i
i

i
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1111
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hay  ΔiΔ = ⎥
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⎤
⎢
⎣

⎡ Δ−Δ
+
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+

+−

1i

i1i

i

i1i

ll
 

Trong đó: Δi-1, Δi, Δi+1 - Độ lún tại các gối tựa thứ (i-1), thứ i và thứ (i+1) với quy ước 
hướng xuống phía dưới là dương. 

Mặt khác qua hình 5.51f, ta thấy ΔiΔ là tổng hai góc βi và αi+1 ở hai bên gối tựa i: 

   ΔiΔ = βi + αi+1 ≈ tgβi + tgαi+1 = ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ Δ−Δ
+

Δ−Δ

+

+−

1i

i1i

i

i1i

ll
 

♦ Xác định số hạng tự do Δit do sự thay đổi nhiệt độ gây ra trong hệ cơ bản 

Góc xoay tương đối Δit giữa hai tiết diện ở hai bên gối tựa thứ i do sự thay đổi nhiệt độ 
gây ra trong hệ cơ bản được xác định theo công thức (5-12). 

Với chú ý lực dọc trong dầm bằng không, ta có: 

   Δit = ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

α
+−

α
++

+

+ )tt(
h2

)tt(
h2 )1i(1)1i(2

1i

1i
i1i2

i

i ll  

Trong đó:  
  hi, hi+1 - chiều cao của tiết diện dầm tại nhịp thứ i và (i+1);  
  t1i, t1(i+1) - độ biến thiên nhiệt độ tại thớ trên của nhịp thứ i và (i+1);  
  t2i, t2(i+1) - độ biến thiên nhiệt độ tại thớ dưới của nhịp thứ i và (i+1).  
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Thay các trị số vừa tính được vào phương trình chính tắc (5-35) và rút gọn phương 

trình trên bằng cách nhân hai vế với 6EJo, ký hiệu:   λi = li
i

o

J
J ;  λi+1 = li+1

1i

o

J
J
+

;   

Trong đó:  
Jo - là mô men quán tính của một nhịp nào đó được chọn làm chuẩn chung. 
λi, λi +1 - Gọi là chiều dài qui ước của nhịp thứ i và (i +1). 

 Ta được phương trình ba mô men viết cho gối trung gian thứ i khi dầm chịu tác dụng 
đồng thời của tải trọng, sự thay đổi nhiệt độ, và chuyển vị gối tựa: 

  λiMi-1 + 2(λi + λi+1)Mi + λi+1Mi+1 + 6Jo ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ ω
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α
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i ll = 0         (5-36) 

Trường hợp dầm có tiết diện không đổi trong tất cả các nhịp (J = const) ta có thể lấy   
Jo = J, lúc đó phương trình ba mô men sẽ có dạng: 

  liMi-1 + 2(li + li+1)Mi + li+1Mi+1 + 6 ⎥
⎦

⎤
⎢
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⎡ ω
+

ω

+
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+
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h

)tt(
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i ll  = 0           (5-37) 

Ứng với mỗi gối trung gian của dầm liên tục ta có một phương trình ba mô men, như 
vậy với dầm liên tục có bậc n siêu tĩnh bằng ta sẽ viết được n phương trình ba mô men cho 
n gối trung gian, đủ để xác định n ẩn số Mi. 

∗ Trường hợp dầm liên tục có đầu thừa 

Hình 5.52 

P

Mo=-P.c

b) qd 

n+1 n 1 0 

Mn+1=- 2 
qd2

P q
n+1 n 10 

d c l1 ln ln+1 

a)Ta có thể đưa dầm có đầu thừa chịu tải 
trọng (Hình 5.52a) về dầm liên tục đơn giản 
(Hình 5.52b) bằng cách cắt bỏ các đầu thừa và 
thay tác dụng của phần đầu thừa bằng những 
ngoại lực đặt ở các gối biên của dầm liên tục 
đơn giản.  

Nội lực của dầm liên tục đơn giản trên 
hình 5.52b được xác định bằng cách sử dụng 
phương trình ba mô men với mô men uốn tại 
các gối biên của dầm đã biết, chúng có giá trị 
bằng mô men tập trung Mo và Mn+1.   

Ta cũng có thể coi các mô men tập trung ở hai đầu dầm như ngoại lực đặt trong nhịp 
thứ nhất và thứ (n+1). Lúc này, mô men tựa Mo và Mn+1 sẽ bằng không còn các đại lượng 
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ω1 và ωn+1 cần được bổ sung phần ảnh hưởng do các mô men tập trung đó gây ra. Cách này 
thường phức tạp nên ít được sử dụng. 

∗  Trường hợp dầm liên tục có đầu ngàm 
Trong trường hợp dầm liên tục có đầu 

ngàm trên hình 5.53a, ta tưởng tượng thay 
ngàm và ngàm trượt bằng hai nhịp ở hai 
đầu có chiều dài bằng không hoặc có độ 
cứng EJ = ∞ và có số liên kết tương đương 
với ngàm (Hình 5.53b).  

a)

Hình 5.53 

b)

1 2 n 

l2 ln 

EJ=∞ EJ=∞1 2 n 

l2 ln ln+1=0l1=0

n+1o 

Ta đã đưa bài toán dầm liên tục có đầu 
ngàm về bài toán dầm liên tục đơn giản và 
có thể áp dụng được phương trình ba mô 
men như thường lệ. 

Như vậy, với mỗi dầm liên tục bất kỳ khi quy về dầm liên tục đơn giản tương ứng, ta 
thiết lập được hệ phương trình ba mô men viết cho tất cả các gối trung gian. Sau khi giải hệ 
phương trình sẽ tìm được tất cả các mô men uốn tại các gối tựa gọi là mô men tựa. 

Muốn xác định giá trị mô men uốn và lực cắt tại 
một tiết diện bất kỳ trong các nhịp của dầm liên tục. Ta 
xem mỗi nhịp dầm liên tục như một dầm đơn giản đặt 
tự do trên hai gối ở hai đầu nhịp, chịu tải trọng và các 
mô men uốn đã xác định được từ hệ phương trình ba 
mô men. Áp dụng nguyên lý cộng tác dụng (Hình 5.54) 
ta sẽ tìm được biểu thức mô men uốn tại một tiết diện 
bất kỳ k có hoành độ z trong nhịp thứ i của dầm liên tục 
như sau:  

Hình 5.54 

Mk 

li 

P1 

i-1 i

P2 
k 

li-z z

Mi Mi-1 a)

Mi-1

Mi-1 

c)

P1 P2 

b)

d 

li 
li-z Mi-1

Mi d)

Mi 
li 
z 

Mi 

 Mk = i
i

1i
i

id
k MzMzM

ll

l
+

−
+ −  (5-38) 

Trong đó - mô men uốn tại tiết diện k do tải 
trọng gây ra trong dầm đơn giản đặt tự do trên hai gối 
tựa ở hai đầu nhịp.  

d
kM

Lấy đạo hàm biểu thức trên ta sẽ được biểu thức 
lực cắt tại tiết diện k của dầm liên tục: 

  
i

1iid
k

k
k

MMQ
dz

dMQ
l

−−
+==  (5-39) 

Trong đó  là lực cắt tại tiết diện k do tải trọng gây ra trong dầm đơn giản đặt tự do 
trên hai gối tựa ở hai đầu nhịp.  

d
kQ

Để tìm phản lực tại gối tựa bất kỳ thứ i, ta chỉ cần xét cân bằng của phần dầm bị cắt xung 
quanh gối tựa thứ i.  
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Trình tự tính dầm liên tục theo phương pháp phương trình ba mô men được trình bày qua 
ví dụ sau. 

Ví dụ 5-13: Vẽ biểu đồ mô men uốn trong dầm liên tục trên hình 5.55a. 

1. Cắt bỏ đầu thừa, thay tác dụng của phần đầu thừa bằng các lực đặt ở gối biên bên 
trái và thay ngàm bên phải bằng một nhịp có chiều dài l3 = 0 ta được sơ đồ tính tương 
đương như trên hình 5.55b là dầm liên tục đơn giản. 

2. Đánh số thứ tự các gối tựa và nhịp từ trái qua phải như trên hình 5.55b. 

Chọn Jo = J, chiều dài quy ước của các nhịp sẽ là:  

   λ1 = 
J2,1

J12 o = 10 ;   λ2 = J
J10 o  = 10 m ;   λ3 = 0. 

 M=90kNmP=10kN

6m2m 

 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

3. Viết phương trình ba mô men cho các gối trung gian (gối 1 và gối 2), ta có 

Gối 1 (i = 1):    λ1Mo + 2(λ1 + λ2)M1 + λ2M2 + 6J ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⋅

ω
+

⋅
ω

J
b

J2,1
a

2

22

1

11

ll
= 0 

Gối 2 (i = 2):    λ2M1 + 2(λ2 + λ3)M2 + λ3M3 + 6J ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⋅

ω
+

⋅
ω

33

33

2

22

J
b

J
a

ll
= 0 

10m

1,2J 

a) 

6m 

J

q=24KN/m

10kN 
20kNm 3 2 1 

0 

b) 

l1=12m l2=10m l3=0 

90kNm q=24KN/m

45 c) 
45

300

'
1a =4m '

1b =8m

a2=5m b2= 5m "
1a =8m "

1b =4m

(kNm) 
MP o 

Hình 5.55 

d) 
20 

300
263,2 

73,6 
90 

1,8 

91,8

131,6 

(kNm) 

MP 
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4. Vẽ biểu đồ mô men uốn do tải trọng gây ra trong hệ cơ bản. Kết quả như trên     
hình 5.55c. 

5. Xác định các đại lượng trong số hạng tự do của hệ phương trình ba mô men 

   ω1a1 = 8.
2

6.454.
2

6.45a.a. "
1

"
1

'
1

'
1 −=ω+ω  = - 540 kNm3 

   ω2a2 = ω2b2 = 3
2 .300.10.5 = 10000 kNm3 

   ω3 = 0;  b3 = 0. 

6. Thay trị số của các hệ số vào hệ phương trình ba mô men, với chú ý Mo= - 20 kNm;   
ta có: 

   - 10.20 + 2(10+10)M1 + 10M2 + 6 ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +
−

10
10000

2,1.12
540 = 0 

   10M1 + 2(10+0)M2 + 0 + 6.
10

10000  = 0  

Rút gọn, ta được:     

   4M1 + M2 + 557,5 = 0 

    M1 + 2M2 + 600 = 0. 

7. Giải hệ phương trình, ta được   M1 = - 73,6 kNm;    M2= - 263,2kNm. 

8. Vẽ biểu đồ mô men uốn trong dầm liên tục đã cho bằng cách vẽ biểu đồ do các ẩn 
mô men tựa (đường đứt nét), sau đó treo biểu đồ  trong từng nhịp của dầm. Kết quả vẽ 
trên hình 5.55d. 

o
PM

Ví dụ 5-14: Viết phương trình ba mô men dạng số để tính dầm liên tục chịu tác dụng 
của nhiệt độ thay đổi và gối tựa dời chỗ cho trên hình 5.56a. 

Sơ đồ dầm liên tục 
đơn giản tương đương thay 
thế cho dầm đã cho trong 
tính toán được vẽ trên   
hình 5.56b. Ngàm 1 bị 
xoay một góc thuận chiều 
kim đồng hồ được thay thế 
bằng nhịp tương đương có 
chiều dài l1 → 0 và gối 0 
dịch chuyển lên phía trên 
một đoạn  

zo = ϕ.l1 =
l

l1.Δ  

Hình 5.56 

ϕ=

1
2 3 4 +3to

+2to

Δ
l l l 

α,h,EJ=const 
a) Δ 

l 

ϕ
1 2 3 4 +3to

+2to

l2 l3 l4 

b) 

Δ

o 

l1=0
4=ΔΔo=-ϕ.l1
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Viết phương trình ba mô men cho các gối trung gian 1, 2, 3. Lần lượt thay i = 1, 2, 3 
vào (5-37) ta có:   

  l1Mo + 2(l1 + l)M1 + lM2 + 6EJ
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

+
−

Δ
−

ll
l

l
000.

1

1

= 0 

  lM1 + 2(l + l)M2 + lM3 + 3EJ [l(0 - 0) + l(2t - 3t)] = 0 
h
α

  lM2 + 2(l + l)M3 + lM4 + EJ [l(2t - 3t) + l(0 - 0)] + 6EJ  = 0 
h
α

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −Δ

+
−

ll

000

Cho l1 → 0 và Mo = M4 = 0. Rút gọn ta được hệ phương trình cần tìm: 

   2lM1 + lM2 - 
l

ΔEJ6  = 0 

   lM1 + 4lM2 + lM3 - h
tEJ3 αl = 0 

   lM2+ 4lM3  - h
tEJ3 αl  + 

l

ΔEJ6  = 0 

Ví dụ 5-15: Vẽ biểu đồ mô men uốn 
trong dầm liên tục chịu sự biến thiên nhiệt 
độ như trên hình 5.57a. Cho biết                
EJ = const;  h = const.  

a)
3 2 1 o +3t 

l l l 

+t 

b) Mt 1,6a 
0,4a 

Hình 5.57 

a = 

Phương trình ba mô men viết cho gối 1 
và gối 2: 

h 
EJαt 

  l1Mo + 2(l1 + l2)M1 + l2M2 + 

+ 3EJα ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−+− )tt(

h
)tt(

h 1222
2

2
1121

1

1 ll = 0 

  l2M1 + 2(l2 + l3)M2+ l3M3 +3EJα ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−+− )tt(

h
)tt(

h 1323
3

3
1222

2

2 ll = 0 

Trong đó:  l1 = l2 = l3 = l;    Mo= M3 = 0;     h1 = h2 = h3 = h;    

   t21 = + t ;       t11 = +3t;        t22 = t12 = t23 = t13 = 0. 

Thay các số liệu trên vào hệ phương trình và giải ra ta được: 

  M1 = 
h5

tEJ8 α ;   M2 = -
h5

tEJ2 α .    

Biểu đồ mô men uốn cần tìm vẽ trên hình 5.57b.  
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5.8.3. Cách tính dầm liên tục theo phương pháp tiêu điểm mô men 
Xét một dầm liên tục chịu tải trọng chỉ đặt trên một nhịp. Dùng phương trình ba mô 

men ta vẽ được biểu đồ mô men như trên hình 5.58a. Nhận xét các nhịp không đặt tải ta 
thấy mô men gối tựa lần lượt đổi dấu và càng xa nhịp có tải trọng thì trị số càng giảm. 
Trong mổi nhịp này giao điểm của đường biểu diễn mô men với đường chuẩn gọi là tiêu 
điểm mô men. Các điểm F2, F3 thuộc các nhịp ở phía trái của nhịp đặt tải gọi là các tiêu 
điểm trái, còn các điểm , , thuộc các nhịp ở phía bên phải của nhịp đặt tải gọi là các 

tiêu điểm phải. Vị trí của tiêu điểm được xác định bởi tỉ số giữa đoạn lớn và đoạn nhỏ do 
tiêu điểm chia trong mỗi nhịp gọi là tỉ số tiêu cự K. Nếu ký hiệu các khoảng cách từ tiêu 
điểm tới gối trái của nhịp là u (hoặc u’) và tới gối phải của nhịp là v (hoặc v’) thì khi nhịp 
thứ i ở phía trái của nhịp đặt tải, có tỉ số tiêu cự trái (Hình 5.58b): 

'
5F '

6F '
7F

 

 

 

 

o 
1 

2 
3 4 

5 

6 
F2 

7 

F3 F5 F6 
M2 

F7 

M3 M4
M1 

M5

M6 

M7
, , , 

a) 

b) 

Fi

Mi-1 

Mi

i-1
Fi

, 
i 

ui vi

ui vi

li 

, , 

Hình 5.58

 

 

 

 

 

 

 

   
1i

i

1i

i

i

i
i M

M
M
M

u
vK

−−

−===       (5-40) 

và khi nhịp i ở phía phải của nhịp đặt tải, có tỉ số tiêu cự phải: 

   
i

1i

i

1i

i

i'
i M

M
M

M
u
vK −− −===       (5-41) 

Như vậy, với dầm trên, nếu xác định được các tỉ số tiêu cự trái và phải (K và K’) và 
các mô men gối tựa ở hai đầu ở hai nhịp có đặt tải (M3, M4) thì có thể tính được tất cả các 
tung độ mô men gối tựa của biểu đồ mô men cuối cùng: 

  
3

3
2 K

MM −= ; 
2

2
1 K

MM −= ; '
5

4
5 K

MM −= ; '
6

5
6 K

MM −= ; '
7

6
7 K

MM −= . 

175 



1. Xác định các tỉ số tiêu cự: 
Để thiết lập công thức xác định tỉ số tiêu cự trái Ki của nhịp thứ i ở phía trái của nhịp 

có đặt tải trọng (Hình 5.59), ta viết phương trình ba mô men cho gối tựa thứ (i-1): 

 λi-1Mi-2 + 2(λi-1 + λi)Mi-1 + λiMi = 0 

Chia cả hai vế cho Mi-1: 

  0
M
M)(2

M
M

1i

i
ii1i

1i

2i
1i =λ+λ+λ+λ

−
−

−

−
−  

Thay các tỉ số mô men bằng các tỉ số tiêu 
cự trái, được: 

  0K)(2
K iii1i

1i

1i =λ−λ+λ+
λ

− −
−

−  

Từ đó rút ra biểu thức tính tỉ số tiêu cự trái của nhịp i: 

   ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

λ
λ

+=
−

−

1ii

1i
i K

122K       (5-42) 

Công thức trên có tính truy hồi vì muốn tính được Ki phải biết Ki-1 là tỉ số tiêu cự trái 
của nhịp thứ i-1 kề phía trái nhịp i, ..., do đó trước hết phải tìm được tỉ số tiêu cự trái nhịp 
tận cùng phía trái, tức là K1 của nhịp thức nhất. 

Xét nhịp thứ nhất có hai trường hợp: 

- Nếu gối tựa đầu tiên là khớp (Hình 5.60a) thì: 

   ∞===
0

M
M
MK 1

o

1
1  

- Nếu gối tựa đầu tiên là ngàm (Hình 5.60b) ta có thể thay nó bằng một nhịp tưởng 
tượng có độ dài nhịp là lo vô cùng bé hoặc Jo = ∞ (Hình 5.60c), khi đó: 

   ∞==
−1

o
o M

MK  và λo = 0; 

Theo (5-43) tìm được: 

   ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

λ
−

λ
λ

+=
o1

o
i

122K = 2 

Tương tự cách lập luận trên ta cũng lập được 
công thức tính tỉ số tiêu cự phải của nhịp thứ i 
ở phía phải nhịp có đặt tải: 

'
iK

  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

λ
λ

+=
+

+
'

1ii

1i'
i K

122K   (5-43) 

và trước hết phải tìm được của nhịp cuối 
cùng thứ n: 

'
nK

Mi-1 

Mi-2

i-1 
i 

li-1

Hình 5.59 

li 

Mi 

i-2

Mo

1 

a)

l1 l2

M1 

o 

Mo

1 

b)
M1 

o 

M1 

Mo

1 

c)
o 

Hình 5.60 

-1

l1→0 
(EJo→

l1 l2

∞)
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- Nếu gối n cuối cùng là gối khớp, có = ∞. '
nK

- Nếu gối n cuối cùng là ngàm, có = 2. '
nK

2. Xác định các mô men gối tựa ở hai đầu nhịp có tải trọng 
Giả sử trên dầm chỉ có nhịp i có tải trọng tác dụng (Hình 5.61). Để xác định các mô 

men gối tựa Mi-1 và Mi ta viết phương trình ba mô men cho các gối tựa thứ i-1 và i: 

 Mi-1 

Mi-2 

i-1 i 

li-1 

Hình 5.61

li

Mi 

i-2 

li+1 Mi+1 

i+1
 

 

 

 
 

   0
J

Jb6MM)(2M
ii

oii
ii1ii1i2i1i =

ω
+λ+λ+λ+λ −−−−

l
 

   0
J

Jb6MM)(2M
ii

oii
1i1ii1ii1ii =

ω
+λ+λ+λ+λ +++−

l
 

Trong hai phương trình trên có bốn ẩn mô men gối tựa mà ta chỉ cần tìm Mi-1 và Mi, 
do đó có thể biểu diễn các mô men gối Mi-2 và Mi+1 qua các tỉ số tiêu cự và hai ẩn còn lại: 

   
1i

1i
2i K

MM
−

−
− −= ; '

1i

i
1i K

MM
+

+ −= ; 

Thay chúng vào hệ phương trình, chia các vế cho λi và rút gọn, được: 

   0
J

Jb6M
K
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Áp dụng công thức (5-42), (5-43) và thay thế 
i

o
ii J

J
⋅=λ l  được: 
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Giải hệ phương trình trên, tìm được các mô men gối tựa ở hai đầu của nhịp i có tải 
trọng tác dụng: 

   
)1KK(
)aKb(6M '

ii
2
i

i
'
iii

1i −
−ω

−=−
l

 

   
)1KK(
)bKa(6M '

ii
2
i

iiii
i −

−ω
−=

l
      (5-44) 

Trường hợp nhịp ngoài cùng có tải trọng tác dụng và gối tựa ngoài cùng là khớp, 
chẳng hạn nhịp thứ nhất chịu tải và gối tựa số 0 đầu tiên là khớp, ta có K1 = ∞, Mo = 0 và 
M1 theo (5-44) có dạng vô định. Chia cả tử số và mẫu số của biểu thức cho K1 để khử dạng 
vô định đó, ta được: 

   '
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2
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Tương tự, nếu nhịp có tải trọng là nhịp cuối cùng (nhịp thứ n) và gối tựa cuối cùng là 
khớp, ta có: 

   Mn = 0 và Mn-1 =
n

2
n

nn

K
b6

l

ω
−       (5-46) 

Khi trên dầm có một số nhịp chịu tải, theo nguyên lý cộng tác dụng, biểu đồ mô men 
sẽ là tổng các biểu đồ đã xây dựng cho các trường hợp tải trọng tác dụng riêng trong từng 
nhịp. 

Ví dụ 5-14: Vẽ biểu đồ mô men cho dầm trên hình 5.62a với J = const; có λi = li. 

Theo các công thức (5-42) và (5-43) tính các tỉ số tiêu cự trái và phải cần thiết cho các 
nhịp: 
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Xác định các mô men gối tựa của nhịp có tải trọng tác dụng theo (5-44): 
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l  = 80 kNm2; a3 = b3 = 2m 
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Hình 5.62
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a) 

b) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Xác định mô men gối tựa tại các nhịp không chịu tải: 
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K
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2
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−
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2
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K
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1

1
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4
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K
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−
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Biểu đồ mô men vẽ được trên hình 5.62b. 

BÀI TẬP CHƯƠNG 5 

1. Vẽ biểu đồ M, Q, N cho các khung trên hình 5.63, hình 5.64. 

2. Vẽ biểu đồ M cho các khung trên hình 5.65, hình 5.66. 

3. Vẽ biểu đồ M, Q, N cho các khung trên hình 5.67, hình 5.68. 

4. Xác định chuyển vị đứng tại K, chuyển vị ngang tại D cho các khung trên          
hình 5.63, hình 5.67, hình 5.68. 

5. Vẽ biểu đồ M cho các khung trên hình 5.69, đến hình 5.72. 
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6. Chọn sơ đồ tính hợp lý và viết hệ phương trình chính tắc dạng số cho các hệ trên 
hình 5.73, đến hình 5.77. 

7. Viết hệ phương trình chính tắc dạng số cho các hệ trên hình 5.78, hình 5.79. 

8. Dùng phương trình ba mô men vẽ biểu đồ M, Q cho các dầm liên tục trên hình 5.80, 
đến hình 5.83. 

9. Vẽ biểu đồ M cho các dầm trên hình 5.84 đến hình 5.86. 

10. Xác định chuyển vị đứng tại K, chuyển vị góc xoay tại D cho các hệ trên hình 5.80, 
hình 5.82, hình 5.83, hình 5.85. 
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CHƯƠNG 6 

TÍNH HỆ SIÊU TĨNH PHẲNG 
THEO PHƯƠNG PHÁP CHUYỂN VỊ 

6.1. KHÁI NIỆM  
Phương pháp chuyển vị cũng như phương pháp lực, là các phương pháp cơ bản để 

tính hệ siêu tĩnh. Phương pháp lực áp dụng tổng quát cho các hệ dầm, khung, vòm, dàn và 
hệ liên hợp, còn phương pháp chuyển vị áp dụng phù hợp cho hệ dầm và khung. Ngoài hai 
phương pháp cơ bản trên để tính hệ siêu tĩnh còn có các phương pháp khác như phương 
pháp hỗn hợp, liên hợp, phân phối mô men… Khi tính toán hệ siêu tĩnh điều quan trọng là 
biết chọn phương pháp tính nào để đạt kết quả nhanh nhất và việc chọn thường xuất phát 
từ số lượng ẩn số của mỗi phương pháp. 

Phương pháp lực chọn ẩn số là phản lực liên kết hoặc nội lực ở những tiết diện nào đó, 
còn phương pháp chuyển vị, ẩn được chọn là chuyển vị tại hai đầu của các đoạn thanh của 
hệ. Có các chuyển vị này ( theo phương pháp thông số ban đầu hay phương pháp lực đã 
trình bày ở Chương 5), ta hoàn toàn xác định được nội lực và chuyển vị của từng đoạn 
thanh. Các bước để xác định biểu đồ mô men uốn của phương pháp lực như thế nào thì 
trong phương pháp chuyển vị cũng như vậy (xác định số ẩn, lập hệ cơ bản, đặt ẩn số, xác 
định và giải hệ phương trình chính tắc, dùng phương pháp cộng tác dụng để vẽ biểu đồ mô 
men uốn). Các yêu cầu còn lại như xác định lực cắt, lực dọc, chuyển vị đã trình bày trong 
Chương 5 

Hình 6.1 

A 

B C 

D 6.1.1. Các giả thiết 
Ngoài các giả thiết chung đã biết, trong phương pháp 

chuyển vị để giảm số ẩn số ta chấp nhận thêm ba giả thiết. 
Trong hệ thanh các đầu thanh qui tụ tại các nút. Nút có thể là 
nút cứng, như A, B, C hoặc nút khớp như D của hình 6.1. 

Giả thiết 1: Coi các nút cứng trong hệ là tuyệt đối cứng, do đó các thanh qui tụ tại nút 
đều xoay một góc như nhau và gọi là góc xoay của nút. 

Giả thiết 2: Trong khung và dầm có thể bỏ qua ảnh hưởng của biến dạng do lực cắt, 
lực dọc so với ảnh hưởng của biến dạng uốn (giả thiết này không đúng với nguyên nhân 
nhiệt độ). 

Giả thiết 3: Trước và sau biến dạng, khoảng cách giữa hai đầu một đoạn thanh theo 
phương ban đầu của thanh là không đổi (giả thiết này không đúng với nguyên nhân nhiệt 
độ). 

6.1.2. Xác định số ẩn chuyển vị của một hệ 
Đó chính là xác định số chuyển vị góc của các nút cứng và chuyển vị thẳng độc lập 

của các nút. Nếu gọi ng là số chuyển vị góc của các nút cứng và nt là số chuyển vị thẳng 
độc lập của các nút thì số chuyển vị của một hệ sẽ là: 

   n = ng + nt       (6-1) 
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Từ giả thiết 1 thì ng chính bằng số nút cứng của hệ  
Xác định số ẩn nt có khó khăn hơn. Phân tích chuyển dịch của các nút trên cơ sở giả 

thiết 3 hoặc xác định theo phương pháp thực hành sau đây:  
Thay các nút cứng và ngàm cứng của hệ siêu tĩnh đã cho bằng các khớp ta sẽ nhận 

được hệ khớp.  
- Nếu hệ khớp bất biến hình thì nt = 0 
- Nếu hệ khớp biến hình thì nt sẽ bằng số liên kết thanh chống thêm vào vừa đủ để cho 

hệ khớp trở thành hệ bất biến hình( tức các nút được cố định ). 

Với hệ đã cho trên hình 6.1, sau 
khi thay tất cả các nút cứng và ngàm 
bằng khớp, ta có hệ khớp như       
hình 6.2a. Hệ khớp biến hình, sau khi 
thêm hai thanh chống như hình 6.2b 
hệ bất biến hình đủ liên kết nên số 
chuyển vị thẳng độc lập của nút nt=2. Hình 6.2

b)a)

Ta biết rằng các dầm siêu tĩnh một nhịp có EJ = const như 
hình 6.3, chịu tác dụng của tải trọng, nhiệt độ và chuyển vị của 
liên kết tựa (P, t, Δ), bằng phương pháp lực ta hoàn toàn xác 
định được phản lực và nội lực và lập thành bảng tra sẵn (xem 
bảng 6-1). Hệ siêu tĩnh trên hình 6.4a, nếu ta biết thêm chuyển 
vị góc và chuyển vị thẳng của nút B (ϕ và Δ) thì biểu đồ mô 
men trong 2 thanh AB, BC có thể vẽ theo cách tra Bảng 6-1. 

Hình 6.3 

- Dầm hai đầu ngàm cứng chiều dài 2a, độ cứng EJ chịu tác dụng đồng thời của 3 
nguyên nhân P, Δ, ϕ (hình 6.4b) 

- Dầm một đầu ngàm cứng, một đầu khớp (thanh chống) có chiều dài a, độ cứng 2EJ, 
chịu tác dụng đồng thời của 2 nguyên nhân q và ϕ (hình 6.4c). 
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Bảng 6-1 
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(tiếp theo) Bảng 6-1 
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6.2. NỘI DUNG PHƯƠNG PHÁP CHUYỂN VỊ TÍNH HỆ SIÊU TĨNH  

CHỊU TẢI TRỌNG BẤT ĐỘNG 

Nguyên lý tính hệ siêu tĩnh theo phương pháp chuyển vị cũng như phương pháp lực: 
nội lực của hệ siêu tĩnh đã cho được xác định qua nội lực của hệ cơ bản tương đương 
(tương đương về lực và chuyển vị) với hệ siêu tĩnh. Trong phương pháp chuyển vị ẩn là 
chuyển vị nút, hệ cơ bản là hệ siêu tĩnh thêm liên kết, bản chất của phương trình cơ bản là 
phản lực. 

6.2.1. Hệ cơ bản  

Cũng như phương pháp lực, khi tính hệ siêu tĩnh theo phương pháp chuyển vị ta 
không tính trực tiếp trên hệ đã cho mà tính trên một hệ khác đã biết cách tính gọi là hệ cơ 
bản. 

Khác với phương pháp lực, khi lập hệ cơ bản theo phương pháp chuyển vị, ta đặt thêm 
vào các nút của hệ các liên kết để ngăn cản hết tất cả các chuyển vị còn lại của các nút có 
trong hệ, nhằm biến các thanh trong hệ thành các dầm một nhịp độc lập tương tự như các 
thanh dầm trong bảng 6-1. 

Để ngăn cản chuyển vị xoay của nút cứng ta đưa vào các liên kết chốt hay liên kết 
“ngàm”. Liên kết này chỉ có tác dụng ngăn cản xoay của nút mà vẫn cho  phép nút có 
chuyển vị thẳng, do đó trong liên kết chỉ phát sinh một phản lực mô men, vì vậy liên kết 
“ngàm” còn được gọi là liên kết mô men. Số liên kết mô men được thêm vào bằng số nút 
cứng có trong hệ. Với kết cấu cho trên hình 6.5a, nút D được thêm vào một liên kết mô 
men và biểu diễn liên kết này như hình 6.5b. 

 Δ Δ a) b)

 

 

 

 

Để ngăn cản chuyển vị thẳng của nút, ta đặt vào nút liên kết thanh chống. Loại liên kết 
này chỉ có tác dụng ngăn cản chuyển vị thẳng mà vẫn cho phép nút cứng xoay được , do đó 
trong liên kết chỉ phát sinh một phản lực dọc theo thanh chống. Số liên kết thanh thêm vào 
bằng số chuyển vị thẳng độc lập của các nút. Trên hình 6.5a nút cứng D có chuyển vị góc 
ϕ và chuyển vị thẳng ngang là Δ, để ngăn cản hai chuyển vị này ta thêm liên kết mô men 
tại nút D và liên kết thanh đặt tại C như hình 6.5b và đó là hệ cơ bản của phương pháp 
chuyển vị. 

Trên hình 6.5b gồm các thanh AD, BD giống như sơ đồ dầm hai đầu ngàm cứng 
(ngàm trượt tại A không có chuyển vị ngang nên hoàn toàn như ngàm cứng); thanh DC  

A 

B

CD

Hình 6.5

ϕ 
A 

B 

C 
D 

P 

Δ c) Z1 

P

C D A

Z2 P

B 
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giống như sơ đồ dầm một đầu ngàm cứng một đầu khớp (liên kết mô men tại D không có 
chuyển vị đứng và ngang nên hoàn toàn có thể coi như ngàm cứng). 

Liên kết thanh chống theo phương ngang đặt tại C hoặc A hoặc nút D đều có cùng 
một tác dụng là ngăn cản chuyển vị ngang của nút D, do đó với 3 cách đặt thanh chống hệ 
cơ bản vẫn chỉ là một. Như vậy, với cách thêm đầy đủ các liên kết thì hệ cơ bản của 
phương pháp chuyển vị là duy nhất (khác với hệ cơ bản của phương pháp lực). 

6.2.2. Hệ phương trình chính tắc 
Hệ cơ bản trên hình 6.5b khác với hệ siêu tĩnh đã cho trên hình 6.5a là chưa có lực tác 

dụng và không có các chuyển vị Δ và ϕ của nút D. Để hệ cơ bản giống với hệ siêu tĩnh đã 
cho ta đặt tải trọng P, cho liên kết mô men xoay cưỡng bức một góc Z1 và cho liên kết 
thanh chống dịch chuyển cưỡng bức một đoạn Z2 như hình 6.5c. Vì chưa biết chiều thực 
của Z1, Z2 nên ta chọn chiều quay của Z1, chiều dịch chuyển của Z2 là tuỳ ý. 

Nếu Z1, Z2 đúng bằng ϕ, Δ thì hệ cơ bản hoàn toàn tương đương với hệ đã cho và nội 
lực của hệ cơ bản tương đương chính là nội lực cần tìm của hệ siêu tĩnh hình 6.5a. Thực tế 
chuyển vị của nút D là chưa biết nên Z1, Z2 là hai ẩn số cần phải tìm. Điều kiện để tìm Z1, 
Z2 là phản lực mô men tại liên kết D và phản lực thanh chống thêm vào trên hệ cơ bản 
tương đương phải bằng phản lực tương ứng trên hệ ban đầu tức bằng không. Ta có 2 
phương trình cơ bản: 

     0R )P,Z,Z(1 21
=

           (6-2) 0R )P,Z,Z(2 21
=

Phương trình cơ bản tổng quát của hệ có n ẩn số tại liên kết thêm vào thứ k có dạng: 

   0R )P,Z,...,Z,Z(k n21
=   ( k = 1,2,...,n)   (6-3) 

Hệ phương trình (6-3) gọi là hệ phương trình cơ bản của phương pháp chuyển vị. 
Áp dụng nguyên lý cộng tác dụng ta có thể viết (6-3) cụ thể hơn: 

    0RR...RRR kPkZkZkZ)P,Z,...,Z,Z(k n21n21
=++++=  

Trong đó: 
- RkZm là phản lực tại liên kết thêm vào thứ k trên hệ cơ bản do ẩn chuyển vị tại liên 

kết thêm vào thứ m là Zm gây ra  
- RkP là phản lực tại liên kết thêm vào thứ k trên hệ cơ bản do tải trọng đã cho gây ra 

trên hệ cơ bản. 
Nếu gọi rkm là phản lực đơn vị tại liên kết thêm vào thứ k do ẩn chuyển vị Zm=1 gây ra 

trên hệ cơ bản ta có : 
   RkZm= rkmZm 

Hệ phương trình cơ bản (6-3) có thể viết lại như sau: 
    rk1Z1 + rk2Z2 +...+ rknZn + RkP = 0    (6-4) 
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Cho k= 1,2,...,n ta có hệ phương trình chính tắc của phương pháp chuyển vị 
   r11Z1 + r12Z2 +...+ r1nZn + R1P = 0 
    r21Z1 + r22Z2 +...+ r2nZn + R2P = 0 
    .....        (6-5) 
    rn1Z1 + rn2Z2 +...+ rnnZn + RnP = 0 
Trong đó: 
 rkk gọi là hệ số chính  
 rkm gọi là hệ số phụ  
 RkP gọi là số hạng tự do 

Các hệ số và số hạng tự do là phản lực, sẽ mang dấu dương khi nó cùng chiều với 
chiều của ẩn chuyển vị và ngược lại. Các hệ số chính rkk luôn luôn dương, còn các hệ số 
phụ và số hạng tự do có thể dương, âm và bằng không. 

Hệ phương trình chính tắc (6-5) có thể biểu diễn gọn dưới dạng ma trận: 
   [K]{Δ} + {R} = 0 
Trong đó  
 [K] là ma trận các hệ số 
 {Δ} là véctơ các ẩn chuyển vị  
 {R} là véctơ các số hạng tự do 

6.2.3. Xác định các hệ số và số hạng tự do  
 Các hệ số rkm (với m=1,2,...,n) và số hạng tự do RkP của phương trình chính tắc thứ 

k là phản lực tại liên kết thêm vào thứ k do lần lượt liên kết thêm vào thứ 1,2,...,n chuyển 
vị cưỡng bức bằng đơn vị và do tải trọng đã cho gây ra trên hệ cơ bản. Các phản lực trên 
có thể là phản lực mô men (nếu liên kết thêm vào thứ k là liên kết mô men), phản lực thẳng 
(nếu liên kết thêm vào thứ k là liên kết thanh). Có nhiều phương pháp xác định chúng, 
song vì nó là phản lực nên đơn giản nhất là sử dụng các điều kiện cân bằng bộ phận. 

 Sau khi đã vẽ đúng các biểu đồ mô men uốn do các nguyên nhân Zm=1 và tải trọng 
gây ra trên hệ cơ bản (bằng cách tra bảng 6-1) ta dễ dàng xác định các phản lực trên như 
sau:  

- Nếu liên kết thêm vào thứ k là liên kết mô men thì rkm và RkP được xác định từ điều 
kiện cân bằng mômem tại nút K của các biểu đồ mM  (do Zm =1 gây ra trên hệ cơ bản) và 

 (do tải trọng gây ra trên hệ cơ bản). Chiều dương của rkm và RkP lấy theo chiều xoay 
giả thiết của ẩn ZK. 

o
PM

- Nếu liên kết thêm vào thứ k là liên kết thanh chống thì rkm, RkP được xác định từ 
phương trình cân bằng hình chiếu của một phần kết cấu trên hệ cơ bản lần lượt do Zm= 1 
và do tải trọng đã cho gây ra. Chiều dương của các phản lực trên lấy theo chiều dịch 
chuyển của ẩn ZK . Từ các biểu đồ mM  và  đã có, ta cần xác định thêm lực cắt hoặc 
lực dọc vừa đủ để tham gia trong phương trình cân bằng hình chiếu. 

o
PM
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Từ hệ siêu tĩnh trên hình 6.6a ta có hệ phương trình chính tắc: 
   r11Z1 + r12Z2 + R1P = 0 
    r21Z1 + r22Z2 + R2P = 0  
Hình 6.6b,c,d,e là hệ cơ bản tương đương, vẽ biểu đồ mô men tra bảng lần lượt do 

Z1=1, Z2=1, tải trọng (P, q) gây ra trên hệ cơ bản  

Hình 6.6g,h thể hiện cách xác định các hệ số r11, r22, r12 và số hạng tự do R1P, R2P của 
hệ phương trình chính tắc. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

6.2.4. Vẽ biểu đồ mô men uốn  

Sau khi giải hệ phương trình chính tắc, tìm được các ẩn chuyển vị Z1, Z2, ... Zn, ta có 
thể xác định mô men uốn cuối cùng theo nguyên lý cộng tác dụng đã biết: 

   MP  = 1M .Z1 + 2M .Z2 +...+ nM .Zn +     (6-6) o
PM

Trong đó : 

 1M , 2M ,... nM ,  là các biểu đồ mô men đơn vị và biểu đồ do tải trọng trên hệ 
cơ bản (các biểu đồ này đã có sẵn). 
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 Thực hiện (6-6) tại hai đầu của từng đoạn thanh sau đó nối thẳng rồi treo biểu đồ sẽ 
có biểu đồ mô men trong hệ siêu tĩnh đã cho. Từ mô men suy ra lực cắt, từ lực cắt suy ra 
lực dọc như đã trình bày trong phương pháp lực. 

Để kiểm tra biểu đồ mô men uốn cuối cùng theo phương pháp chuyển vị ta có thể chỉ 
cần xét dạng, xét cân bằng mô men nút, xét cân bằng bộ phận là đủ. 

6.2.5. Ví dụ áp dụng 

Ví dụ 6-1:  Vẽ biểu đồ mô men uốn cho khung trên hình 6.7a. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
a) Xác định số ẩn, lập hệ cơ bản, đặt ẩn số: 
Khung đã cho có một ẩn chuyển vị góc và một ẩn chuyển vị thẳng 

   n = ng + nt =1 + 1 = 2 
Lập hệ có bản, đặt ẩn số như hình 6.7b. 
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b) Hệ phương trình chính tắc có dạng: 
    r11Z1 + r12Z2 + R1P = 0 
    r21Z1 + r22Z2 + R2P = 0 

- Vẽ các biểu đồ       ,       ,        và xác định các hệ số, số hạng tự do như hình 6.7c,d,e. 
- Hệ phương trình dạng số: 
      4,5EJ.Z1    – 0,5EJ.Z2  - 90 = 0 
    -0,5EJ.Z1 + 0,208EJ.Z2 - 2,5 = 0 

→  )Rad(
EJ

09,29
Z1 =         )m(

EJ

82,81
Z2 =  

Vẽ biểu đồ mô men bằng cộng tác dụng, kết quả như hình 6-7g 
c) Kiểm tra biểu đồ         :   
- Dạng hợp lý  
- Nút D cân bằng mô men:   ΣMD = 40 + 12,7 – 43,6 -9,1 = 0 
Phần vẽ biểu đồ lực cắt từ mô men, biểu đồ lực dọc từ lực cắt và tính toán chuyển vị 

đã trình bày trong Chương 5. 

6.3. CÁCH XÁC ĐỊNH CHUYỂN VỊ THẲNG TƯƠNG ĐỐI GIỮA  
HAI ĐẦU THANH THEO PHƯƠNG VUÔNG GÓC VỚI TRỤC THANH 
TRONG HỆ CÓ CÁC THANH ĐỨNG KHÔNG SONG SONG 

 Trong quá trình vẽ biểu đồ mô men cuối cùng nếu hệ có chuyển vị thẳng, thì ta phải 
vẽ biểu đồ mô men do các chuyển vị thẳng bằng đơn vị gây ra trên hệ cơ bản. Trong 
trường hợp hệ có các thanh đứng song song (Hình 6.7) thì các nút ở đầu thanh đứng cùng 
có một chuyển vị thẳng tương đối theo phương vuông góc với trục của thanh đứng, còn các 
thanh ngang đều di chuyển tịnh tiến nên không sinh ra chuyển vị tương đối giữa các đầu 
thanh; cho nên việc vẽ biểu đồ đơn vị cũng như dùng phương trình cân bằng hình chiếu để 
xác định các hệ số, số hạng tự do đều rất dễ dàng. Song còn có những hệ thanh đứng không 
song song nhau như trên hình 6.8, khi ẩn chuyển vị thẳng tác dụng trên hệ cơ bản thì các 
thanh có biến dạng lại có phương không vuông góc với phương của ẩn. Bởi vậy muốn vẽ 
biểu đồ mô men đơn vị ta phải tìm xem dưới tác dụng của chuyển vị thẳng cưỡng bức đơn 
vị đã cho, từng thanh của hệ sẽ có chuyển vị thẳng tương đối giữa hai đầu thanh theo 
phương vuông góc với trục thanh là bao nhiêu để tra bảng ra biểu đồ đơn vị. 

Xét hệ trên hình 6.8a: trên hệ cơ bản (Hình 6.8b) khi liên kết thanh 2-c có chuyển vị 
thẳng cưỡng bức Z2=1 thì nút 1 không dịch chuyển ngang tới vị trí 1’ mà tới vị trí I, làm 
cho các thanh trong hệ lần lượt có các chuyển vị thẳng tương đối giữa hai đầu thanh theo 
phương vuông góc với trục thanh là ΔA-1; Δ1-2 và ΔB-2; Chúng đều có trị số khác với ẩn 
chuyển vị Z2. Để vẽ biểu đồ mô men đơn vị 2M ta cần phải xác định các chuyển vị tương 
đối trên. Tương tự như trước đây ta có thể xác định chúng trên hệ khớp tương ứng khi liên 
kết thanh 2-c có chuyển vị cưỡng bức Z2=1 (Hình 6.8c) 

M2 M1 Mp
o

Mp  
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Khi liên kết thanh 2-c có chuyển vị cưỡng bức Z2 = 1  thì hình chiếu chuyển vị của nút 

1 và 2 trên phương ngang là các đoạn 1-1’ và 2-2’ cũng bằng 1. Mặt khác các thanh A-1 và 
B-2 chuyển động, do các điểm A,B cố định nên điểm 1 và 2 di động theo 1-I và 2-II có 
phương vuông góc với trục thanh ban đầu. Vì vậy điểm I là giao điểm của hai đường 
vuông góc với hai thanh A-1 và 1-2 lần lượt kể từ 1 và 1’. Điểm II là giao điểm vuông góc 
với hai thanh B-2 và 2-1 lần lượt kẻ từ 2 và 2’ (II ≡ 2’). Xác định được vị trí các điểm I và 
II ta sẽ tìm được chuyển vị thẳng tương đối giữa các đầu thanh theo phương vuông góc với 
trục thanh của mỗi thanh trong hệ. 

Để dễ dàng xác định các chuyển vị trên ta có thể áp dụng kiến thức Cơ học lý thuyết 
để phân tích vận tốc của các điểm trong cơ cấu và vẽ sơ đồ chuyển vị các điểm nút như sau 
(Hình 6.8d): 

Lấy một điểm tuỳ ý tượng trưng cho tất cả các điểm nối cố định với nút A, B, C. Khi 
liên kết thanh 2-c có chuyển vị cưỡng bức Z2 = c-c’ = 1, tức điểm cố định C dời ra vị trí cố 
định mới C’, trên sơ đồ kẻ c-c’ song song với chiều tương ứng và bằng một đơn vị theo tỷ 
xích đã chọn. Chuyển vị của điểm 2 sinh ra do hai thanh 2-C’ và 2-B quay xung quanh C’ 
và B, nên vị trí mới của 2 là II, trên sơ đồ chuyển vị là giao điểm của hai đường vuông góc 
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với hai thanh 2-C và 2-B, kẻ từ C’ và B (C’ ≡ 2 ≡ II). Đối với thanh 1-2, lúc này điểm cố 
định mới là II; Do đó điểm I tượng trưng cho điểm 1  trên sơ đồ chuyển vị là giao điểm của 
hai đường thẳng vuông góc với 2 thanh 1-A và 1-2 kẻ từ A và II. Trên sơ đồ chuyển vị, các 
đoạn A-1, I-II, II-b lần lượt là các chuyển vị tương đối ΔA-1; Δ1-2 và ΔB-2 giữa hai đầu thanh 
của các đoạn thanh A-1; 1-2, 2-B. Với ví dụ trên ΔA-1 = 1,25; Δ1-2 = 0,75 và ΔB-2 = 1. Biểu 
đồ 2M  chỉ ra trên hình 6.8e. 

Để tính các hệ số là phản lực thẳng trong liên kết thanh đã thêm, không thể lập một 
phương trình cân bằng để tính trực tiếp được vì có thêm thành phần lực dọc trong thanh. 

Chẳng hạn, để tính r22 trước hết tách nút 1 của biểu đồ M2 và từ phương trình hình 

chiếu lên phương đứng tìm được lực dọc trong thanh 1-A: N1A= EJ
240

79 , sau đó có thể 

dùng mặt cắt qua hai thanh đứng và dùng phương trình cân bằng hình chiếu lên phương 
ngang ta tìm được r22 (Hình 6-8f). 

6.4. TÍNH HỆ SIÊU TĨNH KHI CÓ CHUYỂN VỊ GỐI TỰA 
Áp dụng nguyên lý của phương pháp chuyển vị đã nêu trên, khi tính hệ siêu tĩnh có 

chuyển vị gối tựa (Δ), phương trình chính tắc thứ k có dạng : 
  rk1Z1 + rk2Z2 + ...+ rknZn+ RkΔ = 0   k = 1,2,...n   (6-7) 
Cách xác định các hệ số rkm đã trình bày ở 6.2. Vấn đề mới cần giải quyết ở đây là 

cách vẽ biểu đồ  (do gối tựa dời chỗ gây ra trên hệ cơ bản) để từ đó xác định số hạng tự 
do RkΔ . 

oMΔ
 

RkΔ là phản lực tại liên kết thêm vào thứ k do chuyển vị gối tựa gây ra trên hệ cơ bản. 
RkΔ cũng được xác định từ cân bằng bộ phận của biểu đồ  oMΔ

Giải hệ phương trình chính tắc xác định các ẩn số Zk (k = 1,2,. . .,n) và vẽ biểu đồ mô 
men uốn của hệ đã cho bằng phương pháp cộng tác dụng : 

  o
Δnn2211Δ M ZM... ZM ZMM ++++=     (6-8) 

Sau đây ta xét một ví dụ minh hoạ từ hệ siêu tĩnh trên hình 6.9a: gối C bị lún một 

đoạn đã biết là Δ và ngàm B bị xoay một góc là 
l

Δ
=ϕ . Cần vẽ biểu đồ MΔ theo EJ, l, Δ 

Ẩn số của phương pháp là 2, hệ cơ bản tương đương như hình 6.9b. 
Hệ phương trình chính tắc : 
   r11Z1 + r12Z2 + R1Δ = 0 
   r21Z1 + r22Z2 + R2Δ = 0 

Tra bảng biểu đồ       ,        và xác định các hệ số r11, r22, r12 đã có ở hình 6.6c,d,g,h. 
Tra bảng biểu đồ        và xác định số hạng tự do R1Δ, R2Δ như hình 6.9c,d. 

M2 M1 

 
MΔ

o
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Hệ phương trình chính tắc: 

   1ZEJ16
l

 - 22 Z
2
EJ3
l

 - 2
EJ5
l

Δ  = 0  Z1 = +0,552
l

Δ  

   - 12 Z
2
EJ3
l

 - 23 Z
2
EJ3
l

 - 3
EJ3
l

Δ  = 0  Z2 = +2,552Δ 

Giải hệ phương trình, tìm được Z1, Z2 và áp dụng biểu thức cộng tác dụng (6-8) tìm 
mô men tại các đầu thanh và nối thẳng sẽ được biểu đồ mô men uốn MΔ do gối tựa chuyển 
vị của hệ đã cho (Hình 6.9c). 

6.5. TÍNH HỆ SIÊU TĨNH KHI CÓ NHIỆT ĐỘ THAY ĐỔI 

Khi tính hệ siêu tĩnh do thay đổi nhiệt độ, hệ phương trình chính tắc có dạng: 

   rk1Z1 + rk2Z2 + ... + rknZn + Rkt = 0  k = 1, 2, ..., n  (6-9) 

Trong đó số hạng tự do Rkt là phản lực tại liên kết thêm vào thứ k do sự thay đổi nhiệt 
độ gây ra trên hệ cơ bản, được xác định từ biểu đồ Mt

o . 

Ở đây ta chỉ xét bài toán trong trường hợp thừa nhận hai giả thiết: 

→ 

Hình 6.9 
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- Nhiệt độ thay đổi như nhau dọc theo chiều dài từng thanh của hệ. 

- Nhiệt độ thay đổi bậc nhất theo chiều cao tiết diện. 

Với một thanh bất kỳ, nếu ký hiệu sự thay đổi nhiệt độ của thớ trên là  còn thớ dưới 

là , thì biến dạng do sự thay đổi vì nhiệt của thanh bao giờ cũng có thể xem tổ hợp của 
hai biến dạng cơ bản: 

o
1t

o
2t

+ Trục thanh bị uốn cong và phát sinh mômen uốn do sự thay đổi nhiệt độ chênh lệch 
ở hai thớ: thớ trên và thớ dưới (Δt). 

+ Trục thanh bị dãn ra (hay co lại) do sự thay đổi đều của nhiệt độ dọc theo trục thanh 

( ). Trong trường hợp tiết diện thanh đối xứng với trục x thì: o
ct 2

ttt
o
1

o
2o

c
−

= . Sự thay đổi 

chiều dài các thanh sẽ làm cho các nút của hệ cơ bản chuyển vị, do đó các thanh bị uốn 
cong và phát sinh mômen uốn. 

Như vậy, biểu đồ  do nhiệt độ thay đổi gây ra trên hệ cơ bản chính là tổng của hai 
biểu đồ mô men gây ra do hai tác dụng: 

o
tM

+ Tác dụng của sự thay đổi không đều nhiệt độ giữa hai thớ của thanh gây nên '  
trên hệ cơ bản. 

Mo
t

+ Tác dụng của sự thay đổi đều nhiệt độ làm dãn (hay co) các thanh gây nên  trên 
hệ cơ bản. 

''Mo
t

Nhiệt độ thay đổi không đều giữa hai thớ Δt =  làm trục thanh bị uốn cong mà 
không bị co (dãn) nên trong hệ cơ bản các nút không có chuyển vị thẳng, các thanh trở 
thành các dầm độc lập với nhau và bị uốn do Δt trong từng thanh gây ra. Tác dụng của sự 
thay đổi không đều nhiệt độ giữa hai thớ của thanh gây nên biểu đồ . Dùng bảng 6-1 ta 

vẽ được ' . Với khung trên hình 6.10, biểu đồ  do nhiệt độ thay đổi không đều trên 
hệ cơ bản vẽ được trên hình 6.10c.  

o
1t - o

2t

'Mo
t

Mo
t 'Mo

t

Nhiệt độ thay đổi tại thớ trục  làm cho các thanh bị dãn (hay co). Do chiều dài các 
thanh thay đổi nên các nút có chuyển vị thẳng, từ đó gây nên chuyển vị thẳng tương đối 
giữa hai đầu mỗi thanh và tạo ra mô men uốn trong các thanh. 

o
ct

Giả thiết các thanh của khung trên hình 6.10a đều có tiết diện đối xứng nên nhiệt độ 
tại thớ trục của mỗi thanh được tính và ghi trên từng thanh tương ứng (Hình 6.10d). Do 
trục thanh CD dãn dài Δl(CD)t = αtlCD và thanh BD bị co ngắn Δl(BD)t = αtlBD, nên nút D 
chuyển vị tới D’. Khi D dịch chuyển, nút E cũng bị đẩy ngang tới E1 (EE1 = D’D2), tiếp đó 
thanh ED bị dãn dài với Δl(ED)t = αtlED nên nút E bị dịch thêm đoạn E’E1 và có vị trí mới 
là E’. Từ hình vẽ ta thấy chuyển vị tương đối giữa hai đầu mỗi thanh ΔCD = D’D1;           
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ΔBD = D’D2; ΔED = DD2; ΔAE = D’D2 + E’E1. Căn cứ vào các chuyển vị tương đối này tra       
bảng 6-1 ta vẽ được biểu đồ mômen uốn . ''Mo

t

Các chuyển vị tương đối trên có thể xác định bằng cách vẽ sơ đồ chuyển vị          
(Hình 6.10e). 

Chọn một điểm bất kỳ tượng trưng cho các điểm cố định ban đầu (a, b, c). Nút D có 
chuyển vị tới D’ có các thành phần chuyển vị theo phương của hai thanh CD, BD bằng các 
đoạn Δl(CD)t và Δl(BD)t. Trên sơ đồ chuyển vị chúng được biểu thị bằng các đoạn CD1 và 
BD2 theo một tỉ xích đã chọn và có phương song song cùng chiều tương ứng. 
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Giao điểm D’ của hai đường vuông góc với phương của hai thanh kẻ từ D1 và D2 xác định 
véc tơ CD  và BD có hình chiếu lần lượt lên phương vuông góc với các thanh CD và BD 
cho ta các chuyển vị thẳng tương đối giữa hai đầu thanh của các thanh đó. Điểm D lại được 
coi là điểm cố định ban đầu của thanh DE khi xét chuyển vị nút E. Trên sơ đồ chuyển vị, 
độ dãn dài Δl(DE)t của thanh DE được biểu thị bằng đoạn DE1 có phương và chiều tương 
ứng. Thanh AE không có biến dạng nên E2 trùng với A. Giao điểm E’ của hai đường 
vuông góc với thanh ED và EA kẻ từ E1 và E2 xác định véc tơ E'D  và 'AE  có hình chiếu 
lên phương vuông góc với trục thanh  cho chuyển vị tương đối giữa hai đầu của các thanh 
ED và EA.  

Trong ví dụ trên các chuyển vị tương đối giữa hai đầu thanh ΔBD = ΔCD = αtl 3 ;    
ΔED = αtl; ΔAE = αtl + αtl 3 = (1 + 3 )αtl. 

Biểu đồ  vẽ được trên hình 6.10h. ''Mo
t

Biểu đồ  vẽ được trên hình 6.10f. ''M'MM o
t

o
t

o
t +=

Từ  tìm được R1t = 1,24o
tM

l

tEJα . Kết hợp với r11 = 10
l

EJ  xác định từ biểu đồ 1M  

(Hình 6.10b), ta có phương trình chính tắc: 

   10
l

EJ Z1 + 12,4
l

tEJα  = 0 

Giải ra tìm được Z1 = -12,4αt (rad). 

Biểu đồ Mt trên hệ siêu tĩnh đã cho được xây dựng theo nguyên lý chung trong 6.2. 
Kết quả chỉ ra trên hình 6.10k. 

6.6. TÍNH HỆ SIÊU TĨNH THEO PHƯƠNG PHÁP HỖN HỢP VÀ  
PHƯƠNG PHÁP LIÊN HỢP 

6.6.1. Phương pháp hỗn hợp  

Chúng ta nghiên cứu hai phương pháp cơ bản để tính hệ siêu tĩnh: Phương pháp lực và 
phương pháp chuyển vị. Ưu điểm của hai phương pháp này thể hiện ở tính tổng quát của 
chúng. Về mặt lý luận chúng cho phép ta có khả năng tính bất kỳ một hệ nào một cách 
chính xác dù hệ đó phức tạp đến đâu. Về đường lối giải quyết trong hai phương pháp là 
giống nhau song khác nhau về ý nghĩa và cách giải quyết cụ thể. Với hệ dầm và khung tính 
theo phương pháp chuyển vị thường đơn giản hơn vì lập hệ cơ bản, vẽ biểu đồ mô men đơn 
vị và biểu đồ mô men do tải trọng gây ra trên hệ cơ bản, xác định các hệ số và số hạng tự 
do cũng như giải hệ phương trình chính tắc là dễ dàng hơn so với phương pháp lực. Song 
phương pháp chuyển vị có hạn chế lớn khi xét đến ảnh hưởng của biến dạng do lực dọc và 
lực cắt khi áp dụng tính dàn khớp và thanh cong. 
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Với khung siêu tĩnh lựa chọn phương pháp tính thông thường trước hết căn cứ vào số 
ẩn xác định theo mỗi phương pháp. Chẳng hạn các khung siêu tĩnh trên hình 6.11a,b dùng 
phương pháp chuyển vị để tính vì số ẩn ít hơn; với khung trên hình 6.11c dùng phương 
pháp lực để tính lợi hơn. 

Trong thực tế còn gặp phải những kết cấu có phần này dùng phương pháp lực lợi hơn, 
còn phần kia thì dùng phương pháp chuyển vị lợi hơn. Từ đó đặt ra vấn đề có thể kết hợp 
cả hai phương pháp để  cùng tính cho một hệ. Đó là xuất phát điểm của phương pháp hỗn 
hợp sau đây. 

 

 

 

 

 

 

 
Xét hệ trên hình 6.12a, ta thấy khung bên trái ABC nếu tính theo phương pháp chuyển 

vị chỉ có một ẩn, song theo phương pháp lực có ba ẩn; còn đối với phần khung bên phải 
BDEF nếu tính theo phương pháp chuyển vị sẽ có 3 ẩn song theo phương pháp lực chỉ có 
một ẩn. Do đó ta có thể dùng phương pháp hỗn hợp với nội dung phần khung bên trái tính 
theo phương pháp chuyển vị, còn phần khung bên phải tính theo phương pháp lực, như vậy 
số ẩn chỉ còn hai (khung này nếu tính theo phương pháp lực số n = 4 và tính theo phương 
pháp chuyển vị số ẩn n = 4). 

Hệ cơ bản dùng tính thay hệ đã cho trên mỗi phần khung được lập theo mỗi cách của 
mỗi phương pháp (hình 6.12b). Ở phần khung bên trái ta đưa thêm liên kết mô men để 
ngăn  cản sự xoay của nút B, và ký hiệu chuyển vị góc xoay chưa biết là Z1. Ở phần khung 
bên phải loại bỏ liên kết thanh F và thay bằng ẩn lực X2. 

Điều kiện để cho hệ cơ bản trên hoàn toàn tương đương với hệ đã cho về mặt lực và 
chuyển vị là : 

- Phản lực ở liên kết mô men đã thêm ở nút B phải bằng không tức là  0R )P,X,Z(1 21
=

- Chuyển vị của tiết diện F theo phương thẳng đứng phải bằng không tức là   
= 0 )P,X,Z(2 21

Δ

Áp dụng nguyên lý cộng tác dụng và triển khai các điều kiện trên, ta được hệ hai 
phương trình chính tắc sau: 

   r11Z1 + X2 + R1P = 0 12r&

   Z1 + δ22X2 + Δ2P = 0      (6-10) 21δ&

Hình 6.11

Phương pháp lực n = 9 
P.Pháp chuyển vị n = 1 

a) b) c)

Phương pháp lực n = 12 Phương pháp lực n = 1 
P.Pháp chuyển vị n = 4 P.Pháp chuyển vị n = 8 
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Z1 

b) P 

X2 

q

Hình 6.12

4m 6m 

4m 

1m 
2J 

D 

A B 

C 

a) 

F 

J 

P=40kN
EJ 

q=30kN/m 

J 

2J 

EJ 

2EJ 

EJ 
2 

M1 

EJ 

Z1=1 
c) 

δ21

Mp 

f) 60

42,86 31,42

1,43 

2,86 

8,58 

34,28 

(kNm) 

40 

oMp 

e) 60 

40 
40 

(kNm) 

M2 

d)

X2=1

6

6

(m) 

trong đó các hệ số chính r11, δ22 và các số hạng tự do R1P, Δ2P có ý nghĩa và cách tính 
như đã biết trong mỗi phương pháp. 

r11, R1P phản lực thêm vào thứ 1 (nút B) lần lượt do Z1=1 và tải trọng đã cho gây nên 
trên hệ cơ bản, được xác định bằng cách tách xét cân bằng mô men tại nút B trên biểu đồ 

1M  và o
PM  

δ22, Δ2P  - chuyển vị tại tiết diện F theo phương ẩn lực X2 lần lượt do X2=1 và tải trọng 
đã cho gây nên trên hệ cơ bản, được xác định theo công thức Mo viết dưới dạng nhân biểu 
đồ như sau: 

   δ22=  M2 M2

   Δ2P =  

- và các hệ số chỉ xuất hiện trong phương pháp hỗn hợp (ký hiệu có dấu chấm);  12r& 21δ&

12r&  là phản lực liên kết thêm vào thứ nhất do ẩn lực X2 = 1 gây nên trên hệ cơ bản, 

được xác định bằng cách tách xét cân bằng tại nút B trên biểu đồ 2M ;  

M2Mp o 
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21δ& là chuyển vị tại tiết diện F theo phương ẩn lực X2 do ẩn chuyển vị Z1 = 1 gây nên 
trên hệ cơ bản. Để tính chuyển vị này ta dùng công thức Mo tính chuuyển vị do gối tựa dời 

chỗ do liên kết tựa dời chỗ ( ∑
=

Δ Δ−=Δ
n

1i

i
m

i
kk R ). Ta nhận thấy trên hệ cơ bản, khi liên kết 

ngàm xoay một góc Z1 = 1rad, phần khung bên phải BDEF không bị biến dạng mà chỉ 
xoay xung quanh nút B, do đó cũng có thể tính  bằng phương pháp hình học thông 
thường (Hình 6.12c) hoặc theo định lý tương hỗ giữa phản lực đơn vị và chuyển vị đơn vị, 
ta có quan hệ = -  

21δ&

21δ& 12r&

Giải hệ phương trình (6-9) sẽ xác định được các ẩn Z1 và X2. Theo nguyên lý cộng tác 
dụng, biểu đồ mô men cuối cùng trên hệ siêu tĩnh đã cho sẽ là : 

   o
P2211P MX M ZMM ++=  

Với ví dụ cụ thể tính khung cho trên hình 6.12a, vẽ biểu đồ mô men đơn vị 1M  , 2M  
(Hình 6.12c,d) và biểu đồ mô men do tải trọng đã cho trên hệ cơ bản (Hình 6.12e). Theo 
nguyên tắc tính trên ta tìm được các hệ số, số hạng tự do và hệ phương trình chính tắc là: 

   3EJ.Z1 +  6.X2 +     0 = 0 

   0
EJ

120X.
EJ
72Z.6 21 =−+−  

Giải hệ phương trình tìm được  

  rad
EJ

86,2
Z1 −= ;  X2 = 1,43kN 

Biểu đồ mô men cuối cùng trên hệ siêu tĩnh vẽ được trên hình 6.12f. 

6.6.2. Phương pháp liên hợp:  

Những bài toán về dầm, khung phù hợp với phương pháp hỗn hợp đều có thể áp dụng 
phương pháp liên hợp. Số ẩn số của phương pháp hỗn hợp và liên hợp là như nhau song 
phương pháp liên hợp có ưu điểm hơn là chia hệ phương trình chính tắc làm hai nhóm 
phương trình độc lập và từ đó giải hệ phương trình đơn giản hơn. Phương pháp liên hợp 
đưa hệ về hai bài toán độc lập, một bài toán theo phương pháp lực một bài toán theo 
phương pháp chuyển vị. Trong phương pháp liên hợp có thể thực hiện một trong hai cách 
sau đây. Ở đây trình bày 2 cách thông qua một ví dụ cụ thể là khung siêu tĩnh trên         
hình 6.13a có số ẩn theo phương pháp hỗn hợp là hai, phần ABC phù hợp với phương pháp 
chuyển vị, phần CDE phù hợp với phương pháp lực. 

Cách 1: Bài toán làm theo phương pháp lực , chọn hệ cơ bản bằng cách chỉ loại bỏ 
liên kết của phần hệ phù hợp với phương pháp lực, ta có hệ cơ bản tương đương như    
hình 6.13b. Như vậy hệ cơ bản là hệ siêu tĩnh với phương trình chính tắc: δ11Χ1 + Δ1P = 0; 
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11

P1

δ
Δ

−   δ11=                ; Δ1p =                ; X1 =  

Biểu đồ nội lực cuối cùng: 
  MP  = 1M  X1 +  0

PM

Vấn đề cần giải quyết ở đây là vẽ        ,        như thế nào trong phần siêu tĩnh ABC, 

còn phần tĩnh định CDE vẽ dễ dàng. Để vẽ       và       cho phần ABC là phần phù hợp với 

phương pháp chuyển vị, ta áp dụng phương pháp chuyển vị từ hệ ban đầu là hệ cơ bản của 

phương pháp lực lần lượt với hai nguyên nhân là X1=1 và tải trọng P, q đã cho. Với ví dụ 

cụ thể này ta sẽ thực hiện hai bài toán phụ độc lập: 

- Với X1 = 1 ta có hệ cơ bản tương đương, phương trình chính tắc như hình 6.13c. 
- Với tải trọng đã cho, có hệ cơ bản tương đương, phương trình chính tắc như         

hình 6.13d. 
- Tiếp tục các bước của phương pháp chuyển vị sẽ có biểu đồ       ,       trong phần ABC 

- Hình 6.13e,g là dạng của biểu đồ        ,        theo phương pháp lực ban đầu. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
Cách 2: Bài toán làm theo phương pháp chuyển vị, chọn hệ cơ bản bằng cách thêm 

liên kết cho phần hệ phù hợp với phương pháp chuyển vị, ta có hệ cơ bản tương đương như  
hình 6.14a và có phương trình chính tắc: 

    r11Z1 + R1P = 0 

M1 Mp
oM1 M1

Mp
oM1

M1 Mp
o

M1 Mp o 

M1 Mp
o

D 

A 

B 

C 

a) 

l 

P 

EJ=const 

E 

l 

l 

l q 

b) P 

X1q 

Hình 6.13 

d) P 

q Z2 

r22.Z2 + R2p = 0 

o Mp 

g) P 

q 

Z2 

r22.Z2 + R2p = 0 

c) 

X1=1 

M1 

e) 

X1=1 
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Hình 6.14 

a) P 

q Z1 Z1=1

δ22.X2 + Δ2Δ= 0 

b) 

X2

c) P 

q 

δ22.X2 + Δ2p= 0 

M1 

d) 

Z1=1 

oMp 

e) P 

q 

D 
E 

A C 

B 

X
 

2 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

r11 và R1P được xác định từ điều kiện cân bằng của       ,      . Ở đây ta lại tìm cách vẽ       
.       ,        của phần hệ phù hợp với phương pháp lực CDE, còn phần ABC tra bảng dễ 
dàng. 

oMM p1

M1 Mp o 

Để vẽ biểu đồ của phần CDE, ta áp dụng phương pháp lực từ hệ ban đầu là hệ cơ bản 
của phương pháp chuyển vị lần lượt với hai nguyên nhân là chuyển vị xoay tại liên kết 
ngàm C bằng đơn vị và tải trọng đã cho. Với hệ trên hình 6.12a, ta sẽ thực hiện hai bài toán 
phụ độc lập: 

- Với Z1 = 1 ta có hệ cơ bản tương đương, phương trình chính tắc của phương pháp 
lực như hình 6.14b. 

- Với tải trọng đã cho, có hệ cơ bản tương đương và phương trình chính tắc như      
hình 6.14c. 

Tiếp tục hai bài toán theo phương pháp lực sẽ vẽ được biểu đồ      ,      trong phần 
CDE. Hình 6.14d,e là dạng của biểu đồ        ,        theo phương pháp chuyển vị ban đầu. 

 

M1 Mp o 

M1 Mp
o
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BÀI TẬP CHƯƠNG 6 

1. Xác định số ẩn số theo phương pháp chuyển vị để giải các khung cho trên các hình 
từ hình 6.15 đến hình 6.17. 

2. Vẽ biểu đồ M,Q,N cho các khung từ hình 6.18 đến hình 6.21. Tính chuyển vị đứng 
tại K và chuyển vị ngang tại D của các khung trên. 

3. Chọn phương pháp vẽ biểu đồ mô men cho các khung từ hình 6.22 đến hình 6.25. 

4. Vẽ sơ đồ chuyển vị cho khung trên hình 6.26. 

5. Viết hệ phương trình chính tắc dạng số để giải khung siêu tĩnh cho trên hình 6.27 
bằng phương pháp chuyển vị. 

6. Vẽ biểu đồ M cho các kết cấu cho trên hình 6.28 đến hình 6.31. Tính góc xoay của 
tiết diện C. 

7.  Dùng phương pháp hỗn hợp vẽ các biểu đồ mô men, lực cắt cho các khung trên  
hình 6.32 và hình 6.33. 

 

J2J 

Hình 6.17 

EJ=∞ 
 

J

 

 

 

 

 Hình 6.15 
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J1 

J2 

J1 

Hình 6.16
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2J 
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Hình 6.18 

6m 2m 2m 

3J 

2J J 
EJ=const 

q=20kN/m P=160kN 

K
M=60kNm 

6m 

3m 

Hình 6.19

3m 3m 3m 
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Hình 6.20 
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Hình 6.21
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P=60kN

J 

Hình 6.22 

5m 

J 

2m 

J 

2J 

2m 2m 2m 

J 

P=60kN 

EJ=const 

q=20kN/m 

Hình 6.23

5m 

4m 3m 3m 4m 

q=20kN/m 

P 

J 

Hình 6.24 

a

J 

a a 

J 

2J J

M=60kNm 

EJ=const 

q=20kN/m

Hình 6.25

4m 

4m 4m

q=20kN/m 

M=60kNm 

45o 

Hình 6.26 

P 

6m 

8m 4m 4m 

Hình 6.27
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α,h=const 

J 
3to2l 

Hình 6.28 

l 

to to 

to 

J 

4J

2J C

Hình 6.29
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M=ql2

q 

l l/2 l/2 l/2 

P=2ql 

Δ 

C
2J

Hình 6.31 

J 
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J 

ϕ = Δl

2J 

Hình 6.30 

J 
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J 
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2J 

Hình 6.33
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CHƯƠNG 7 

TÍNH  HỆ SIÊU TĨNH THEO PHƯƠNG PHÁP  
PHÂN PHỐI MÔ MEN (H.CROSS) 

7.1. KHÁI NIỆM VÀ BÀI TOÁN CƠ BẢN CỦA PHƯƠNG PHÁP  

7.1.1. Khái niệm 
Khi tính các hệ siêu tĩnh theo phương pháp lực và phương pháp chuyển vị trên cơ sở 

các giả thiết đã nêu, kết quả nhận được là chính xác; song với các kết cấu siêu tĩnh phức 
tạp thì khối lượng tính toán khá lớn vì phải giải hệ nhiều phương trình. Khi không có điều 
kiện áp dụng các công cụ tính toán hiện đại, để rút ngắn thời gian mà vẫn đảm bảo độ 
chính xác cần thiết, người ta đã nghiên cứu và đề xuất nhiều phương pháp tính đúng dần 
cho các hệ siêu tĩnh. 

Phương pháp phân phối mô men (còn gọi là phương pháp H.cross) nghiên cứu trong 
chương này là một trong những phương pháp đó. Nó là một trong những phương pháp cơ 
bản làm cơ sở cho việc nghiên cứu các phương pháp tính đúng dần khác. Phương pháp 
phân phối mô men được xây dựng trên cơ sở của phương pháp chuyển vị. 

Vì không phải vẽ các biểu đồ trung gian nên 
phương pháp phân phối mô men có quy ước lại 
dấu của mô men uốn tại các đầu thanh như sau: 
Mô men quay thuận kim đồng hồ quanh nút cứng 
hoặc ngàm được quy ước là dương và ngược lại 
là âm (hình 7.1). Quy ước dấu của lực cắt cũng 
như trước đây. 

MK>0 

Phương pháp phân phối mô men có những ưu điểm sau: 
Tính toán đơn giản, không cần dùng các công cụ toán học phức tạp. Hầu hết các phép 

tính trong phương pháp chỉ là các phép tính cộng hoặc nhân, do đó có thể tính bằng tay 
hoặc dùng máy tính phổ thông cũng đủ để thực hiện. 

Phương pháp này đòi hỏi phải giải rất ít phương trình so với số lượng phương trình để 
tính theo các phương pháp chính xác, có trường hợp không cần giải phương trình nào. Đây 
là ưu điểm căn bản của phương pháp. Với ưu điểm này, phương pháp phân phối mô men 
rất thích hợp với hệ siêu tĩnh bậc cao. Các hạn chế của phương pháp phân phối mô men 
tương tự như phương pháp chuyển vị. Trên thực tế nó chỉ áp dụng được cho hệ dầm hoặc 
khung. 

7.1.2. Bài toán cơ bản và các công thức của phương pháp  

Ta xét bài toán cơ bản sau đây làm cơ sở cho phương pháp này là tính khung siêu tĩnh 
một nút cứng, không có chuyển vị thẳng, chịu mô men tập trung tác dụng tại nút như     
hình 7.2a. 

Hình 7.1 

M<0 

K M>0 

M>0

M<0 

M<0 
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Theo phương pháp chuyển vị ta có biểu đồ mô men uốn như trên hình 7.2c (Hình 7.2b 
là hệ cơ bản tương đương với  = 0). Ta phân tích biểu đồ MP để tìm ra quan hệ giữa mô 
men nội lực của 3 đầu thanh quy tụ tại nút với mô men ngoại lực MK, cũng như liên hệ 
giữa mô men tại các đầu A, B, C với mô men của các đầu thanh tuơng ứng  tại K: 

o
PM

 

 

 

 

 

 
  
   

Nếu đặt 
KA

KA
KA

EJ
l

=ρ ; 
KB

KB
KB 4

EJ3
l

=ρ ; 
KC

KC
KC 4

EJ
l

=ρ  

Xét cân bằng mô men nút K có :  

  0Z)(4M 1KCKBKAK =ρ+ρ+ρ−  →   
)(4

MZ
KCKBKA

K
1 ρ+ρ+ρ
=  

  KKAK
KCKBKA

KA
KA M.MM μ−=

ρ+ρ+ρ
ρ

−=  

  KKBK
KCKBKA

KB
KB M.MM μ−=

ρ+ρ+ρ
ρ

−=  

  KKCK
KCKBKA

KC
KC M.MM μ−=

ρ+ρ+ρ
ρ

−=  

μKj  là hệ số không phụ thuộc vào tải trọng, chỉ phụ thuộc chiều dài, độ cứng thanh Kj  
và liên kết tại đầu j của thanh. Nó chính là hệ số phân phối của mô men nút cứng MK cho 
các đầu thanh quy tụ tại nút K: 

MKj gọi là mô men phân phối tại đầu K của thanh Kj, ta có: 

  MKj = - μKj. MK         (7-1) 

μKj gọi là hệ số phân phối tại đầu K của thanh Kj, với: 

  
∑ρ
ρ

=μ
K

Kj
Kj           (7-2) 

Kjρ là độ cứng đơn vị quy ước của thanh Kj được xác định như sau: 

MKA

K 
MK

MKB

MKC

Hình 7.2

A 

B 

C K 

a) MK 
MK

Z1 b)
A 

B

CK

Mp 

4EJKA 
Z1 c) lKA 

2EJKA 
EJKC Z1lKA Z13EJKB lKC Z1 lKB 

A

B 

CK 
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Kj

KjEJ
l

 Nếu đầu j là ngàm cứng  

=ρKj  
Kj

KjEJ
4
3

l
Nếu đầu j là khớp      (7-3) 

    
Kj

KjEJ
4
1

l
Nếu đầu j là ngàm trượt theo phương vuông góc trục thanh 

 ∑ρK là tổng số các độ cứng đơn vị quy ước của các thanh quy tụ tại nút K. 

Từ biểu đồ MP  ta thấy mô men phân phối MKj  và mô men tại các đầu đối diện MjK có 
quan hệ với nhau theo một tỷ lệ nào đó: 

  KAAK M
2

1
M = ;  KBBK M.0M = ;   KCCK MM −=  

  (lưu ý quy ước mới về dấu của mô men)  

Nếu gọi MjK là mô men truyền thì:  MjK = βKjMKj    (7-4) 

βKj gọi là hệ số truyền:  

   
2
1  Nếu đầu j là ngàm cứng  

      0 Nếu đầu j là khớp      (7-5) =βKj

   -1 Nếu đầu j là ngàm trượt theo phương vuông góc trục thanh  

Tóm lại với phương pháp phân phối mô men tính hệ chỉ có một nút cứng không có 
chuyển vị thẳng và chịu một mô men tập trung M tại nút, nội dung và trình tự tính toán như 
sau: 

- Tính độ cứng đơn vị quy ước ρKj của các thanh theo (7-3) và các hệ số phân phối mô 
men μKj  tại mút K theo (7-2) 

- Tính mô men phân phối cho các đầu thanh MKj  theo (7-1) 
- Tính mô men truyền cho các đầu đối diện với nút là MjK theo (7-4) 

Tổng các mô men đầu thanh tính được chính là giá trị mô men cuối cùng cần tìm. 
Cách giải quyết và các công thức đã rút ra trong bài toán trên được lấy làm cơ sở để tính 
các hệ siêu tĩnh phức tạp khác. 

7.2. TÍNH HỆ SIÊU TĨNH GỒM CÁC NÚT KHÔNG CÓ CHUYỂN VỊ THẲNG  

7.2.1. Hệ siêu tĩnh chỉ có một nút cứng  
Giả sử cần tính hệ siêu tĩnh chỉ có một nút cứng không có chuyển vị thẳng chịu tải 

trọng bất kỳ như hình 7.3a. Bài toán này khác với bài toán cơ bản ở chỗ ngoại lực không 
phải là một mô men tập trung đặt tại nút (còn gọi là mô men nút cứng). Ta đưa về bài toán 
cơ bản bằng cách coi hệ đã cho là tổ hợp của hai hệ sau: 
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 RBP 

+

MB 

 

 

 

 

 

 

Hệ thứ nhất (Hình 7.3b): chính là hệ cơ bản của phương pháp chuyển vị nên tra bảng 
dễ dàng. 

Hệ thứ hai (hình 7.3c) là bài toán cơ bản của phương pháp phân phối mô men với mô 
men nút cứng: 

    MB=∑        (7-6) 
j

0
BjM

  (tổng mô men tra bảng của các đầu thanh quy tụ tại nút B)   

Ví dụ 7-1: Vẽ biểu đồ mô men uốn của khung siêu tĩnh cho trên hình 7.3a theo q, l, 
EJ đã biết. 

- Tính độ cứng đơn vị quy ước ρBj của ba thanh quy tụ tại B theo (7-3) 

 
ll

EJ2)J2(E
BA ==ρ ;  

ll 2
EJ

2

)J
3
4(E

4
3

BD ==ρ ;  
ll 2

EJ)J2(E
4
1

BC ==ρ  

- Tính hệ số phân phối cho các đầu thanh tại nút B theo (7-2) 

   
3
2

2
EJ

2
EJEJ2

EJ2

BA =
++

=μ

lll

l  ;   
6
1

2
EJ

2
EJEJ2
2
EJ

BDBC =
++

=μ=μ

lll

l  

    )1
6

1

6

1

3

2
( B =++=μ∑  

Các hệ số phân phối tính được, được ghi tại các đầu thanh tương ứng trên sơ đồ tính 
(Hình 7.4b) 

 

 

 

 

 

 

 

Hình 7.3

2J 

4J 
3 l 

l 

q 

P=2ql 

A 

D 

C B 

a) 

l l 

2J 

q 

P 

b) c)

= 

b)

Mp 

ql2 
6 

q 

A 

D 

C 

B 

a) 

3ql2 
4 

ql2 
3 

o 

Hình 7.4

→ 
+536 +518 +13 

+572

+29 72

  1 6   2 3 
  1 6 
 -34 

 +5 72
 -49 72

 -5
+16 
 72 

  +7 72

← 

(×ql2) 

1 Mp 

c) 29  72 

 5  36

49  72

(×ql2) 

 1   8 

  5  18 
A

D

CB
  +7 72

210 



- Ngàm nút B, tra bảng biểu đồ  như hình 7.4a và xác định giá trị mô men tại các 
đầu thanh theo quy ước dấu của mô men: 

o
PM

   
3

qM
2

0
BC

l
+= ;   20

BD q
4
3M l−= ;  

6
qM

2
0
CB

l
+=  

Các giá trị này được ghi vào các đầu thanh của sơ đồ tính (Hình 7.4b) 

- Tính mô men nút cứng tại B:  22
2

o
BD

o
BCB q

12
5q

4
3

3
qMMM ll
l

−=−=+=  

- Thực hiện bài toán cơ bản, phân phối mô men tại nút B theo (7-1) và ghi lên sơ đồ: 

  22
BA q

18
5q

12
5

3
2M ll +=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−×−= ;  22

BDBC q
72
5q

12
5

6
1MM ll +=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−×−==  

- Tính mô men truyền tại các đầu đối diện của nút B theo (7-4) và ghi lên sơ đồ:  

 22
AB q

36
5q

18
5

2
1M ll +=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+×= ;  0MDB = ;  22

CB q
72
5q

72
51M ll −=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+×−=  

- Giá trị mô men cuối cùng tại mỗi tiết diện đầu thanh bằng tổng đại số các trị số đã 
ghi tại đó: ;      (7-7) pp

Bj
0
BjBj MMM += tr

jB
0
jBjB MMM +=

Biểu đồ mô men được vẽ trên hình 7.4c 

7.2.2. Hệ siêu tĩnh có nhiều nút cứng 
Giả sử cần tính hệ có hai nút cứng, không có chuyển vị thẳng, chịu tải trọng bất kỳ vẽ 

trên hình 7.5a. Tương tự như trên, để đưa về dạng bài toán cơ bản ta biến khung siêu tĩnh 
đã cho thành tổng của hai khung trên hình 7.5b và hình 7.5c. Các giá trị mô men đầu thanh 
của khung ở hình 7.5b tính được nhờ tra bảng 6-1. Dưới đây ta chỉ xét cách tính khung trên 
hình 7.5c bằng phương pháp phân phối mô men. Các công thức phân phối mô men đã thiết 
lập ở trên là chỉ đối với hệ chỉ có một nút cứng và các đầu đối diện là liên kết ngàm, khớp 
hoặc ngàm trượt mà không phải là nút cứng xoay được. 

 

 

 

 

 

 Hình 7.5

q 

P 

a) 

A D 

C B 

E 

RDP q 

P 

b)

A D

CB

E

REP 

= 

MD= -RDP 
c)

A D 

CB 

E 

ME= -REP

+

Do đó với hệ gồm nhiều nút cứng (hình 7.5c) ta phải biến đổi để giải quyết từng bộ 
phận của hệ, trong đó chỉ có một nút cứng xoay. Chẳng hạn muốn phân phối MD (của nút 
D), ta thêm vào nút E một liên kết mô men để ngăn cản sự xoay của nút E (chốt nút E). Khi 
đó bộ phận khung ABDE đã giống bài toán cơ bản (hình 7.6a). Theo công thức từ (7-1) 
đến (7-5), ta tính được các hệ số phân phối mô men và thực hiện phân phối và truyền mô 
men ta được: 
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Mô men phân phối Mô men truyền  

1
DA

' MM −=1
DDA

1
DA M.M μ−=  

1
DDB

1
DB M.M μ−=  

1
DDE

1
DE M.M μ−=  

AD

0M'
BD =

 
 
1
DE

'
ED M.

2

1
M =  

Trong đó chỉ số 1 và dấu ’ biểu thị tương ứng với lần phân phối thứ nhất của nút.  

 

Hình 7.6

a)

A D 

CB 

E

MD b)

A D

C B

E 

ME 

 

 

 

 

 
Nút D sau khi phân phối đã cân bằng mô men, nhưng tại nút E do đặt thêm liên kết 

mô men nên mô men nút cứng ME lúc này đã thêm lượng M’
ED mới truyền tới nghĩa là:  

     '
EDE

1
ED MMM +=

Để thực hiện phân phối mô men nút E tương tự như phân phối mô men nút D, ta phải 
tháo bỏ liên kết đã đưa thêm vào nút E và đưa thêm liên kết mô men để ngăn cản sự xoay 
của nút D (chốt nút D). Như vậy bộ phận khung DEC lại giống bài toán cơ bản (hình 7.6b). 
Thực hiện phân phối và truyền mô men cho bộ phận khung DEC, ta được: 

Mô men phân phối Mô men truyền  

1
EED

1
ED M.M μ−=  

 
1
EEC

1
EC M.M μ−=  

1
ED

'
DE M.

2

1
M =  

1
EC

'
CE M.

2

1
M =  

Nút E sau khi phân phối đã cân bằng mô men, nhưng tại nút D lại có lượng mô men 
M’

DE mới truyền tới, nên tại đó lại xuất hiện mô men nút cứng không cân bằng . 
Mô men nút cứng D lúc này bé hơn nhiều so với trước đây ( ). Đến đây, ta thực 
hiện xong một chu trình phân phối mô men. ở bài toán này, ta thấy sau một chu kỳ phân 
phối thứ nhất, tại nút D lại xuất hiện mô men nút cứng không cân bằng . Bởi vậy ta 
phải tiếp tục tiến hành chu kỳ phân phối thứ 2, quá trình tính toán hoàn toàn như chu kỳ 
trước, nghĩa là: 

'
DE

2
D MM =

1
D

2
D MM <<

2
DM

Phân phối mô men nút cứng (tạm chốt nút E và tháo chốt nút D) ta có: 2
DM

Mô men phân phối Mô men truyền  

2
DA

''
AD MM −=2

DDA
2
DA M.M μ−=  

2
DDB

2
DB M.M μ−=  

2
DDE

2
DE M.M μ−=  

 
0M ''

BD =  
2
DE

''
ED M.

2

1
M =  
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Trong đó chỉ số 2 và dấu ’’ biểu thị tương ứng với lần phân phối thứ hai của nút. 

Nút D sau khi phân phối lần thứ hai đã cân bằng, nhưng nút E lại còn chốt và có mô 
men nút cứng , do đó lại phải phân phối tiếp. Quá trình đó cứ lần lượt tiếp diễn 
mãi, sau mỗi lần phân phối, mô men nút cứng giảm dần, cho tới khi đạt tới trị số không có 
ý nghĩa trong thực tiễn nữa thì dừng lại.  

''
ED

2
E MM =

Sau n chu kỳ phân phối, mô men cuối cùng ở đầu mỗi thanh của hệ trên hình 7.5c 
bằng tổng giá trị đại số mô men phân phối và mô men đã tích lũy dần. Kết quả càng chính 
xác khi quá trình tính kéo dài. Để tiện lợi, việc tính toán cả hai hệ trên hình 7.5b được thể 
hiện chung trên một sơ đồ. Ta sẽ tìm hiểu kỹ thêm cách làm này thông qua ví dụ sau. 

Ví dụ 7-2: Vẽ biểu đồ mô men uốn và lực cắt cho khung siêu tĩnh trên hình 7.7. 
a) Tính độ cứng đơn vị quy ước ρ của các thanh và hệ số phân phối mô men từ mỗi 

nút ra các đầu thanh: Trong quá trình tính, các nút cứng được cố định nên được coi như 
liên kết ngàm khi tính ρ và μ . 

- Tại nút E:   
6

EJ
EA =ρ ;    

4

EJ

8

EJ2
EF ==ρ  

   4,0

4

EJ

6

EJ
6

EJ

EFEA

EA
EA =

+
=

ρ+ρ
ρ

=μ ; 6,0

4

EJ

6

EJ
4

EJ

EFEA

EF
EF =

+
=

ρ+ρ
ρ

=μ  

Kiểm tra μ: ΣμE = μEA  + μEF = 0,4 + 0,6 = 1 

- Tại nút F:  
4

EJ
FEEF =ρ=ρ ; 

4

EJ

6

EJ2
.

4

3
FB ==ρ ; 

40

EJ9

10

EJ3
.

4

3
FC ==ρ  

    FBFE 345,0

40

EJ9

4

EJ

4

EJ
4

EJ

μ==
++

=μ ;  μFC
 = 0,31 

Kiểm tra μ: ΣμF = μFE  + μFB + μFC = 0,345+ 0,345 + 0,31 =1 
Các hệ số phân phối mô men ghi trong các ô vuông trên sơ đồ (hình 7.7b) 

b) Tính các mô men đầu thanh do tải trọng đã cho trong hệ có nút bị chốt:  

Tra bảng 6-1 được:  

  ;   ;    kNm120Mo
EF = kNm120Mo

FE −= kNm250Mo
FC =

Còn . Chúng được ghi trên các đầu thanh tương ứng trên sơ 
đồ tính (hình 7.7b). 

kNm1002.50Mo
ED −=−=
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J 

50kN
 a) 

A B

120kN 20kN/m 

2J 

2J

3JD C E F

2m 4m 4m 10m

6m 

0,31

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

c) Tính các mô men nút cứng cho chu kỳ phân phối thứ nhất và tính hệ gồm các mô 
men đặt tại nút (tính loại hệ như hình 7.5c) 

- Tại E:  kNm20120100M1
E =+−=

- Tại F:  kNm130250120M1
F =+−=

b) 

+1,0 

FE

0,345 
0,345 0,6 

0,4 

+0,5 

-100 

+99
+1,5

-22,5
+120,0

-164,4
-0,3
+0,8

-44,9
-120,0

-44,9
-0,3

-45,2

+209,5
-0,2

-40,3
+250,0

c) 
100 

Mp 

99 240 

164,4 209,5 

250 

1,0 

0,5 

45,2 

(kNm)

Hình 7.7

d) 50 

Qp 

51,8 

68,2 

121,0 

79,0 

0,25 

++ 

7,53 
+ 

__ _

_

(kN) 
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Để tăng tốc của quá trình lặp ta chọn nút F có mô men nút cứng lớn hơn để phân phối 
trước. 

- Chốt nút E phân phối nút F lần một với  kNm130M1
F =

Mô men phân phối Mô men truyền  

kNm9,44130.345,0M1
FE −=−=  

kNm9,44M1
FB −=  

kNm3,40130.31,0M1
FC −=−=  

kNm5,22)9,44(
2

1
M'

EF −=−=  

0M'
BF =  

0M'
CF =  

Chúng được ghi lên các đầu thanh tương ứng và sắp thành cột cùng với các giá trị ghi 
trước (hình 7.7b) 

- Chốt nút F, mở nút E, phân phối nút E lần 1 với  kNm5,25,2220M1
E −=−=

Mô men phân phối Mô men truyền  

kNm5,1)5,2.(6,0M1
EF =−−=  

kNm1)5,2.(4,0M1
EA =−−=  

kNm8,0)5,1(
2

1
M'

FE ==  

kNm5,0)0,1(
2

1
M'

AE ==  

Chốt nút E mở nút F, phân phối nút F lần hai với  kNm8,0MM '
FE

2
F ==

Mô men phân phối Mô men truyền  

kNm3,08,0.345,0M2
FE −=−=  

kNm3,0M2
FB −=  

kNm2,08,0.31,0M2
FC −=−=  

kNm15,0)3,0(
2

1
M ''

EF −=−=  

0M ''
BF =  

0M ''
CF =  

Mô men truyền  đã quá nhỏ so với các giá trị mô men có trong hệ, 
nên không cần chuyển tiếp nữa và ta dừng quá trình phân phối ở đây. 

kNm15,0M ''
EF −=

d) Tính các giá trị cuối cùng của các mô men đầu thanh và vẽ biểu đồ mô men cho hệ 
siêu tĩnh đã cho (hình 7.7c). Cộng đại số tất cả các giá trị mô men đã ghi ở đầu mỗi thanh, 
chẳng hạn: 

    MFE = -120 – 44,9 +0,8 - 0,3 = -164,4 kNm 

Toàn bộ quá trình này thể hiện trên hình 7.7b. 

Biểu đồ MP được vẽ trên hình 7.7c. 

Biểu đồ QP được suy ra từ MP  tương tự phương pháp lực. Kết quả vẽ trên hình 7.7d. 

Ví dụ 7-3: Vẽ biểu đồ mô men uốn cho dầm liên tục cho trên hình 7.8a. 

Dầm đã cho có tính chất đối xứng, chịu tải trọng đối xứng, do đó ta chỉ cần tính cho 
nửa dầm theo sơ đồ trên hình 7.8b. 
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 Hình 7.8

a) 
6m

5kN 

B

2kN/m 3,5kN

C D
A 

5kN 

B

2kN/m 7kN 

C D
A 

2kN/m 5kN 

2,25m 2,25m 2,25m 2,25m 6m 3m 3m 

5,625 
5,32 

9,0 
5,69 

10,5 
5,69 

9,0 
5,32 

5,625 

b) 

c) 

+5,32
-0,01
+0,03
-0,20
+0,40
-0,90
+6,00

d

Mp (kNm) 

a) Xác định độ cứng đơn vị quy ước ρ và hệ số phân phối μ: 

 
6

EJ

5,4

EJ
.

4

3
BA ==ρ ;  

6

EJ
CBBC =ρ=ρ ;   

12

EJ

3

EJ
.

4

1
CD ==ρ  

- Nút B:   BCBA 2

1

6

EJ

6

EJ
6

EJ

μ==
+

=μ  

- Nút C:   
3

2

12

EJ

6

EJ
6

EJ

CB =
+

=μ ;  
3

1

6

EJ

12

EJ
12

EJ

CD =
+

=μ   

b) Tính mô men đầu thanh trong hệ có nút bị chốt. Tra bảng 6-1 

   ;    0Mo
AB = kNm22,4

16
5,4.5.3

16
P3Mo

BA −=−=−=
l  

  kNm6
12
6.2

12
qMM

22
o
CB

o
BC =−==−=

l ;   kNm25,5
2

3.5,3
2

PMM o
DC

o
CD =−===

l  

c) Tính mô men nút cứng: 

   MB = 6 – 4,22 = 1,78 kNm 

   MC = -6 + 5,25 = - 0,75 kNm 

CB MM >  nên ta tiến hành phân phối mô men nút B trước. 

) 1/2
B C

1/2 2/3 1/3

-5,32 
-0,01 
 
-0,2 
 
-0,90 
-4,22 

-5,69
+0,06
-0,10
+0,80
-0,45
-6,00

+5,69
+0,04

+0,40

+5,25

+4,81
-0,04

-0,04

+5,25
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d) Thực hiện phân phối và truyền mô men như hình 7.8d.  

Cộng các kết quả tính toán trong từng cột, sẽ được mô men nội lực tại các đầu thanh. 
Ta vẽ biểu đồ mô men cho nửa dầm bên trái và suy ra biểu đồ mô men cho nửa dầm bên 
phải theo nguyên tắc đối xứng. Biểu đồ MP  vẽ trên hình 7.8c. 

Ví dụ 7-4: Vẽ biểu đồ mô men uốn cho hệ trên hình 7.9a. 

Đây là bài toán phân phối mô men cho hệ siêu tĩnh có nút không chuyển vị thẳng do 
gối tựa dời chỗ gây ra. 

 +0,5
b)

 

 

 

 

 

 

 
a) Tính độ cứng đơn vị quy ước của các thanh và hệ số phân phối mô men (ρ, μ) 

   
l

EJ
BCBA =ρ=ρ   

2
1

EJEJ

EJ

BCBA =
+

=μ=μ

ll

l  

Các hệ số phân phối mô men ghi trên sơ đồ (hình 7.9b) 

b) Tính mô men đầu thanh do lún gối tựa đã cho gây ra trong hệ đã có nút bị chốt.  

Tra bảng 6-1 được:  o
CB2

o
BC MEJ6M =Δ=

l
 

Các trị số này được ghi trên đầu thanh tương ứng trên sơ đồ (hình 7.9b). 

c) Thực hiện phân phối và truyền mô men như hình 7.9b. Do hệ chỉ có một nút cứng 
không có chuyển vị thẳng nên quá trình phân phối và truyền mô men chỉ thực hiện một lần. 
Cộng các kết quả tính toán trong từng cột sẽ được trị số mô men tại các đầu thanh. Biểu đồ 
MΔ của khung vẽ được trên hình 7.9c. 

7.3. TÍNH HỆ SIÊU TĨNH GỒM CÁC NÚT CÓ CHUYỂN VỊ THẲNG  
Xét khung cho trên hình 7.10a, hệ có hai chuyển vị thẳng độc lập. Giống như phương 

pháp lực và phương pháp chuyển vị trước đây ta thay việc tính hệ siêu tĩnh đã cho bằng hệ 
đã biết cách tính gọi là hệ cơ bản. Trong phương pháp phân phối mô men, ta chọn hệ gồm 
các nút không có chuyển vị thẳng làm hệ cơ bản  bằng cách đưa vào các nút của hệ một số 
thanh chống vừa đủ để ngăn cản hết các chuyển vị thẳng của các nút (bằng nt trong phương 
pháp chuyển vị). Hệ cơ bản này khác với hệ cơ bản của phương pháp chuyển vị là các nút 
vẫn xoay được. 

Hình 7.9

a) 

 EJ=const

Δ 

A 

B 
C 

l 

l 

0,5
0,5

-0,5 c)
+1,0 C

A

6EJ 
l2

Δ)(×

B +1,0
-0,25
+0,75

-0,5 

-0,25

MΔ 

3EJ 
l2 Δ 

1,5EJ 
l2 

Δ 

4,5EJ 
l2 

Δ 
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Để hệ cơ bản giống với hệ đã cho về mặt chuyển vị, cần tạo cho các liên kết thanh 
chống đã thêm (1,2) những chuyển vị cưỡng bức (Z1, Z2). Đó là những ẩn cần tìm của 
phương pháp phân phối mô men. 

Tương tự như phương 
pháp chuyển vị, điều kiện để 
xác định ẩn trên là phản lực 
tại mỗi liên kết đã thêm trên 
hệ cơ bản do tất cả các ẩn 
chuyển vị thẳng (Z1, Z2) và 
tải trọng đã cho gây ra bằng 
không. Với ví dụ trên       
hình 7.10a điều kiện này 
được viết là: 

Hình 7.10

a) q Z2

P

Z1

b) q Z2

P

Z1

   0R )P,Z,Z(1 21
=

   0R )P,Z,Z(2 21
=

Hệ phương trình trên là hệ phương trình cơ bản của phương pháp phân phối mô men. 
Sử dụng nguyên lý độc lập tác dụng, khai triển hệ phương trình cơ bản ta được hệ 

phương trình chính tắc của phương pháp phân phối mô men. Với hệ có n chuyển vị thẳng 
độc lập của các nút , hệ phương trình chính tắc có dạng giống như (6-4). Cụ thể là: 

  0RZr...ZrZr P1nn1212111 =++++  
   0RZr...ZrZr P2nn2222121 =++++  
   .....         (7-8) 
   0RZr...ZrZr nPnnn22n11n =++++  
Trong đó: 
rkm (k=1,2...,n) là phản lực tại liên kết thanh chống đã thêm vào thứ k do liên kết thanh 

chống đã thêm vào thứ m chuyển vị cưỡng bức bằng đơn vị (Zm=1) gây ra trên hệ cơ bản 
của phương pháp phân phối mô men. 

RkP (k=1,2,...,n) là phản lực tại liên kết thanh chống đã thêm vào thứ k do tải trọng gây 
ra trên hệ cơ bản của phương pháp phân phối mô men. 

Để xác định các phản lực này, ta cũng áp dụng điều kiện cân bằng như đã làm trong 
phương pháp chuyển vị, chỉ khác là các biểu đồ mô men đơn vị KM (k = 1,2,...,n) và biểu 
đồ mô men do tải trọng gây ra trên hệ cơ bản có được không phải bằng cách tra bảng như 
trong phương pháp chuyển vị, mà phải tiến hành giải bài toán phân phối mô men cho hệ có 
nút không có chuyển vị thẳng (hệ cơ bản) do lần lượt các liên kết thêm vào có chuyển vị 
cưỡng bức Zm=1 và do tải trọng đã cho gây ra (như đã làm ở 7.2). Ví dụ trên hình 7.10a, có 
hệ cơ bản như hình 7.10b. Hệ phương trình chính tắc là: 

    0RZrZr P1212111 =++  

    0RZrZr P2222121 =++  
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Chẳng hạn để xác 
định r12 ta dùng phương 
trình cân bằng hình    
chiếu lên phương ngang        
(ΣX = 0) đối với phần 
khung có chứa liên kết 1 
được tách ra và do Z2 = 1 
tác dụng trên hệ cơ bản 
(hình 7.11a); để tính R2P 
ta dùng mặt cắt tách phần 
khung có liên kết 2 trên 
hệ cơ bản do tải trọng tác 
dụng (hình 7.11b).  Hình 7.11

a) 
Z2=1

r12

r22
b) q 

P

R1p

R2p

Muốn vậy phải vẽ các biểu đồ mô men đơn vị lần lượt do các ẩn Z1 = 1, Z2 = 1 và biểu 
đồ mô men uốn do tải trọng  gây ra trên hệ cơ bản. o

pM

Sau khi xác định được các hệ số và số hạng tự do giải hệ phương trình chính tắc (7-8), 
tìm được các ẩn chuyển vị thẳng Z1, Z2 ..., Zn. 

Biểu đồ mô men cuối cùng được xây dựng trên cơ sở cộng tác dụng đã biết: 

  o
Pnn2211 P M  ZM..  ZM  ZMM ++++=     (7-9) 

Chú thích: 

Trường hợp hệ siêu tĩnh chịu sự biến thiên nhiệt độ hoặc chuyển vị cưỡng bức các gối 
tựa, nguyên tắc tính toán hoàn toàn tương tự như trường hợp tải trọng, chỉ việc thay 

bằng  hoặc  là các biểu đồ mô men do sự thay đổi nhiệt độ và chuyển vị cưỡng bức 
các gối tựa gây ra trên hệ cơ bản của phương pháp phân phối mô men. 

o
pM  

o
tM oMΔ

Ví dụ 7-5: Vẽ biểu đồ mô men uốn cho khung siêu tĩnh cho trên hình 7.12a. 

a) Lập hệ cơ bản và hệ phương trình chính tắc  
Hệ đã cho (Hình 7.12a) có một chuyển vị thẳng độc lập nên hệ cơ bản như trên hình 

7.12b, phương trình chính tắc có dạng: 

     0RZr P1111 =+

Để xác định r11 và R1P ta phải vẽ 1M  và  bằng cách phân phối mô men trên hệ cơ 
bản. Các hệ số phân phối mô men trên hệ cơ bản đã tính được trong ví dụ 7-2 và biểu đồ 

 chính là  đã vẽ được trên hình 7.7c (vì khung cho trên hình 7.12 chính là khung đã 
làm ở ví dụ 7-2 với gối khớp cố định C được thay bằng thanh đứng CG) 

o
pM

o
pM PM

b) Vẽ biểu đồ mô men  1M  do ẩn chuyển vị Z1 =1 gây ra trên hệ cơ bản.  

Đây là bài toán phân phối mô men cho hệ siêu tĩnh với nút không chuyển vị thẳng do 
gối tựa dời chỗ gây ra. Biểu đồ 1M  chính là tổng của hai biểu đồ sau: 
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J 

50kN 
a) 

A 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

- Biểu đồ do Z1=1 gây ra trên hệ cơ bản của phương pháp chuyển vị (các nút đã bị 
chốt), có được nhờ tra bảng 6-1 (Hình 7.13b). Với quy ước về dấu của mô men, ta được: 

  
6

EJ

6

EJ6
MM

2AEEA === ;  
6

EJ

6

J2.E.3
M

2FB == ;   
12

EJ
MGC =  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
Các trị số trên được ghi trên sơ đồ tính (hình 7.14a). Trong liên kết mô men đặt thêm 

vào tại các nút E và F xuất hiện các phản lực mô men (hình 7.13b): 

B

120kN 20kN/m 

2J

2J

3JD C E F

2m 4m 4m 10m

6m 

G 

J 

Z1 

Hình 7.12

J 

50kN 
b) 

A B

120kN 20kN/m 

2J

2J

3JD C E F

G 

J 

=

Z1=1

A

CE F 

B

D

G

Hình 7.13

ME = rE1 

A B

D CE F

G 

MF = rF1 

+

Z1=1

A B

D CE F 

G

rE1 rF1 

a) 

b) c)
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6

EJ
Mr EA1E −=−= = - i    

   
6

EJ
Mr FB1F −=−=  = - i 

- Biểu đồ do các mô men nút cứng ME = -rE1 = i và MF1 = -rEi = i đặt tại nút trên hệ cơ 
bản của phương pháp phân phối mô men (nút không bị chốt) (hình 7.13c) bằng phương 
pháp phân phối mô men như đã trình bày ở 7.2, với phân phối đầu tiên xuất phát từ nút E. 
Các giá trị mô men phân phối và mô men truyền ghi trên sơ đồ tính ở hình 7.14a. Biểu đồ 

1M  do ẩn  Z1 = 1 gây ra trên hệ cơ bản chỉ ra trên hình 7.14b. 

c) Tính hệ số r11 và R1P: 

- Tính r11: bằng cách tách và xét cân bằng phần khung trên biểu đồ 1M  (hình 7.14b,c). 
Từ phương trình cân bằng hình chiếu lên phương ngang: 

 
 a) 

0,31

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

 

 

 
Hình 7.14

0,65 

b)

0,83 

0,65 

0,51 

0,75 0,23 

0,5 

c)
EJ 
6

0,125 
EJ 
6 

0,247 EJ 
6

0,083 

EJ 
6 r11=0,455 

0,25 

d)
R1p=-7,28kN 

7,53 0 

M1 
EJ 
6

(× )

FE
0,345 0,6 

0,4 

+0,5 

0,345 

-100 

-0,65
+0,07
-0,12
-0,60

-0,51
-0,01
+0,04
-0,24
-0,30

+1,00
-0,24
-0,01
+0,75

-0,23
-0,01
-0,22 Z1=1 

A B

D C 

G 

+1,00
-0,40
+0,05
+0,65 EJ 

6
(× )+0,83

+0,03
-0,20
+1,00

M1 
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   ΣX = r11 – QEA – QFB – QCG = 0 

    r11 = 0,247i + 0,125i + 0,083i = 0,455i 

Tính R1P bằng cách tách xét cân bằng phần khung trên biểu đồ M o tải trọng gây ra.   
o
p  d

Các giá trị lực cắt này chính là các giá trị lực cắt của ví dụ 7-2 (hình 7.7d). Từ phương 
trình

 = 0 

ợc vào phương trình ta có: 

    

 cân bằng hình chiếu lên phương ngang ta có: 

    ΣX = R1P – QEA – QFB – QCG

   R1P = 0,25 – 7,53 + 0 = 7,28 kN 

d) Giải hệ phương trình chính tắc: 

Thay các giá trị r11và R1P đã tính đư

   0,455iZ1 – 7,28 = 0 

)m(
i

1628,7

i455,0
Z1 ==  

e) Vẽ biểu đồ nội lực cuối cùng theo công thức (7-9).  

ừ biểu đồ M  đã vẽ được ta sẽ suy ra biểu đồ QP và NP như đã trình bày trong  
Chư

Kết quả cho trên hình 7.15. 

 

100 
88,6 240 

172,6 205,8 

250 

11,4 

13,8 

33,2 

Hình 7.15

 

 

 

 

 Mp 
(kNm) 8,0 

 

 

 

T P
ơng 5. 
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BÀI TẬP CHƯƠNG 7 

Dùng phương pháp phân phối mô men để vẽ biểu đồ M, Q, N cho các khung sau: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Hình 7.16 

q=12kN/m 

(EJ=const) 

P=80kN

2m 6m 1,5m 

6m

1,5m

2J

J 

Hình 7.17 

q=10kN/m P=30kN

2m 6m

6m

2m 

J 

 

 

 3J

Hình 7.19 

q=10kN/m 

P=20kN 

2m 6m

6m J 

2m 

2J 

2J
(EJ=const) 

Hình 7.18 

q=10kN/m 

P=40kN 

5m 

6m 

5m 

6m 

M=80kNm 

(EJ=const) 

Hình 7.20

q=12kN/m 
P=20kN

2m 3m 2m 2m 2m 2m 3m 

P=20kN M=80kNm

Δ

J 1,5J

3m 4m

J 

4,5m

Hình 7.21
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P=20kN

J

Hình 7.23

P=10kN

6m 

1,5l 
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Hình 7.22 

l 
J 

2J 

F=2J 

9m 

3m

F=2J
2J 

6m 2J



CHƯƠNG 8 

HỆ KHÔNG GIAN 

8.1. CÁC LOẠI LIÊN KẾT TRONG HỆ KHÔNG GIAN 

Hệ thanh không gian là hệ mà trục thanh và tải trọng không cùng nằm trong mặt 
phẳng. Trong thực tế hầu hết các công trình có sơ đồ tính là hệ không gian. Giống như hệ 
phẳng, một hệ không gian muốn có khả năng chịu tải trọng phải được cấu tạo thành hệ bất 
biến hình. Khi nghiên cứu cấu tạo hình học của hệ không gian, thay khái niệm miếng cứng 
trong hệ phẳng ta đưa vào một khái niệm mới gọi là vật thể. Vật thể là một hệ không gian 
bất biến hình một cách rõ rệt. Trong không gian, một vật thể này đối với một vật thể khác 
được coi là bất động có sáu bậc tự do, đó là ba chuyển vị tịnh tiến và ba chuyển vị xoay. 

Một hệ không gian gồm nhiều vật thể nối với nhau bằng các liên kết. Các loại liên kết 
thường dùng trong hệ không gian như sau: 

8.1.1. Thanh hai đầu có khớp lý tưởng (Hình 8.1a) 

Liên kết này khử được một chuyển vị thẳng của vật thể theo phương dọc trục thanh 
(phương y), tức khử được một bậc tự do; song vẫn cho phép vật chuyển vị thẳng trong mặt 
phẳng vuông góc với thanh và quay quanh ba trục bất kỳ. Trong liên kết có thể phát sinh 
phản lực dọc theo trục thanh. 

Liên kết thanh có khớp cầu ở hai đầu là loại liên kết cơ bản thường dùng nhất trong hệ 
không gian. Mọi liên kết khác thường là tổ hợp của một số liên kết loại này. 

 c)o 
x

y z 

f) e) h)g)

Hình 8.1 

b)a) d) 

 

 

 

 
 

8.1.2. Hai thanh có một khớp cầu chung ở một đầu (Hình 8.1b) 

Liên kết này khử được hai bậc tự do là những chuyển vị thẳng của vật thể trong mặt 
phẳng của hai thanh, song vẫn cho phép nó chuyển vị thẳng theo phương vuông góc với 
mặt phẳng của hai thanh và quay quanh ba trục bất kỳ. Tại liên kết có thể phát sinh hai 
thành phần phản lực (phương x và y). 
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8.1.3. Hai thanh song song (Hình 8.1c) 

Liên kết này khử chuyển vị thẳng của vật thể theo phương dọc trục thanh và chuyển vị 
xoay trong mặt phẳng của hai thanh. Tại liên kết có thể phát sinh phản lực dọc theo hai 
thanh và phản lực mô men nằm trong mặt phẳng của hai thanh. 

8.1.4. Ba thanh không cùng trong một mặt phẳng, có khớp cầu chung ở 
một đầu (Hình 8.1d) 

Liên kết này khử được cả ba chuyển vị thẳng của vật thể theo các phương, tức khử 
được ba bậc tự do; song vẫn cho phép vật thể xoay quanh ba trục đi qua khớp chung. 
Trong liên kết có thể phát sinh phản lực đi qua khớp chung, lực này có thể phân thành ba 
thành phần (phương x, y, z) 

8.1.5. Ba thanh song song không cùng nằm trong một mặt phẳng (Hình 8.1e) 

Liên kết này khử chuyển vị thẳng của vật thể theo phương dọc trục thanh và hai 
chuyển vị góc quay quanh các trục nằm trong mặt phẳng vuông góc với các thanh (trục x, 
z). Tại liên kết có thể phát sinh phản lực dọc theo ba thanh và hai phản lực mô men. 

8.1.6. Ba thanh cùng trong một mặt phẳng, trong đó hai thanh song song 
và thanh thứ ba có đầu khớp chung với một trong hai thanh trên (Hình 8.1f) 

Liên kết này khử chuyển vị thẳng và chuyển vị xoay của vật thể trong mặt phẳng của 
các thanh (mặt phẳng xoy). Tại liên kết có thể phát sinh các phản lực dọc theo trục thanh 
và một mô men nằm trong mặt phẳng của các thanh. 

8.1.7. Mối hàn (Hình 8.1g) 

Liên kết này khử toàn bộ các chuyển vị của vật thể, tức khử tất cả sáu bậc tự do. 
Trong liên kết này có thể phát sinh ba phản lực theo phương ba trục của hệ tọa độ và ba 
phản lực mô men trong ba mặt phẳng của hệ tọa độ đó. Mối hàn tương đương với sáu 
thanh. 

Trên đây là bảy loại liên kết cơ bản thường dùng. Ngoài ra còn có thể tổ hợp các liên 
kết thanh để được các liên kết loại khác, chẳng hạn như khớp tựa (Hình 8.1h) 

Trường hợp mối hàn hay khớp cầu đồng thời nối một số vật thể thì liên kết đó là liên 
kết phức tạp. Độ phức tạp của liên kết phức tạp bằng số vật thể được nối trừ đi một. 

8.2. CẤU TẠO HÌNH HỌC CỦA HỆ KHÔNG GIAN 

8.2.1. Cách nối hai vật thể thành một hệ bất biến hình 

Muốn nối hai vật thể thành một hệ bất biến hình cần phải dùng liên kết khử hết sáu 
bậc tự do của vật thể nọ đối với vật thể kia; do đó cần sử dụng số liên kết ít nhất phải tương 
đương với sáu thanh và sắp xếp hợp lý; nếu không hệ sẽ biến hình hoặc biến hình tức thời. 
Dưới đây là một số trường hợp sáu thanh sắp xếp không hợp lý cần tránh: 

226 



1. Sáu thanh cùng cắt một đường thẳng (đường ab Hình 8.2a): Đường thẳng đó là trục 
quay của vật thể nọ đối với vật thể kia, tức hệ bị biến hình hoặc biến hình tức thời. 

2- Số thanh đồng quy ở một điểm hoặc song song lớn hơn ba (Hình 8.2b): các thanh 
đồng quy (hoặc song song) chỉ khử được tối đa ba bậc tự do nên số thanh còn lại ít hơn ba  
không đủ để khử hết ba bậc tự do nữa, do đó hệ biến hình. 

 
b)

b 

a 

c)

a 

b 

a) 

b a 

 

 

 

 

 

 

Hình 8.2 

3- Ba thanh cùng trong một mặt phẳng và đồng quy ở một điểm (Hình 8.2c): Khi đó 
ba thanh này chỉ khử được hai bậc tự do, nên ba thanh còn lại không đủ để khử nốt bốn bậc 
tự do nữa, vì vậy hệ biến hình. 

8.2.2. Cách nối nhiều vật thể thành một hệ bất biến hình 

Trước hết thành lập điều kiện để nối V vật thể thành một hệ bất biến hình. Coi một 
trong số các vật thể là bất động thì đối với vật thể đó, hệ có 6(V - 1) bậc tự do cần khử. Gọi 
T là số liên kết thanh tương đương với số liên kết có trong hệ. Vậy điều kiện cần về số 
lượng liên kết để nối các vật thể với nhau thành một hệ bất biến hình như sau: 

   6(V - 1) ≤ T        (8-1) 

Trường hợp hệ không gian nối đất bằng số liên kết tựa quy ra số liên kết thanh tương 
đương là C: 

   6V ≤ T + C        (8-2) 

Nếu không đảm bảo điều kiện trên, tức thiếu liên kết, hệ sẽ biến hình. Trường hợp 
điều kiện cần đảm bảo với dấu “=”, hệ vừa đủ liên kết, nếu sắp xếp liên kết hợp lý để khử 
hết bậc tự do, sẽ bất biến hình, ta được hệ không gian tĩnh định. Còn ứng với dấu “<” là hệ 
thừa liên kết, nếu sắp xếp hợp lý thì hệ bất biến hình, ta được hệ không gian siêu tĩnh. 

Để nhận biết việc sắp xếp các liên kết có hợp lý hay không, với các hệ không gian đơn 
giản thường gặp, cũng tương tự như hệ phẳng, ta tìm cách đưa về trường hợp hai vật thể 
nối với nhau ở trên để xem xét hoặc phát triển dần từ một vật thể ra toàn hệ. 

227 



8.2.3. Cấu tạo hình học của dàn không gian 

Tương tự như trong dàn phẳng, do đặc điểm về cấu tạo chỉ gồm các thanh thẳng nối 
với nhau bởi các khớp cầu ở hai đầu nên đối với dàn không gian cũng có thể lập được công 
thức điều kiện cần đơn giản hơn nhiều. 

Giả sử trong hệ dàn có T thanh và M mắt. Đối với dàn không nối đất, ta quan niệm 
một tam giác khớp là vật thể bất động, như vậy trong hệ còn lại M - 3 mắt cần nối vào vật 
thể bất động và có T - 3 thanh để nối. Đối với dàn nối đất bằng C liên kết tựa tương đương 
liên kết thanh, coi trái đất là vật thể bất động, trong hệ có M mắt cần nối vào vật thể bất 
động và có T + C thanh để nối. Ta có điều kiện cần về liên kết như sau: 

  Đối với dàn tự do: 3M ≤ T + 6 (8 - 3) 

Hình 8.3

  Đối với dàn nối đất: 3M ≤ T + C (8 - 4) 

Ý nghĩa các dấu tương tự như trường hợp trên 

Dàn không gian thường gặp là loại dàn lưới    
(Hình 8.3), có các thanh dàn đều nằm trên các mặt 
phẳng biên của một đa diện kín và mỗi mặt là một hệ 
phẳng bất biến hình. Người ta chứng minh được rằng 
một đa diện lồi là bất biến hình khi tất cả các mặt biên 
của nó đều là hệ phẳng bất biến hình. 

8.3. XÁC ĐỊNH PHẢN LỰC VÀ NỘI LỰC TRONG HỆ KHÔNG GIAN TĨNH 
ĐỊNH 

8.3.1. Xác định phản lực 

Nếu một hệ bất biến hình nối cố định với đất bằng sáu thanh, thì có thể xác định phản 
lực từ hệ sáu phương trình cân bằng tĩnh học, thông thường hay dùng hai nhóm phương 
trình sau: 

1. Nhóm sáu phương trình gồm ba phương trình cân bằng hình chiếu và ba phương 
trình cân bằng mô men: 

    ΣX = 0;  ΣY = 0;  ΣZ = 0; 

    ΣM1 = 0; ΣM2 = 0; ΣM3 = 0.    (8-5) 

Trong đó các trục X, Y, Z hay các trục lấy mô men 1, 2, 3, phải không được song song 
với nhau hoặc không được cùng nằm trong một mặt phẳng. 

2. Nhóm sáu phương trình cân bằng mô men: 

    ΣM1 = 0; ΣM2 = 0; ΣM3 = 0; 

    ΣM4 = 0; ΣM5 = 0; ΣM6 = 0.    (8-6) 
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Trong đó các trục phải thỏa mãn các điều kiện sau: 
- Các trục không được cắt qua một đường thẳng. 
- Không được có quá ba trục song song với nhau 
- Nếu có ba trục cắt nhau tại một điểm thì ba trục còn lại không được song song với 

nhau. 

Nếu các điều kiện trên không được bảo đảm thì mặc dù các phương trình (8-5), (8-6) 
thỏa mãn nhưng vật thể vẫn không nằm trong trạng thái cân bằng. 

Ngoài hai nhóm phương trình cân bằng tĩnh học thường dùng nêu trên còn có thể có 
nhiều nhóm phương trình cân bằng khác. Cần chú ý đến việc chọn trục chiếu hoặc trục lấy 
mô men, cũng như thứ tự phương trình sao cho mỗi phương trình có ít ẩn phản lực nhất. 

Ví dụ 8-1: Xác định các phản lực của hệ cho trên hình 8.4 

Dùng các phương trình cân bằng với các thứ tự sau đây: 
  ΣY = -P + R4 = 0   → R4 = P 

  ΣMcd = P.4 -R6.12 = 0  → R6 = 
3

P  

  ΣX = R3 - R6 = 0   → R3 = R6 = 
3

P  

  ΣMbc = P.3 - R5.12 = 0  → R5 = 
4

P  

  ΣMcg = R1.4 - R6.3 = 0  → R1 = 
4

P  

  ΣZ = R1 + R5 - R2 = 0   → R2 = 
2

P  

8.3.2. Xác định nội lực 

Để xác định nội lực tại một tiết diện trong hệ không gian vẫn áp dụng nguyên lý mặt 
cắt. Nguyên tắc chung là dùng mặt cắt đi qua tiết diện cần tìm nội lực và chia kết cấu ra hai 
phần riêng biệt. Thiết lập các phương trình cân bằng tĩnh đối với một phần kết cấu đã được 
tách ra, ta xác định được các nội lực cần tìm. Xét cân bằng một bộ phận trong không gian, 
ta lập được sáu phương trình cân bằng tĩnh, nên số nội lực chưa biết không được quá sáu. 
Vì vậy, trừ trường hợp đặc biệt, thông thường đối với khung, mặt cắt không được đi qua 
hai tiết diện, đối với dàn không được cắt quá sáu thanh. Riêng đối với dàn, nếu tách xét cân 
bằng phần dàn chỉ có một mắt (phương pháp tách mắt) thì với hệ lực đồng quy cân bằng 
chỉ lập được ba phương trình; Do đó thông thường tách mắt dàn không quá ba thanh. 
Tương tự đối với dàn phẳng, ta cũng có những nhận xét thường dùng từ phương pháp tách 
mắt đối với dàn không gian như sau: 

- Nếu tại mắt có ba thanh qui tụ và không có tải trọng tác dụng thì lực dọc trong cả ba 
thanh đều bằng không. 

3 

a 

b 

Hình 8.4
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4 
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P 
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- Nếu tại mặt cắt có n thanh qui tụ, trong đó có (n - 1) thanh 
nằm trong cùng một mặt phẳng thì lực dọc trong thanh còn lại 
bằng không khi tại mắt không có tải trọng tác dụng hoặc tải 
trọng nằm trong mặt phẳng của (n - 1) thanh kể trên. 

1 

Hình 8.5 

4m 

P 

3 

2 

4 

6 

5 

3m 

α 

Ví dụ 8-2: Xác định nội lực trong các thanh dàn trên hình 8.5. 
Sử dụng phương pháp tách mắt cùng các nhận xét và theo 

thứ tự sau: 
  Tách mắt 2, được: N23 = 0; 
  Tách mắt 3, được: N31 = N35 = N36 = 0 
  Tách mắt 1, được: N14 = N16 = 0;  N12 =  - P 

  Tách mắt 6, được: N24 = 
αsin

P ;  N25 = - Pcotgα 

  Tách mắt 5, được: N54 = 0 

Ví dụ 8-3: Vẽ biểu đồ mô men uốn và xoắn của khung cho trên hình 8.6a. 

 

Hình 8.6
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Thanh CD có mô men uốn trong mặt phẳng YOZ do q gây nên. Thanh CB có mô men 
uốn trong mặt phẳng XOZ do q gây nên. Thanh AB có mô men uốn trong mặt phẳng XOZ 
do q và trong mặt phẳng XOY do P. Biểu đồ mô men uốn của khung vẽ được trên          
hình 8.6b. 

Lực phân bố còn gây nên mô men xoắn trong các thanh BC, AB và biểu đồ vẽ được 
trên hình 8.6c. 

8.3.3. Tính dàn không gian bằng cách phân tích thành những dàn phẳng 

Nếu dàn không gian gồm nhiều dàn phẳng bất biến hình ghép lại thì ta có thể phân 
tích thành các dàn phẳng để tính riêng. Cơ sở lý luận của việc phân tích này là: Trong dàn 
không gian, nếu tải trọng chỉ tác dụng trong mặt phẳng của từng dàn phẳng bất biến hình 
riêng biệt mà cân bằng với nhau, hoặc cân bằng với các phản lực tựa của hệ thuộc trong 
mặt phẳng ấy, thì lực dọc chỉ phát sinh trong những thanh thuộc dàn phẳng đó, còn các 
thanh khác của dàn không gian không nằm trong mặt phẳng ấy sẽ có lực dọc bằng không. 
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Chẳng hạn xét dàn không gian cho trên hình 8.7a, ta nhận thấy chỉ có các thanh trong 
hai dàn thẳng đứng có nội lực khác không và được xác định bằng cách tính riêng từng dàn 
như trên hình 8.7b.  

Kết quả tính dàn trong ví dụ 8-2. cho thấy lực dọc chỉ 
sinh ra trong các thanh của dàn phẳng bất biến hình 1-2-4-5 
và kết quả hoàn toàn giống với kết quả khi tính riêng dàn 
phẳng ấy. 

Trường hợp tại mắt biên nối giữa các dàn phẳng có hệ 
lực tác dụng một cách bất kỳ thì ta có thể phân tích thành các 
thành phần nằm trong từng dàn phẳng một để sau đó sẽ tính 
cho từng dàn riêng biệt. Ví dụ lực P bất kỳ tại mắt 1 của dàn 
cho trên hình 8.8. được phân tích thành các lực P1, P2, P3.  

P1 chỉ gây ra các nội lực trong các thanh của dàn phẳng 
a-5-1-4-8-d.  

P2 gây ra nội lực trong các thanh của dàn phẳng a-5-1-2-6-b.  

P3 có phương trùng với giao tuyến của hai mặt dàn nên có thể tính trên sơ đồ của một 
trong hai dàn trên. Nội lực trong các thanh a-5 và 5-1 xuất hiện trong cả ba sơ đồ tính trên 
sẽ bằng tổng các kết quả riêng rẽ. 

8.4. XÁC ĐỊNH CHUYỂN VỊ TRONG HỆ THANH KHÔNG GIAN 

Nguyên tắc xác định chuyển vị trong hệ thanh không gian cũng giống như hệ phẳng, 
chỉ khác là công thức tính phức tạp hơn do phải xét đến cả sáu thành phần nội lực: Mx, My, 
Mz, Qx, Qy, Nz (Hình 8.9). 

Tương tự cách chứng minh trong hệ thanh phẳng, công thức tính chuyển vị trong hệ 
thanh không gian có độ cong nhỏ, do tải trọng tác dụng như sau: 

Hình 8.7
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ΔkP = ∑∫
s

0 x
xPxk EJ

ds
MM +∑∫

s

0 y
yPyk EJ

ds
MM +∑∫

s

0 xoan
zPzk GJ

ds
MM + 

   + ∑∫
s

0

Pk EF

ds
NN  + ∑∫μ

s

0

xPxkx GF

ds
QQ + ∑∫μ

s

0

yPyky GF

ds
QQ         (8-7) 

Trong đó: GJxoắn độ cứng của tiết diện khi chịu xoắn. Với tiết 
diện vuông có Jxoắn ≈ 0,1426a4; Với tiết diện chữ nhật hẹp (a > b) 

có: Jxoắn ≈ )b63,0a(
a

b3

− ; Với tiết diện tròn Jxoắn =
2

r 4π ; Qx 

Hình 8.9 

x 

Qy 

Mx 

My Nz 

Mz 

y 
z Các tích phân trên có thể được tính bằng cách nhân biểu đồ 

Vêrêsaghin như trong hệ phẳng. Với dầm khung, tiết diện chủ yếu 
là uốn, thường bỏ qua ảnh hưởng của lực cắt và lực dọc. 

Với hệ dàn, công thức tính chuyển vị vẫn như trước đây trong chương 4. 

Các định lý về công và chuyển vị đã rút ra trong hệ phẳng vẫn đúng cho hệ không 
gian. 

8.5. TÍNH HỆ KHÔNG GIAN SIÊU TĨNH 

Tính hệ không gian siêu tĩnh theo các phương pháp cơ bản - phương pháp lực và 
phương pháp chuyển vị, về nguyên tắc giống như khi tính hệ siêu tĩnh phẳng, nhưng phức 
tạp hơn do: 

- Số ẩn trong hệ không gian nhiều hơn. 
- Số nội lực trong các thanh nhiều hơn. 

8.5.1. Áp dụng nguyên lý chung của phương pháp lực 
Số ẩn của hệ bằng số liên kết “thừa” và được suy ra từ công thức (8-1). Để đơn giản ta 

thường áp dụng cách loại bỏ liên kết thừa để được hệ không gian tĩnh định, vừa đồng thời 
lập được hệ cơ bản. 

Hình 8.10 

a) b) Hệ cơ bản của hệ cho trên hình 8.10a, lập 
được bằng cách cắt qua bốn thanh ngang ta sẽ có 
bốn công sôn tĩnh định (Hình 8.10b). Tại mỗi tiết 
diện bị cắt xuất hiện sáu ẩn nội lực, như vậy số ẩn 
lực của toàn hệ là 6.4 = 24. 

Với hệ siêu tĩnh bậc n, tương tự trước đây, ta lập được hệ phương trình chính tắc: 

    δ11X1 + δ12X2 + ... + δ1kXk + ... + δ1nXn + Δ1P = 0 

    δ21X1 + δ22X2 + ... + δ2kXk + ... + δ2nXn + Δ2P = 0 
   ... 

   δn1X1 + δn2X2 + ... + δnkXk + ... + δnnXn + ΔnP = 0 
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Trong đó ý nghĩa của phương trình, của các hệ số và số hạng tự do vẫn như trong hệ 
phẳng. Hệ số và số hạng tự do được xác định theo công thức (8-7) 

δik = ∑∫
s

0 x
xkxi EJ

ds
MM +∑∫

s

0 y
ykyi EJ

ds
MM +∑∫

s

0 xoan
zkzi GJ

ds
MM + 

 +∑∫
s

0

ki EF

ds
NN  + ∑∫μ

s

0

xkxix GF

ds
QQ + ∑∫μ

s

0

ykyiy GF

ds
QQ  

ΔiP = ∑∫
s

0 x

o
xPxi EJ

ds
MM +∑∫

s

0 y

o
yPyi EJ

ds
MM +∑∫

s

0 xoan

o
zPzk GJ

ds
MM + 

 +∑∫
s

0

o
Pi EF

ds
NN  + ∑∫μ

s

0

o
xPxix GF

ds
QQ + ∑∫μ

s

0

o
yPyiy GF

ds
QQ  

Chúng còn có thể xác định qua cách nhân biểu đồ và bỏ qua ảnh hưởng của lực cắt, 
lực dọc. Với dàn siêu tĩnh: 

   δik = ∑
j j

jkjij

EF

lNN
 

   ΔiP = ∑
j j

j
o
Pjij

EF

lNN
 

Sau khi giải hệ phương trình chính tắc tìm được các ẩn lực, nội lực cuối cùng trong hệ 
siêu tĩnh được xác định theo nguyên lý cộng tác dụng: 

   S = 1S X1 + 2S X2 + ... + nS Xn +  o
PS

Ví dụ 8-4: Vẽ biểu đồ mô men uốn và xoắn của khung siêu tĩnh trên hình 8.11b. Biết 

xoanGJ

EJ =1, Jx = Jy = J. 
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b) P 
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Hình 8.11
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Mz= 16
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Hệ cơ bản và biểu đồ mô men do tải trọng vẽ trên hình 8.11b. Các biểu đồ mô men 
đơn vị vẽ trên hình 8.11c,d.Các hệ số và số hạng tự do xác định theo cách nhân biểu đồ: 

   δ11 =               = 
EJ

360

GJ

6.6.6

EJ

1
.6.

3

2
.

2

6.6

EJ

1
.6.

3

2
.

2

6.6

xoanxx

=++  M1 M1 

   δ22 =               = 
EJ

360

GJ

6.6.6

EJ

1
.6.

3

2
.

2

6.6

EJ

1
.6.

3

2
.

2

6.6

xoanyy

=++  M2 M2 

   δ12 =               = 
EJ

216

GJ

6.6.6

xoan

=  M1 M2 

   Δ1P =               = 
EJ

P72

EJ

6
.

3

2
.

2

P.6.6
−=− ; 

   Δ2P =               = 0; 

Hệ phương tình chính tắc: 

   360X1 + 216X2 - 72P = 0; 

   216X1 + 360X2 + 0 = 0; 

Từ đó tìm được:   X1 = P
16

5 ;   X2 = P
16

3
− ; 

Áp dụng biểu thức (8-13) có biểu đồ mô men trên hệ siêu tĩnh (Hình 8.11e). Kiểm tra 
biểu đồ cuối cùng: 

    = 0
GJ

6
.6.

16

P12

EJ

6
.

3

2
.

2

6
.

16

P66

EJ

6
.

3

2
.

2

6
.

P30  
16 xoan

=+−

8.5.2. Tính khung siêu tĩnh phẳng chịu lực không gian 

Trong trường hợp khung siêu tĩnh phẳng (Hình 8.12), các ẩn lực trong mặt phẳng của 
hệ (X1, X2, X3) chỉ gây ra các chuyển vị trong mặt phẳng đó, mà không gây ra các chuyển 
vị theo phương các ẩn còn lại (theo X4, X5, X6). Hệ phương trình chính tắc luôn luôn tách 
thành hai nhóm độc lập: Nhóm thứ nhất gồm ba phương trình với ba ẩn lực nằm trong mặt 
phẳng của hệ (X1, X2, X3), và nhóm thứ hai gồm ba phương trình với ba ẩn lực còn lại (X4, 
X5, X6). Như vậy việc giải sáu phương trình sáu ẩn số là đơn giản đi rất nhiều. 

 

 

 

 

 

Mặt khác, nếu ta cũng phân tích tải trọng đã cho thành tải trọng tác dụng trong mặt 
phẳng của hệ (Png trong hình 8.12a) và tải trọng thẳng góc với hệ (Pđ trong hình 8.12b) thì 

M1 Mp o 

M2 Mp o 

M1 Mp
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khối lượng tính số hạng tự do cũng giảm đi đáng kể. Tải trọng nằm trong mặt phẳng của hệ 
chỉ gây nên những ẩn lực trong mặt phẳng của hệ (X1, X2, X3), còn tải trọng vuông góc chỉ 
gây nên các ẩn còn lại (X4, X5, X6). 

Ví dụ 8-5: Vẽ biểu đồ mô men uốn của khung cho trên hình 8.13a, biết tiết diện của 

thanh hình tròn có 
G

E  = 2,5; 
J

Jxoan  = 2. 

Hệ cơ bản vẽ trên hình 8.13b. Từ tính chất đối xứng, khung siêu tĩnh chỉ có một ẩn lực 
X1 (mô men uốn tại tiết diện bị cắt). Biểu đồ do X1 và do tải trọng vẽ trên hình 8.13c,d. 
Phương trình chính tắc: δ11X1 + Δ1P = 0 

Hệ số δ11 và số hạng tự do Δ1P xác định được: 

   δ11 =               = 
EJ

5,13
2.

J.2.G

1.3.1

EJ

1.3.1
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +  M1 M1 

   Δ1P =               = 
EJ

P75,15
2.

J.2.G

1
.3.
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P3

EJ

1
.

2

3
.

2

P3
−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−  M1 Mp o 

Từ phương trình: 13,5X1 - 15,75P = 0, tìm được X1 = 1,167P. Biểu đồ mô men uốn 
cuối cùng vẽ trên hình 8.13e. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ví dụ 8-6: Vẽ biểu đồ mô men uốn trong hệ dầm trực giao cho trên hình 8.14a.  

Hệ dầm trực giao có thể đưa về sơ đồ tính đơn giản như trên hình 8.14b. Do đó hệ cơ 
bản lập được trên hình 8.14c, đều gồm các dầm đơn giản chịu các lực tác dụng trong mặt 
phẳng của từng dầm. Các biểu đồ đơn vị và biểu đồ do tải trọng vẽ trên hình 8.14e, f. 
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Hệ phương trình chính tắc: 
   δ11X1 + δ12X2 + Δ1P = 0 
   δ21X1 + δ22X2 + Δ2P = 0 
Các hệ số và số hạng tự do: 

  δ11 =               = 
EJ9
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 Hình 8.14
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Hệ phương trình chính tắc dạng số: 

Hình 8.15

Mp 
1,6483P 

0,5244P 

0,2988P 

0,246P 

0,5106P 0,5106P

   
9

97 X1 + 
27

42 X2 - 
3

46 P = 0 

   
27

42 X1 + 
9

40 X2 -       0 = 0 

Từ đó tìm được:  X1 = 1,4984P,    

    X2 = -0,5244P. 

Biểu đồ mô men uốn cuối cùng vẽ trên hình 8.15. 

8.5.3. Tính hệ không gian siêu tĩnh theo phương pháp chuyển vị 

Tương tự như hệ phẳng, các ẩn số trong phương pháp chuyển vị là các chuyển vị góc 
xoay và chuyển vị thẳng của các nút khung. Mỗi nút khung không gian có thể có sáu 
chuyển vị: Ba chuyển vị góc xoay quanh ba trục tọa độ và ba chuyển vị thẳng hướng theo 
ba trục đó. 

Với các giả thiết như đã sử dụng trước đây, ta có số ẩn chuyển vị góc bằng ba lần số 
nút cứng trong hệ (vì mỗi nút cứng có ba ẩn góc xoay); còn số ẩn chuyển vị thẳng bằng số 
chuyển vị thẳng độc lập có trong hệ. Cũng giống như đối với hệ phẳng, để xác định số ẩn 
chuyển vị thẳng ta đưa hệ đã cho về hệ khớp bằng cách thay tất cả các nút cứng và liên kết 
ngàm bằng khớp rồi xét tính biến hình của hệ khớp đó. Số ẩn chuyển vị thẳng bằng số liên 
kết thanh chống đã thêm vào vừa đủ để cố định các nút của hệ khớp theo các phương. Hệ 
đã cho trên hình 8.16a có 12 ẩn chuyển vị góc và 4 ẩn chuyển vị thẳng. 

 

Hình 8.16

a) b)
 

 

 

 

Hệ cơ bản là hệ các các nút đã hoàn toàn được cố định, lập được bằng cách đưa các 
liên kết ngàm chống xoay (theo ba trục) vào các nút cứng và đặt thêm các liên kết thanh 
chống ngăn chuyển vị thẳng của nút. Hệ cơ bản của khung đã cho được vẽ trên hình 8.16b. 

Trên hình 8.17. vẽ một số biểu đồ do tải trọng, do ẩn chuyển vị đơn vị tác dụng trên hệ 
cơ bản. Khi ẩn chuyển vị góc xoay tác dụng các thanh nối với nút đều biến dạng: Các 
thanh nằm trong mặt phẳng góc xoay bị uốn, còn các thanh khác vuông góc với mặt phẳng 
đó bị xoắn. Mô men xoắn do góc xoay đơn vị bằng: 

   Mz = i
EJ

GJGJ xoanxoan =
l

; i = 
l

EJ  
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Hệ phương trình chính tắc có dạng như trước đây: 

   ri1Z1 + ri2Z2 + ... + rinZn + RiP = 0     (i = 1, 2, ... n) 

Ý nghĩa phương trình, các hệ số và số hạng tự do vẫn như trong hệ phẳng. 

Giải hệ phương trình chính tắc tìm được các ẩn chuyển vị và mô men cuối cùng được 
xác định theo biểu thức cộng tác dụng: 

   MP  = 11 Z M + 22 Z M + ... + nn Z M + o
PM  
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Hình 8.17
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