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Lii nsi din

Cuén gio trinh Sitc bén vat lién (S.B.V.L) xudt ban tai NXB Gido duc tir nam
1984 dén 2006 dugc tdi ban chin 1an. Diéu d6 ching té noi dung cta sich da dap
ing dugc chuong trinh giang day céia cic truong Dai hoc k¥ thuit va da cé tic
dung gitip dd sinh vién trong viéc hoc tip va nghién ctu moén hoc.

Do chuong trinh, n6i dung va phuong phdp gidng day dang din dugc chuén
hod nén 14n xuit ban nay chiing t6i da bién soan lai nhu sau -

Ba tap Suc bén vat liéu truée day nay don thanh hai tAp gém 25 chuong :

Tap mot gom 13 chuong (T chuong 1 dén chuong 13) : Mo dau, Trang thai
ng sudt ; Trang thdi bién dang ; Quan hé giita ing suat va bién dang ; Dac trung
hinh hoc cfia mot hinh phing ; Thanh, noi luc trong thanh ; Bai todn udn cong
kéo ; Bai todn uén ngang phang; Pudng dan héi ; Bai todn xoan thuin tuy ; Tinh
cdc m&i ndi ghép ; Bai todn chiu lyc phikc tap ; Ddm trén nén dan hoi.

Tdp hai gom 12 chuong (Tir chuong 14 dén chuong 25) : Day mém ; Tinh
chuyén vi theo phuong phdp nang lugng ; Giai bii todn siéu finh bing phuong
phdp tinh luc ; Ma trdn chuyén : Phuong phdp phén ti hiru han ; Tai trong déng ;
Tinh d6 bén khi iing sudt bi€n d6i ¢6 chu ki ; On dinh ; Thanh thanh méng ; Ong
day ; Vo ; Ung suit tiép xic.

Chéc chan trong qua trinh viét khéng tranh khoi nhimg thi€u sét, mong déc
gia lugng thit va rdt mong su gép ¥ clia déc gia dé 14n tdi ban t8i sach cé thé phuc
vu doc gia t8t hon. Cac gép ¥ xin gl vé Cong ty C3 phan Sich Dai hoc — Day
nghé, 25 Han Thuyen, Ha Noi.

Cic tac gia
LE QUANG MINH
NGUYEN VAN VUQNG



Phan I
CAC PHUONG TRINH TONG QUAT
CUA CO HOC VAT RAN BIEN DANG

Chuong 1
M3 DAU

§1~1. NHIEM VU CUA MON HOC

Nhiém vu cia moén hoc 12 cung cip cho sinh vién nhiing kién thitc co ban vé phuong
phép tinh toidn d6 bén, d6 cing va dn dinh cha thanh dudi tic dung ctia ngoai luc. Mén hoc
ciing dé cap dén mét sé kién thic d€ tinh todn cho hé thanh, cho céc tdm, cdc vo, thanh
thanh méng..., dé cAp dén cdc bai todn vé img sudt ti€p xiic vé céc loai 6ng v.v... nghia [a
bao gdbm mot s6 kién thic co ban ciia cdc mén "Sitc bén vat lieu", "Co hoc két cau” va
"Li thuyét dan héi ting dung” nhu quan niém sin c6 tir truée dén nay.

Nhu ching ta d3 biét, ngy nay véi su phét trién nhanh chéng ctia cic mén Sitc bén vat
liéu, Li thuyét dan héi va Co hoc két cau, ranh gidi gilta ching di dan dan bi xéa bo {15].
Do yéu cdu cdn phai cung cdp mot s6 lugng kién thic t6i thiu cin thiét vé tinh todn do
bén, d6 cing va su 8n dinh chia nhilng chi ti€t ¢6 nhitng loai hinh khic nhau cho sinh vién
co khi, budc chiing ta phai dé cap dé€n mot s6 kién thic co ban cia cic mon hoc trén, hay
néi mot cach khdc, ching ta da x6a bo ranh giét giira chiing.

Moan hoc con ¢é nhiém vu cung c4p cho sinh vién nganh co khi nhitng kién thic co ban
cita mon "Co hoc vat rin bién dang” vi véi céc kién thiic dé ngudi ki su ché tao mdy dé
dang di sau vao Ii thuyét déo, li thuyét tlr bién, dé dang nghién ciu Ii thuyét gia cOng ap
luc, nghién ctu thay khi déng luc v.v..

Khi néi dam bao yéu cdu vé& do bén cé nghi 12 phai thiét k& céc chi tiét mdy, hay két
cfu cong trinh cé kich thuéc vira dii dé cé thé chiu tic dung cia ngoai luc ma khong bi
pha hong.

Dam bao yéu cdu vé d6 ciing c6 nghia 12 kich thudc clia chi ti€t hay két ciu da 16n dé
dudi tic dung cua ngoai luc chi ti€t hay két ciu cé bi€n dang hay chuyén vi nhd theo mot
gi6i han nhét dinh dé dAm bao cho chi ti€t hay cong trinh 13m viéc binh thudng dudi tic
dung cia ngoai luc.

Yéu cdu ddm bao diéu kién 6n dinh 12 cdc bo phin céng trinh hay chi tiét may phai
¢6 kich thudc sao cho dudi tic dung ciia ngoai luc ching khong mat hinh dang can bang
ban ddu.



P6i twrong clta mon hoc 12 vat rin bién dang, song dé don gian viéc tinh to4n chiing ta
thudng dua ra cdc gia thuyét va cdc mé hinh cla vat liu. Gia thuyét chung nhit 1a gia
thuyét vé tinh lién tuc va déng nhdt ciia vt liéu.

Tinh lién tuc c6 nghia I ta xem ring & moi noi trong vét th€ déu c6 vat lidu. RS rang
diéu d6 1a mau thuin véi thue t&€ vi vat lieu thuc ludn luén cé ciu tric nhét dinh. Gila céc
tinh thé 124 mot Khoang khéng gian "réng 16n". Ciing di c6 nhiéu céng trinh chd ¥ dén
khoang khong gian nay, thira nhan gia thuyé&t vé cfu tric cdc hat r&i nhau, giita ching cé
luc hiit va luc ddy trong nhiét do théng thuomg. Li thuyét niy goi la /i thuyét dan hoi roi
rac. Song 1i thuyét d6 da gap rat nhiéu khé khin vé phuong dién todn hoc vi ngay nhimg I
thuyét d6 d3 cho thdy gia thuy€t vé vat liéu lién tuc 13 ¢é thé chap nhan dugc.

Tinh déng nh4t c6 nghia la t4t cA moi noi trong vat thé vat liéu c6 tinh chét 1i héa
nhu nhau.

Ta ciing thira nh4n ring khi khong c6 ngoai luc tic dung 1én vat thé thi trong 1ong vat
thé khéng c6 tng sudt. Gii thuyét nay duoc goi 1a gid thuyét vé trang thdi khong cé img
suit ban diu. Ung su4t ma ta s& xdc dinh 1a phin dng suit tang Ién tai diém dang xét do
ngoai luc sinh ra chit khong k€ dén tng su4t cé sin ban déu tai diém dé.

§1-2. NHUNG NGANH KHAC NHAU CUA CO HOC VAT RAN BIEN DANG

Nganh phdt trién d4u tién ciia Co hoc vat ran bién dang 12 nganh L thuyét dan héi. Déi
tugng nghién ciu cda i thuyé&t dan héi 1a vat thé dan héi 1i tedng ; mé hinh nay do Hiic
(Haoke) dé ra nén duogc goi 12 mé hinh vat ran cia Hic. Tinh dan héi If tuéng 1a kha nang
cua vat thé 14y lai todn ven hinh dang ban d4u khi nguyén nhan gy ra bién dang d3 bi loai
bd. Céng cha ngoai luc duge tich lily dudi dang th€ ning dan héi trong vat thé. Hinh dang
ctia vat thé chi phu thuéc vao tai trong dang tic déng, khéng phu thudc vio qua trinh dat tai
trong qua khu. '

Li thuyét dan héi dugc xem 12 mot bd mon ca vat 1i todn. Nhiém vu ciia moén hoc 12
tim cdch xé4c dinh Wng su4t va bi€n dang trong vat thé dan hdi duéi tic dung ctia ngoai luc &
trang thdi cin bing tinh ciing nhu & trang thdi can biang dong nhu dao dong. Phuong phdp
giai cha moén hoc 12 di tr diéu kién chuyén vi hay ngoai luc & bé mit dé€ suy ra trang thii
ing sudt & moi noi trong vat thé. Véi phuong phap dé li thuyét dan hdi c6 thé dé cap dén
céc bai todn véi vat thé c6 hinh dang da dang. K&t qua cia If thuyét dan hdi di duoc s
dung trong nhiéu linh vuc : trong x4y dung, trong nganh ché tao may, trong dia chin hoc va
trong vat 1i. ' '

Nhiing bai to4n clia thiy dong hoc, khi dong hoc ciing din dén nhimg phuong trinh gén
gi6ng hodc giéng hin cdc phuong trinh cha 1i thuyét dan héi va 1i thuyst déo.

G day ta phan biét hai nganh cha I thuy&t dan héi : If thuyét dan héi todn hoc va i
thuyét dan héi ing dung.

Li thuyét dan héi todn hoc ¢6 ging tim thdy céc nghiém hoan toan bing phuong phép
todn hoc. Trén thyuc t&€ véi phuong phdp ndy mot s6 bai todn khong giai ndi vi rat nhiéu khé
khdn vé& mit todn hoc thuan tdy. Dé ddp dng v6i nhu cdu thuc t€, khi gidi cic bai todn phic
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tap, ngudi ta thuong dua vao moét s6 gia thuyét, vi du trong bai todn tdm va vo phai dua vao
gia thuyét vé doan thing vuéng géc véi miat trung binh ciia tAm sau khi bién dang vin
vudng géc voi mat dé chiing han. Tir dé phét sinh mét nganh dugc goi 12 1f thuyét dan héi
ung dung.

Sitc bén vat liéu c6 thé xem la 1i thuyét dan héi ing dung ; & day vat thé dugc xét cha
yéu c6 dang thanh. Vi hinh ding dic biét d6 stc bén vat lidu di dia vio gia thuyét vé tiét
dién phiang dé giii quyét cc bai toan. Can ¢t vio nhimg nhan xét tric quan trong qué trinh
1am thi nghiém vdi cic thanh chiu uén chiu kéo hodc xoén ; siic bén vat liéu con dua ra mot
gia thuyét thit hai 1a gia thuyét vé cdc thd doc khéng ép 1én nhau va tdch xa nhau trong qua
trinh thanh bi€n dang. Véi céc gia thuyét dé6 Suc bén vat lieu dé dang tim th4y nghiém cia
bai todn ma khéng cdn gi dén nhitng phuong trinh co ban ciia dan héi. Nhung d6 cing 1a
mit yéu cha Stic bén vat liéu vi cich suy lugn dé khéng du siic d€ giai cic bai todn tim ing
suit va bi€n dang cia cic vat thé cé dang tim, vo hay khéi...

M6t nganh hoc gdn véi i thuyét dan héi va siic bén vat liéu 1a nganh co hoc-két ciu
hay 1a li thuyé&t céng trinh hiéu theo nghia rong 1a bao gébm nhiéu mon hoc : 1i thuyét dan
hét, i thuyét déo, 1i thuyét tlr bi€n, sifc bén vat liéu... Co hoc két cu theo nghia hep 1a mon
hoc nham tinh img su4t vi bién dang trong hé thanh dusi tic dung clia tdi trong tinh ciing
nhu dong.

Quyén "Siic bén vat lieu" ndy viét theo quan di€ém Y nghia réong. Chiing t6i di x6a bod
ranh gidi giita 1i thuyé&t dan hét, sitc bén vat lidu va co hoc két cdu. Su x6a bod ranh gidi d6
khong ding trén y nghia don thuin vé céc hinh dang vat th€ dugc xét ma c6 mot su thay
ddi sau sic vé phuong phép gidi quyét bai todn : Khai théc triet dé cic phuong trinh co ban
ca lf thuyét dan héi va sir dung it nhat cic gia thuyét. Bo di gia thuyét vé cdc thé doc ma
cdc tic gia cho ring khong hop li. Tuy nhién séch gii¥ lai nguyén ven céch giai cia siic bén
Vit liéu trong mét s& bai todn nhu uén ngang phing, uén thanh cong... Y nghia clia viéc
lam dé 1 mong muén trong mot s& gid han ch& clia nha trudng, mon hoc ¢6 thé cung cip
cho sinh vién nganh cokhi kha nang tu doc sau vé 1i thuyé&t dan héi, 1i thuyét déo va gidi
quyét duge nhiing bai toan da dang cia nganh co khi.

Sur phit trién cia li thuyét dan héi da din dén li thuyét dan héi phi tuyén.

Trong If thuyét dan héi tuyén tinh hay con goi 12 1i thuyé&t dan hdi cd dién, quan hé giiia
céc thanh phdn bién dang va img suit bié€n dang 1a quan hé bac nhit. Quan hé 86 duge biéu
dién bang dinh luat Hiic 1éng quét. Diéu d6 chi déng trong mét chimg muc nao dé6 khi ing
suit chua vugt qud mét giGi han nhdt dinh. Thi nghiém da ching to ring khi ting suit vuot
qué gidi han dan hdi thi quan heé gifia Wng sudt va bién dang khéng con 1a bac nhat nita.
Quan h¢ d6 12 moét dudng cong. Trong thuc t&€ c6 nhiéu loai vat liéu khéng tuan theo dinh
luat Hic. Khi dé tuong quan gilta iing suft va bién dang duge biéu dién dudi dang mot ham
s6 nao d6 :

o = f(g)

Li thuyét dan hdi viét trén tuong quan dé duoge goi 12 1f thuy€t dan héi phi tuyén vat 1i.
O day qué trinh dat tai v c4t tai 1a thuan nghich nghia 12 khi dat ¢Ai twrong quan giifta ¢
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va € la duong cong OAB (h.1-1) thi khi cit tai twong quan dé 5
ciing giam theo BAO. Bi¢n dang s&€ mit di khi tai da giam
hoan toan.

Véi li thuyét dan héi di ring tuong quan giifa \ing suit va A
bién dang la twong quan tuyén tinh, nhung néu bién dang : /
khong thé xem la bé dugc, cdc phuong trinh hinh hoc 13 phi
tuyén thi ta goi d6 12 1i thuyé&t dan héi phi tuyén hinh hoc.

Trong cdc thi nghiém dai véi sit cling nhu d6i véi hgp kim
ctia chiing cho thdy khi Gng sust vuot qua gi6i han chay thi
tuong quan giira bi€n dang va dng suit 12 mot dudng cong
(h.1-2), qu4 trinh 46 1a moét qua trinh khong thuan nghich. Gia du khi ting tai 1én dén B réi
giam tai di thi qui trinh giam tdi khong theo dudng cong OAB nifa ma theo duong BC
nghia la sau khi giam tai hoan toan vin con mét lugng bién dang con dur thé hién bing doan
thing OC. Bién dang d6 duoc goi 12 bién dang déo. Li thuyét nghién citu quy lust hinh
thanh bién dang déo va trang théi ing suat vdi qud trinh bién dang d6 duge goi 1a Li thuyét
déo. Véi Ii thuyét déo ta ciing c6 hai nganh : nganh 1i thuyét déo todn hoc mang tinh chat
chat ch& cia todn hoc va li thuyét déo ing dung ma trong d6é cic phuong phap tinh duge
don gidn héa nhd dva vao céc gia thuyét vé mat hinh hoc hay vé€ mat vat 1.

Hinh 1-1

| | %Jk\\\w
0 c ¢ _ t ‘Ti

Hinh 1-2 Hinh 1-3 Hinh 1-4

Ching ta hiy dé y d&n mot tinh chat sau day cla vat liéu. Vi du xét mot thanh thép treo
chiu tic dung cha luc kéo (h.1-3), khi dat tai, hrc P gay nén do gian Al nao d6. Néu ta dé
luc P tic dung lau dai thi d6 gian Al vin tiép tyc ting kn mac dii rit cham. Hién twgng d6
cang ro khi thanh phai 1am viéc & nhiét d6 cao ma ta goi la hién tugng sau tic dung.
Xét mot vi du thit hai : Xiét chat écu dé ghép hai tim phing (h.1—4). Néu luc xiét dat dén
mot gia tri nao dé va dé tdm ghép lam viéc laun dai thi dé€n moét lic nao d6 ta nhén thdy écu
bi long ra, nghia la dng suat trong bulong sé bi giam di. Hién twong d6 duoc goi 12 hién
tuong ndi.

Hién tuong sau tic dung va hién tuong néi thé hién cing mot ban chat cda vat liéu d6
12 hién tugng xudt hién bién dang déo khi vat liéu 1am viéc dudi tic dung lau dai cha
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A Q‘é

tai trong. Hién tugng dé duge goi 13 tir bién. Tir d6 sinh ra mét nganh co hoc 1a Ii thuyét
tr bién.

Hién tuong tir bién xay ra khong nhitng trong giai doan vat liéu di bude vao giai doan
chay déo ma con xay ra ngay trong giat doan dan héi vi vay If thuyét tir bién da sit dung cdc
phuong trinh cha Ii thuyé&t dan héi va 1i thuyét déo.

- Gin day da phdt sinh mot nganh méi 11 1i thuyét luu bién. Li thuyét ndy nghién ciu
nhitng dinh luat chung vé sur phdt sinh vA phét trién ca bién dang theo thdi gian clia vat
liéu do nhiing nguyén nhan khdc nhau trong nhig diéu kién nhiét doé va héa li khic nhau.
Li thuyét luu bién cho phép ta xéc dinh duge bi€n dang va img sust tai mét diém bat ki
trong vat thé & mot thai diém xdc dinh khi biét dugc cc théng s6 cia yéu t6 tdic déng bén
ngoai va qui trinh bién déi clia cic théng s6 dé trong qui khu.

§1-3. LICH SU PHAT TRIEN CUA MON HOC

Trong th€ ki thit 18 chiing ta da c¢é nhimg cong trinh quan trong dugc xem 12 nhing su
khdi ddu cba mén hoc.

Niam 1729 Buyphighe dua ra dang quan hé phi tuyén gilta ting sudt va bién dang. Sau
dé nam 1768 Hiic di dva ra quy luat co ban cla vét thé dan héi voi dang don gian tuyén
tinh. Gdn nhu d6ng thai véi Hiic ta ¢6 cdc cong trinh :

— Li thuyé&t todn hoc vé uén cia thanh dan héi ciia Ole va Becnuli.
— Tinh &n dinh ca Ole.

— Dao dong ngang ciia thanh dan héi (Gle va Becnuli)

— Nghién ctru vé I{ thuyét luc dan héi cha khong khi (Lémén6xop)

Cu6i the ki 18 va vao ddu th€ ki 19 di c6 ba nha todn hoc néi ti€ng 12 Oxstrogratxki,
Coési va Poatxong di nghién cdu vé bii todn truyén séng trong moi trudng dan héi. Nha bic
hoc ngudi Phdp Navie xudt phét tY quan diém vé luc twrong tdc giita cdc phdn tir cha Niuton
dd dé xuat ra If thuyét dan héi rdi rac. Nam 1822 C6si di dua ra khdi niém vé trang thdi dng
sudt tai mot di€m v viét cdc phuong trinh can bing ciing véi cdc biéu thite biéu dién sy
tuong quan gilfa (ng suit va bién dang cho vat thé ding huéng. Ta c6 thé két luan ring
Navig, Cosi, Ostrogratxki, Podtxong 12 nhimg ngudi da dat nén mong cho 1i thuyé€t dan héi
todn hoc.

Vio giifa va cu6i th€ ki 19, nhu cdu vé phat trién cong nghiép 16n da théi thiic cic nha
béc hoc tim cich tinh toin nhanh chéng nhimg bai todn trong thuc té, do d6 da phét sinh ra
nganh Ii thuyét dan héi dng dung va li thuyét vé sic bén vat lieu. Nhimg ngudi c6 cong
trong Imh vuc ndy 12 Ole, Becnuli, Giurapxki, Iaxinxki, Kiécpisep Lamée, Culéng,
Clapayron, Gadolin, Xanhvondng va cdc nha bac hoc khdc. Vao cudi the ki 19 va sang ddu
th€ ki 20 nganh co hoc vit ran bién dang di phdt trién vo ciing rong 16n : Trong linh
vuc bai todn phing Coloxép va Muskhélisvili d3 dé ra phuong phdp tim nghiém bang 1
thuyét ham phitc, 1i thuyé&t vé tdm caa Bapnép va Galiockin, tinh mai che khong cé
dim cha Laybenzon, Ii thuyé&t uén thanh cong ctia Go16vin, két cdu tau thiy cia Corulép va

9



Papcovich, 1i thuyét he thanh méng clia Vlax6p. Céc tic phdm vé siic bén vat lieu, vé tim
vo va li thuyét dan héi cha Timésenco v.v...

Gén day nhi€u cong trinh da phat trién sang Ii thuy€t dan héi di huéng va nhat 1a tir khi
c6 nhitng mdy tinh 16n da xuit hién nhiéu phrong phép tinh nhu phuong phap phan tir hitu
han, phuong phép siéu phan tir, phuong phédp phan tir bién v.v...

Thanh twu ding ké trong linh virc mdi ciia 1i thuyét dan héi 1a Ii thuyét dan héi phi
tuyén. Trong Iinh vuc chinh x4c héa ta c6 1i thuyét dan hdi mémen.

Vio d4u nira sau cha thé ki XX di phdt trién manh céc Ii thuy&t déo, If thuyét tir bién va
I bién...

S4 tdc phdm, s6 cong trinh ciing nhit s6 cdc nha bac hoc trén todn th€ gidi da 1én dén
con s6 khd 16n dén muic ta khong thé théng ké vao day duoc.

§1—4. NGUYEN LI XANH VONANG

Trong tat ca nhitng phén tinh todn sau day chiing ta thuong sir dung mét nguyén If quan
trong d6 1a nguyén li Xanh Vonang.

Nguyén li duwoc phat biéu nhy sau : Néu trén mét phan nhé nao d6 cla vat thé c6 tic
ddng clia mot he luc can bing thi (mg suat phdt sinh s& tit ddn kha nhanh & nhing diém xa
mién dat luc. Vi du khi ding Kim dé cat mét sgi day thép, ta thiy ring trén sgi day tai chd
cit tdc dong mot hé luc can bang. Di cho luc cit khd Lén thi tai nhimg di€m xa ché cét cha
soi ddy hdu nhu ing sust bang khéng.

Véi nguyén 1i Xanh Vonang ta cé thé thay thé€ mot hé lyc can bang bang mot hé luc
twong duong khac dé tinh ting suat trong vat thé, vi du nhu chuyén luc tir mit phia trén cua
dim xudng mat dudi, hoac thay luc tap trung dat tai ddu mit cia ddm bing mot nhém luc
phan b3 cé gi4 tri twong duong va nguoc lai bing cich thém cic hé phu tu can bang. Su
thay th€ dé chi 1am thay d6i su phan b6 ciia (ing suét & ving lan can, con tai nhimg diém
cach xa vi tri dat luc su phan b8 cha ting sudt 1a nhu nhau. Ta c6 thé phat biéu nguyén If
nhu sau : Tai nhitng di€m ca vat th€ cdch xa diém dit luc thi img sudt phu thudc rit it vao
cich tic dung cua luc.
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Chuong 2
TRANG THAI UNG SUAT

§2-1. UNG SUAT

Xét vat thé dan héi & trang thai can bang duéi tic dung cha ngoai luc (h.2-1).

Tudng tugng cit qua vat thé mot mat cat n bat ki. Mt cit chia vat thé thanh hai phin
AvaB.

Tudng tugng vitt bo phdn B va xét diéu Kién can bang cia phdn A (h.2-2). S& di A giir
duogc trang théi can bang 1a nho phin B di tic dong 1én phidn A mot he luc phan bS trén
khidp mat cit. Nguoc lai néu xét su can bang cta phdn B ; A s& tic dong 1én B mot hé luc
trong tu nhung cé chiéu nguge lai. Hé luc d6 duge goi 1a hé noéi luc hay tng luc trong long
cha vat thé.

Hinh 2—1

Heé luc dé sinh ra dé chéng lai bién dang do ngoai luc gay nén.

Su phan b6 cua heé luc trén mat cit 1a chua xédc dinh, nhung dé dang tinh duge hop luc
ciia chiing vi chiing phai can béng véi ngoai lyc tic dong 1én méi phan.

Ching ta s& n6i ki hon vé cic hop luc d6 khi dé cap dén bai todn thanh. O day ching ta
hdy xét ing sut tai mot diém M bit ki trén mat cit w (h.2--3). Ldy mot phan t6 dién tich dF
chung quanh M. Goi ing luc trén dF la dp;. Phuong cua dP; néi chung khéng vuéng géc
v6i . Ta goi ting sudt tai M 1a ti s6 :

- dﬁi
P
khi dF tién dén khong. Vecto p ¢6 phuong chiéu ciia dP;.

(N/em?) (2-1)

Né&u trén mit cit 7t ta chon mét hé truc toa d6 thuan Oxyz véi Oz vudng géc véi T va

goi 1,j,k 12 cdc vecto don vi trén cdc truc thi p duge biéu dién qua cac thanh phdn hinh
chiéu cia né nhu sau : '
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pury —

B = czE + szj + Tyl (2-2)
o, duoc goi la ing suit phép ;

T,y VA T,, durgc goi 12 img sudt ti€p : Chi s6 z d€ chi T ndm trén mit cit vuong géc vai
truc z va chi s6 th hai d€ chi phuong song song ciia .

Ta quy dinh d4u ctia \ng sult phdp va img suat ti&p nhu sau :

I, sz>0

Hinh 2-3 Hinh 24

o, dugc xem la duong khi vecto biéu dién né cé chiéu tring véi chiéu ciia phdp tuyén
ngodi cia mit cit ;

T,y duge xem 12 duong khi ding vé phia duong cia tryc x nhin vao mat yOz thdy chiéu
ctia vecto biéu dién 1,y 12 chiéu cha z quay theo chiéu kim déng h6é mot géc 90° trong mat
yOz (h.2-4).

§2-2. TRANG THAI UNG SUAT

Néu cho qua M nhilg mat cit © khdc nhau thi twong iing véi méi vi tri clha n ta duge
mot vecto ing sudt p. Tdp hop tdt cd moi vecto ting sudt p ciia tdt cd cde mdr cdt qua M
dicoc goi la trang thdi img sudt tai M.

Tap hop d6 khéng phai 13 moét tap hop nhimg vecto doc 1ap. Qua vay, tuong tugng tich
ra khoéi M mot phan t6 v6 cing bé bang nhitng mat cit n. Phan (8 bé dén miic thé tich cia
no ti€n t6i khong. Khi d6 c6 thé xem nhu cdc mit cit n di qua M. Vi phan 8 phéi & trong
trang théi can bang nén dng luc do Ung suat B trén mot mat ndo d6 gay nén phai can bing
véi céc ing luc trén cidc mit cit cdn lai. Xét trudng hop phén td c6 hinh ding don gian nhat
la mot hinh tit dién.

Gia st bdn mat cit 1 qua M c6 ba mat song song vdi cdc mat toa d6 vi mat thi tu la
mot mat nghiéng bat ky. flhg luc trén mat nghiéng phai can bang véi img luc tdc dung trén
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ba mat song song véi cic mat toa d6. Ta
dugc mét tr dién vuéng MABC nhu trén
hinh 2-5. (3 day c4c canh coa ti dién 11 song
song véi cic truc toa d6 nén dé thuan loi ta
doi gbe toa dd vé M. Vay Oxyz sé tring véi
MBCA. Goi V 13 vecto don vi trén phdp
tuyén ctia mat cit nghiéng.

Céic cosin chi phuong cia v duge ki
hiéu nhu sau :

cos(v, X) =1
cos(v,y)=m 2-3)
Hinh 2-5 cos(v, z) =n

Goi Sx,fay,ﬁz va BV 1A Ung sudt trén cdc mit cdt yOz, xOz, xOy va ABC. Ta c6 thé
biéu dién chiing qua c4c thanh phin hinh chiéu ctia chiing trén céc truc toa do nhu sau :

P, =01+ rxyj + 1,k
Py = Tyl + 0Oy + Tyzl_é (2-4)
P, = Tyl + Ty )+ 0,K
p, = Xi +Yj +Zk (2-5)

- -~

i, J k 12 c4c vecto don vi trén cic truc toa do.

va X, Y, Z 12 cdc thanh phén cua ing suit p,, song song vai cac truc toa dd. Néu goi dS 1a

dién tich ciia tam gidc ABC va 1an lugt dS', dS", dS™ 1a dién tich cia cic mat AOC, AOB,
BOC thi :
dS'=dS/; dS" = dSm ; dS" =dSn
Tir diéu kién cAn bang clia phan t6 ta c6 :

p,dS! + p,dSm + p,dSn + p,dS =0
Hay :
Pyd +Ppym+p,n+p, =0 (2-6)

Chi&u xubng cAc truc ta cd céc hé thic :

X =0,/ +1y,m+ 1,0
Y = ‘txyl +o,m+ 1,0 2-7)
Z=1,0l+1,m+0,n

13



Hay viét dudi dang ma tran :

X Ox Tyx Tox || 1
Y|[=|1y, Oy Ty || M
Z Txz Tyz S, n

Chii y : Phép nhan néi tich hai ma tran & phia phai cho ta mot ma tran cot & vé tréi
vGi ba thanh phan.

Ngoai diéu kién vecto chinh bang khéng ta phai ¢6 mémen chinh bang khéng. Goi O'
la trong tam cha ABC. Xdc dinh hé truc toa d6 O'x'y'z’ song song véi hé truc cii. Cdc thanh
phin mémen chinh tai O' s& 12 tdng moémen cha céc luc d6i véi cic truc O'x', Oy, O'7
(h.2-6).

Vi du tinh t8ng mémen ciia cac luc déi vai truc O'x’. Ta nhan thay tat ca cic mémen do
cdc lyc khéc gy nén 12 bang khéng, trir mémen do lyc ciia hai thanh phén 1y, va 1,,. Ta
gia sif chiéu cdc vecto tng suft ty, v 1,, nhu trén

hinh 2-6 va goi h, h' 1a cdc chiéu cao cua z J
tit dién tuong ing véi cdc mat OBC va OAB. Ta h
phai ¢6 : A
[11] h " h‘ T : !
dS" 31,y —dS" 1, =0 "Ail <
Vi ' ) i
h' XAk
dsnt E =dsn_ =dV ”)( C y
3 3 <

dV — thé tich cta tit dién. 8
nén : X

|sz| — |tyz{ (2-8) Hinh 2-6

Viét cidc phuong trinh momen d6i véi cdc
truc O'y' va 0'z' ta dugc céc biéu thic tuong tur:

ol s 1l = 11 1 :

Il =1t

Tir d6 ta c6 thé phét biéu nhu sau :

Cdc thanh phdn img sudt tiép trén cdc mdt cdt
vuéng goc véi nhau thi ¢o chiéu cung huong vao
canh chung hodc cung huéng rua khoi canh chung

va vé tri s6'la bang nhau (h.2-7). Hinh 2-7
Ménh dé d6 dugc goi 1a dinh luat d6i img ctia tng suat tiép.

Nhu vay trong chin thanh phin ting sudt trén cdc mit cla tam dién vuéng chi cé sdu
thanh phan doc 1ap. Chiing 1a c4c thanh phin ctia mét dai lugng vat I khong bién déi khi
hé truc toa do thay ddi va dugc goi 1 tenxo dng sudt, d6 13 mét tenxo hang hai déi xiing :
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X yx X
To= ¢t Oy Tay (2-9)
Txz Tyz G,

Ching dac trung cho trang thdi ing sudt tai M
vi cac thanh phdn dé du xdc dinh duge moi tng
sudt trén cdc mat cit khic di qua M. Ciing tir d6 d€
biéu dién trang thai dng suit tai M, ta téch ra khoi
M mét phan 16 hinh hép vé cling bé ma thé tich ¢
thé xem 1a khong va ki hiéu céc thanh phén tng
sut trén cac mat cat nhu trén hinh 2-8.

Hinh 2-8

O day, chiing ta chd ¥ ring tri s6 iing suét trén hai mat cit song song 12 khdc nhau, néu
thé tich clia phan t6 tién dén khong thi cé thé xem tng suat trén hai mat song song dé 1a
bang nhau.

Pé thuan lgi cho cach viét thu gon hay khi phai tinh todn v6i nhiéu 4n s6 ngudi ta con
st dung cdc ky hiéu sau day : Hé truc Oxyz duoc ki higu 1a Ox x,x;. Cic tng suit phap
trén cdc mdt cit vudng géc vai Ox,, Ox,, Ox; duge ky hiéu 1a 6y, 6, G33. Céc img sudt
ti€p duoc ki hiéu voi hai chi s6 khidc nhau. 6|,, 6,3, 03y, chi s§ thi nhat dé chi pt phuong phap
tuy€n cia mat cit va chi sé thit hai dé chi phuong song song ctia ing suit tiép dé.

Ciéc thanh phan cta tenxo ing sudt Tq duge viét lai nhu sau :
CSi1 G211 Gy
Te=|0); Gy Oy (2-10)
O3 O3 O3
Hay mot cdch gon hon :
To=[o;lvoii,j=1,2,3 (2-11)
Chi s6 thit nhat d€ chi c6t va chi s6 thif 2 d€ chi hang. \
Dinh luat déi dng ciia \ing suat ti€p duge dién dat véi biéu thic :
G;;=0j Voii#) vaij 14n luot 14y céc tris6 1, 2, 3 2-12)
Cic cosin chi phuong cha mét truc v nao dé déi véi hé truc 0x1x2x3 duge ky hiéu Ia
n, .n, ,n . Chi s6 thit nhit d€ chi phuong phdp tuyén clia mat cit va chi s6 thit hai d€ chi

phuong cua truc toa do.

Bai toan quay truec

Gia sir tai mot diém trong vat thé dan héi chiu luc ta di biét cdc thanh phdn cla tenxa
ing sudt d6i véi hé truc ban ddu Ox;x,x5. Van dé dat ra 12 xoay hé truc dé6 dén mot vi tri
mai Ox'lxlzxg ta phai x4c dinh duge cic thanh phin cia tenxo dng sudt tai diém dé d6i véi

hé truc m6i OX)X,X;.
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Bai gidi
Céc thanh phin tenxo tng suit d6i véi hé truc
Ox(x;x3 12 cdc iing sudt trén cic mat nghiéng 14n luot
c6 phdp tuyén 12 Ox;,0x,,0x;.

Goi cic cosin chi phuong cha cic truc d6 déi véi
Oxx;x3 12 nhur sau -

d6i véi Ox, lan;;, nyy, nys

d6i véi Oxlz 1a ny,, ngy, nip3
d61 véi Ox'3 12 ny;, N3y, N33 Hinh2 -9

Ba thanh phin song song véi h¢ truc Ox;x,x; ciia iing sudt trén mét cit nghiéng vuong
géc vdi Ox, sé la:

X, Gy Oy O3 [Ny
Xpo|=|612 ©Opn Oyn|lng (2-13)
X3 G;3 Oy O3z | N3

Ung suat phdp trén mat cét ching qua 12 téng hinh chi¢u clia X1X,X5 1én Ox'l .Vaytacé:
Ny
apn =X, Xy X3]{ gy (2-14)
M3

Dem (2-13) thay vao (2-14) véi chi ¥ ma tran c6t (2—13) phai déi thanh ma tran hang
trong phép nhan ndi tich (2-14). Tacé :

on ) O3 || Dy Dy

S =19{%2 OS2 On| MM ny2 (2-15)
G113 Gy3 O3 |[Ma3 N3

Ung sudt tiép trén mét cét d6 c6 phuong song song véi Ox, 12 téng hinh chi€u XX, va
X 1én phuong Ox,. Vay

Ny
Sy =X, X, X3]| ngy,
Ny3 |
Thay (2-13) vao tacé :
T
Gy1 O Oy ("n Ny
G, ={[%12 OS2 OSxn|Ma|f |2 (2-16)
G13 O3 O33{| N3 ny3
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V‘Q-‘-an

Mot céch tdng quét cic cong thife (2-15) va (2-16) c6 thé viét lai dudi dang rit gon
nhu sau :
a,f=123

Véi chii ¥ phép nhan ngi tich thit nhét trong ngodc cho ta ma tran c6t ciia ba thanh phédn
vecto iing sudt. Ta phai ddi thanh ma trin hang d€ thue hién ti€p phép nhan néi tich thit hai.
Nhu vay (2-17) cho ta tit ca cdc thanh phdn ciia tenxo ng suit trong hé truc méi
Ox;x5X3. .
Vi du : Cho céc thanh phdn clia mét tenxo ing suit nhu sau : /
o, =100 N/em? o, =150 N/cm? 6,=200 Nfem?
Tyy = 150 N/em® Ty, = 100 N/em” 1,, =350 N/em?,

Phap tuyén cha mit cit nghieéng ABC so véi céc truc toa 36 ¢ cic cosin chi phuong
nhir sau :

cos(n, X) = cos30° - cos(n, y) = cos70°
1. X4c dinh tmg suit phdp va img sudt ti€p trén mat cit. _

2. Gia sit chon phuong clia phip tuyén dé lam mét truc toa d6 méi. Tu chon hai truc
con lai va xdc dinh cic thanh phin cia tenxo ing suit d6 trong hé truc méi.

Pai gidi
1. Tinh cos(n, z)
cos(n, x) = cos30° = 0,866
cos(n, y) = cos70° = 0,342
véi biéu thic cosz(n, X) + cosz(n, y)+ cos2(n, z) = | ta tinh duoc
cos(n, z) = cos68° = 0,365.
2. Goi B 13 vecto \ing sudt trén ABC cdc thanh phin song song véi cic truc toa do
Oxyz caa p la Py Py» P,- Céc tri 56 d6 dugc tinh véi biéu thic :
Py 100 150 50 |[0,866 156,15
py (=150 150 100 {}0,342| =]217,7
p,| 150 100 200 0,365 150,5
Tri s6 \ing sudt phap trén mat cit sg 12 :
0,866
o, =[156,15;217,7; 150,5]| 0,342 | =264,6118 N/em?.
0,365
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Ung sudt ti€p trén mat cit s 1a :

= \/Pi + P§ + pz - Gﬁ = 156,227 N/cmz.

3. D€ tién cho viéc tinh tiép theo ta goi OXyz 12 OX,;X,X; VA OXX,X; 12 hé truc mdi véi
Ox'1 tring véi On. Goi P 12 ddu miit vecto phdp tuyé&n On va D 13 hinh chi€u cua P trén mat
Ox X, (h.2-10).

Sit dung phép quay thir nhat quanh Ox, dé dua
Ox, vé trung véi OD. Khi d6 Ox, s& dén vi trf méi A
Ox'2, goi o 1a goc quay ta s& tinh dugc eic cosin chi / |~ 0,342
phuong cha Ox, d6i v6i Ox;x,X;. Phép quay thi hai P 5 )
quanh Ox, dé dua Ox, vé tring v6i OP. Trong phép 0.866 Y
quay dé sé dua Ox; dén vi tri Ox,. Goi y 14 géc
quay. Ta dé dang tinh dugc e vay. -
0,342 0,365

= —, [g‘Y =
0,866 J0.866 + 0,342

L)
¢
S

tga

Hinh 2-10

a =21°55 v = 21°428.

Tir d6 ta c6 duge d& dang céc cosin chi phuong cua céc truc Oxll,Oxlz,Ox; d6i véi hé

truc Ox;x,x3 nhu sau :
Ox, (ny, = 0,866, n|, = 0,342, n5 = 0,365)
Ox, (1, = 0,3673, nyy = 0,930, n,3 = 0)
Ox; (ng; = 0,339, ny, = 0,134, ny5 = 0,9308)

Tir d6 ta cé thé tinh duoc cdc thanh phin clia tenxo Ging sudt d6i véi hé truc Oxllx'le3 .

100 150 50 7[0,8667]" [0,866

o) =4/150 150 100 || 0,342 |} |0,342 | = 264,61 N/em’
50 100 200]|0,365]| |0,365

L -

T100 150 50 ° _0,866_1T [0,3673]
5, =4/150 150 100 0,342 ¢ |0,930 | =259,8 Njcm’
50 100 200([0,365]| [0

L -

7100 150 50 1[0,8661] [0,339 ]
o3 =1/150 150 100 [| 0,342 |} |0,134 |=222,19 N/fem®
150 100 200 | 0,365]| |0,9308

v
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Tuong tu nhu viy ta s€ tim thiy :

Gy, =259,8 Nfem®; 63, =222,2 Njem®
6,y = 245,70 Nfem? ; 63, = 189,47 N/cm®
6,3 = 189,47 Nfem?; o33 = 257,62 Nfcm”.

Nhur viy tenxo ing sudt 14 :

264,62  259,8 222,2
Ts=1259,8 245,7 189,47
222,2 189,47 257,626

§2-3. PHUGNG CHINH VA UNG SUAT CHINH
Ta goi mat cit trén d6 khéng cé ing suit _tie'p 1a mat chinh. Néu trén d6 cé ing sult
phép thi \ng suit d6 dugc goi la ing suat chinh. Truong hop khong cé ing suit phép thi ta
Xem gié tri ing suit chinh 1a bang khéng. Nhu viy trén mit chinh dng suit toan phin Bv
c6 phuong tring véi phuong cia phdp tuyén cia mat cit. Vay ta ¢6.

-

P, = O,V (2-18)
Chié€u ca hai v& xudng cic truc toa do ta cé :
X=0oy; Y=oym; Z=cy.n (2-19)
Dem hé thitc dé vao (2—-7). Sau khi chuyén v€& va thu gon ta duoc :
(6y 6 )N +1,.m+ 1,0 =0
rxyl + (cy -o,)m+1,n=0 (2-20)

zy
Tyl + 1y,m + (6, —6,)n =0

trong d6 o, va /, m, n 12 cic 4n s6 phai tim, Vi ta phai c6 :

2

2 2
I+m“+n°=1

nén I, m, n khong thé déng thdi triét tiéu va nhu vay dinh thifc cia hé phuong trinh thudn
nhit (2-20) phai bang khéng.

(0x =0y) Ty Tax
Tyy (cy -G,) Thy =0 (2-21)
L. Tyz (o0, -0,)
Khai trién dinh thiic ta c6 :
oo - Lol ~ Lo, ~I; =0 (2-22)
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trong dé :
Il = CX + Gy + O‘Z
I o, Tyx| [Oy Ty| |5, Ty, (2-23)
) =— - -
‘cxy 0'y Tyz o, Xz Gy
Oy Tyx Txz
Iy =1,y o, Ty
Txz tyz G,

Phuong trinh (2-21) cho phép ta x4c dinh duqc-céc gia tri Ung sudt chinh. Ta nhan thay
céc phwong chinh luén luén vuéng géc véi nhau timg d6i mot.
That vay goi cic nghiém dé 13 oy, 6,5, 65. Cic cosin chi phuong tuong \ing véi ba

nghiém dé la 11, my, 0y ; 1, my 5 ny 5 13, my 5 ny ; TU (2-20) ta cd thé vi&t : (vi du d6i véi
phuong chinh thit nhat) :

(o —ol; +1y,my +1,n =0

Tyl +(0y —0)m; + 1,00 =0

Tyl + Ty,my + (06, —0y)n; =0

Nhan phuong trinh thi nhat véi 1, phuong trinh thi hai véi m, va phuong trinh thi ba
véi n, 16i cOng cdc v& véi nhau ta duge :
[(ox — o)1) + Tym; + Tyl + [Tyl + (0y —6))my +
+ Tyynylmy + 1] + T

ydANy + (6, —on;lny =0 (2-24)
Mét cach tuong tu viét dio lai :

[(Gx - 0'2)12 + tyxmz + szn2]ll + ['nylz + (Gy - Gz)mz +
+ Tymlm; + [1,,]; + T,,my + (6, — 57)nyln; =0 (2-25)
Bem rir (2-24) va (2-25) cho nhau va chd ¥ 1, = 1,y, Ty, = Ty Ty; = T,y Sau khi it

gon ta duoc :
(0'1 - 0'2)(1112 +mm, + nlnz) =0

Diéu dé diing vdi moi 6, va 64, nghiala:

1]12 +mm, + nny = 0 (2“‘26)
Viy hai phuong v va v, tuong \ing véi o, vd 6, vudng goéc véi nhau. Tuong tu ta cd
thé chimg minh v, va v4 cling nhu v va v; 12 vuéng géc v6i nhau.

Tu dé ta ciing ching minh duge ring phuong trinh (2—-22) chi ¢6 ba nghiém thuc.
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Thuc vay gia sit phuong trinh ¢6 hai nghiém ao lién hop
cy=a+bivaicy,=a-bi

Sau khi thay cic tri s6 d6 vao (2-20) ta s€ tim thay cic gid tri cta l;1,, m;m,, nyn, la
cac luong lien hop. Tich

1112 +mym, + /yhy

phai 1a mét tri s6 duong. Diéu d6 trdi véi diéu kién (2~26). Vay phuong trinh (2-22) chi ¢
thé cé ba nghiém thuc. (Xem céch gidi phuong trinh bac ba & cudi sich).

Tém lai tai méi di€ém clia vat thé dan héi ta tim thay ba mat cat vuéng géc vdi nhau
ma trén ba mit dé cdc vecto ing suit tring véi phap tuyén cta mit cat. Cdc mit d6 1a cdc
mit cit chinh vA ing suét chinh. C4c ing sudt chinh duge ki hiéu nht sau o, 65, o3 Véi
quy udc a; > G5 > 63 V& trj s& dai s6.

Vira qua ching ta da sir dung cdc thanh phén \ing suét trén ba mat cit bat ki dé xic dinh
phuong chinh va iing suit chinh. Xét vé y nghia vt i ta nhan thdy rang phuong chinh tng
sult khong thy thuéc cac mit cat dd chon ban ddu, nghia 13 khong phu thudc toa do ban
d4u. Chiing chi phu thudc vao diéu kién chiu hrc cha vat thé ; di ta chon toa d6 ban ddu nhu
thé& nao thi phyrong chinh va ing suét chinh chi 1a mot. Néi mot cich khic phuong chinh va
img suit chinh 12 nhimg dai luong vat 1y khong thay déi khi thay déi hé truc toa d6. Vi viy
sdu thanh phin \ng suit ma ching ta 4 néu trén day 1a nhimg thanh phin cia mét tenxo
Ung suit. Khi dua vé truc chinh thi chi cdn ba thanh phén :

o 0 0
TG = [G‘J] ={0 Gy 0
0 0 G3

Tenxo d6 thé hién trang théi chiu lyc cla diém dang xét. Diéu d6 c6 nghia la céc he s6
ctia phuong trinh (2-22) 13 khong déi khi thay déi hé truc toa d6. Ciing Vi vay cic hé s6 d6
duoc goi 12 cdc lugng bat bién cla trang thdi tng suit. Néu ta chon cic mat cit tring véi
cac phuong chinh thi ta phai c6 :

Iy =0, +0y +0, =0 +0, +0;
I, = 0,6, — 6,0, — 0,0, + 12, + 12, + 12, = —0,G» — G,03 — G20 (2-27)
2~ UxVy y“z ¥x Xy yz 2x = 192 273 3P
: 2 2 2 —
I; = 6,6,0, — 0,1y, = OyTyy — O, Txy — 2TyyTy,Tx = 010203

I, I, I; dugc goi la luong bat bién bac nhat, bac hai va bac ba cla trang théi ing suit.
Cic bit bién duge xem 1a cdc dic trung co ban clia trang thai ing sudt tai diém dang xét.

Khéng phai Iic nio trén cdc mit chinh ciing t6n tai ing suit chinh c6 thé cé mat chinh
trén d6 \ing suat chinh bang khéng. Vi vy ta phan ba loai trang th4i ting suit nhu sau :

Néu chi c6 mot mat chinh chiu gng sudt, gia st d6 12 o, thi trang thdi img suit dugc goi
1a trang thdi dng sudt don (h.2-11a). N&u trén hai mat chinh chiu \tng sudt, gia s dé 1a o,
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G, thi trang thdi img
sudt duoc goi la trang

G2

thdi ing suit phing = ]
(h.2-11b). Néu trén
ca ba mit chinh déu
c6 ng sudt thi duoc )
a

goi la trang thai ing
suat khéi (h.2-11¢).

Diéu kién bén

Hinh 211

o2

Ga

cha céc loai trang thdi dng sudt 14 hoan toan khidc nhau. Déi véi trang thdi \ing suit don ta
c6 thé tim dugc diéu kién bén tir thi nghiém nhung d6i véi cic trang théi Ung sudt phang va
khéi ta khong thé xdc dinh dugc diéu kién bén tir thi nghiém, ma phai sir dung dén cac
thuyét bén dé tinh d¢ bén clia ching. Van dé ndy chiing ta sé dé cp lai & mét chuong sau.

§2—4. VONG TRON-MO (MOHR) UNG SUAT

Phén 16n cdc bai todn thudng gip trong ki thuat
la nhitng bai toan da xidc dinh dugc mot mit chinh
va biét chic trén mat chinh d6 ing suét bang khong.
Ta ciing dé dang tinh duge dng sudt trén hai mat cit
bat ki vuéng géc véi mat chinh. Véan dé dit ra 13 1am
th€ nao xdc dinh rd phan t6 d6 & trang thdi Ung suit
don hay phiang. Muén dat dugc diéu dé buéc ta phai
tim thdy cdc mat chinh va dng suét chinh con lai.

Gia si trang thdi 1ing sudt cha phan t§ duge
biéu dién nhu trén hinh 2—12. Mat cit vubng géc véi
truc z la mét mat chinh. Va ing suit trén
mat chinh d6 12 bang khong ; con hai mat cit vuong
g6c véi cdc truc x vi y 12 hai mit cit bat ki. Trén
cdc mat cét d6 c6 céic thanh phin ting suft o,, Gy
Tyxs Txy (Txz = Tyx = 0 Vi mét vubng géc v6i z 1a mot
mat chinh) :

va

Ta hay x4c dinh Gng suit trén mot mat nghiéng
bat ki song song vdi z. Goi phap tuyén trén mat dé
1a v va truc vuéng géc v4i nd 1a n (h.2—-13). v, n va
z [ap thanh hé truc toa d6 méi. D& xic dinh tri s6
ting sudt phip o, va Ung sudt ti€p 1., ching ta chi
cin thuc hién phép xoay truc. Cac cosin chi phuong
cha v va n so v&i hé truc toa d6 cii 1a nhir sau :
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y {cos(v,x) = ~coso. {cos(n,x) = sina

cos(v,y) = sinat cos(n,y) = —cosa.

Tri s6 cha oy vatyqla:

Sau khi khai trién ra ta cé :

oy = o'xcos2a +6, sinla — 2ty cosasina

y
Tvn = (04 — Gy )sinacosa + ‘:xy(cosza ~ sin’at) (2-28)
Sir dung céc cong thic d6i cung ta dé dang dura (2-28) vé& dang sau day :
Oy t06y, ©Oy,—-C
= +
\Y 2 2

G, —C
X .
Ton = —2—ysta + T,y COS 20t

y

Lo} cos2a - 1,, sin2a

y
(2-29)

Véi cic biéu thic dé ta dé dang xdc dinh dwgc phuong chinh va ing suét chinh. Theo
dinh nghia mat chinh 12 mit trén dé Ung sudt ti€p bing khong. Vay tir biéu thic thi 2 clia
(2-29)taco: ’ '

21
tg2a = - —%— (2-30)
G, - O,

Pem (2-30) thay vao cho phuong trinh ddu ca (2~29) ta s€ tim thdy hai nghiém :

2
g, +0 6, —C
b = 5 y:\/( — y] +Thy (2-31)

Chi s6 1, 2 & day dé chi nghiém thd nh4t va nghiém thi hai.

D¢ thuan 1gi cho viéc xdc dinh phuong chinh va dng suit chinh ching ta ding phuong
phép hoa dé dugc trinh bay sau day :

d . C + c 2 A A Pal . -~
Chuyén s6 hang x—2—y & phuong trinh d4u cua (2-29) sang v€ trdi réi binh phuong

c hai v€ clia ca hai phuong trinh va dem cong lai, ta duge :
o, +o, ) s, —o, V
2 x 2
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Néu chon mét he truc toa d¢ véi truc tung bi€u dién gid tri cha T,y va truc hoanh biéu

dién gia tri cha o, thi twong quan giita @, va T,y 13 trong quan ctia mét dudng tron. Tam

N N M 2 . Gx + Gy
vong tron nam trén truc hoanh tai hoanh d6 — va bin kinh 1a :
s, o,V
2
R= (252 4 2-33)
Vong tron dé duge goi
la vong tron MO (Mohr) Ton
ing suat (h.2—-14).
Dé ¢ dén diém M, trén M

dudmg trdn. Toa doé cha M, B 3 )

lé‘cx va 1,,, viy M, la " i "’Q .
diém tugng trung cho céc 2 LA !

thanh phin \ng suit trén
mat cit vuébng géc véi truc
x. Do 46 M, dugc goi la
diém gdc, ban kinh O'M,
dugc goi la ban kinh géc. Hinh 2—14

Né&u quay ban kinh g6c

O'M, mét géc 2 ta sé dén duge vi trf diém M 1a di€ém tugng trung cho dng suét trén mat

nghiéng c6 phép tuyén v nghia 1a hoanh d6 ciia M 1a tri s6 o, va tung d¢ ciia M la iing sudét
ti€p tyy.

Thuc viy, goi B 14 goc giita truc hoanh va O'M,, goi M' 1a hinh chiéu cia M trén truc
hoanh ; thi toa do cha M dugc xic dinh bdi cic biéu thic :

OoM' =OO'+O'M'=00'+0'MCOS(B+2U.) (2-34)
M'M = O'Msin(B + 2a)
. — — Gy — Oy
Péyring: O'Mcosp = O'Mscosp = —

va O'Mssinf = O'Mosinp = 1.
Cic biéu thiic (2-34) duoc viét lai nhu sau :

— o©,+0 o, -G .
X y + % Y cos2a — t,, sin2a

2 2 Xy
-c

2

o

(2-35)
_— (3

M' =
M'M =

X

Y sin 20 + Tyy €OS20L
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So sdnh (2-35) va (2-29) ta thdy r6 rang :

O'M =g,

Dé thuan tién cho viéc xac dinh cic géc ta xem truc hoanh 6, I song song véi truc x
cia phan 6. Tir M, ké mot dudng song song véi truc hoanh, giao diém P cha dudng d6 véi
dudng tron duge goi 14 diém cyc. Ta chi cdn quay PM, mét géc o theo nguge chiéu kim
ddng hé 1a ta s& tim thdy M (h.2-14).

Cic diém tugng tnmg cho (ng sut trén mit chinh phai 12 nhimg diém c6 tung d6 bing
khong (vi iing sudt ti€p trén mat chinh c6 tri s6 bing khong). Nhu vay cic diém d6 12 cic
giao di€ém M, M, clia dudmng trén véi truc hoanh. Phuong phéap tuy&n cha cic mat chinh 1a
phuong PM, va PM,.

D6i véi trang thai ting suit phing v6i vong tron img suét ta nhan thdy dé dang mat cat
trén d6 c6 Ung sudt cyc dai va cuc tiéu. Khi vong trdn nidm hoan toin vé phia duong clia
truc hoanh, ing suit tai M; va M, déu duong thi iing sudt cuc dai ciia trang thdi ing suit Ia
ting suft duoc tuong trung bai diém M. Con tng sust cuc tiéu 1A ing sudt c6 tri s6 bing
khéng. Ung sust d6 nam trén mat chinh thit ba. Trudng hop vong tron cit truc tung thi M,
12 1ing suat cyc dai va M, 13 dng suat cyc tiéu. Trudng hop vong tron ndm vé phia 4m cla
truc hoanh thi o, = 0 vd 5, va 54 1 4m. Di nhién o4 la cuc ti€u. T vong trdn tng sudt ta lai
tim thdy cic cong thifc da x4c dinh trude day bing giai tich.

27,y -
tgo = ~—— , (2-36)
- Oy —0y
G, +0 o, — O 2
Omax = — Y + [ " ’J + Ty (2-37)
mn

Chi s6 max va min & day la so véi moi mit cit ciing
song song vdi truc z.

Gy -
Trudong hop téng quét khi ta c6 trang théi ing sust ’
khéi véi ba ung suit chinh &,, 6,, 63 nhu biéu dién trén o | o,
hinh 2—15. /o,
Pé xic dinh céc tri s6 Gmg suit trén nhimg mi¢ phing l
nghiéng song song véi 65 ta cé thé sit dung vong Mo img 2
sult tao boi 6,, o,. Vi mat nghiéng song song véi 6, ta Hinh 215

ding vong Mo tao boi 6,03 va véi cic mat nghiéng song
song vdi o, thi ding vong Mo tao bdi 6,6;. Cic vong d6 duge vE trén cing mdt mit toa do
Oy Va Tyy (h.2-16).
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Nhu vay 1a ta c6 ba vong Mo
dé biéu dién cho trang thédi tmg
sudt. Ngudi ta ciing chimg minh
duoc rang : mét diém bit ki trong
mién gidi han bdi ba vong tron c6
toa do la cdc tri s§ ing suit trén
mot mit cit nghiéng bat ki khong
song song vdi cac phuong chinh.

Qua ba vong Mo tng suit ta
nhan thdy ngay mat nghiéng c6
ing sudt ti€p cuc dai 1a mat song
song vdi 6, va c6 phdp tuyén tao
voi 6, mot géc 45°. Di nhién mat
cét c6 tng suAt ti€p cuc tiéu 12 mat
vuéng goéc véi mat trén. Tri s6 cia
ing sudt tiép cuc dai 12 :

Hinh 2-16

-91703
max — 2

T (2-38)
Ung suat phap trén mit d6 cé gia tri 1a

§2 —5. UNG SUAT BAT DIEN

Ta hay khao sdt mot mat cat dac biét : mat nghiéng déu
déi vdi cic phuong chinh. Tich ra khoi M mét phan 16 boi
céc mat cat nay ta s& dugc mot hinh bit dién h.2-17. Cic
césin chi phuong cia phap tuyén mot mat cit c6 tri s61a :

|

1=m=n= 1

3

Tir (2—7) ta cé céc thanh phin song song véi cic truc toa
d6 cha dng sudt toan phén trén mit cit ABC la Hinh 217

X o, 0 0
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. T T~ -
o, 0 0 7__
3
1
J3

0 0 03

Ung sudt ti€p c6 tri s6 1a :

2 2 2

I
rbd=\[X2+Y2+Zz—c§d =\/93L+-c;—2+%—§(01+52+c3)2

4= 3(0) 6202 + (6, ~ 03)% + (03 — 1) (2-41)

Néu sir dung cdc mat cit ban ddu 12 nhiing mait bat ki thi nhd tri s6 cdc lugng bat bién
ta d& dang tinh dugc cdc tri s6 cha cac thanh phin ting suit bat dién nhu sau :

1
Opg = ‘3‘ [GX + Cy + GZ] (2_42)

2

1
Tpd = 3-\/(0')‘ - O‘y)2 + (O'y - 61)2 + (O'z _Gx)z + 6(‘:3)/ T T, t 132) (2-43)

Tir céc biéu thitc 46 trong 1i thuyét déo ngudi ta da dua ra hai dai luong :
Cuong dé img sudt tiép .

XZ

1
T = 7_5\/@ ~6,)? + (0, ~0,)! + (0, ~ 0, ) + 6%, + 12, +15,)  (2-44)

Cuomg do ing suat -

" |
G, = —2—\/(0X —6,) +(0, — 0,0 +(0, ~0,)" + 6(zgy + 15, + Thy)  (2-45)

Hai dai lugng d6 déng vai trd quan trong trong 1i thuyét chz';y deo.

§2—6. TRANG THAI UNG SUAT CAU VA TRANG THAI UNG SUAT LECH

Mot cich t8ng quét, mot trang thai (ng sudt bit Ki c6 thé xem 1a sy céng tic dung cta
hai trang thdi ing sut :

Trang thdi Gdng sudt cdu va trang thii ing sut léch.

Trung thdi img sudt cdu 12 trang thai ting suit ma trén moi mat cét tri s6 ing sudt phap
1a bing gi4 tri ing suit trung binh :

1
Op =3 (oy+6y+0,) (2-46)

nghia la bang tri s6 cla g su4t phap bt dién (h.2-18).
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Trong trudng hop ndy mat ndo ciing 12 chinh vi ba vong tron Mo tng suit thu vé
mot diém.

Tenxo ing suat cdu c¢6 dang :

Ts =40 6 O (2-47)

cy—cm

Cw /Ub . - Ty
yz
T
xy
G |
L —= Op, tzy_,_ % G,— Gy,
/th (
—\ -
Idm G,= O Toy
Hinh 2-18 ' Hinh 2-19

Trang thai img sudt léch 1a trang thii dng sudt cé tri s6 \ng suat phdp trén cic mit trir
di dng sult trung binh (h.2-18) ; con céc tri s6 ing suat tiép van gili nguyén.
Cic thanh phan cia tenxo Ung su4t nhu sau :

(Gx - ctb) Tyx Tax
Dg = {7y 6y —0p) Ty (2—48)
Txz Tyz (Uz —Oy)

Tenxo d6 duge goi 12 tenxo léch hay do léch cua iing sudt.

Ta nhéin thay ung suit cdu chi gay nén bién dang thé tich. Con chinh tenxo lech di gay
nén cic bién dang géc nghita a gy nén cic bi€n dang hinh ding.

Tenxo lech déng mét vai trd quan trong trong viéc xét d6 bén ving, d6 bién dang déo
ciia vat liéu.

§2-7. MAT UNG SUAT PHAP
DéE c6 mot hinh tugng V& su bién thién ciia itng suft tai mot diém trén nhiing mat cit
khic nhau trong khong gian ta xét dén cic mat émg sudt phap.

LAy lai biéu thic (2-7). Biéu thitc d6 x4c dinh céc thanh phén theo céc truc Ox, Oy, Oz
cha \ng suit py trén mit nghiéng ABC (h.2-5). Thanh phén cia ing suit phip trén mat
nghiéng d6 12 tdng hinh chiéu clia X, Y, Z 1én phuong phép tuyén v.

cy=Xl+Ym +Zn
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Thay tris6 cia X, Y, Z vio ta cé.:

Oy = o-,{l2 + csym2 + czn2 + 2mnty, + 2nlt,, + 2Int,, (2-49)

Néu ta chon mét doan thiang r cé phuong tring véi phdp tuyén v va cé géc 12 gbc ciia
hé truc toa 46 vai do dai la :
k

G

r=

(2-50)

Y

thi khi v thay déi, nghia 12 khi mat cét thay déi, ddu mut ciia r s€ vach ra mot mat bac hai
ma ta goi la mat iing suit.

Thuc vay, goi x, y, z 1a toa d6 cia ddu miit cia r. Cic toa dd 36 duge xac dinh bdi céc
biéu thiic :

X =1l y =, zZ=m (2-51)
Thay tri s6 clia |, m, n duge tinh tir (2-51) vao (2—49) ta ducc :
cs',(x2 + cyy2 + czz2 + 21,2 + 21,,2X + 21, Xy = +k* - (2-52)

trong d6 : k 12 moét hiang s6 ti 1@ tily y chon. Mat bac hai dé duge goi 14 mat iing suat cosi
(Cauchy).

Dé& dang nhan thdy ring néu nhu cic mat toa dé ban ddu Oxyz tring véi cic mat chinh
thi (2—-52) c6 dang thu gon nhu sau :

olx2 + 02y2 + 0‘322 =4k (2-53) z
Tir 46 ta c6 cac trudng hop sau day :

a) Néu o > 0, 65 > 0, a7 > 0 khi dé (2-53)
s€ dugc vi€t 1ai dudi dang :

2 2 2

X Yy Z _ _
F-‘-?—-‘-F_l (2 54)
6 6, o

Mat cosi s€ 1a mét mat elip.

Tuong tw khi 6, <0, 0,<0,0;<0.

b) Khi cidc ung sudt chinh c6 diu khac
nhau. Gid stttacé 6, >0, 6,>0,5;<0.

Phuong trinh (2—53) duac viét lai dudi dang :

o x> + o,y° ~ loglz® = 1K (2-55)

P6 1a mat hypecbon mot nhanh va hai nhanh
(h.2-20). Ciac mat d6 duoc phan chia bdi mat
noén tiém can :

c;tx2 + 0'2y2 - I0'3|22 =0 (2-56) Hinh 2 - 20
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Ngoai mat \ing sudt phap Cési ta con c6 thé bi€u dién hinh hoc trang théi 1ing suit mot
cédch khic. Néu 14y tir gdc toa 40 mot doan thing c6 do dai tugng tnmg cho tri s6 \ng sudt
toan phan trén mat cit nghiéng v c6 phuong 13 phuong cha img suit dé thi khi xoay mat
cit nghiéng theo nhimg phuong khéic nhau d4u miit clia doan thing s€ vach ra mot mit elip
ma ta goi la mat elip ing sust. Ta dé ding viét phuong trinh clia mit elip do6.

Gia sir he truc toa d6 ban ddu chon triing véi cdc phuong chinh ding sudt. Cic thanh
phéin hinh chi€u cua Bv, duoc tinh bdi (2-7) sé 1a:

X=O’ll, Y = G0hHn, Z=G3l'l
Néu goi x, y, z 1a toa d6 clia ddu miit doan thing ta da chon thi ta d& dang thdy ngay :

x=X=0,l, y=Y =0a;n, z=7Z=0;3n (2-57)
Nhung giifa 1, m, n ta lai ¢6 biéu thuc :
P+mi+n'=1

Thay céc tri s6 1, m, n tinh tir (2—55) vao ta dugce :
2 2 2
LN AR (2-58)

2 2 2
Gy ©3 O3

Va dé la phuong trinh ciia mét mit elip.

§2-8. PHUONG TRINH VI PHAN CAN BANG

Trén hinh 28 ta di st dung mot phan t6 duge tdch ra bdi cdc mit cat song song vuéng
géc véi nhau dé tuong tnmg cho trang thdi dng sudt tai diém dang xé.

Ta da néi rang thé tich cha phan t6 1a v6 cling bé, tién ti khéng vi vay tri s6 Ung suat
trén cdc mat song song cé thé xem 12 bing nhau va c6 chiéu nguge nhau. Dé nghién ciu
trudng \ing suat trong vat thé duéi tic dung clia ngoai luc chiing ta phai xét cac thanh phén
ng suét trén nhitng mat cit song song vdi nhau cidch nhau moét lugng vo cung bé. Tri s6
Uing suit trén mat dé phai khéc

nhau. Vi du xét hai mat cit vuéng z
gbc véi truc x. Néu trén mat cat di . +§31d 5, + ‘:2 d, . . ﬂgd
qua géc toa do cb tri sG dmg suit ¥og 7 / S
phdp 12 o, thi trén mat cat song o+ ngxdz o 2,
song cdch né mot khodng dx ng 2 | 57T, dy
suit phap phai cé tri s6 1a o, + . atud /ﬁ'\ < .. y
95, dx . Suy luan tuwong tr véi cic “a \ Ty ‘}iyﬂdy

X . X do, ot
thanh phan ting sudt khdc ta c6 thé o+ d, Ty * 5 td,
biéu dién su bién thién cha cic ng X X
sudt nhu trén hinh 2-21. Hinh 2 — 21

30



Ngoai cdc luc bé mit do céc ing sust gdy nén con 6 cac luc thé tich tic déng trén toan
b6 thé tich cha phan bé.
Néu goi X, Y, Z 12 c4c thanh ph4n hinh chi€u ctia luc thé tich trén mét don vi khéi

lugng ciia phan t6 va goi 1a p va kh6i luong riéng ctia vat thé thi tir diéu kién cin béng ta cé
céc phuong trinh hinh chié€u cda cic lyc theo cdc phuong x, y, z nhu sau :

50‘x aTKy a""xz - W

v By +—, +pX =0

ot éo, o

aiu ay’+ a;’+pY=0L (2-59)
6sz 6‘Czy 00'1 -

EW + By + % +pZ—0‘

Khi phan t6 ¢6 chuyén dong véi gia téc thi ngoai cc luc trén ta con c6 thém luc quén

tinh. Goi u, v va w 1a cdc thanh phin chuyén vi ciia phan 18 theo cic truc toa do x, y, z thi
phuong trinh (2—59) phai c6 dang :

do, Oy ot _ &%

2 + By + F. +pX = Y
n oc n 2\)

yX y yz L _
x + 3 + o +pY patz (2-60)
da,, zy OO, _ *w
F + By + pe +pL=p )

Ciéc phuong trinh can biang dé duoc goi 12 nhimg phuong trinh cha Navié.

Bai tap
2.1. Trang thai ing sudt tai M trong vAt thé dan héi chiu lyc cho bdi tenxd tng suit
3 1 1
2
1 0 2 | kN/cm ) W ye,=10
1 2 0 KN/cm

Hay xac dinh gid tri cic ung suat chinh va

phuong cic mit chinh. I [~ =10
=4 —] X
2.2. Cho trang thii ing suit nhu hinh V& % X
h.2-22 =
( ) . ‘ e Ty = 2,4
Xdc dinh céc tri s6 ctia 1ing sudt chinh va

Ing sudt bat dién. Hinh 2-22
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2.3. Xac dinh (ing su4t chinh cho trang théi img suit nhu hinh 2-23.

=13
% l :SKNlcmz

xZ
- 2 3KN/em’
- KN/cm
,_I__ 2KN/em”

Hinh 2-23 Hinh 2-24

2.4. Tim (ng sudt chinh va phuong chinh cGa phan t6 & trang théi tng sut phang nhu
hinh 2-24 bang phuong phdp gidi tich va phuong phap d6 thi.

2.5. Tim gi4 tri ing sudt phip vA (ng sudt ti€p trén cdc mat cat xién chia phan t6 biéu dién
trang thai (ng suat nhu trén cac hinh 2-25.

2
| 6KN/om .
e 1_, 4KN/cm
4KNlem®  — ~—— 4KN/em”
60 60°
—— ZKN/cm2 ‘

Hinh 2-25

2.6. Tim ting sudt chinh va phwong chinh ciia cic trang thai tmg sudt di cho bang phuong
phdp hoa dé (h.2-26).

2

P

ZKNIem’
—1 b 4KNfem’ —g SkN/om?
prm— — 1KNIcm2 T

Hinh 2-26

2.7. Ung su4t toan phin B tai di€ém M trén mat cit m — n cit qua vat thé dan héi chiu luc
c6 phuong nghiéng so véi. mat cit 13 60°. Dugc biét trang thdi ¢ng suat tai do la
trang th4i tng sust phing. Trén mat cit vudng géc véi m — n chi c6 ung sudt ti€p t. Hay
x4c dinh tng sudt trén mat nghiéng so vdi m — n mot géc 45° nhur hinh 2-27. Cho biét
trisdctapla3 kN/cm?.
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wr e

o - o8y R
45 \(/ / ‘5/

Hinh 2-27 Hinh 2-28

2.8. Mot lang try hinh tam gidc ¢ chiéu day 1a don vi duge gin vao mot vat thé khic &
mat AB nhu trén hinh 2-28. Lang tru chiu cdc luc ti€p xdc phin b8 déu & mat bén
p=1kN/cm?.

Tinh dp luc va luc ti€p xidc trén mat AB.

2.9. Trang thdi ‘ng suft tai mot diém trong vat thé dan héi chiu luc duoc cho bdi tenxo

ung suAt. :
7 -5 0
Ts=|-5 3 1|kN/em?
0 )

Hiy x4c dinh vecto Gng suit trén mat nghiéng di qua P va song song véi mit phéng :

3x + 6y +2z=12.

2.10. Cho tenxo ung suit
14 7 -7
Te=| 7 2t 0|kN/em®
-7 0 35
Hiy xdc dinh vecto img suit tai diém P
trén mat cit song song véi mit phang
BGE, BGFC (h.2-29) B|4 c
2.11. Trang thdi ung suét tai diém bt ki cho boi A £
tenxo \ng suit
-0 Cx, 0 | I—— 6
Tg=|Cx; 0 —Cx |v6iC=C* 20 2l <
0 —Cx, O
Hinh 2-29

a) Tinh vecto ng suit tai diém P(4, -4, 7)
trén mat phing
2X) + 2%y - x3=~7
b) Tai diém P(4, —4, 7) trén mat ciu
x% + x% + x% =81

c) Xdc dinh céc g suat chinh, ting suit ti€p cuc dai tai P.
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Chuong 3 \
TRANG THAI BIEN DANG

§3-1. CHUYEN VI

Xét mot vat thé dan héi chiu luc.

Gia sir & thoi diém ban déu t, vat thé chua chiu lyc.
Vat thé chi€ém trong khong gian mot thé tich V. Dén thai
diém t, sau khi chiu téc dung ciia ngoai luc vat thé chiém
mot thé tich méi V.

Goi A 1a moét diém trong V. Vi tri clia A duge xic
dinh boi vecto ;(x, Y, z).'Sau khi chiu luc A dén mot vi
tri méi A' trong V' va dugc x4c dinh béi ;'(x', y', Z')
(h.3-1).

Ta goi vectd AA' 1a vecto chuyén vi clia A. Néu goi

i, ),k 1a cac vecto don vi trén céc truc toa do thi :

AA' =i+ v} +wk 3-1
u, v, w 1 cdc thanh phin chuyén vi cia A. Nhur vay u, v,
w la c4c ham s¢ phu thuéc ba bign s6 x, y, z.

Toa d6 ciia A' dugc xdc dinh theo céc thanh phin
chuyén vi ciia A nhu sau :

x'=u+x
Ay'=v+y (3-2)
Z'=w+z
§3-2. BIEN DANG
a) Tinh bién dung dai

______

Hinh 3—1
z
Pa b
A"(d .’<d51
S

Hinh 3-2

Xét thém mot diém P 1an can A. Toa d6 clia P duoc x4c dinh bdi cic biéu thic :

X +dx
Piy +dy
z+dz

dx, dy, dz 14 cic vi phan cﬁla X, Y, Z.
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V'ﬁ'["g".

Sau bi¢n dang P dén mét vi tri méi P trong V'. Toa d6 cia P’ s€ 12
X+ dx + u,
Py +dy +v,
Z+dz + w,

Trong dé u,, v, va w, duoc xac dinh theo u, v, w nhu sau :

u =u+ %ux-dx+%dy+—g%dz
., dv. . v
Vi=V+ 5dx+ady+5z—dz
ow ow ow
W) =W+ gd){'l‘gdy'i"é;dz
Goi chiéu dai clia AP 1a ds va chiéu dai cia A'P’ 1 ds; thi ti s6
€= dS] —ds
~ ds

duoc goi 1a bi€n dang dai theo phuong ciia AP..

Chiing ta tim cach x4c dinh € theo cdc ham s u, v, w.

Céc thanh phin hinh chigu cia ds, 1én céc truc toa dé 12 nhu sau
ds/x=(x+dx+u)-—(u+x)=dx+u;—u
ds\//y=(y+dy+v)—-(v+y)=dy+v,—-vVv
dsi/z=(z+dz+w))—-(W+2z)=dz+w - W

Thay céc tri s6 uy, v, w, tir (3—5) vao day ta s€ c6 :

ou ou

ou
ds;/x =dx + é-x-dx + Edy + b—z-dz

ov ov ov
ds,/y =dy+ gx-dx + Edy + adz
ow ow ow
dS]/Z =dz + &—dx + ?y-dy + 3{
Vay do dai binh phuong cta ds, s 1a:

2
ds? = [dx +%dx +%dy +%dz] +

Tix biéu thirc (3—6) tacéd :

2
95—‘2 =1+2a+52zl+2s
ds

(3-4)

(3-5)

(3-6)

3-7

(3-8)

(3-9)
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Chia c hai v& cia (3-8) cho ds, chi y dén céc ty s6 d_ j—y 32 ching 12 cic cosin

chi phuong /, m, n ciia doan thang AP d6i véi hé truc toa d6. Két hop véi (3-9) ta c6 :

1+2= I+I@+m@+n@ 2+ m+l@+mﬂ+nﬁ 2
ox oy 0z ox oy oz

+ m+1@+m@+n@'2
& "oy "a&

Thue hién phép binh phuong, bd qua nhiing s6 hang vé cling bé béc cao, chii y téng

P+m?+n’=1 ta di dé€n két qua :
€= 12@ + m2§1+ iw—+1m @+g
T o dy az dy = x
ow ow
+ ln[—+§ [E E] (3—10)
Xét nhitng truong hop riéng :

Lin lugt cho AP song song véi céc truc toa do, nghiala lan lwot 1dy /= 1, m=1,n =1
con nhiing hé s6 cdn lai 12 bing khéng ta s& dugc :

ou ov ow
Gx=g,ﬁy=5\/é€z=g (3—11)

Nhu vay, dao ham riéng phén ca u, v va w theo c4c bién s6 1a cic bi€n dang dai theo
phuong cua cic truc.

b) Tinh bién dang géc
Xét thém diém thit hai Q 14n can diém A sao cho AQ

vudng goc véi AP. Néu xem géc vuong 12 don vi goc thi z
bién dang cha PAQ dirgc xem 1a bién dang géc ty déi. b A-.<P
Goi Q' 12 vi tri chha Q sau bi&n dang. A Z. Q
Q
Ta tim c4ch x4c dinh cdc cosin chi phuong /;, my, n, .
cta A'P’ va /5, m,, n, cia A'Q' theo vdi cac ham u, v, w va ' y
céc cosin chi phuong /, m, n va I, m', n' cha AP va AQ, vi
ching vuéng gdc nén ta c6 diéu kién : ' + mm’ + nn' = 0. X
Vi du tinh /,. Tir 3-7) ta c6 : Hinh 3-3
Ou ou ou
ds,./y =ds;//x =dx + &-dx + a}-dy + -é;dz
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Thay tri s6 ds; tinh tr (3—6) vao ta duoc :

Ou Ou ou
(1 +€)dsl; =dx + &dx + ady + Edz

Chia c4 hai v€ cho ds va nhan véi (1 - £). Xem 1 — g2 ~ 1 ta dugc :

l,=l(1+%xu—](1—e)+mgyg(l-—e)+n%§-(l—£)

_ Thuc hién phép nhan va bd cic s6 hang vo cling bé bac cao ta s& duogce biéu thic cia /;.
Cing mét cich 1am ta s& tinh duge m; va n,. Céc biéu thic d6 12 nhu sau :

{ —1[1—s+@]+m@+n@l—-
= Ox Oy oz

ov ov ov
m(—15;+m[1—e+5;]+n52— (3-12)
n —Iﬂ+mﬂ+n[l—e+?—v&]
77 o dy oz

Cung cdch tinh tuong tu ta s€ tim thdy cic cosin chi phuong cila A'Q’ theo véi céc cosin
chi phuong /'m'n' cia AQ.

l —I'[l—e+@]+m'gu—+n‘?£
2" x
ov

Oy oz
lav l( &] 1
my=!'"—+m'(l-€+-—|+n'—

= % = (3-13)

n, = 1'9‘1+m'2w—+ n{l —€ +a-—w-]
ox oy oz
Goc gém giita hai dudng (A'P, A'Q’) dugc xdc dinh bai biéu thiic :
cos(A'P', A'Q) =/l + mm, + nyn, (3-14)
Pem (3—-12) va (3—13) thay vao (3—14) véi cha ¥ (3-11) ta s& dwoc :

L) L} L L4 T ] av
cos(A'F, A'Q) = 2(g, I + g,m.m’ + ,;nn )+ [5 + -éx—] (Im'+ml) +
ov

ow ou
[E-rgy-](mn +nm') + [a+gx—)(nf+n1) (3-15)

Vi bién dang 12 v6 cling bé nén ta c6 thé xem géc [g - (A'P‘,A'Q')] =y la bé. Do d6
c6 thé viét :

cos(A'P, A'Q) =sin [% - (A‘P‘,A'Q‘)] ~y
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Vay (3—-14) c¢6 thé viét lai nhu sau :

l 1 L av ]
y=2eJdl'+ g,Mmm’ + €,nn )+ [5; + &] (m'+ml)+

ov ow , . ou  ow v
(E+E](mm +m'n) + (E+-—a—x-)(nl + n'l) (3-16)

y la bién dang cla goc vuéng (AP, AQ). Néu 14n luot 1dy AP va AQ song song véi céc
truc toa do, nghialaldn luotcho/=1vam'=l,m=1van' =1, n= 1/ = 1, ta s& fim thdy
cdc bién dang cua cic géc vuoéng xOy, yOz va zOx.

Ta duoc céc biéu thitc
. au ov)
Yxy = 3y *
ov ow
yyz = 52'- + E r (3—17)
ou ow
T = 5 T )

Qua (3—17) ta thdy v,, =v,,, Yxy = Yyx> Yzy = Vyz-

Néu chidng ta sir dung u; d€ chi cdc ham chuyén vi theo cdc truc Ox; va €j; dé chi cac

bién dang dai va géc thi sdu biéu thirc clia (3—10) va (3-17) duge viét chung lan moét cong
thuc sau day :

ou; Oy
2Eij 5)‘: + K] (3-18)

Trong d6 ;; d€ chi c4c bién dang dai theo phuong i va € VOi i # j dé chi %

Thay (3—18) vao (3—10) va (3—16) ta duoc cdc biéu thic sau day

2

£= 128x + mzey +n"g, + Imy,, + Iny,, + mny,, (3-19)

%—E II'+e, mm' + g,nn’ + Y—(lm +ml") + 3(—--(mn +m'n) + 2% sz (nl'+n'l) (3-20)

Nhu vy, véi ba bién dang dai trén céc truc toa d¢ va ba bién dang goc cla cac mit toa
do ta c6 thé tinh bién dang theo moi phuong v dd bién dang géc clia moi goc vubng xac
dinh boi hai doan dii vo6 cling bé vuobng géc. Sdu thanh phdn bién dang d6 1ap thanh mét
tenxo bién dang.

\ 1
€y Eyyx Eyzx
1 1
Te= >Txy &y 5 Vzy (3-21)
1 1
LE Yxz 5sz €2 i
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Hay duéi ky hiéu thu gon.

D6 la mot tenxo d6i xing hang hai.

TE = [Eu] vdi l,_] = 1, 2, 3

(3-22)

Ta c6 nhan xét sau day vé cdc biéu thic (3—19) va (3-20) : Cic cong thiic d6 thuc sy
chi 12 hai phép ndi tich lién tiép giiita tenxo bién dang véi cic cosin chi phuong cha AP va
cua AQ. Thuc vay, ta thuc hién cic phép nhan lién ti€p d6 :

T 1 1 1T
€y "2"ny EYZX ] ]
1 1
I= 7Ty FVzy ||M [ |M
1 1 n n
_nyz Esz €, i

!

1 1 1 1 1 1
=||&d + 7 YyxM + 5 Y0}, nyyl +EyM + g0 |, nyzl + 5 TyM + &N |} m
n

Sau khi khai trién ta c6 :

I= lzex + m2.ey + nzzz + Lm.y,, + Iny,, + mnyy,.
’_5 lY 1 3 Tzx I
X 2 yx 2 l ll
M= 1 1 |
= Eny €y D) 5 Yzy || T m
1 n n
~_°2"'sz Esz €, ]

=gl +gmm' + g,nn +YT(lm +ml) + Y; (mn' + m'n) + 732 (nl' + n'D)

So sanh hai biéu thidc d6 véi (3—19) va (3-20) ta thdy rd ching 1a mét. Vay ta c6 thé
viét (3—19) va (3-20) vao chung biéu thitc nhu sau :

€ap = {(&;](ne;)} [an] (3-23)
,j=1,2,3
o B=123.

§3-3. PHUONG CHINH - BIEN DANG CHINH

Tinh chat chung cla nhiing tenxo hang hai d6i xing 1 c6 thé dua vé dang dudmg chéo
chinh. Céc thanh phin trén dudng chéo chinh duoc goi 12 56 hang chinh. D6i v6i tenxo bién
dang céc s6 hang chinh 1a nhitng bién dang dai trén cic truc chinh va néu hé toa d6 triing
vdi truc chinh thi khéng con cic bién dang géc.
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Goi £* 1a mdt bién dang chinh va /, m, n 1a cdc cosin chi phwong cita truc chinh d6i véi
hé truc Oxyz di chon ban d4u. Ta phai cé diéu kién :

. L 1

e 2ny 2sz / c* 0 /

1 |

STy & Sy || M| = 0 e* 0 (|m (3-24)
1 1 n 0 0 et |Ln

_Esz '2'Yzy £, ]

Thyc vy vi d6 l1a phép noi tich thit nhit trong phép xoay truc. tenxo bén trdi va bén
phai muén tuong duong thi phép xoay truc cita tenxo bén trii va bén phai phai cho cing
mot két qua. Déi véi tenxa bén phai trong phép quay truc d6 phai vé lai chinh minh. Ta hiy
tinh céc thanh phén cta tenxo trong phép quay dé

. T
€ 0 0 I {
e 0 jim m
0 e |l n n

{

* » - *® *
el g,.en]|m =g I*+¢m?

+en’
n
Hay s*[l2 +m?+ nz] =¢
Vay tl (3-24), sau khi khai trién va dua tat ca vé bén trdi ta c6 hé théng phuong trinh :

-

» 1 1
(ex—¢e)l+ 3 Yy + 5 Yz = 0

1 * 1
) Yyxl +(€y —€ )m + 5 Yy =0 (3-25)
1 1

3 You! + 5 Tyym+ (e, — g)n=0

Trong d6 € va 1, m, n 12 cdc 4n s6. Vi 2 +m?+n% =1 nén muén I, m, n c6 nghiém thi

dinh thifc phai biang 0. Tir d6 ta di dén phuong trinh bac 3 nhu ta 43 giai trong trang thai
itng sudt :

& Y’ e =1, =0 (3-26)
Trong d6 ¥, J,, J; 12 c4c luong bit bién
Jy=g,+g,+¢, (3-27)
€y %'ny €y ";"‘sz g, %'sz
Jy== | ~1 | (3-28)
Eny €y EYzy €2 EYZx €y
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G
AN
® 0
‘6

1 1
x Eyyx E‘sz

1 1

= Eny €y '2"Yzy

1 1
i'sz 575’2 €,

€

(3-29)

Ta lai trd vé€ nhiing 1ap luin twong tu nhu trang thdi dng suat. Phuong trinh bac 3

+(3—26) c6 ba nghiém thuc £, €,€; dugc goi 12 ba bién dang chinh. Chiing nam trén ba truc

chinh vuéng géc véi nhau timg déi mot tao nén mét hé truc vuéng géc. Cac géc vuéng tao
nén boi hé truc d6 12 khong bién d6i trong qua trinh vat thé bi bién dang.

§3—4. VONG TRON MO (MOHR) BIEN DANG

O trang th4i ing suat ta da phan chia ba trang thdi \Wng suit : trang thdi dng suit don,
trang thi Gng sudt phing va trang thii ing suat khéi. Trong bién dang ta khong thé tich
biét ba trang thdi nhu vay dugc. Vi ¢6 bién dang theo
mot phuong nao dé thi lap tic c6 ngay bién dang theo y
hai phuong chinh con lai, trir trudng hop c6 nhing
lien két can trg. Tuy nhién trong thuc t&€ ki thuat,
nhiéu khi ta c6 thé do duoc bién dang dai trong mot a
mat phing va khong cidn dé y dén bién dang theo 0\ X

phuong vuéng géc véi mit phang d6. Trong trudng
hop nhu vay ta ¢6 thé xem d6 12 mét bai todn phing.
tenxo bi€n dang chi con lai ba thanh phin

Yxy Hinh 3 -4
X 2
ny
2%
Trong phép xoay truc dua hé truc Oxy sang vi tri méi Ovn trong phép quay a, tuong
quan giifa bi€n dang dai sy va bi€n dang géc €y la quan hé mét vong tron nhur trong trudng
hop ing suat. Vong tron dé ducc goi 1a vong tron Mo bién dang.

£
Te=

Thuc vay theo cong thitc xoay truc (3—23) tacé :
Evn = ([g5]ny;]} "[ney] .
o day ny;lan,, = - cosa, ny, = sinat
ny; 12 ny, =~ sina, nyy = —cosal
Thay céc ki hiéu thudng va Khai trién ta s& duoc :
€y = excosza +8 sin®o — YxyCOSQ Sina.

Y . .
_;i = (g4 — &y)sinacosa + yxy(coszo:. - 81n2a)
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DPung vé mat todn hoc 12 hoan toan giéng (2-28). Vay ta c6 vong tron bi€n dang nhu’
hinh 3-5.

Hinh 3-5

§3-5. TENXO BIEN DANG CAU VA BIEN DANG LECH

Tuong tu nhu trede day véi (ng sudt, tenxo bién dang ludn chia duge thanh hai tenxo :
Tenxo bi€n dang cdu vi tenxo bién dang lech. Ki hiéu 14n lugt 1a T, va D;. Ta 6 tenxo
bién dang cdu :

Ep 0 0
T, =|0 Ep 0 (3-30)
0 0 €1
trong d6 :
€, +&, +E€
fp=——— (3-31)
va tenxo bi€n dang léch :
_ | | -
Ex ~Ep nyy Esz
=1 L 3-32
D = Eny gy ~Ep Esz (3-32)
1 1
~'2_‘sz EYzy €, ~Ep |

§3—6. PHUONG TRINH TUONG THICH

3 phan trén chiing ta d3 thiét 1ap duoc sir tuong quan giia bi€n dang va chuyén vi. Cic
tuong quan dé dugc thé hién bdi cic biéu thic (3-11) va (3—17). Numg céc biéu thirc 46
chwra néi 1én duge twong quan giita bi€n dang dai va bién dang géc. Nhu ta di biét, giita
bién dang dai va bién dang goc phai c6 mot tuong quan thich ing vi néu khéng cé su thich
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ting d6 thi vat thé sau bién dang cé thé c6 nhimg phan réng. Diéu d6 hoan toan trdi véi gia
thuyét cha ching ta vé méi truong lién tuc. Do d6 diéu kién twong quan giita bién dang dai
va bién dang géc d€ dam bao diéu kién lién tuc ciia méi trudmg duge goi 12 diéu kién tuong
thich. Bi€u thic thé hién su tuong quan dé dugc goi la phuong trinh tuong thich.

L4y dao ham riéng phdn cia y,, trong bi€u thitc (3-17) theo x va y ta dugc :
Py _ P v _ B [gu_] . i[gv_]
Ox0y  axpy?  ox*oy oy \Ox/ ax2\0y
Chd y dén hai biéu thitc ddu cta (3—11) ta duoc :

2 2
0 'ny a azgx 0 Ey

= 3-33
5y " oy + ) (3-33)
Tuong ty ta c6 thé viét tiép
2 : 3 2 )
6‘sz =68y +agz
oz 2 2
o ot ot | (3-34)
2 2
az'yu 0%, N 0%,
020X  px: 872
Bay gio ta 14y dao ham ctia g, tir (3—11) theo y va z. Ta duoc :
328x &u
= 3-35
8y0z  0xodyoz ( )
Lan luot 1dy dao ham ciia y,,, v, VA Yy, theo z, X, y. Tt (3-17) tacé :
any _ 62u + 62\/ l
oz ~ Oydz  ozdx
Oy, otv  dw
= -36
ox  ozox | oxdy k (3-36)

Ny 0w + o%u

dy ~ oxdy ' dyoe,

Cong hai phuong trinh ddu va cu6i clia (3—36) va dem trir cho phwong trinh thit hai ta s€
duoge

asz any OYZX _ 62u
_ax+6z+6y_2ay0z 337

Pem (3-37) thay vao (3-35)tacé :

528,( _ 0 Ay, O,y any
2@&_5[_ o 6y-+ % (3-38)
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Tuong ty ta cé thé thiét 1ap dugc thém hai phuong trinh khac :

2628)' - i[asz _ sz + aYXY]

zox  oy\ &x oy @ oz | (3-30)
2.9?2.2..—_?_ ayyz+ayzx_ayxy
oxdy ozl &x oy oz

Sau phuong trinh (3—33) va (3—39) dugc goi 1a sfu phuong trinh tuong thich giira bi€n
dang dai va bi€n dang géc cua Xanh Vo-nang (Saint Venant)

Mot s6 vi du cu thé vé xac dinh phuong chinh va bién dang chinh nhuy sau :

Vi du 1 : Cho tenxo bién dang tai M clia vt thé dan héi chiu luc

2 1 1
Te=|1 2 1 (1072
1 i 2

a) Xdc dinh bién dang chinh va phuong chinh bi€n dang
b) Trang thdi bi€n dang tai M 1a gi ?

Bai gidi

a) S&r dung phuong trinh (3—36) dé x4c dinh c4c bién dang chinh. Cic luong bat bién.
duogc xac dinh nhu sau :

I, =2+2+2=6 ‘
2 1l 2 I |2 1
Jy=— - - =-9
1 21 |t 2l [t 2
2 1 1
J3 = I 2 1 =4
1 1 2
VAay phuong trinh ¢6 dang :
£ —652+9% —4=0 *
Céc hé s6 cia phuong trinh 12 : a; =-6,a, =9 va a; =4,
Dat £ =x+a
g _ oy
véi a=-3 2
ta chuyén dugc (*) vé dang :

x> +‘px+q=0



“(:'i 40
6‘39

véi . p=—'a3—l +a2=—3
220 aa
Q= —-—7—1——3l+a3 ="‘2
Tinh A.
2 3
A 4 2 0

Ta dwoc nghiém kép x = J——-

Tir d6 ta c6 nghiém kép ciia (*) 1a

e =-1+2=1
Nghiém thit hai duge xé4c dinh béi biéu thirc.
X = —3—9- =2
P
Viay .
€ =2+2=4

Nhu vay céc bi€n dang chinh lag; =1,¢,=1,8;=4.
Phuong trinh cia €4 1a nghiém cta he phuong trinh (3-25)
2-4)+1m+1n=0
1.I+(2-4m+1n=0
1+ 1m+2-4n=0

Hay :
-2l+m+n=0 ¢))
[-2m+n=0 2) } *
I+m-2n=0 3) .

I, m, n phai dip ung diéu kién : .

PFrm’+ni=1 (4) ‘ ol v

Tir phurong trinh ddu ta ¢6 - Q\ |
n=2/-m (5 X )

Dem thay (5) vao cho (2) ta dugc : Hinh 3-6

I-2m+2l-m=0
Hay 3(/-m)=0vaym =1/
Tuong tr ti (2) ta ¢6 / = 2m — n va dem thay vio (3) ta duoc :
3m-n)=0vaym=n
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Ta két ludn / = m = n nhu vay truc cha €4 phai nghiéng déu d6i véi cdc truc toa d6. Tir
diéu kién (4) ta cé
I=m=n= L
NE)
Lay tri s6 £, = 1 hoac €, = 1 thay vao hé (3-25) ta dugc phuong trinh vé dinh
I+m+n=0
[, m, n dugc chon sao cho thoa man di€u kién 1* + m? + n® = 1. T4t nhién phuong ciia £, va
€, phai vudng gdc véi €. Ta thuc hién phép quay truc sau day :

Goi Oxyz 1a h¢ truc ban diu cia tenxo bién dang. OP 12 vecto don vi trén truc nghiéng
déu cia phuong €. Q 1a hinh chi€u cha P trén mat xOy. Quay hé truc Oxyz quanh Oz sao
cho Ox dén trang véi OQ. Ta ki hiéu vi tri d6 ciia Ox 12 Ox'. Truc Oy sé& cé vi tri mdéi 12

1 1
Oy'. Céc césin chi phuong ciia Oy’ 1a nhu sau. / = ——=, m = —— va n = 0. Ta xét xem Oy'
V20 2
c6 thé 1a truc bién dang chinh thi IT khong. Tinh bién dang trong phép xoay truc d6. Ta c6 :

- -~T -
[2 1 1'( (

-
-

1
2
L1 1 2]10
Thyc hién hai phép néi tich lién ti€p ta duoc :

Eoy’ =1

1
V2
0

Diing bang tri s6 clia £, = 1. Vay Oy' diing 1a truc thit II. D& c6 duge truc thy 1T ta chi
con phdi xoay x'Oz chung quanh Oy’ dé Ox' dén tring véi OP. Vi tri méi cla Oz duge ki
hiéu 12 Oz'. Truc d6 chinh la truc chinh thit IT. Vi tri 86 12 vi tri duy nh4t vuéng géc véi OP
'va Oy'. Céc cosin chi phuong cha Oz' duge ki hiéu 1a [, m', n'. Ching phai théa man diéu
kién vuong géc véi OP va Oy', nghia la :

l'i+m'-l—+n'L=0

i 3
1 1
Pl-—=|+m'===0
)
va diéu kién quan h¢ gitra ching :
' ?+m?+n?=1
T hai diéu kién dé va tir hinh vé ta tim thdy :

n——2-‘m
\/—6',

=l=-

1
Jé
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b) Trang thai bién dang tai M duge tugng trnirng béi tenxo bién dang :

1 0 0
0 1 0
0 0 4

D6 1a trang théi bién dang khéi.
Vi du 2. Cho truong bi&n dang xdc dinh bdi tenxo :

V= ©

Te=|-5 2 1072

R

D

Hinh 3-7

Goéc ADC s€ thay d6i th€ nao sau khi bi€n dang. Cho bi¢t OA =OB=0C=a, AD=BD.

Bai gidi
Xdc dinh cic cosin chi phuong ctia AD va CD.
Tinh do dai cia CD :

OD 0) 2
Viy:
DC’ = 0D’ + OC
T2 )
3 an
DE=ay3 =75

a
E) 1
I=cos(DC, x)= — = —-—
J6

El
2
m=cos(DC, y) = ——16-
a 2
n =cos(DC, z) = = —
oG
2
Cic cosin chi phuong cita AD.
a 1
l'=cos(AD,Xx)=——F= =——4=
a2 2
a 1
m' =cos(AD,y)= —= =+—F
a2 2
n=0

Hinh 3-8
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B -5 o1 W —%W

s o L) V2 ’

/ . ~ 1
Vaytacd: Yy =] 200, 1 |p ===
ADC . i _3_ +_\/§ Jg

i 2 L o]l | 2

J6

=L[+L+i_i_i+_2_.]_o
6L V2 V2 2 2 2]

Géc AOC khéng thay d6i.

Béitop c
3.1. Cho tenxo bién ’dz_mg tai diém M ciia vat thé dan héi
2 1 1 0
T.=|1 2 1107 BB Y
1 1 2 X -
a) X4c dinh bién dang chinh va phuong chinh bién dang. Hink 3-9
b) Trang théi bién dang tai M 1a gi ? X3
3.2. Cho trudng bién dang (h.3-9) x4c dinh bai tenxo :
1 -5 0
I -
Te =|-5 2 5 €3 é‘z'
0 % -3 / - X2
Goc ADC s& thay déi th€ ndo sau khi bién dang Xy
Cho bi€tOA=0B=0C=a : Hinh 3-10

AD =BD.
3.3. Trudng chuyén vi clia vat thé dan héi theo quy luat u= 4xf2| + xzxg €2 + xlxg e3
Cic vecto ;1 ,32,23 12 cdc vecto don vi trén céc truc toa do.
Tim vi trf méi cia cée diém A(L ;05 2) vaB(=1; 2; 1).
Xac dinh d6 d2i cia AB sau bién dang (h.3-10).
3.4. Trudng chuyén’ vi chia vat thé dan héi cho bdi quy luat

JQL
X

i
= d )
Xy =X 1
= ’ O ___|__.. ¢
X =X2+ AX3 A ’,"‘ d, d Xy
Xy = X3 + Ax, <
”’ LY h Ly - i —-— 1
a) Tim cic thanh phin cla tenxo bién dang tai 0. Hinh 3-1

b) Tim chuyén vi clia c4c canh trong hinh 1ap phuong véi A 12 hing s6.
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Chuong 4
QUAN HE GIUA UNG SUAT VA BIEN DANG

Trong chuong hai va chuong ba ta d3 dé cap dén trang thii ing sult va trang théi bién
dang. Trong chuong nay ta dé cap dén quan hé giita \ing suét va bién dang,.

§4-1. CAC HANG SO DAN HOI
Xét moi truong dan héi tuyén tinh cia Hiic.

Khi vat thé dan h8i 1a di huéng, nghia Ia tinh dan héi cha vat thé theo nhing phuong
khdc nhau 1a khong giéng nhau, thi tuong quan giita sdu thanh phin Ung suit va siu thanh
phén bién dang phai thong qua 36 hing s6 dan héi nhu sau :

St 811871 831 341 351 36 €11
S»n 128223845 853343 | &2
G33 | _ %132 a33843253863 | | €13 4-1)
012 1424334344354 364 | [ 812
023 41585335345255365 | | B3
[ G311 [316 226 236 346 256 266 | [ E31

Trong trudng hop téng quit dé ta ciing s& chimg minh ring tenxo ting sust vA tenxo
bién dang phai c6 cing phuong chinh.

Thuc vay, gia si chon truc toa do 1a truc chinh clia bién dang, khi dé ta cé cic bién
dang chinh 12 g, €5, V2 €33. Cdc bi¢n dang gbc €, €3 Va €3 12 bang khong. Tir (4-1) ta
tim thdy tri s6 clia ing suét 64 1a nhu sau :

Gp3 = ay5€1 + A58 + 235833 (4-2)

Bay gid chiing ta st dung mot phép quay truc toa do véi Ox, c6 dinh con Ox, va Ox,
quay quanh Ox; mot géc 180° dé dén chiéu nguoge lai
nhv hinh 4-1. Nhu vay céc cosin chi phuong cua cic truc
toa do trong hé truc toa dd Ox,x,X3 1a nhu sau :

Ox, (-1, 0, 0)

Ox, (0, -1, 0)

0x3(0, 0, 1)

Hinh 41

Theo cong thifc xoay truc (3-23) ta tinh duge cdc
bién dang dai theo Ox;, Ox,vaOx; 12 nhu sau :
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e, O 0 T=171"[-1T
Ell = 9 O 822 0 0 0 =51’
|0 0 gy [ O | 0
(e, O o 7 oll'T o]
l_O 0 g3 L O] [ O]
‘/-exl O 0 _—0_ T 0
£33 = 1|0 £y O [0} | 0] =65
LO 0 833__1 1

Nhu vay cdc bién dang dai trén ba truc d6 12 khong déi dit chiéu truc toa d6 thay déi.
Bay gid ta tinh tri s6 cha (ng susi 6, theo hai cich. Theo bang (4—1) néu thay cot bén
trdi 12 céc ing suit clij thi cot bén phai ciing phai thay 1a 8'ij. Viytacé:
Gy3 = A15Ey) + AxsEy + a3sEx (4-4)
(Chd y hé truc toa do mdéi Ox;xix; cling .lil hé truc chinh, bi€n dang géc 1a bang khong).
Pua (4-3) vao (4—4) ta tim thay :
Cy3=0n (4-5)
Mat khac str dung cong thidc xoay truc (2—12) ta tinh duge 0I23 nhur sau :
Oy Gy O3 O T[O
623 =4|012 G Oxnl|-l|f |0[==-02 (4-6)
o oy on| 0] [

So sanh (4-5) va (4-6)tacd :

(]

G23 = =023

Diéu kién d6 chi thoéa man khi 6,3 =0.

Cung mot cdch 1ap luan tuong ty ta di dén két luan 13 63 = 65 = 0. N6i mét cich khic
truc chinh cha trang thai bién dang vi truc chinh cla trang thdi ting suat tai mot diém la
tring nhau. Piéu kién nay khéng doi hoi as, a,5 VA ags phai bing nhau, nghia la vat liéu
khéng nhit thiét phai ding huéng. Didu yéu cdu & day chi cdn 12 vat thé c6 tinh dan héi
tuyén tinh. Nghia 12 twong quan giita ttng suit va bién dang 13 tuyén tinh nhu duge biéu
dién trong biéu thitc (4-1).
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Néu chon hé toa do 1a cdc truc chinh thi tuong quan giifa ting suit va bién dang 1a :

Oy aqy agzy a4y €11
Op|=|22 2axp ap||txn (4-7)
033 a3 a3 437 | | €33

D61 vé6i vat lieu dang huéng thi quan hé gilta dng suét va bién dang dai trén bat cd
phuong nao cling nhu nhau, nghia 1a thay phuong chiu luc di thi bién dang tuong ting véi
luc khong thay déi. Muén dat diéu dé ta phai c6 :

a =ap=ay;3=C
ap=ay =ag =ay=apn=an =0,
Vay quan hé (4-7) dugc viét duéi dang khai trién nhu sau :
oy =Ciepy + Gy (e +€33)
oxn =Cigpn + G, (811 +£33)
033 = Ciegz + Gy (e + €11)
Néu dit C; =2y, C, = A va 0 = g, + &5, + €45 thi c6 th€ viét gon lai dudi dang :
O = 2HE + 1.0 (4-8)
Trong dé6 lugng 6 khong phu thudc vao phép quay toa do.

Trong biéu thitc(4-8) ta chi méi néi dén cdc tuong quan giifa 1ing sudt chinh va bién
dang chinh. P€ cé duge cic tucng quan giita (ing suit va bi€n dang gbc ta xoay hé truc
Oxx,x3 c6 phuong trung véi cic truc chinh dén mot vi tri mdi Oxllxlz)('3 bt ki. Céc cosin
chi phuong ciia cdc truc Oxy, Ox,, Ox; d6i véi Ox;x,x; dugc ki hieu la ny, chi s6 th
nhat chi vi trf truc méi vi chi s6 thit hai dé chi hé truc cil.

Vay 1ing suit phap va ting sut ti€p trén mat cit vudng géc vdi Ox'1 va song song vdi
Ox, duogc tinh véi céc biéu thifc sau :

op 0 0 T_“nﬂT_“n

0"1] =<0 gy O np [ [Ny, (4-9)
0 0 O3 [[M3]] M3
_Gn 0 0 _“11_\1—-“21

0’12 =4/0 6y, O n, N,y (4-10)
[0 0 G13 | _nl3_J | N3

Thay (4-8) vao (4-9) va khai trién ta cé :

Ny

[(2}1511.!1[1 + 7\.6]‘111), (2}1 €37. M2 + }»0.!‘112), (2].1533.“(3 + 7\.6]‘113)]. D)

Nys
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Thuc hién phép nhan nodi tich mat 1an nita ta duge
2 2 2 2 2 2
2pfegy.niy + €701 + €33-n13]1 + AB[ny| + ni; + ni;]
Vitdng: n?, + n, + n?; =1

T

g1 0 0 |(Ing Ny
2 2 2 :
va €14-N{] + ExpMNj + E33.ni3 = 4|0 €p 0 ny, N, | = &y
0 0 €33 || N3 3
Nén (4-9) c6 thé viét lai dusi dang :
o, = 2ug;, + A8 (@-11)

Hinh thic hoan toan giéng nhir (4-8) nhung chi y ¢ day c;, 12 dng sudt phdp trén mat
cit c6 ca ing sudt tiép.
Cung mét cich 1ap luan tuong tu, ta viét (4—10) dudi dang :

T
&1 0 O |[og |} |D2

o1=2p7|0 €n O |[np|p N2 | +A0 [0y 0y +0y05 + 0430y,
0 0 €33 [ M3 || L3

Vi nyiny, + njsny, + Nyany; = 0 (hai truc vuéng géc véi nhau). Nén biéu thic trén

c6 dang :
o1y =21 (4-12)

DAy 1a quan hé giita ing suat tiép va bién dang géc.

Qua (4-11) va (4-12) ta nhan thdy dng sult phidp gy nén bi€n dang dai va dng sudt
ti€p gy nén bién dang géc. Ca hai biéu thitc d6 c6 thé viét gébm lai moét nhu sau :

Trong dé 3;; 1a todn tir Kro—nec—ke. Khi i = j thi §; = I, khi i # j thi §;; = 0.

(4—13) cho ta quan hé gilta ing suit vi bién dang trong méi trudng dan héi tuyén tinh
dang huéng. Trong méi trudng dé ta chi con lai hai hé s6 dan héi 1a A va y. Cac hé so
d6 duoc goi 1a cac hing so Lamé.

Bay gid ta hay tim biéu thitc nguoc lai, tinh bién dang qua ing suét :

Goi :

G =0y +0+0y (4-14)

Thay tri s6 64y, Gy, Va 033 dugc tinh tir (4-13) vao, tacé :

O =21(g| + €y + E33) + 3A0 = (2p + 31)0
Vay :
o

0= i+

(4-15)
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Pem tri s8 6 d6 thay vao (4—13) ta dugc :
1 od;;
D6 12 biéu thiic chiing ta cén tim.
Biéu thiic d6 tach thanh hai nhém :
a) Khi l=_], 8') =1tacd:

= —| . — 4—17
i< 2 ["" M e @-17)
i=1,2,3.
b)Véiizj 8§;=0
G
28']j = 'ﬁ
Pit g = G va goi G 12 méduyn truot cha vat liéu biéu thirc d6 duge viét lai dudi dang :
Gij ..
28ij= E‘ L= 1, 2,3 (4—18)

véi i # ]

§4-2. TRANG THAI UNG SUAT DGN

Ta goi trang thai ting suit don 12 khi trén mot phuong chinh 1ing suat khiac khéng, con
trén hai phuong chinh con lai tri s& Gng suit 12 bang khong.

Goi moduyn dan héi 12 ty s6 E gilta \ing sudt 6, vi€,y. Viy tacé :

Tur (4—17) ta c6 ngay céac biéu thic :
1 A+p )
€y — (4-20)
=3y o
€y =813 L~ @-21)

2n m" 1
Ta nhan théy giita €, va €9, hay €33 luén luén nguoc ddu nhau. Néu g, 1a duong nghia
1a vat lieu chiu gian thi €,, va €34 1a co lai. Néu €, 12 4m, nghia la co lai thi €,5 va €53 s€
gian ra. Ti s6 v giita €,, va £, ducc goi la he s6 Poit x6ng. Ta dé dang xac dinh tuong
quan giira E va v véi cic hing sé dan héi A va y caa Lamé.
Thuc vay thay (4-20) vao (4-19) ta dugce :

£ BGA 2

m (4-22)
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Pem chia (4-21) cho (4-20) taco :

Néu thay p = G vao (4-23) ta dé dang xac dinh dugc A theo v va G. Tac6 :

Thay (4-24) vao (4-22) v6i chd ¢ p = G ta tim thay tvong quan giita G va E.

Nhur vay, mot cdch t8ng quét cong thitc (4—16) c6 thé viét lai dudi dang

gij =

7
g1 20k +p)
3= 2vG
I—-v

_E
T 2Av+ 1)

1+v
E ¥ E

VA0 =0y + 0y + O33

o — =08 Voii,j=1,2,3

(4-23)

(4-24)

(4-25)

(4-26)

§4-3. TRANG THAI UNG SUAT KHOI PINH LUAT HUC TONG QUAT

La khi ba ing suat chinh déu khic khong.
Ta hay xét trong hé toa 46 Oxyz, v6i trang théi ing sudt kh6i cé ddy du su thanh phan
cla tenxo Ung sudt va bién dang. Cong thic (4-26) duge viét thanh hai nhém nhu sau :

Cic biéu thic d6 dugc goi 1a cac biéu thic cla dinh lust Hic tng quat.

€y = %[csx - v(c'y +0,)]
18y = %[cy - v(o, +0,)]
‘sz = %[cz -v(o, + o-y)]

(4-27)

(4-28)

Céng thic (4-13) biéu dién tuong quan giita ing suat va bién dang dugc viét nhu sau :
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o, = A8 + 2Ge,
6, =A0 + 2Ge,
c,= A0 +2Gg,



VT 7

SR
5%’

Tyy = Goyyy

Ty = G¥ye

Tyz = Gy,
Trongdé O=g,+¢g, +¢g,

Cic biéu thitc ndy duge goi 1 cdc biéu thic cha Lamé.

§4~4. THE NANG BIEN DANG PAN HOI

Trong tuong quan ciia Hic ta c6 thé tinh dugc thé€ nang bién dang dan héi tich ldy trong
don vi thé tich.

Ta hay tudng tuong ngoai luc gy nén bién dang dan héi ting din tit khong dé€n mot tri
86 x4c dinh trong khoang thoi gian nao d6. Xét & mot thoi diém t, trang thdi Ung suit tai
mét diém nao dé trong vat thé dan hdi cé cac tri
s6 ing sudt nhu duge biéu dién trén hinh 4-2,
Péi véi phan t6 dang xét, ung luc do cic uing vy
sudt gay nén tré thanh ngoai luc tic dong 1én Ty /

phan t6. Gia st trong khoang thoi gian 8t phan |
t6 c6 cdc bién dang 3ey, ey, O¢,, Byyys Byy -
3y, BO qua luong v6 clng bé bac cao ta ¢b thé . 7% T
xem coéng cua ngoai luc tic dong lén phan t6 % =
nhu téng céng cla cic thanh phén tGng luc riéng .
Hinh 4-2

1é trong cdc dé chuyén doi tuong tng. Ta ¢6 :
dA = 6,8¢,dxdydz + o,0¢,dxdydz + 5,0¢,dxdydz + 1,,dy,,dxdydz
+ T,,0Yx,dxdydz + 1,8y, ,dxdydz (4-29)

Néu khéng ¢é sy mat mat vé nang lugng céng d6 duge chuyén héa hoan toan thanh thé
nang bién dang dan hoi tich lily trong phan 6 :

3(dU) = [o,8e, + 6,8ey, + 6,0¢, + Ty OYyy + T,0Yx; T+ Ty, Oy, Jdxdydz (4-30)

d . > N » LI .
Kihi¢uu= d_{\Jf_ 12 thé€ nang tich lily trong mot don vi the tich thi (4-30) c6 the viét lai :

8u = o,8¢, + G,de, + 5,8, + T, 8Yyy + T, 0Yyz + T8y, (4-31)

Trong trudng hop bién dang 1a thuan nghich thi ta d& dang chimg minh duoc ring Su la
mét vi phan toan phan. Thuc vay, trong qua trinh d6 su bién thién cha thé nang U trong qua
trinh dat tai va bo tai 1a bang khong ; nghia 1a th& nang tich ldy duoc trong hé s€ hoan toan
bién déi thanh céng trong qu4 trinh giam tai vy :

§>5U =0 (4-32)
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Tir dinh nghia tacé :

U= L udv
Viy :

oU = LBudv

Dem thay biéu thic d6 vao (4-32) ta duoc :
¢ dudv =0
Y

Diéu d6 ching té rang du 12 mot vi phan toan phin. Do d6 ta c6 thé biéu dién du dudi
dang :

" du du du Ou du du
du= —8e, + —28¢, + e + dy,, + —9d8y,, + — (4-33)
&, * &, Y &, * 0y, Ty oy, T Ay, *y2
So sdnh véi biéu thitc(4-31) ta c6 cic lién hé :

o, = u o, = ou c, = o

% a0 T
" d ‘ (4-34)

Su Ju ou

T, =Ty, = =—>T, = =——
v any yx asz X anz
Cic bi€u thifc nay rat cdn thiét cho chiing ta trong muc t6i. Bay gid ta hdy quay lai biu
thic (4-31), tich phan biéu thitc (4-31) trong qu trinh dit tai ta dugc thé nang bién dang
dan héi tich ldy trong don vi thé tich ctia qua trinh d6 12
u= I(cxaax + cy&:y +6,0€, + TxySny + T, 0y, + 'ryz&yyz) (4-35)

Vi tuong quan giita ting suat va bién dang 12 tuong quan bac nhit nén ta d& dang tim
thay biéu thifc tich phan d6 nhu sau :

|
u= 5 [OxEx + OBy + G, + YyyTay + Tys¥ys + T Yax] (4-36)

Thuc vay gia sit ta xét véi trang thai Gng suit don chang han. Khi d6 tuong quang gifta
o va € duge biéu dién nhu trén hinh 46 : Tich phan trong qué trinh dat tdi tr 0 dén o, ta cod
thé& nang tich lily trong don vi thé tich 1a : ‘

G,E s
u; = .(058 = %
Tri s6 chia u; duoc tugng trung bang dién tich clia tam gidc oy "__ﬁA
OAB.

Thay tri s6 clia €,, €y, €5, Txy» Txaz» Yy DiNg cdc bi€u thic o L-
(4-27) va (4-28) ta dugc :

1
u= 2—E[o§ + 63 + c% - 2v(o,0y + 0,6, +6,0,)] 3 \;‘ =
L 2 2 2
+ — + 4-37
2G Ty T Tz Tl =37 Hinh 4-3
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Néu phan t8 duge tach ra bang cdc mat chinh thi biéu thic ciia u ¢6 dang :

u= 55[012 + og + c% = 2v(0(0, + 6,03 + 636))] (4-38)

Néu xem trang thdi ing suit nhu tdng cha ing sult ciu véi c; = c; = 0'; = Gy, Va
dng sudt léch thi th€ ning trén day sé 14 tdng clia hai thé ning, th€ nang bién dang thé tich
U,, va thé ning bi€n dang hinh ding U, 4 :

Ta d& dang tinh duge U, vdi biéu thiic :

1-2v 2

Uy = 3T°’tb

1-2
hay : Uy = —gg (0 + 0, +03)° (4-39)
Vay thé nang bién d6i hinh déng tich 1dy trong don vi thé tich 14 : U,y = U - U,,. Cong
thitc cla né sé 1a :

A

2
Uy =

E [0'12 +05 + o§ — 010, — 6,63 — 0;0] (4-40)

§4-S. CAC PHUONG PHAP CO BAN GIAI BAI TOAN PAN HOI

Gia st c6 vat thé dan héi chiu luc (h.4—4). Mong
muén cua ching ta la xdc dinh dugc trang thdi dng suit
tai moi diém trong vat thé dan héi, vi khi biét dugc trang anm
thdi ing sudt tai moi diém trong vat thé ta méi biét chd
nao vat thé cé trang thai ting suét nguy hiém nh4t. Ta goi
ché d6 1a nhimg di€ém nguy hiém va néu nhu tai nhimg
diém d6 var lieu vin a0 bén thi rd rang vat thé s& bén \\“\
duéi tic dung cua ngoai luc.

anil \\\\\.a

q

Véi phuong phdp cha dian héi ngudi ta dé ra cdch
giai quyét bai toan nhu sau. Chia nho vat thé dan héi ra
thanh nhimg phan t6 vo ciing bé. Néu bai todn duge gidi quyét trong hé toa d6 Décic thi
nhitng phan t6 d6 c6 hinh ding 1a nhitng hinh hop, néu trong toa d6 try thi chiing 14 nhitng
phan hinh try. R4 rang giita chiing cé su lién k&t vdi nhau vé img sut, vé chuyén vi va cé
su tuong quan gilfa tng suit va bi€n dang nhu ta da xét trén day. Dua vao dién kién d3 biét
cic phan 6 & ngoai cling, trén sit bé mit cia vat thé, vi tai dé c6 su can bang giita ndi lyc
va ngoai luc, hay cic diéu kién chuyén vi di biét, ta suy din cho cic 16p phan td bén trong.
Véi cach dé ta bi€t trang thdi (ing sudt trén todn vat thé.

Hinh 44
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T6m lai ta phai giai quyét bai todn véi cic phuong trinh sau day :

a) Diéu kién can biing ca phan t6 (phuong trinh Navié)

o, Oy ot (o)

x By + e +pX =0 = po;
n, oo, ot o*v

yx y yz _ol= oVl I
ax+ay+az+pY 0( paz] @M
ar7_)( aTZ}’ 60'2 _

x 2y + % +pZ =

b) Quan hé giita chuyén vi vi bién
dang (céc phuong trinh Cosi) :

. _aa)+av‘

Tx T Ty Ty

. Ov dw = Ou

T
0o ou o

%y Ty T

c¢) Cic phuong trinh tuong thich

(phuong trinh Xanh — Voning) Hinh 4-5
e, 528y _ 82'ny
ay>  ox:  oxoy
2 2
0} Ey . 5282 _ 0 sz
522 ay'Z ayaz
s, 0% _ vy
o’ oc* ozox 4 (11D
6281( =i _ay)'l ¥ asz + any
yor  ox\ ox oy | oz
262j=£ aYY’ _asz _I_aYXY
oz oyl x| oy | &z
zazgz _ O[Oy O
xdy oxlox oy oz ) |

58



d) Tuong quan gitta bién dang va itng sudt. Dinh luat Hiic tdng quat :

1 Ty |

€y E[G - Vo, + 6] Yxy = %
1 1

£y = E[Gy - v(5, + o, )Yy, = —é—z L av)
{ Ty

€, = E[G - v(o, +6,)l Y =G

Hoac dung hé thdng phuong trinh cia Lamé (4-27) :
o, = A0 + 2Ge, Ty = OYyy
o, =18 +2Ge, 1., = Oy, V)

c, = A0 + 2Gg, Toy = Gyygy

Ngoai nhimg hé phuong trinh trén cdc nghiém phéi thda min diéu kién bé mat. Néu
nhu xét mot phan t6 sdt ngay trén b& mat ca vat thé thi c6 thé xem bé mat clia vat thé 13
mdt mit nghiéng nao dé ¢d phip tuyén v (h.4-5). Ngoai luc tdc dung tai d6 duoc chia
thanh ba thanh phdn X,, Yy, Z, (trén don vi dién tich). Diéu kién mat ngoai dugc viét hoan
toan gidng nhu cic biéu thite (2-7). Tacé :

X, =0 d+1t,m+1,n

v yX
Y, =1yl +oym + 1,0 (4-41)
Z, =14l +1,m+0o,n

Giai quyét mot lic bén hé théng phuong trinh vi phan d6 1a mot diéu khé khan 1.
Ciing vi vay khong phai bat cit bai todn nao ta ciing giai duge. N6i chung ta cé hai cidch
giai. Cich thif nhat xem 4n s6 phai tim ban ddu la cdc thanh phén ng suit 6,, oy, 6,, 1y,
Tyz va 1, va cach thit hai xem cic chuyén vi u(x, y, z), v(x, y, z), w(x, y, z) 1a 4n. Ta sé 14n
lugt trinh bay hai cich d6 :

1. Cach giai thit nhit : Xem cac thanh phin dng suét la 4n

Bai todn dua vé viéc 14y tich phan chin phuong trinh (I) va (IIT) véi sdu ham chua biét.
Nhu vy trong nghiém t6ng quit s& c6 mat cdc ham tiy y. Cdc ham nay duoc xac dinh tr
diéu kién mit ngoai (4-42).

Vi ta di 1dy ung suit 1am 4n nén ta phai chuyén hé phuong trinh (III) sang dang \ing
sudt. D€ lam duge diéu d6 ta sit dung hé phuong trinh (IV) va he phuong trinh (I) 14y dao
ham cédc phuong trinh d6 va thay vio (III) ta s& tim théy :
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2
Vi, + ——F%n g
U4 v o2
2
Vi, + Oow _ 0
Y 14V’ oy’
V2 6?Ctb -
z " 2
l+v 5 X 4-42)
3 8%
V2 =2 =0
T TV oyer
2
2 3 0 O
— =0
T YTy ey
2
V21: 3 0 Glb _
Ty oxdy
«wong dé V2 1a todn tir Laplatxo (Laplace) véi dinh 1 ghia :
o2 0? . 5 &
P P T a2

Céc phuong trinh dé duoc thiét 1ap khi xem céic luc thé tich bang khong va dugc goi 12
phuong trinh cia Bentrami Misen. Khi c¢6 ké dén hye thé tich thy cdc phuong trinh d6 c6
dang nhir sau :

2
2 3 0&oy y (60X oY 0OZ ax_o
V<o, +1+Y >t Y[~-—+—E +_az +2—=
2
Vo, 3 6th+ v [ax oY azJ Y o
Ty ay> l-viox 0y & Oy

2 3 8%, v (60X dY &\ .07
- —=0
Vie, Tev 022 TV +'2az

3 5201,, dZ oY

2 _—
Vit Ty oyae Toy T
3 3%, X oZ
vz b iatalind 0
R v V- - Vi
2
Vi, 3 90 X XK _,

TTivaoy T ox oy

2. Cach giai thit hai : xem cac thianh phin chuyén vi 1a 4n

Ta phéi chuyén 14t ca hé phuong trinh can bing () va céc diéu kién trén mat ngoai
(4-41) viét theo cac thanh phan chuyén vi u, v va w.
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Tir cic phuong trinh coa Lamé (4—13) ta c6 thé viét :

]
G, = A0 + 26—2—2—
ov ou
Yy T G[gx_ +E] [ (4-44)
ou  dw
Ty, = G[-gz—-l-'a—x-]

Lay dao ham theo x, theo y va theo z sau d6 thay vio phuong trinh thi nhat cia he
phuong trinh can biang (I) véichi § :

°u v o 8(ou ov Jdvw)| 050
+ + = | =t —+—— |= —
ox2 | Oxdy | oxdz | Ox\ox oy | oz
Phuong trinh can bing thi nhat s& c6 dang :

ox
o) 2 Pul]
(7\.+g)§ + GV u+pX=0[= ?] | (4—-45)
Cung céch thiét 1ap tuong tu ta cé hai phuong trinh khic :

2
o+ R L aviv 4 pY =0[= 0 VF

a2

% 3; . (4-46)
o0 2 )
A+G)—+GVe + Z=O[= —
oz P 6(2)J

Nhing phuong trinh d6 duge goi 1a cic phuong trinh Lame.
Cic diéu kién bé mit sé duge viét nhu sau : Tir phuong trinh ddu ta co
du, Ou Ou | Ou, oV 150
= ] _— _— —_ —]+ - —_
X, =10 +G[aul+aym+azn]+0[ax +8xm+8xn]

Chd § ring biéu thitc & trong d4u ngodc vudng thi nhét biéu thi dao ham clia ham s6 u
theo phdp tuyén v cila mat ngoai vat :

du Oudx Ou Oy . u &z

dy Oxdv Oy dv z év

Ciing tinh todn tuong tu véi cic phuong trinh thit hai va thir ba ta cé :

—Qu—l+@m +(—3u-n
X oy 0z

du u v do ]
X, —k91+va—+G[5—£l+5x—m+3x—n]
ov ou, ov ow |
Y =2m+G—+G|—!/+—m+~—n 4-47)
v Y [ay YR ] (
on ou, ov om
ZV ~X9D+G~6—J+G[-&’+B‘Z~m+—az—n:|J
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S

T c4c phutong trinh Lamé va cdc didu kién mit ngoai (4-41) ta sé tim thay cdc chuyén
vi u, v v . Sau khi d3 c6 cdc chuyén vi ta d&€ dang x4dc dinh dugc cic bién dang va tix cic
biéu thirc ctia Hic ta s& tim dugc ng suit.

Ngoai hai céch giai trén day ta cdn mot cich gidi thit ba duge goi 12 cich gidi hén hap,
nghia I3 trén mot phin ndy cla vat thé thi gidi theo chuyén vi-va phén khéc thi gidi theo ting
suat. Ta khong trinh bay ki céch giai nay nhung nhiing phuong trinh co ban thi ta da thiét
lap xong.

Ta nhan thdy theo cich giai trén day s€ gip rdt nhiéu khé khan, nhiéu bai todn trong
thuc t&€ hdu nhu khéng giai duge. Dé c6 thé dp dung tinh todn cho nhiing bai todn ing dung
trong K1 thuat ngudi ta thuong dua ra mot s6 gia thuyét. Nhe nhiing gia thuyét d6 ma ta da
don gidn duge cdc phuong trinh vi phin trén day va di tim ra nghiém dé dang. T4t nhién
nghiém dé khong phai 12 nghiém chinh x4c, nmumg d6 chinh xdc cia né ciing di ddp iing
déi véi yéu ciu trong thuc t€. Chiing ta s& ding cédc gia thuyét dé dé tinh todn vé thanh ma
ta s€ dé cap (6i trong cdc chuong sau.

Ta 14y mot s6 vi du vé tinh to4n twong quan giita
bién dang va ting suit : n

Vi du 1. Tai mé6t diém trén mat vat thé chiu luc
nguoi ta do duoc bién dang ti d6i theo cic phuong u
Om, On va Ou nhu sau (hinh 4-6).

£n=2,81.10"% g, =—-2381.10" ¢,=1,625.10" 45°
Xéc dinh phuong chinh va dng suit chinh tai 0 m
diém dang xét. Cho biét hé s§ Podt x6ng v = 0,3, Hinh 4-6

moduyn dan héi E = 2.10*%kN/em?.
Bai gidi
Ta nhan thay phuong vuéng géc véi bé mat ciia vat thé 1a mét phuong bién dang chinh

vi theo phuong nay vat thé khong chiu luc. Do d6 ta c6 th€ bd qua bién dang cia phuong
nay va bii todn dugc xem 1 bai todn phing.

Sir dung céng thitc (4-27) ta c6 thé viét :

&n = =6, — vo,] = lo, —0,35,]=281.10"*

10

-4
T [o, ~ 0,30,] =—2,81.10

Tir c4c biéu thic dé ta tinh duoe o, = 4,32 kKN/cm?, 6, = -4,32 kN/cm®,

S dung cong thitc xoay truc (2-29) va xem Omn nhu toa do g6c ta cé :
_G6,+6,  ©

m — %n c08(2.45%) — 1, .sin{2.45°)

Ce 2 2
o, = Om ;- %0, Om ; n cos(2.135%) - T -SIN(2.135°%)
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Véichi y 6, + 6, =0, cos(2.45°) = 0, cos(2.135%) = 0, sin(2.45°%) = 1, sin(2.135%) = -1
ta (im thay :

Gy = T (1)

Gy =—0, (2)
Vay ta cé thé viét :

g, = %[o‘u +vo,] =1,625.10"

Tird6é taco ;

4 -4
107.1,625.
o, = 2.10%.1,625.10 = 2.5 KN/om>
1,3
Tri s6 cuila Ung sudt tiép 1, 1a: ‘
Tim=—0y=—2,5 kN/cm®

Phuong ctia truc chinh tng sudt dugc x4c dinh tir biéu thiec (2-30)

2t 22,5
~o, 4,32+4,32

tg20 = — =0,5787

m
Vay : 200 =30° va o = 15°, a, = 105°,
Tri s6 cla Ung suét chinh dugc tinh tir cong thic (2—-37). Tacé :

2
- =0’n+0m+ O — Oy +12
max 2 - 3 nm

Thay s6 vao ta ducc :

G, .. = i%\[(4,32 +4,32)% + 4(2,5)% =15 kN/cm?

max
min

Ghi chu :

Ta c6 thé tinh o, v 6, theo cdc cOng thic xoay truc nhu sau :

T
[Gm ‘Cmn] —cos45° —cos45°
O, =
’ Tum S sin 45° sin 45°
o o _ g0 N2 o , ,
Véi tri s6 cua cos45™ = sind5™ = - va chi ¢ téng o, + o, = 0. Tich trén din dé&n
biéu thic :

ooy BB BB B, B

2 2 2 2 2 2
vatrdotacd:

u™="Tnm (1)
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Tuong tu ta cé :

2 2
X N R N/ N S/
Oy Ty Ty T
Oy = Tpy Vay theo biéu thic (1) ta c6 :
o,=-0, (2)
Vi du 2. Tai diém A trén mit mot vat thé y
dan héi chiu luc, ngudi ta do duge cic bién n m
dang ti d6i theo ba phuong x&p theo hinh sao
géc 60° (hinh 4-7). Ta ky hiéu cic bién dang
dé la g, €, €,. Lap cong thic tinh nhiing ing 60 X
suét chinh va phuong chinh tai di€ém d6. 0
Bai gidi
Tir cong thic (4-26) :
1+v v ..
eij = -'—E-*O'ij - EG"Sij (l,_] =1, 2, 3)
véic = G| + Gy + O3 Hinh 4-7
Ta c6 thé tinh \ing suat theo bién dang :
v

Vi bé mat ciia vat thé khong chiu luc nén & day ta c6 thé xem nhu bai todn phang
Véi 633 = 0. Trudng hop dang xét chi cé cic bién dang dai nén ta c6 thé viét biéu thitc (1)
duéi dang :

. © [E.g;; + vo] ‘ (2)

T v

Lay toa dd Oxy lam toa d6 gdc, tenxo ing suit dugc viét trong toa d6 dé 1a :

o T
X X
To = Y
Ty Oy

Nhur vay ing sudt phép theo phuong m dugg tinh véi céng thic xoay truc :

1 {lcx tyx][l }}T[z }
o, = —— [Eg, + vo] =
1+v Tyy gy [Lm m



Oeg

1 =
O day I = — cos60° = ) (vi tinh tir truc m sang x ngugc véi chi€u tir X sang m).

B3

3)

m = cos30° = >
Sau khi thuc hién phép nhan ta ¢é :
- _ Ox V3 3oy
cm—1+v[Eem+v0']- 1 w3t
Tuong tv nhu vy véi c,,. Tacé :
T
1 1
Oy 1:yx —-5 _5
6, = —— [Ee + vo] =
n 1+v[ n ny G’y:| 3 NE)
2 2
_ _ G, 33
Cn—l—-'-—v[ESnﬁ'VO']—T‘l‘Txy—z—‘-cmy (4)
Tuong quan gita G, va €, cling dugc viét dudi dang :
— [Eg, + vo] = o, (5

1+v

Ba phuong trinh (3), (4), (5) 1ap thanh he théng ba phuong trinh véi ba 4n 56 ¢ = o, + oy,

Gy va t,, nhrsau : 5
(1 \ o 3 o,
v o= T Ty &
1 \Y c J3 Oy
(TevEs T~ w7ty @
1 \%
T+tv o x T 13ve =% ()
Cong V€ vé1 vE cua ca ba phuong trinh véi chil § o = 6, + o, ta s€ tim thdy nghiém thir
nhit o :
E
_m(ﬂx+5m+€n)

Lay (4) trir (3) ta duge :

Txy = _E__ €y —€m)
\/5(1 +v)

Nhan (5) 1én d6i 14n va trir cho (4) va (3) ta sé tim thdy :
2E

Oy — Gy = 3+ (2, ~ €5, — €p)
T dé6 ta tim th&y phuong chinh véi biéu thic :
2‘ny \/g(en — Em)
tg2o = — = -
G, ~ Oy 26, —€, — €,
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Tri s6 cuia cdc tng suat cuc dai va cuc tiéu 13

2
s _Sx*% , |[Sx 9y )
max 2 - 2 Xy

min

E V3E
cm; = m(ex +e,+¢g)t m\j(ax - em)2 + (e, — z-:“)2 + (e, - ax)2

Chii y. Ching ta cﬁﬁg c6 thé dung céng thiic xoay truc :

6, +o6, O©,—-0C
= X"y x "7y o
W=t cos2a — T,,Sin2a

dé thiét 1ap cdc phuong trinh (3) va (4).

G

Bai tap

4.1. Mét hinh tru tron dac bing thép cé duong kinh D = SO mm dit vira khit vio mét 8ng
déng c6 bé day 8 = 1lmm. Hinh tru thép bi nén véi lyc P = 150 kN (hinh 4-8). X4c dinh
phuong chinh va ing sut chinh tai diém 6ng. Chov =03, E= 2.10* KN/cm?.

P
WA
/'-' ® X
@ T 77
! HE y -
| 1 -~ o
: : °
1
é s I .
v N
N TR — ol
e :
Hinh 4-8 Hinh 4-9

4.2. Mot tdm thép kich thude a x b x ¢ dat giita hai tAm tuyét d6i cing, 2 tdm nay duoc lién
két v6i nhau bing 4 thanh (hinh 4-9). Khi tdm thép chiu 4dp luc P phan b6 déu trén hai
mat bén thi ing suit kéo cia thanh 12 bao nhiéu ?

Tinh ting suét trong tAm thép. Cho E g, = Ejann-
4.3. Mot khé6i hinh tru tron A bing déng dugc nhét khit vao mot 18 khoét cia mot vat ciing
tuyét d6i B vi chiu lue nén P = 50 kN. X4c dinh 4p luc nén vio vich 16 khoét. Xac dinh

bién dang Ah vi AV ciia kh6i déng. Cho dudng kinh cta khéi d = 4cm, chiu cao
h = 10cm, v = 0,31. E = 1,1.10°kN/em” (h.4-10).
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\\\\E

- | [
B4 A ?5 l
? l ‘i’ X = = e
AY b
—a—] 7
Hinh 4-10 Hinh 4-11 Hinh 4-12

4.4, Xac dinh gid tn cdc ung suit trén mat bén cla phan t6 hinh 1ap phuong ¢é canh a = Scm.
Cho biét bién dang dai tuyet déi Ax = 5.10 “mm, Ay = 1.10 “mm, Az = 7,5.10 “mm,
va bién dang géc v,y =2.10 2, v, = v,, =0, E=2.10* kN/em®, p = 0,3; G = 8.10°.
Tim gid tri cic Ung suit chinh ca phan t6 (h.4-11).

4.5. Nh& dung cu do bién dang (Tenx0mét) ngudi ta do duge d6 gian dai ty d6i tai diém A
ciia dim doc theo cdu khi c6 tai trong nhu sau :

g, = 0,0004. gy = —0,00012.
Xdc dinh ung suit phap theo phuong x va y (h.4-12).
4.6. Mot kh6i 1ap phuong bing bétdng dat vio vira khit ranh ciia vat thé A chiu 4p suét phan

b6 déu & mit rén p = 1kN/em?. X4c dinh 4p luc nén vao vich rich va do bién dang thé
tich tuyeét déi. Cho canh a = 5cm, v = 0,36, E = 8.10 kN/cmz. Vit thé A coi nhir tuyét

déi cing (h.4-13).
P
y Jp
Pl>" 3~ 1y
X Q Q
[y — l——
. 5 -
d 7
.
A
E B
P b
Hinh 413 Hinh 414

4.7. M6t phan t§ khOng bi bién ddi thé tich, c6 hai \ng suit chinh o, = 100 kN/cm
6, =60 kN/cm?. H01 itng su4t chinh thi ba phai bang bao nhiéu ?

4.8. M6t tdm mong hinh chu nhat bé day § dat gita hai vach ciing song song. T4m chiu luc
kéo P va luc nén Q nhu trén (h.4~14). Tinh dp luc nén clia tdm vio v4ch vi d6 bién déi
thé tich cha t&m. Bd qua luc ma sét gita vach va tdm.
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