Chuong

KET CAU CHIU LUC PHUC TAP

§1. NGUYEN TAC TINH TOAN KET CAU CHIU LUC PHUC TAP

Mabt két cau dude xem 13 chiu luc phdc tap, néu trén cic mit cit
ngang cla né c6 it nhat hai trong s8 sau thanh phdn néi lye N, Q,,
Q. M, M,, M,.

Ta hay xét mdt mit cit ngang A nao d6 va gin trén dé mét hé
truc quan tinh chinh trung tdm oxyz cia dam chiu lyc nhu hinh
9.1a. Luc P nghiéng véi cac truc toa d6 z, x, y tuong ing nhing géc o,
B, v. Céc ndi lye trén mit cit A gdm cé (hinh 9.1b).

N=Pcosa ; M,=-P [ %cosa + Zcosy] ;
b
Q, = Pcosy ; M,=—P( Ecosa+ZcosB];

Q,=PcosB ; M,=P ( %cosy - h/2cos[5].
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~.—q ”.%_z
P x Y
Jc/ z
M,(D
Y
a) b)
Hinh 9.1.

Cac ndi Iuc doc N va
mémen udén M,, M, giy ra &
mdi diém K(x, y) clia mit ct
ngang hé cac iing suit phap
dong phudng: &y, &, , Gy ,

con cac luc cit Q,, Q, va
mémen xoian M, gy ra tai K
(x, y) hé cac dng suat tiép
A 2 - — -
dong phang: 1, , Ty s Tm, -

1. Déi vdi nhém cac Hinh 9.2.
ng suit ti€p
Ung suit tiép toan phén do cac ndi luc Q,, Q,va M, gdy ra tai
diém K(z, y) nao d6, theo nguyén ly déc 14p tac dung, bing téng hinh
hoc céc Gng suft tidp thanh phan do riéng ting néi lyc gay ra. Cu thé
la:

=1, + 1 (9.1)
trong d6:
T, = T 95 ‘I:_MZ p
yz() — *Q, — ] p— .
1.8, 1
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Cha y dén T, = T 3 + Ty, ta cé:

Z:‘E

v T T ooyt Ty

XZ

+ 3

Al

y yz(l) yz(3)

2. Nhém cac @ng suit phap tai diém K(x, y)

ai

G =

[

hay duéi dang téng dai s6 ta cé:

> X (9.2)

D4u cac s6 hang trong (9.2) phu thude ddu cta cac néi lue va ddu
cia toa d6 diém K(x, y).

Né&u trén cic mit cit ngang chi ¢é N, M,, M, thi ta goi bai toin
dé 1a bai toan udn va kéo (nén) dong thai hodc kéo (nén) léch tdm vai
d6 lach tam e (hinh 9.18 va 9.20 thuéc §7).

Trong thuc hanh ta xac dinh d4u cua ¢ nhu sau:

oms N ML M (9.3)
N R

X y

Trong cong thic nay diu dudng (+) ing vdi diém can tinh ung
suit ndm & mién chiu kéo do cac néi e tuong ng giy ra; diu (-)
Ung v6i diém can tinh fng suit ndm & mién chiu nén do cac nédi luc
tudng Ung giy ra. Ban than cac ndi luc va toa dd diém tinh ng suit
trong cong thice (9.3) dude 14y theo cac tri tuyét doi. Nhu vay theo
cich xac dinh thyc hanh diu cua ¢ ta khéng phai quan tim dén
chiéu cac truc toa d6 va diu cace ndi lye. Tuy nhién, ta cting ¢6 thé xac
dinh dau cla o theo dau clia cac noéi luc va toa dd x, y bang cach dat
vao mit cit khdo sat mdét hé truc toa d6 (hinh 9.2) sao cho céc
mémen udn duong gy ra cac Gng sut kéo § cac diém thudc géc phin
tu duong thi nhat cua hé toa do.
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Vi du: can xac dinh Ung suét tai diém K(x, y) thude gbc phan tu
thit nhat clia mat cit ¢6 hoanh d6 z do cac néi luc gay ra (hinh 9.1).
Theo céng thiie (9.2) ta c6:
N -MGy) -M (+x)

o=+ —+
F J J

x y

Do dé:

X M, .x
ﬁ_ Mx y _ 4 (a)
F J J

x y

o=

Theo céng thic (9.3) s6 hang thd nhat 14y dau duong vi N gay
iing suit kéo trén toan bd mit cit chita diém K(x, y). S6 hang thi hai
va ba ldy dau am vi M, va M, gay ra céc iing suit nén & diém K(x, y).

Vay theo (9.3) ta ciing nhan lai duge két qua (a):

ﬂ_'Mx y| _ }Mny}
F J J

X M

G =

(b)

Tudng tu nhu cac truong hdp chiu Ide don gidn, mudn biét vat
liéu c6 bi pha hoai hay khéng tai m6t phén t8 nio dé trén mat cdt
ngang cua thanh chiu lue phic tap ta phai sit dung mét cach thich
hdp céc thuyét bén da dude trinh bay 6 §2 cua chuong 6. Nghia 1a,
can phai tinh céc ing suit tuong dudng theo hai nhém ing suit
phap va ti€p néi trén, sau dé so sanh véi cac Ung suit cho phép (theo
phuong phap ting suit cho phép) hoic cic cudng d6 tng suit (theo
phucng phép trang thai giéi han). D6 1a ndi dung cda bai toan kiém
tra bén d6i véi thanh chiu lue phiic tap.

Mot cdu héi duge dit ra 1a: d6i véi mi mat cft xac dinh thi diém
nio trén mit cit 1a diém nguy hiém nhat?

Cau tra 18i c6 tinh chat nguyén tic la: diém nao cé dng sudt
tuong ducng lén nhat sé 1a diém nguy hiém nhat.

Trong trudng hop téng quat khong thé chi ngay ra duge diém
nguy hiém nhat. Vi thé, trén co sd céc tng suit thanh phan ta c6 thé
phan doan duge mdt s6 diém trén mit cdt khao sat c6 kha ning la

274



nhitng diém nguy hiém va viéc kiém tra bén duge tién hanh d6i véi
tat ca nhing diém nay. Viée kiém tra bén nay d61 véi hé phai duge
thuc hién déi véi mat cit nguy hiém nhat. Mit cdt nguy hiém nay
dude thé hién trén cic biu dd ndi luc va quy luat bién thién ciia mat
¢4t ngang doc theo truc dam.

Ta sé minh hoa nhiing chi din J trén qua viéc kiém tra bén d6i
véi hé cho trén hinh 9.1a theo mét thuyét bén nao d6é.

Mat cdt nguy hiém nhat 13 mat cit 8 ngam (d4u trai caa dam)
véi cac ndi luc c6 do 16n nhu sau:

N=Pcosaa ; M, = -P [% cosa + Zcosy] (cang trén)
b <
Qy,=Pcosy ; My = -P (-2— cosa + [cos B] (cang trong)

Q,=Pcosp ; M, = P [g cosy — % cosB] (thuan kim dong hd)

Phucng va chiéu cla cdc ndi lic nay trén mait cit tai ngam
gidng nhu phudng, chiéu cac ndi luc trén mat cdt c6 hoanh d6 z (hinh
9.1b).

Cac diém c6 toa dd sau day c6 thé 13 nhitng diém nguy hiém cin
kiém tra:

1(-— ——); 2(b/2,h/2); 3(0,-h/2); 4(0,h/2);5(§,0];6(—%,0]

2 2

D6i véi diém 1:

t.=0 ‘c,= o =‘NI+'Mx +'MY’
1 y V1 max F W W

X M

Diéu kién bén theo thuyét bén iing suat tiép 16n nhit nhu sau:

N M M
O =0Op =+ OF + 471} =51=|F‘+‘w" +|Wy\s[c] (9.4)
x y

275



At Pl - R
Pb1 vél diem 2:

.=0:6,=0G :lN\_‘MX __‘My
2 r V2 min
F W, W,
Do dé:
N M M
Cu=0p=y 62 +413 = ‘ F‘ — lwx (Wyl < [o] (9.5)
x y
D&i véi diém 5:
M
I [
F W,
Tys = —2 (do luc cét Q, gay ra);

2F

z

M :
T = (do mémen xoan M, giy ra);
™ o hb? i

- Q, M

.3 )
TS = TyzS +‘Cy25 —'5 -

+
F o hb?

Vay diéu kién bén 1a:

Gug = Opa = o ol +41, < (o] (9.6)

Viée kiém tra bén 461 véi cac diém con lai cing dude tién hanh
tudng tu.

Thuc t€ tinh toan cho th&y ring déi véi thanh dai chiju lue phiic
tap Anh hudng cta luc cdt dén d6 bén cta thanh khong dang ké so
véi cac thanh phan ndi lue khac. Vi thé, trong cac tinh toan c6 thé bd
qua e cit d6i véi nhitng thanh c6 chiéu dai/ > 5h (h — 1a kich thuéc
16n nhit ciia mat cat ngang).

Cin phai nhdn manh lai mét 1an nita 1 viée chon thuyét bén
nay hay thuyét bén khac dé tién hanh kiém tra bén cho két ciu chiu
lyc phu thude vao vat lidu ché tao k&t cdu dé va vao quan diém cla
nguai tinh toAn. Vi du, déi véi vat liéu cé kha ning chiu kéo va nén
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khac nhau, ta nhat thiét phai dung thuyét bén MO trong sé cac
thuyét bén dugc trinh bay & chuong 6. D6i véi vat lidu ding hudng c6
kha ning chiu kéo va nén nhu nhau thi cé thé stt dung mét trong ba
thuyét bén: thuyé&t bén thi ba, thuyét bén thit tu va thuyét bén MO.
Dé1 véi cac vat ligu di hudng cdn phai st dung cac tiéu chuin bén va
déo cho loai vat liéu naly di duge md ta 6 §3 cha chudng 6. Duéi day
12 cach ap dung 1y thuyét téng quat & trén vao bai toan hé chiu luc
phic tap thuong gap.

§2. TINH DAM CHiU UBN NGANG PHANG

Trong thuc hanh ta rat hay gip nhiing dim chiu tic dung caa
ngoai Iyc vudng géc véi truc dam, sao cho trén mat cit ngang chi ¢é
hai thanh phén néi lyc: mémen uén M, va lyc cit Q, ciing ndm trong
mit phing d6i xing yz cia ddm. Ngudi ta thudng goi dAm chiu luc
nhu thé& 1a ddm chiu uén ngang phing. N6 1a su té hop clia bai toan
udn thuin tdy phing va cdt (theo quan diém cia nguyén ly doc lap
tac dung). DAy 12 mét bai toan vé thanh chiu lyc phitc tap hay gip
nhat trong ki thuat va dude khao sat dau tién.

Ung suit phap do mémen udn gay ra:

Ung suét tiép do lue cdt Q, gay ra:

_Q,
1,8,

T
Nhu vay, trang thai (ing suit tai mot diém bat ky nay cta dam

chiu uén ngang phing 1 trang thai dng suit phang.

Didu kién bén ctia dam theo thuyét th& ning bién d6i hinh dang
nhu sau:

a) Ty, = \/ o + 31 < [o]
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Diéu kién nay dugc thuc hién ¢ mit cit nguy hiém nhat d6i véi
M, va Q, va & diém K ¢6 6 va 1 déu 16n 4 trén mit cat nay.

b) 61, = | Onavminl S [0 ]
Piédu kién nay dude thuc hién 8 mat cit nguy hiém nhat déi véi

M, va  diém (1, 3) ¢6 tng sudt phap cuc tri 6, m;, trén miat ct d6 so
vdi tat ca cac ing sudt phap 16n nhat trén cac mat cét con lai.

c) oy, = ﬁ T S [0]

)

Hinh 9.3.

Piéu kién nay dude thuc hidn 6 mat cdt nguy hiém nhat d6i véi
Q, va 8 diém cb ting sudt tiép 16n nhat trén mat cit d6 so vdi t4t ca
chc Ung sudt ti€p 16n nhat trén mit cit con lai.

Psi véi dAm chiu udh va cét ddng thdi cAn phai kiém tra bén
theo ca ba diéu kién (a), (b), (c) 1a vi trang thai ing suit cia cac phan
td doc theo chiéu cao mit cit ngang dude dic trung bdéi nhitng phan
t6 chinh khac nhau ca vé phuong (hinh 9.3b) ctia cic ing suit chinh
va tri s6 cua ching.
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§3. Vi DY MINH HOA

Mét ddm tinh dinh mat cdt khong d6i hinh chit I, chiu lyc va lién

két nhu hinh 9.4a. Biét: a = 200 cm, E = 2.10* }—Nz-, [6] = 16 LNT,
cm cm
_ 1 _ _ kN _ 4 ,
[Vl= — ,[0] =0,05rad, q =0,5 —, J, = 218200 cm*, 4 thép gbc
400 cm

khéng déu canh 80 x 50 x 5 (mm), chiéu day ban bung & = 12 mm,
chiéu day ban canh t = 10 mm.

Yéu cdu:

1. Viét cac phudng trinh lyc cdt Q,(z), mdmen uén M,(z), d6 véng
V(z), gbc xoay ¢,(z) va vé cac bidu a4 nay?

2. Hay chi ra cic mit c¢6 max|Q,|, max|M,|, max|V| va
max|@|?

- 0 a [ Ly > a . LI ™~
3. Hay kiém tra toan dién diéu kién lam viéc cho dam?

GIAI

1. Viét phudng trinh va vé biéu dd luc cdt Q,(z), mémen udn
M, (z), 46 vong V(z), géc xoay @(z).

— Chon truc z triing véi truc thanh hudng sang phai.

~ Chon gbc toa d6 & ddu trai clia ddm.

Goi phan lyc tai géidd 113 R,.

Goi phan lyc tai gé1 d34 1A R,

Gia dinh ching c6 phudng chiéu nhu hinh 9.4a.

D61 véi ddm da cho va véi yéu cau dé bai, phuong phap t6i uu
nhit trong sé cac phudng phip di giéi thiéu }a2 phudng phap van
ning.

@) Tinh phdn itng tai géi dé 1 (R) va 4 (R)
Im,=P.9,6a ~ R,.8a + 4,8aq.7,2a + 2P.3,2a - aq.0,5a - M* = 0
= ga.9,6a — R,.8a + 4,8aq.7,2a + 2qa.3,2a — aq.0,5a — qa’* =0

279



< R,.8a = 9,6qa’ + 34,56ga® + 6,4qa” — 0,5qa’ — qa’
= R,.8a = 49,06qa?

49,06qa’
8a

m,=P.1,6a — 4,8aq.0,8a — 2P.4,8a + R,.8a — aq.8,5a — M* =0
= qa.1,6a — 4,8aq.0,8a — 2qa.4,8a + R,.8a — aq.8,5a —qa®? =0
< R,.8a = 3,84qa’ + 9,6qa’ + 8,5qa’ — 1,6qa® + qa’
= R,.8a = 21,34qa*

21,34qa’
8a

=> R, = =6,132qa (kN)

=>R,= = 2,667qa (kN)

b) Phuong trinh luc cdt Q. (z), mémen uén M(z), géc xoay
@.(z) va dé vong V(z)
Theo phuong phap van nang ta cé:

k=1n

_ L
.Qk(z): Z l:poi+Aqoi(Z_ai—l)+Aq01 ( l]) + qm ']) :I

i=1

=>Q(z=-P-qz| +R, +q(z—4,8a) —q(z - 9,6a)
1 2
=—qa- ql +6132q’ + q(z — 4,82) ' l

+ 2,667qa — q(z — 9,6a)| (a)
5

k=in —a. )2 -a..)
b) My(@) = [Mlﬁl’oi(z—aid)wqof = ;—J_') raa, 3a*."') *

+ Aq; (Z—_::'L +]

= M(z) =-P- ~2_ sR(z-1,60) + 32480 ;’82‘)’ _
1 2 ‘ 3
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2
- 2P(z -6, 4a)l +R, (z—9,62) — _q(z _3’63) '

= M(2z) = ~qaz — qz_ | + 6,132(z-1, 6a)l q(z 4 Sa) ‘
- 2qa(z — 6, 4a). + 2,667qa(z — 9,6a) - q(_z__29_6a)_ l
4 b

Pzt g2 (z-1,6a)’ q(z -4.8a)
=A _ - G + R A& VYY) 4+ 2= 7
¢) ¢(2) P 21E]  31E] ‘ Y 31E] 5 3IE}
1

_op (_z—_6,4a_)2 +R (z~9,6a)2 R q(z—‘),6a)3 ©
2'EJ * 21EJ 31EJ

(z-1,6a)’
) Vilz) = 8V, + Agorz = 3tEJ 4'EJ( 3ES A‘_

4
q(z 4,8a)* (z 64a) +R, (z- ~9,6a)’ 3 (z—9,6a) @
3

41E] 3'E] 3'E] 41EJ
4 5

Trong hé phudng trinh a, b, ¢, d c6 4 4n s8 cdn xac dinh la: R,, R,
va AV, A@,,. Céc phan lye R, va R, 43 duge xac dinh nhd diéu kién
can bing & trén. Tuy nhién, thuin tién hon ca 13 sd dung chinh hai
hé phudng trinh déc lap clia phuong phap van nang d€ xac dinh déng
thdi cAc 4n s6 nay. Cu thé 1a:

Q(z=2120cm) =0 R, =6,132qa = 6133 kN T
)
M(z = 2120 cm) = —qa’ R, = 2,667qa = 366,7 kNt

V(z=320cm) =0 o Aoy = ~3,91.10 rad
V(z =1920 cm) = 0 AV,, =1426 cm

Sau khi thay cic gia tri R,, R,, AV,,, Ag, vao cac phuong trinh a,

b, ¢, d ta ¢ cac biéu thie tudng minh cua lue cit Q(z), mémen udn
M, (z), gbc xoay ¢.(z) va dd vong V(z).
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Véi cac sb liéu dé bai, phuong trinh dé véng V(z) trong cac doan,
‘cu thé nhu sau:

V.i(2) =—4,774.1072, 2* — 3,82.10°° 2 — 3,90.107%. z + 1,420,

0<z<320cm
V,(z) =—4,774. 1072, z* + 1,34.107%, 2% — 6,59.10°%. 22 - 5,70.103. 2
+ 3,41.1019 | 320<z<960 cm

Vi(z) = 1,27.10°°, 22 + 7,57.10°%, 2% — 2,58.107 — 3,62,
960 <z2<1280 cm
V(z) =—6,365.10" 2z + 8,79.107%. 2% + 2,65.107. z — 3,629
1280 <z <1920 cm
Vi(z) = —4,77.10™ z* + 3,81.107°. 2° — 3,43.10°%. 22 + 6,078.107%. 2
— 1,60, 1920 <2<2120 cm

Hoan toan tudng tu nhu vay, ta dé dang viét duge phusng trinh
gbéc xoay, mémen ubn va luc cit véi hé s6 bing s6 cho mbi doan khi
tryc tiép st dung céc phudng trinh c, b, a hoic béng cic lién hé vi
phan da biét giila cac dai lugng khao sat: chuyén vi, ndi luc, ngoai
lye.

Biédu d4 caa (Q,), M), (V), (¢, duge cho trén hinh 9.4b, ¢, d, e.
2, Cac dai lugng cue tri phii tim tai cic mat cit tudng
ttng (hinh 9.4b, ¢, d, e)
max |Q,] =353,3kN  (bén phai g&i tya 1);
max |M,| = 76700 kNcm (3 mit cit 3);
max |V| =3,834 ¢cm (tai z, = 1124 cm);
max|¢,| = 6,885 (tai z, = 508,10 cm).
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4710 |

410

g9a*= (20000)

e

&)

2/0:[741 (_-100) M‘:qa’:!,fo“
P=qa 100) g=05
Jp =218200
Y 7 3 X 7
1éa J2a 16a J2a a
320 640 320 640 200
¥ waw [
cm
kN —
& 1
353290= 0332qa=(|33,25)
(3533 ~ + 9a = (100}
) L Tt S
1687ga
» 269a=(2¢0) AN G%
ga = (100) 16679a-(1647)
28894'= { 57600)
{5ga’= (30000)
[
) v
MI
ANcm
4 383492 = (76700)
33029a" = (66080)
Hinh 9.4a, b, c.
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— zer124 |
0 1101
1426
B yiid /ﬂﬂ/ ©
/
g e
/) ] U lm f
@ rad \ »
3634 67.90
2 2 5081
‘—q_——i 608.107?

2653107
| 291007 J @
/ f—_— e
e) / £

501 107
511073 A 2582.10°
N
6,685.10
Hinh 9.4d, e.

3. Kiém tra toan dién diéu kién lam viéc cia ddm

n a? -~ N oA
a) Kiém tra bén toan dién

Gin= - 14,46

6= 14,06

0, ar 1446

284
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a. Kiém tra phén t6 6 trang thdi tng suét don va phéng nguy
hiém nhat.

Tit biéu dd lyc cat Q, va mémen M, ta thdy tai z = 1280 cm,
M, nax = 3,834 gqa® = 3,834.0,5.200% = 76700 kNcm.
Tudng ing d bén phai mat cit “3” nay luc cit ¢6 gia tri:
Q, = 1,667 qa = 1,667.0,5.200 = 166,7 kN

Trén mat cit nay can kiém tra tai 2 ¢iém 1 va 2 (hink 9.5) nhu
sau:
Tai diém 1I:
o o 16700
218200

Tai diém 2: tiép giap gitia long va d& nhung thudc vé long:
M, 76700
5. 71T 218200

X

. 41 = 14,41 kN/em? < [o] = 16 kN/em?.

C, = . 40 = 14,06 kN/cm?

¢ Tinh {ng suAt tiép:

L= QS 166,7.40.405
.8, 218200.12

= 1,08 kN/cm®

Ung suit tuong duong tai 2:

Gy =+ 02 + 41 =14,21 kN/em® < [6] = 16 kN/em?

Vay tai cac diém 1, 2 clia mit cdt 3 dAm didm bdo diéu kién bén.
Quy luat phan bé ting su&t phap va tiép trén mat cit 3 dudc cho trén
hinh 9.5.

b. Kiém tra ph6n t6 8 trang thdi ung sudt trugt thuan tuy nguy
hiém nhat

Mat cit c6 luc cit 16n nhat 1a mit cit tai bén phai géi tua 1, cé
() =3,532 qa = 353,3 kN.

Do d6:
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T =

o _ Qia SS 353,2.4015,73

=5,42 kN/em? < [1] = [o] _16

max Jx Bc
=8 kN/c-mQ.

fl

218200.12 2 2

Nhu vay tai diém 3 trén mat cit bén phai g6i 1 didu kién bén

duge dam bao rat tét.

b. Kiém tra toan dién diéu kién citng

Tt cac két qua & muc 2 va cac bidu db (), (V) ta rit ra:

! 1580

max|V) =3,834cm<[V]= —=—— =3,95¢cm

400 400

max| ¢!} =6,885.107 rad < [¢] = 0,05 rad.

Cac diéu kién ciing ciing dugc thoa man.

§4. TINH KET CAU CHU YEU CHIU UGN VA XOAN DONG THOI

Day 12 bai toan thudng gip trong céc chi tiét may, ma truc
khuyu 12 mét vi du dién hinh va ciing la rat phic tap.

Hiy xét mot truc khuyu chiu tac dung cta luc thing ding P va
lyc ngang § mit cit C ciia khuyu nhu hinh 9.6a. Khuyu nhu thé tiép
thu chll yéu mémen xo0in, ngoai ra con tiép thu cd mémen udn va lyc

cit. Gia st rang do
hai lyc nay 3 6 B
¢6 cac phan luyc R,
R, va M, Khi chi
xét mét doan truc
AB thicacbidu  dé
mémen udn trong
hai mat phing vuéng
géc va mémen xoén
c6 dang nhu hinh
9.6b, ¢, d.
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D61 véi truc c6 mit cit ngang tron thi mot truc trung tAm déu la
nhiing truc quan tinh chinh. Do d6, ta c6 thé tinh mémen uén téng:

M, = M +M:

Néu xac dinh dugec mdmen udn tdng & mét day cdc mat cit ngang
thi c6 thé dyng dugc biéu d6 M, cho tit ca cac doan truc va trong
trudng hop tong quat biéu dé nay 14 mét dudng cong. Ngoai ra, néu
dat cac tung d6 ctia bidu db nay vao mat phing tac dung ci*a mémen
udn téng thi d&i vdi mét 16p rong cac bai toan, bidu d6 nay la mét
duong cong khéng gian.

O méi mat cit c6 M,, M, xac dinh (b3 qua tac dung cltia cic néi
lue khac), ta cb:

Mét cau hoi duge dit ra 8 diy 1a ing suit nio trong hai ng suit
nay }a nguy hiém hon theo quan diém vé do bén cta vat liéu lam
truc. CAu tra 10i cudi cling cho cAu hoi nay 13 néi dung ena chuong 6
— “Céc tiéu chudn bén va déo”.

Trong tiét nay ta s& xét cach tinh toan cu thé cac thanh c¢6 mat
cit ngang la hinh tron va hinh chid nhat chiu uén va xoin déng thai.

1. Trudng hop thanh mit cat ngang tron

Cac thanh tron khéng bao gio bi uén xién, cho nén néu trén mat
cit ngang c6 hai ngiu luc uén M, va M, thi luén luén cé thé hop hai
ngau huc dé thanh mét ngdu luc udén M, trong mit quan tinh chinh
trung tAm. Nhu vay, ta dugec mé hinh cia thanh chiu uén phing.
Dudng trung hoa vuéng géc véi mat phéng tai trong va tng suft
phap cb tri sé 16n nhat tai cac giao diém A va B giita mat phéng tai
trong vdi dudng chu vi clia mit cat ngang (hinh 9.7a). Tai day:

M

Omax — _VV—: (a)

trong doé:
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Hinh 9.7.

Ngoii ting suit phap do ngiu luc udn M, giy nén & trén mit cat
ngang con Ung suit tiép do ngiu luc xodn M, giy nén. Ung suat tiép
18n nhAt tai cac diém trén dudng chu vi clia mit cit. Vay tai cac diém
A va B trén day, ngoai Ung suat phap lén nhait, cdn {Ing suit tiép lén
nhat,

= = A ®)

Vay cac diém A va B la cac diém nguy hiém nhit. Tai A va B, ta
tach ra nhitng phan t6 hinh hop véi cadc mit cit nhu sau (hinh 9.7b):
hai mét tru déng truc véi hiéu ban kinh vé ciing bé dR, hai mat cat di
qua truc thanh va lam v8i nhau mét gée vé ciing bé da, hai mit cét
ngang véi khodng cach vé cung bé dz, ta thiy trang thai dng suit cna
cac phéan t& trén 13 trang thai dng sudt phing. Do d6 didu kién bén
ctia phian té theo thuyét bén thi 3 va thd 4 nhu sau:

— Theo gia thiét ung sudt tiép lon nhat

o, =+ 6’ +41’ <[o]
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Thay 6 va t tiY cac cong thice (a) va (b) vao cong thic trén va chui
¥ rang d6i véi mit cit ngang hinh tron.

W, =W, + W, =2W, ta dugc:

oy, = “1/ JMi+ M +M;} < (o] (8.7

X

~ Theo gid thiét thé' nang bién déi hinh dang lon nhat

op =4 o’ +37°

Cu thé hon:

3
or =WL MI+MI+Z M <[] (@8)

C6 thé viét cac cong thite (9.7) va (9.8) dudi dang chung sau day:

' (9.9)

trong dé:

M; — goi la mémen tudng duong theo cac thuyét bén tudng (tng:

M, = JM§+M§+M§ , My, = \ﬁai+M§+43M§

2. Trudng hgp thanh miit cit chit nhat

Pé6i véi mit cdt ngang hinh chit nhat, dng suit tiép b tri s6 16n
nhat & diém gifta ctia canh dai va c6 tri s6 tuong 481 16n & diém giiia
cha canh ngén. Trong s6 cac diém goéc va cac dim giila ciia chc canh,
rit khé xac dinh diém nao 1a nguy hiém nh&t. Vi vay khi kiém tra
bén, thudng phai kiém tra tit ca cAc phan t6 tai cac diém néi trén.
Cach thiét 1ap diéu kién bén ciing tudng tu nhu trudng hdp trén, do
d6 & ddy khong nhéc lai nida. D& minh hoa nguyén tic tinh toan via
mé ta ta xét vai vi du bing s6 sau day.
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§5. Vi DU MINH HQA

Vi du 1: Trén truc AB (hinh 9.82) ¢6 hai banh dai: banh bi din I
cla truyén déng dai theo phuong x va banh dan II cta truyén déng
dai theo phuong y. Suc céng trén ciac nhanh dai duge ghi trén hinh
9.8a.

Ung suit cho

phép cua truc: [o]
= 6 kN/em? Hay 08m

’ » N /20 ] 3000”
xac dinh duong .
kinh caa truc (bd A 7 _
qua trong lugng ot / §000N
cda truc va banh z,

dai). “!3" ’_50 o 'y 000N

GIAI
Xac dinh ngoai Hinh 9.8a.
lye trén trye. Goi
S', va §, 1a stic cang trén nhanh cang va nhanh chung thudc banh dai 1.
Do cac sitc cing d6, truc chiu mét tai trong tap trung tai mit cit I bing:
P=8 +85, (a)

Y

Trong bai toan nay do S', // S’ ta c6:
P=P =6+3=9kN

Tuong ty nht vay, tai mat cit I, c¢6 tai trong tap trung:
P’=P,=3+15=45kN.

Ve biéu do néi luc

Trong mit phing Axz (hinh 9.8b)
IMg = A, .120 - P90 =0

Suy ra:

9.90
= —— =6,75 kN
A 120
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IM, =-B,.120+P.30=0

Suy ra: B, = w = 2,25 kN
120

Mémen udn 1é6n nhat tai mat cit I:
M! =A,.30=6,75. 30 = 202,5 kNem

Trong mit phing Ayz:
IMp=-A,.120+P".30=0

101,7 kNem
: M
£

T

y 1
a) ‘ }/ l Bz 205 ke
M P ¥ 8, 1
4) M,
J 2025 kNem 120 kNcm
A . I
b) : My e)
Hinh 9.8b.
Suy ra:
4,5.30
= """ =1,13kN
By 120
IM, =B,.120-P”.90=0
Suy ra:

B,= 222 =5 37kN
120

y

Moémen uén 16n nhat tai mat cét II;
M! =A,.90 = 1,13.90 = 101,7 kNem
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Mbmen udn téng hgp dude tinh theo céng thic:

M,= Ml +M]

Biéu d4 mémen udn tdng hop M,(z) ¢6 dang hinh 9.8d: Ta thiy
mdmen udn 16n nhat tai mat cit I:

M, = + (202,5) + (339) =205 kNem.

Biéu d6 mémen xoén M, dudc vé trén hinh 9.8e.
Xdc dinh duiong kinh cua truc

Tai mit cit nguy hiém I, didu kién bén cta truc la:

GT‘ZWL M} + M < [o] =>

x

= 0_11“ J 202.5) + (120) < [o] KN/em?

3

3

Tit d6 suy ra duang kinh cua truc:

is 3\/ J (205) + (120)?

0,1 [o]

=17,34 cm

Theo tiéu chuiin TCVN, ta chon d = 7,5 cm.

Vi du 2: Xac dinh dudng kinh d, cia tryc 2 trong hép giam tdc
hai cap, 1am bing banh rang tru troén rang thing than khai nhu trén
hinh 9.9a. Cho truéc: cac kich thuéc a, b, ¢: s6 réing z v médun m caa
cac banh ring, géc &n khdp a ; cong suat ra N, va sé vong quay trong
mét phiit n, ciia tryc ra 3, hidu sust n; cia cac cap § va higu sudt n,
cda cac cap banh rang; iing suét cho phép cua vat liéu [c] N/mm?2

GIAI

Céng sud't trén truc 2 bing:

N,= — N, kW

M3 M,
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Hinh 9.9.

Dai lde tac dung trén cac banh rang vé truc hinh hoc z cta truc
2, ta ¢6 so d6 tinh truc 2 nhu hinh 9.9c¢.

Tri s6 mémen xoén trong doan BC trén tryc 2 la:

9,55.10° N, _ 9,55.10° N
n, 151,

M, = 2  Nmm
trong dé: n,, n; — sd vdng quay trong moét phit cda truc 2 va truc 3
véi ty 8 truyén iy,

Luc vong va luc hudng tadm trén banh ring 2’ hinh 9.9¢c:
M, 2M,

vV _ px _ .
P32"PB_—,—_ s
I, mz;

P, =P} =P,. tga

Luc vong va luc huéng tam trén banh réang 2:
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&_2M2

Pl\zl =ch =

r, m.z,
P, =P} =P.. tga

Sau khi da c6 so d6 tai trong c6 thé d& dang xac dinh phan luc &
cac 8 A va D va vé bidu db noi luc trong tirng mit phing Axz va Ayz.
Ta thidy § trong doan BC, truc 2 bi uén va xoin déng thdi. Tri s6
mémen udn tai mit cit nguy hiém phu thudc tri s6 cu thé ctia ngoai
Iye. Trong bai toAn nay chi c¢6 mét trong hai mat cit B va C thudse BC
12 nguy hiém nhit.

Pudng kinh d, cta truc tai mit cit nguy hiém nay duge xac dinh
theo cong thic:

, mm

\/Mi + M? + M}
d,> 3 4
0,1 [c]
Vidu 3:

Hay xét mot truong hgp riéng cia bai todn trén. D6 14 bai toan
trén mat cit ngang cua thanh chi cé hai thanh phin ngi luc la
mdmen xodn M, va Iyc doc N,. Bai todn nay cé tén goi la xodn va kéo
(nén) déng thoi.

Pé&i véi thanh tron, tai cac diém trén dudng chu vi clla mat cit
ngang ta c6:

N, 4N, M, 16M,
c= -+ =- ; s T = = I
F nd” W, nd
Theo thuyét tng sudt tiép 1on nhit, diéu kién bén tai cac diéir
dé la:
6r = 4 02 +41° <[o]
_ 1 [16N° 1024 M) _
hay: Gy = - T + 5 < [o]

D6 véi thanh mat cat chit nhat b x h thi diém nguy hiém nhit
cAn kiém tra 12 diém 6 gidia canh dai h. Cu thé 13 theo thuyét Lei. 4:
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AN Y MY
G, = £ +3 z < .
T [nd2 ] [ahbz] el

Maét truc truyén dugc ldp banh rang Il hinh tru rang thing dé
nhan ning lugng tir mot dong co cb6 cong suidt W = 10 ma lyc, quay
100 vong trong mot phut va truyén chuyén déng cho banh rang II1.
Phuong cac ldc tdc dung duge cho trén hinh 8.10a. (]'ng suit cho phép
cua vat lidu ché tao truc 1a [c) = 10 kN/ecm?

Vidu 4:

Xac dinh kich thudc cdn thiét cla truc truyén theo thuyét bén
th& nang bién @61 hinh dang va thuyét bén ing suit ti€p 16n nhit.
Xét hai trudng hop c6 ké dén thanh phéan luc hudng tdm va khong ké
dén lhuc nay. Khi tinh bd qua trong ludng truc va sy mit mat lue
truyén chuyén déng giita cac banh rang va & truc.

[
2
s
4
o
:
0

100

490 100

Hinh 9.10a.

GIAIL

Mbémen xoin tac dung vao truc:
W —_
— =

716200 10 71620 Nem
100

M, = 716200
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Truong hgp 1 (khéng ké dén Iuc hudng tam P). Truc chiu uén
bdi huc P, va Py:

p =M T80 _o1on
T, 10
L 20

T biéu d6 mémen udn M_ (hinh 9.10b) ta c6 M, _,, = 447 Nm tai
mat cat L.

Dudng kinh tinh theo thuyét bén {ng suat ti€p 16n nhat:

M2 M2 2 2
d3=3\/’/ L + ML _ 3\/ 4700 + 1620 |

0,1 [o] 0,1.10000

Tinh theo thuyét bén thé& nang bi&n d6i hinh dang:

i VM +075MF _ [44700° +0,75.71620°
! 0,1 [o] 0,1.10000

~ 3,9 cm.

Truong hdp 2 (c6 ké dén luc hudng tam P,). Ngoai mémen uén va
xodn M,, M,, truc con bj uén do mdémen uén M, (hinh 9.10b).

Thanh phén lue huéng tdm:
P, = P,tg20° = 762 . 0,364 = 2160 N,
P, = P,tg20° = 3581.0,364 = 1305 N.

Tit biéu 46 mdémen udn M,, ta cé M, ., = 229 Nm 8 cing mat cit

VO M, oy
Mémen tudng duong tinh theo thuyét bén ting suit tiép 16n nhat:

My = M2, + M2, +M? =/ 44700° + 229007 + 71620° =

Yy Max

X fmax

= 76450 Ncm.
Pudng kinh truc:

d,= 3 M, =3 76450 ~ 4,3 cm
0,1 [o] 0,1.10000
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ﬁ | 71620 Nim

l8=7162N lg:_a;eo/v

Ji»@ b ®

1
4470 "l'@'ﬂ_?f&o

Hinh 9.10b,

§6. TINH LO XO XOAN OC HINH TRY BUGC NGAN CH|U KEO HOAC NEN

Lo xo 12 mét chi tiét duge sit dung rong rai trong k§ thuat, vi du
trong cic bd phan giam chén, cac thiét bi bao vé ciia cAc may chiu ap
lyc 16n.

Hinh 9.11a biéu dién mot 16 xo xodn 8¢ hinh tru bi kéo bdi luc P
vii:

— h 12 buéc caa day 16 xo;

— d 1a duong kinh day 16 xo;
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— D 1a duong kinh trung binh ciia vong day 16 xo;
— o 12 géc nghiéng cta cac ddy 16 xo so véi mit phdng nim ngang;

—n 14 s8 vong day 16 xo.

/M

b)

Hinh 9.11.

N6i lyc trong céc 16 xo chiu kés (nén), xét mot cach day du cé cac
néi luc sau day: Mémen xoédn M, = %l-)—cosa, mdémen udn M, = PD
sina, lue ¢t Q = Peosa, lyc doc N = Psina.

Pé don gian viée tinh toan, ta gia thiét:

1. Géc nghiéng o rat bé (o < 8° + 10°). Véi goc a. d6 thi ndi lue M,
trén mit cit ngang cha day 10 xo ddng vai trd quan trong nhat:

2. Pudng kinh d cta day 16 xo va dudng kinh trung binh D cia 16

kd - . S A A 2 a7 D k] N
xo théa man diéu kién vé chi c6 C = 5 cua 16 xo nhu sau: 4 <c < 12.

1. Ung suit

Ta tudng tudng céit 16 xo bang mot mit pfl&ng chia truc cha 1o
x0 va vudng goéc véi diy 16 xo. Xét sy caAn biang clia mét trong hai
phén d6, thi du phéan trén (hinh 9.11b).

Vi 16 xo0 budc ngin, ta cé thé coi mat phing cta tiét dién day 1o
xo triing véi mit phdng chda truc 16 xo. P& can bang véi luc kéo P,
trén mat cat day 1o xo phai xudt hién hai thanh phan ndi lue 1a lye
cAt Q vi momen xodn M._;
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Q=P : M2=P.1§ ()

Lyc cat Q sinh ra {ng suit tiép 1, cing chiéu véi né. Mt cach
gin diing, ta xem (ing suit tiép 1 phan b3 déu (hinh 9.12a):

g~ —
Q= g (b)
hoac tinh chinh x4c: TQmax = % % . (c)
Truc l6 xo
~—R
<)
Hinh 9.12.

Moémen xoan M, sinh ra @ng suit tiép 1. Vi géc nghiéng a rat bé
nén ta cé thé tinh theo thanh tron thing:

M
W= tp (@

P

Ung suit 1y, ¢6 gi4 tri 14n nhat tai nhitng diém trén chu vi mat
cit (hinh 9.12b, ¢).
we M, 8PD

3
Wp nd

(9.10)

Theo hinh 9.12¢ ta thay, diém K mép trong cua tiét dién (tdc la
tai difm ndm gin truc 156 xo) 12 diém nguy hiém vi hai tng sudt tiép
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thanh phan ciing chiéu. Vay ng sut tiép téng cong dat gia tri 16n
nhat la:

. =tr,,i,,(_'_t:Sl’D_'_AfP
max M T nd? nd?
hay:
T = 8”3) . (1 + —d—) 9.11)
nd 2D

Trong thuc t&€, duong kinh cha day 18 xo thudng bé hdn rit nhiéu
s0 v61 dudng kinh trung binh cua 16 xo (theo gia thiét 2 thi ti s& 5%

< 0,1), do d6 ta c6 thé bd qua s hang thi hai. Khi d6 ta cé:

8§PD
T = Ky oy (9.12)

trong dé K, — hé s8 diéu chinh, ké dén anh hudng ciia hic cit Q va
anh hudng cia dé cong vong day 16 xo, ké dén su phéan bs va gia tri
ciia Ung sudt tiép do mémen xoan M, gy ra.

Cac tri sb caa K, duge cho trong bang 9.1.

Bang 9.1.

Did| 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 12

13

K, | 206 158 | 14 1,51 125121 1,18 | 1,16 | 1,14 | 1,13 | 1,12

K, 112|111 109|108 107|106 | 105 1,05 1,05 1,04 | 1,04

Trong trudng hop mit cit ngang diy 16 xo la hinh chi nhat
(hinh 9.13) thi do chi ké d&n anh hudng cia mémen xoin nén cong
thic tinh 1, s c6 dang sau:

M, PD

Tpax — =
W 20iab’

(9.13)

XOAN
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Muén 16 xo dam bado dé bén thi
Ung sult ti€p 16n nhit trong 16 xo
khéng dude vugt qui 1ing sudt cho
phép, tuc la:

2. Bién dang cta 16 xo

Goi A 1a d6 gian hay co cua 1o xo
do luc P giy ra. Cong cua ngoai lic
trén bién dang d6 1a:

1
=— PA 9.14
> (9.14)
Céng nay chuyén hoa thanh th&
ning bién dang dan héi U tich lay
trong 16 xo. Néu bé qua anh hudng
cia lue cit Q thi:

Hinh 9,13.

ML
261,

U (9.15)

Theo nguyén ly bao toan ning ludng, ta cé:
A=U (9.16)
Can bang céng ngoai e va thé nang véi chi y I = naD (n 1a s6

vong day 10 xo0) va J, = 7d*/32, ta tinh duge db gian (hay co) A cua 16
X0:

8PD"'n
A= 9.17a
Gd* ( )
p .
hay: A= — (9.17b)
C
4
trong d6: C = D goi la dé cing cua 16 xo, don vi 13 N/mm, N/cm.
n

Nghia 1a luc cdn thist dat vao 10 xo &€ d6 co hosic d6 gidn A bing mét
don vi dai.
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Cac cong thitc tinh toan 16 xo tru budc ngan chiu kéo — nén duge

cho 6 bang 9.2.
- Bdng 9.2

Cong thire tinh toan 10 xo tru chiu kéo — nén

—

Dang mat cit | 1., daN/cm? P e daN A, cm C daN/cm
8PD 3 SPD? d?
o= = | P 9 g | 22 3D o Gd
nd 8D G 8D’n
PD d* P
, =255 —~ =0,392 — = —
L ‘[ d3 D [‘l'] C
d
Trnax = Poax = A =5567. C=
T 24D e " PD’n Ga*
3 ' — T . e
j a D Ga* 5,567.Dn
P
A= —
L :
PD’ _ PD’n Gb*
Toax =Y —3 Prax = — % A=A : = .
¥ b Y Gb AD .n
] b )
T NP
x — 11 - L
o] C
Gia tri cia cac hé s6 y , A dugc cho trong bang 9.3
1
Bdng 9.3 .
a y a Y A
b b
1.0 2,404 5,567 25 0,775 1,256
1.5 1,442 2,670 3,0 0,625 0,995
1,75 1,195 2,086 40 0,442 0,698
2,00 1,016 1,713 6,0 0,278 0.439
10,0 0,160 0,252
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Vi du

Hai 15 xo cé ciing s6 vong n = 10, cung duong kinh didy d = 8 mm.
Pudng kinh trung binh D, = 80 mm, D, = 100 mm, téng chiéu dai cla
hai 1o xo 1a /, + 1, = 400 mm, chiu lyc nén Q nhu hinh 9.14a).

1) Tinh (ing suat va bién dang ctia médi 16 xo sau khi 1&p ghép?
2) Xac dinh Iuc Q cén thiét dé 16 xo 2 khéng lam viéc?
3) Xac dinh hte Q theo {ng suét cho phép [1] va lyc Q theo trang
thai déo giéi han?
Cho! =210 mm, a= 10 mm, G = 8.106 N/em?, [t] = 50000 N/cm?,
Top = 75000 N/em®.
GIAI

Goi luc ma 10 xo 1 va 16 xo 2 phai chiu 1a P, va P,, phuong trinh
cAn bing cta thanh thép AB la:

P,-P,-Q=0 (a)

g
— Q
‘:@ fi __17. -
gé | o < P 5
o @3 B2 <E |
llv >
1.
Ny %/2 ji &
s - » = ~
A Tp
. <
a) b)
Hinh 9.14.
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Dat A, va A, 12 dd co ciia hai 15 xo, ta ¢6 phuong trinh bién dang
trong trudng hop nay la:

I=1, -2 +1,~ 2y +a
hay 210 =410~ A, — 4,
hay A, + Ay =200 mm.
Thay A bing biéu thie tinh theo lye nén cac 16 %o ta ¢6:
8PDin 8P,Din

. — = 20 cm
Gd Gd
8.8°.10 8.10°.10
ha 22 p oyt P =20cem
Y 8.10°08' ' 8.10%08"
hay 0,0125 P, + 0,0244 P,=20 cm (b)

Giai hé phuong trinh (a), (b) ta rit ra:
P, =540 + 0,661Q }

.. ©
P, = 542 - 0,339Q

Saukhilip Q=0 = P,=P,=542 N.
Ung suat sau khi ldp chua 6 ngoai lue Q la:

L=k S0P gy 85428 ) 600 Niem?
nd 3,14.0,8

=k, 201 gy 83928 95900 Niem?
nd 314.08

Bién dang nén ciia médi 10 xo sau khi 1dp:

_8PDin _ 8542810

A = =6,78¢
1T TG 8.10°.0.8° "
k) 3
= SBDIn _ 85081000 o
Gd 8.10°.08

Diéu kién dé 15 xo 2 & trang thai tut do khi Q # 0 thi P, = 0 va tit
(c) ta suy ra:
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542
0,339

Q= = 1600 N
Tai trong cho phép tinh theo diéu kién bén ciia 10 xo 1 (vi theo
(c) khi ¢6 Q 16 x0 2 gidm Ung suit).

8.P,.D

5, =k E L < 50000 = [Q] < 0,847 kN.

n

Luyc Q déo gidi han dat duge khi ving sust ti€p d moi diém trén

cac mat cit cia 10 xo 1 dat duge gidi han chay 1oy véi gia thiét vat
liéu 1A dan déo ly tudng ta cé:

2
MCH = wd.tCH = PlRl.COSU. = g 1!1‘3. T CH => Ql = Q:h

e _ Toy-2mr" —542R,

Q4 = 2980,33 N = 2,98 kN,

3.0,661R,
Luc nén Q trong hai trudng hgp cé ty 1é:
d
gﬂ =35
[Ql

§7. DUONG TRUNG HOA VA LOI MAT CAT

1) Dudng trung hoa
P

Duong trung hoa, lL__i
nhu da biét trong bat toan
udh, 1 dudng trén dé ing !
sufit phap bing khéng. N6 fH
1a giao tuyén gitia mat cit ~r-
ngang va mit cac Ung !
suit phap .

13

Ta hay xét truong s3]
hgp chiu luc tong quat Kf
nhdt nhu hinh 9.1a, b.
Tu (9.2), theo dinh nghia a) 5)
vé duong trung hoa & =0
ta cé:

Hinh 9.15.
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—+ 2 y+—x =0 (9.18)

Néu trén mit cAt ngang chi ¢6 iing suit phap hinh 9.15a, b do ca
ba ndi Iyc: N, M,, M, gdy ra, ta c6 dudng trung hoa dang (9.18). N&u
trong cong thic (9.2) hodc (9.18) N =0, con M, = 0, M, # 0. Khi 4y ta
¢6 mdt dAm chiu udn xién (hinh 9.186).

m z
ZJ— 1| 2
5 I N
7 T _4' f ~z
’44 3
7 n p P_#F;
14
Hinh 9.16. Hinh 9.17.

Ung sudt tai diém 1, 2, 3, 4 trén mit cét z bat ky 1a (hinh 9.17)

Py.Z P.z Py.Z P.z
6, = — X — | Opax =0y = + =
W, \\A W, W,
P.z P .z Pz P.z
O3 ~=— -— + . } Omin = G4 = — -
W, W, W, W,

c= Ly + —L.x (a)

TU bén (ng sudt tai 4 diém: 1, 2, 3, 4 ta c6 thé dung duge mit
Aing suat 6 nhu hinh (9.18a, b).

Ung véi cac diém khong trén biéu d6 vng sudt ta tim duge cac
diém N — N trén bién ctia mit cit. Nho cac diém nay ta vé duge mot
dudng thdng N — N trén mait cdt. Ung sust § moi diém trén dudng
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nay déu bing khéng. Theo dinh nghia, dudng nay goi 13 dudng trung
hoa.

Thyc chat phuong trinh (a) 1a phuong trinh m#t phing di qua
dudng khéng. Khoang cach tit mét diém clia mit phdng nay dén mat
cit ngang bang dng suit ¢ dugde xac dinh t¥ phuong trinh (a) (hinh
9.18b).

qMIIﬂﬂI@m%

8 S, !
g ~< A - 5 &2 3
> N
0 x 4 X
ol
N\ fo [T\
Aly 35 % ¢ 3
y
5 [[[[[@EIIUFS
a) b)
Hinh 9.18.

Vi vay, dudng trung hoa khi udn xién dude xac dinh tit phuong
trinh:

o= . 4+ =0 hay y=ax (9.19)
. J,
trong d6:
M
a=-— y.J—" (9.192a)
M, J,

Pudng trung hoa duge ding dé tim diém cé tng suét phap cuc
tri (di€m xa nh&t d8i véi truc trung hod) ddi véi nhing ddm c6é mat
cit ngang bat ky khong c6 modt truc déi xiing ndo ca va chi yéu dé
tim 16i cia mit cit ngang thudng gap trong céng tac thiét k& cac cong
trinh xay dung. Vi dy, thiét k& cac méng don.
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2. L6i mat cat

Ta hay tiép tuc khao sat mét mit cit ngang bat ky chiu mdt luc
nén léch tdm P di chuyén theo dudng OA k& tir tdm O chia mat cét.
Khi Iyc P di chuyén nhu thé thi dudng trung hoa di chuyén nguge lai
tif vd cling vé tAm O va ludn ludn song song véi chinh né hinh 9.19a.
Gia st 8 thdi diém ma dudng trung hoa vira tiép xvc véi chu vi mit
ct (dudng I — I) thi lyc P di chuyén theo phuong OA ¢6 vi tri tuong
ting la diém 1 (hinh 9.19a). Néu tiép tuc cho P di chuyén xa hon doan
01 thi dudng trung hoa di chuyén vao trong mat cit va chia mat cit
thanh hai phin kéo va nén. Néu muén trén mat cat chi ton tai mét
loai ting sudt nén thi diém 1 la diém gidi han vi tri cia P di chuyén
theo tia OA. Hoan toan tuong ty nhu vay, cé thé xac dinh dude cac
diém 2, 3 theo céc tia tuong ting OB va OC. Khi luc P dimng di chuyén
8 cac diém nay ta c6 cac tiép tuyén tuong tng I1 — II va III — III.
Ching la nhiing dudng trung hoa. Cd médi mét tia di ra tit O ta luén
¢6 mdt diém gidi han. Tap hgp tit cd nhiing diém gidi han nhu thé
bao quanh trong tdAm O cia mit cit, xac dinh mét mién chia trong
tam O goi 1a I67 mét cdt. Mot lyc nén P bat ky dat & trong 151 mat cat
déu giy ra trén toan bd mait cit chi nhiing iing suit nén. Hién tugng
ciing dién ra tuong tu, néu cé mét luc kéo P diit & viing 161 mat cét
cling gy ra chi nhiing ing suat kéo trén toian bs mit cit. Nhiing
diéu néi trén dic biét quan trong khi thiét k& cac ciu kién chiu nén
lam bing cac vat liéu gion nhu gang, bétong, gach, da v.v. va cin
phai xac dinh truée kich thudc clia 161 mat cit. Tdc la phai xac dinh
vi tri cha cac diém giéi han. Ta hay xét mdt c6t chiu nén léch tAm
(hinh 9.19b). Véi 6t nay, cong thic tinh (ng suit (9.2) c6 dang méi:

X

c=- —[1+).]—2p.y+%.x] (9.20)
i i

Khi ky hiéu xy va yy 12 toa d6 cta mdt diém bat ky trén dudng
trung hoa, ta ¢6 phuong trinh duong trung hoa trong truong hgp nay:
X, .X y,.y

p "N p‘’ N
2 T 5

i i

1+

=0 (9.21)
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®

‘(l\

>4

RVE
<l

a)

b

Nj 12 Hinh 9.19.
I I I W

Néu goi a, va a, la toa d0 cha cac giao diém cta dudng trung hoa
vdi cic truc toa 4§ ¢hinh 9.20a) thi nhitng doan thing nay xac dinh
dudng trung hod N — N. Cu thé la:

Khi dat xy = 0, yy = a, va dét yy = 0, xy = a,, tit (9.21) ta thu
dude hé phuong trinh: '

2
a i
1+ 222 o g a, =L
i X |
= ’ (9.22)
(2 Xeq o i
) - ay - -
i
y Yp

Tu phuong trinh (9.22) suy ra:
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2 2
a i X i
L e e e I (-0 (9.23)
a, 1, Y, 1,
Ngugc lai, ta ciing c6 toa d6 cua diém dat luc X, ¥, khi dd ¢6 a,,
a, nhu sau:

(9.24)

Hinh 9.20.
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Cac nhan xét:

a) N&u diat lye vao diém cb toa dd a, va a, thi dudng trung hoa
cit cac truc toa d6 3 cac diém x, va y,. Tt hinh 9.20b ta thay khi lyc
dat vao diém 1 thi dudng trung hoa tudng tng la I — 1.

Khi luc dit vao diém 2 thi dudng trung hoa tuong tmg 1a I — II.
b) Khi lyc P di chuyén trén truc Oy thi dudng trung hoa cit truc

-2 .2
i i .
Oxtaia = — L =-— Hy = oo va ngude lai. Vi du nhu khi lye P dat
X
Y -
14n lugt vao cac diém 1, 2, 3, 4 trén truc x thi dudng trung hoa tucng

ing la I-1, IT - IT, II1 - HI, IV — IV v.v. (hinh 9.19c).

¢) Khi luc P di chuyén trén dudng OE qua tdm O nhung khong
trung véi mbdt truc quan tinh chinh nao thi dudng trung hoa di
chuyén song song véi chinh né va quan hé (9.23) cho thdy tang géc

a X

nghiéng cia dudng trung hoa tgB = —£ chi phu thudce tga = —& ma
a, Yo

khong phu thude vao gia tri cia cac toa dd x, va y, (hinh 9.19¢c).

d) Khi luc P di chuyén trén mét dudng AB nao d6 khéng qua géc
toa dd thi duong trung hoa quay quanh diém D nao dé (hinh 9.20c)
va ngudce lai.

e) Né&u dudng trung hoa tiép tuyén véi chu vi mét cit thi diém
dat lye tuong Gng la x,, y, duge tinh theo (9.24). Déi véi mit cit
ngang dang da giac 15i (hinh 9.20d) theo nhan xét, d€ c6 dude 16i mat
cdt, ta cho cac tiép tuyén (cic dudng trung hoa) vi du tiép tuyén I - I
(canh AD ctia mit cét) quay quanh D dén vi tri DB, khi d6 lyc P sé di
chuyén trén duong 1 — 2 tao ra mdt canh clia 15i v.v... Ldi nhan duge
ciing 1a mot da giac 123456 (hinh 9.20d).

§8. CAC VI DU MINH HOA

Vidué6

Hiy thuc hanh xay dung 16i mét cit d6i véi cac trudng hdp
thudng gip nhit duge cho trén hinh 9.21a, b, ¢, d.
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Truong hop a: (hinh 9.21a)

Dé1 véi ti€p tuyén I-I: a, = «, a, = h/2. Toa d cua dinh 1 cua 15i
dudce tim theo cong thiic (9.24):

2 21, 2bn’ h

(h/2)  hF  12bh? 6’

xp:O;yp: -

Piém “1” niy nam trén truc y d8i dién véi tiép tuyén I-1.

Tudng tu nhu vay, ta sé xac dinh duge toa do cac diém («3”, “2”
va “4”) tudng Ung nhu sau:

(0, h/6) ;: (* %, 0). Lsi ctia mat cit chit nhat 14 mién hinh thoi

1234. C6 thé nhan dudc 16i nay biing cach quay céc tiép tuyén quanh
cac géc cua chit nhat nhu cdc nhan xét d va e.

Trudng hgp b (hinh 9.21b)

Tudng Ung véi 4 ti&p tuyén ta c6 4 diém la 4 dinh cia 15i 1234.
Do tinh d8i xing cia mit cdt, nén chi cdn xac dinh hai diém:

i2 i2

C,=+ -~ vi C =+ 2
(h/2) (b/2)

Nhitng gia tri bing s8 cia cac C,, C, phu thudc vao kich thude cu
thé ctia mat cit chit I. L6i ca mat cdt chit I ciing 1a mét hinh thei
(hinh 9.21b).

Truong hop ¢ (hinh 9.21¢)

Mit cét 12 hinh tron dic ban kinh R. Do tinh d8i xitng tda trdn
clia mit cit nén chi cin xac dinh mdt diém bat ky trén chu vi 16i.
Diém d6 1a:

J nR* R

r=- —*X=

FR _ 4mR°.R 4

L5i mit cdt 14 mot hinh tron ddng tAm véi mat cdt va cé6 ban
kinh r.
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Truong hop d (hinh 9.21d)

Mt cat 13 mdt hinh chit T (mdt da giac 1om). Hé cac dudng tiép
tuyén v8i chu vi tao thanh mét luc gidc, vi th& mat cit nay cing la

moét luc gidc 123456 (hinh 9.21d).

19) d) r

Hinh 9.21a, b, ¢, d.
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o 1D

_CAC NGUYEN LY VA CAC DINH LY
TONG QUAT CUA SUC BEN VAT LIEU

I. CAC NGUYEN LY TONG QUAT

§1. NGUYEN LY DOC LAP TAC DUNG

Do tinh bé cia chuyén vi cing nhu bién dang va do quan hé
tuyén tinh giita ing suit — bién dang, nén cé thé sit dung nguyén ly
doc 1ap tac dung cua cac hic trong cac tinh toan. Nguyén ly nay c6 noi
dung nhu sau: “Tac dung ddng thdi ctia nhiéu yéu té (luc) bing tdng
cac tac dung riéng ré cua timg yéu té (huc) gay ra:

§2. NGUYEN LY SAINTEVENANT

Nguyén 1y nay cé ¥y righia rat 16n trong cac bai toan cua sdc bén
vat liéu. Theo nguyén 1y nay thi néu mét hé lyc tuong hd cin bing
dit vao mdt mién nhd nao dé.cha vat thé thi né chi gay ra nhitng ing
sufit cuc bé quanh viang dit luc va tét rat nhanh khi cang di xa mién
(nay) (hinh 10.1a).
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Hinh 10.1.

Mot cach dién dat khace nguyén 1y nay nhu sau:

O nhitng diém ding dt xa mién dit lue thi céc tng suit phu
thudc rat it vao quy luat dit Iuce trén bé mat vat thé § mién dé. Vi du,
1ing suit trong dAm (hinh 10.1b) sé rat khac nhau trong mién dat luc
A, nhung & ngoai mién nay thi cic Gng suit khac nhau rat it va cac
két qua tinh toan clia stc bén vat lidu chi phd hdp & phén vat thé xa
mién dat lue. Trén co 86 cia nguyén Iy nay trong tinh toan ta c6 thé
thay tai trong phan bd trén mét mién dn bé ciia bé mit vat thé bing
mot lye tap trung hodic mét mémen tap trung.

§3. NGUYEN LY BAO TOAN NANG LUQNG CO HOC

Né&u mét két cdu chiu tac dung ctia ngoai luc thi né bi bién dang.

Gia st ddm AB (hinh 10.3b) chiu mt huc dit tinh (ting din tit O
dén P). D véng cta ddm & diém dit lyc 14 V. Trong qua trinh bién
dang P thuc hién mot cong:

A= % P.V (10.1)
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Duéi tac dung cia ngoai lyc, vt thé djn héi bi bién dang va
trong long né sé xuat hién cac thanh phan ndi lye. Céng do cac ndi
Ige nay dudge ky hiéu 1a A,. Khi xem lic 12 bao toan, nghia 12 sau khi
bé tai thi két cAu hoan toan trd vé trang thai va vi trf ban dau, thi
cdng ciing nhu bién dang 12 thuan nghich (khéng c6 su mat mat nao
vé niang lugng xay ra). Nang lugng ma két cau tich liy dude trong
qui trinh bi bién dang ¢é dua két cdu tir trang thai bién dang vé
trang thai hoan toan ban diu got 14 thé nang. Th& nang nay phu
thubc vao vi tri clia cic chit ¢iém. nghia 14 phu thude vao bién dang.
Thé niang cua cac ndi lue dude goi 1a thé nang bién dang va duge ky
hiéu 14 U. N6 bang céng cua ndi lue véi ddu nguge lai:

Us=-A, (10.2)
Theo dinh luat bao toAn niang lugng ta cé:
A=A (10.3)
hay
A +A=0 (10.4)

DAy chinh 1a ndi dung cua nguyén ly bao toan nang ludng ca hoc.

§4. NANG LUQONG BIEN DANG VA NANG LUGONG BY

Ching ta hay tudng tugng mdt thanh chiu kéo bai lyc P (hinh
10.3c), duge tiang dan tit 0 d&€n P, (hinh 10.2a), 46 dan dai khi &y la
A,. M6t cach tdng quat bién dang d6 trong mién dan héi la phi tuyén.
Cong ma luc P sinh ra la:

4
A= deA (10.5)
0

Tich phin nay tudng Ung véi dién tich tam giac cong Oac trén
hinh 10.2a. Cong nay dudc luu trid lai trong thanh dudi dang th&
ning bién dang:

A=U (10.6)
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Tuong ty ta c6 nang lugng riéng (hinh 10.2b):

u= chs (10.7)
0
Do d6, néing lugng toan phan la:
U= judv (10.8)
7 .
P x
A=V
b e ra
dPIlE 7777,
% L~ A=U
f N |
P N
\\
\
0 s : 4
A dA
a) 4,
o1
_ ﬁb a _a c|
i
das I O; b a
6| 6 y*
Y
> N ¢ ; c
E d£ £ &
) & c)
Hinh 10.2.
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Trong trudng hgp bién dang 1a tuyén tinh (hinh 10.2¢c):

g, &
2

u= (10.9)

Bay git chiing ta khao sat phin dién tich Oab (hinh 10.2a). Dién
tich nay duge goi 12 cong b va ky hidu 14 A” va dude xac dinh béi tich
phéan:

P|
A= [Adp (10.10)
0
Chiing ta goi d6 ldn ctia cong bu A’ 14 nang lugng bu va ky hiéu
13 U". Cu thé la:
U =A" (10.11)
T hinh 10.24, ta rit ra:
A+A'=P, . A (10.12)
Ning ludng bi riéng va nang lugng bir toan phan tuong dng cé
bidu thite:

u* = j'adc (10.13)
0

va
U= ju'dv (10.14)
v

Truong hop cac quan hé P = P(A) va ¢ = o(g) 14 tuyén tinh thi:
A=A"; U=0U"; u=vu’ (10.15)

§5. KHAI NIEM VE BIEN PHAN VA PHIEM HAM

Ta hay xét hai dudng cong y(x) va y,(x) cing di qua hai diém A
va B trong mit phing xOy (hinh 10.3a). Hiéu giita y(x) va y,(x) 12 v6
cung bé duge goi 13 bién phén (chinh xic 13 bién phan loai 1) va ky
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hi¢u 12 8,. Bién phan &, bidu thi su thay déi vé ciing bé ctia ham tai
mét gia tri bién x ¢d dinh.
Khi ky hidu do
dai cia dudng cong
y(x) 1a L thi dudng
cong Vy,(x) sé ¢ob yix)
chiéu dai khac. Vi - B
vay, néi chung c¢b 8y
thé néi ring: A ]
L=Ly®] (10.16) ye)
hay la
N=0fyx] (10.17 a) o x z

Dai lugng bién
d6i L hoac Il duge P
goi 1a phiém ham. A 5
N6 1a ham ctia ham b ~Ah — 3
y(x) va (ng véi mbi b) v
ham y(x) ta c6 L
hodic IT 12 mét sb
xac dinh. V& sau -
ching ta hiéu IT la / Aj
mdt dai lugng ning c)
lugng nao dé (mét
tich phan xac dinh) Hinh 10.3.
va duge goi la thé
ning toan phAan.
Thé ning nay cé thé duge bidu dién qua chuyén vi hosic tng suit.
Chiing 12 nhiing ham cta 1, 2 hodc 3 bién tuy thudc vao dang bai
toan. Vé sau ta sé& thay, viéc tim nghiém cua cAc bai toan lién quan
dén viéc tim cuc tiéu (chinh x4c hon 1a gia trj binh 6n) ciia mét phiém
ham nao d6. Bai toan cha phép tinh bién phan chinh 13 & d6. Chinh
vi vy ma nhiing phuong phap giai cic bai toan trong c¢o hoc cé diing
dén phép tinh bién phan dudc goi 14 phuong phap bién phan.

O
!
Jd
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§6. NGUYEN LY CONG KHA DI CUA LAGRANGE 31 V31 MOT CHAT BIEM

Gid st ¢6 mot cha't diém ty do m chiu tac dung ctia mot hé huc(F)
can bang (hich 10.4).

Ching ta ky hiéu §, 1a
chuyén vi kha di cla chat
diém m khéng do cac hye F,
nay ma do modt nguyén
nhan khac nao dé giy ra,
con d9 16n cling nhu
phudng chiéu cua cac luc
duge xem 1a khong dai.

Khi d6, cong kha di
cua lye F, duge tinh: Hinh 10.4.

F,8rcosf, = F, 6r
8 day, F,, 1a hinh chiéu cla F, 1én phudng 8r. Vi vay, ¢éng nguyén té

cua tat ca cac lde ¢6 dang:

8A=TF,8r+F,06r+..+F,r= [Z F, ]& (10.18)
=}

Vi chat diém & trang thai cAn bing cho nén ZF,-, = 0. Do dé:

=1

SA=0 (10.19)

Nguyén 1y cong kha di (nguyén 1y Lagrange) dé1 vdi mot chit
diém duge phat biéu nhu sau:

“Néu mét chdt diém d trang thdi cin bdng thi téng cong clia cdc
lc trén cdc chuyén vi khd di bang khong”.

Nhan tién, ta ciing c6 thé ching minh diéu kién can bing clia hé
hye nhu sauw: Vi 8r 1a chuyén vi kha di tiy § nén &r 2 0, do vay tit

(10.19) tardt ra: » F, =0.

=1

Day 13 diéu kién can bing cta hé hic {F,} dat vao diém m.

321



§7. NGUYEN LY CONG KHA DI CUA POISSON - LAGRANGE H&1 V&I
HE THANH DAN HOI

1. Céng kha di ciia ngoai lue

Bdi vi, cong kha di 14 cong sinh ra béi cac luc trén nhiing chuyén
vi va bién dang kha di do mét nguyén nhan bat ky nao dé khéng phai
do céc luc nay giy ra, cho nén dé tinh cong kha di 461 véi hé thanh
dan héi ta cAn tao ra trang thaji “k” va trang thai “m” va dudc hiéu
nhu sau:

— Trang thai “k” 1a trang thai chiu cac luc P,.

— Trang théai “m” 14 trang thai chiu cic nguyén nhan “m”. Cac
nguyén nhan nay cé thé 1a tai trong, su bién thién nhiét d6 va c6 thé
12 cac chuyén vi cudng bic ctia cic lién két v.v (khac véi cac luc P, &
trang thai “k”).

Gia st dudi tac dung cua tac dung ngoai ¢hinh 10.5a) dAm bi
bién dang va nadm ¢ trang thai cin bang.

Ta tach tit dAm bi bién dang mét phan td c6 chiéu dai dz, trén
cAc mit cAt ngang cua né cé cic thanh phin ndi luc nhu hinh 10.5b.
Bay gid chuing ta truyén cho dim 3 trang thai bién dang mét chuyén
vi kha di (dudng nét dit trén hinh 10.5¢) khi khéng pha huy céc lién
két ndi va ngoai cia dim. Ngoai luc va néi lue tAc dung 1én phan t&
khao sat khi chiu cac chuyén vi kha di A, déu cé tri s6 va phudng
chiéu khong d3i. Khi d6 téng cong kha di ctia cac ngoai lic P, 8 trang
thai thyc “m” (hinh 10.5a) trén cic chuyén vi kha di A, la:

8A,. = P,A, + MAy, + PoA, + ... (10.20)

Khac véi céng thuc, trong cong thite (10.1), ¢ day khong cé thiua
86 1/2 vi lite sinh ¢ong trong qué trinh thuc hién cac chuyén vi kha di
12 bat bién vé d6 16n va phuong. Hoan toan tuong tu, néu goi A, 14
cac chuyén vi 8 trang thai “m” do cic nguyén nhan “m” gy ra tudng
ing véi cac luc P, 8 trang thai “k”, ta c6 thé md rong dirh nghia céng
kha di nhu sau:

8A = ) Py A,, (10.21)
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d)

dz

=0

Hinh 10.5.

N s N,

Mlk+ dMZk
0k+ ko
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Nghia 13 téng cong kha di clia cac ngoai hic & trang thai “k” trén
nhiing chuyén vi kha di & trang thai “m” bing tdng céc tich giita cac
ngoai lyc téic dung & trang thai “k” véi nhitng chuyén vi tuong tng &
trang thai “m”.

2. Cong kha di etia ndi lye

Céng cta ndi lyc c6 thé dude xac dinh qua cac thanh phan noi
hic, ing sudt va bién dang. P61 véi dAm (hinh 10.5a), ta c6 thé 1y
chuyén vi do mét hé lyc mdi bat ky Py nao d6 gay ra lam chuyén vi
kha di. Gia su duéi tdc dung ctia hé ngoai luc méi nay, trén cac mit
cit cia phan t8 (hinh 10.5d) c6 cac thanh phan néi lyc la: M, Q,, M.

M, dz

va N,. Khi d6, vi du bién dang géc do M, giy ra la: . Bién

dang nay c6 thé xem nhu mét chuyén vi kha di d&i véi M, v.v...
Tudng tut nhu vay, ta c6 thé viét cong kha di cla cic ndi luc nhu sau:

54, = ZIM M, dz ZIM M,, dz ZthmgF{kder

ZI‘Y QmkadZ ZJN N dZ Zj Mszl\;[zk dz (1022)
4 p

Dé thay rang cong thuyc cia cac ndi luc M, Q, M, N dugc viét nhu
cdng thite (10.22) nhung cé thita s6 1/2. Cy thé 1a:

Midz M; dz Q; dz Q}dz
&= ZJ -[2GJ Z,Iy 2GF +Z,-[Y 2GF
M?ldz
: (10.23)
ZI 2EF ZJ 26,

8 ddy y — hé s ké dén sy phan bd khéng déu cua Ung suit tiép trén
mit cit ngang do Q gdy ra.

Céac tich phan trong (10.22) va (10.23) 1A nhiing tich phin xéac
dinh dugc 14y trén tit ca cac doan J;cua hé.
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Biy gio ta xac dinh cdng kha di ctta né1 Iuc khi hé chiu sy bién
thién ctia nhiét d6. Ta goi t,, va t,, 12 sy thay d6i nhiét d6 & thd trén
va thé duéi cea thanh.

Gia su rang quy luat bién thién cta nhiét d6 theo chiéu cao miit
cit 1a luat bac nhat thi biéu dé bién thién nhiét d6 ¢6 dang nhu trén
hinh 10.6a.

TU hinh 10.6a, ta x4ac dinh luat bién thién nhiét d6 d truc thanh:

¢ = at,, +bt,,
cm h
Néua=b=h/2;taco
tcm= 1;lm ¥ t2m (a)
2

4
fem T 7 Troe To(z‘ d
T [/ L dz
i
L Z J 3
2y 5) "cxtma’z ¥
Hinh 10.6.

PE 1ap céng thic tinh cong nay ta gia thidt t,, > 0 va t, >t ;
mit cdt 1-1 & ddu trai cla phén t6'1a ¢6 dinh. Goi a 14 hé g6 ddn nd vi
nhiét cla vat lidy, ta c6: thd trén cha phén t6 s& dan dai bing at,, dz,
truc phan té sé din dai 1a at,,dz va thé dudi phin té sé din dai la
at,y,dz (hinh 10.6b). Nhu vay phén t& ¢6 hai thanh phan bién dang vi
nhiét nhu sau:

b6 dan dai doc truc 8z do nhiét dé t,,, gy ra:
8z =g, dz = at ,dz (b)
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Géc xoay tudng déi giita hai mit cit 1-2 va 2-2 14 3¢:

dz-at,dz « (t

do =0 dz=2 tam = =
0 tm h h

tm ) dz (¢)

Vay cong kha di 8A,, cua cac néi lyc 8 trang thai “k” trén nhiing
bign dang kha di tudng Ung & trang thai “m” do sy bién thién nhiét
do6 gay ra bang:

U.

=y jM i? —t,, )z + leNk ot dz  (10.24)

Nam 1833, S. D. Poisson di phat biéu nguyén 1y céng kha di
cua Lagrange déi véi hé dan héi nhu sau:

Néu mot co hé bién dang dan hoi cé lgp cén bang dudi tdc dung
ctia cdc luc thi tong cong khd di 8A, ciia cdce ngoai luc trén cdc chuyén
vi khd di tuong ing va tong cong kha di clia cde noi lie 8A, trén cde
bién dang khd di tuong itng phdi bang khong.

Cu thé 1a:

3A, +8A; =0 hay O8A,=-3A, (10.25)

§8. CACH TINH CHUYEN V| CUA HE DAN HOI TUYEN TiNH BANG
PHUONG PHAP MAXWELL - MOHR - BEPEIIIATH

1. Cong thie Maxwell - Mohr

Trong muc nay ta sé& 4p dung nguyén ly cong kha di vao viée xay
dung mot cong thic téng quat nhat dé tinh nhitng chuyén vi bat ky
ctia cac hé dan hoi bat ky dang hé thanh. Gia st ¢6 mét hé dan héi
bat ky & trang thai “m” chiu déng thdi cac tac dung ngoai cho trude
. nhw: tai trong P, ;cac chuyén vi cudng bite §,, tai lién két “i”; sy thay
ddi nhiét db t,,, t,, (hinh 10.7a).

Yéu cdu tinh chuyén vi A, bat ky tai mit cit k bat ky?

Vi du, tinh chuyén vi thdng ding tai k? D& c6 cong kha di ta cin
tao ra mét trang thai kha di “k” suy ra tit trang thai thyc “m”, trén
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d6 hé chi chin mét luc P, dat tai k theo phuong cdn tinh chuyén vi
(hinh 10.7b). Theo céng thic (10.25) vé cong kha di caa néi luc va
ngoai luc & trang thai “k” trén cac chuyén vi va bién dang 4 trang
thai “m”, ta ¢6 thé viét:

PkAkm+iRik8;m=Z jM M, ‘Zj No 4y +

i=l )= I

+}:jY "‘dz+Zj~N—{—MAdz+ (10.26)

=y p

+Z IM 2m—tlm)d2+z INkatq“dZ

] =g

Dddng din hoi
& A Biem

g~ ~ < Z /
TR v R P
TR A

Trang thai 'm”

a)

Mlﬁ

7}_0/1 g Yhai k"

b)
Hinh 10.7.
Khi ky hiéu:
ﬁx=&,§k=i;6k=9——,ﬁ M"‘;ﬁik=jkl,
P, P, P, P, P,
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(chiing 12 nhitng ndi lye va phan luc do lyc P, = 1 giy ra & trang thai
“K”), ta c6 céng thie tinh chuyén vi clia hé dan héi tuyén tinh trong
trudng hop tdng quat nhu sau:

yk M dz

Amz_iﬁiksim"'ZJ‘j\_AgJM ZJ. +
! )=l l X

+y !NREE IYkame dz +ZIYkaQm dz + (10.27)

Ul

Mzm A g- _ —
+§ I a1 dz+§ I;I'Mk b (tom tlm)dz+§ [:[ Nyvat,, dz

’l
Chu y khi sit dung céng thitc:

¢ Cong thitc (10.27) chi ddng véi cac hé thanh thing va thanh
cong ¢6 d6 cong bé h/p ., < 1/ 5, trong dé:

— Luye p « = 1 dude chon chiéu tuy ¥, con phudng thi phu thudce
vao phudng chuyén vi cin tim. Néu két qua tinh ra A, > O thi
chidu chuyén vi cin tinh 12 chiéu ctia Iye P, = 1 da chon. Néu
Ay, < O thi chidu chuyén vi can tinh 1a chidu ngude véi chiéu
P « = 1 da chon.

— Dau téng trong s8 hang thit nhat & v& phai duge 14y theo “4” (s6
lién ké&t c6 chuyén vi cudng bic i = 1,n). Ra 12 phan Iuc & lién
két “” do _1; = 1 gy ra 4 trang thai “k”. 8, 1a chuyén vi cudng
bitc & lién két “4” cia trang thai “m” do cac nguyén nhéan d trang
thai “m” gay ra. Khi R ciing chiéu vdi 5, thi R . S > 0.

— Céc tich phan trong (10.27) 14 nhiing tich phén xic dinh trong
doan thanh thi j ¢6 chiéu dai l, trén d6 ham dudi dau tich

I

phén la lién tuc. D&u téng [Z j duge Ap dung cho tat ca

céc doan thanh cua hé. Cic dai hugng M, ﬁk, 6,(, ]\Zﬂ(, M,
N, Qu M, 1an lugt 1a cic ham ndi lyc trong doan [; § trang
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thai “k” ¢6 bac khéng hoic bac 1, va trang thai thuc “m” ¢6 bac
tuy y.

— h 1a chiéu cao cha mat cdt ngang ; p,,;, 12 ban kinh cong nho
nhAt cua thanh & trang thai chua bién dang.

2. Thuat toan Véréxaghin (Bepenjarun)

Ta sé chiing minh rang néu d6 citng clia mat cit khéng déi trong
mot doan nao d6 thi méi tich phan Maxwell — Mohr trong (10.27) ¢6
thé duge tinh bing cach nhan dién tich o cua biéu db ndi luc gay ra
do tai trong ngoai cho trude véi tung d6 g, cha bidu dd ndi lyc d6é
nhung do hic do suy rong Py =1 gly ra. Tung d6 g, &1 qua trong tim
“C” ctia biéu d6 thi nhat o.

That vay, gia sd trong khoang [a, b] ham f(z) c6 bac bit ky, con
ham g(z) 14 hiAm bac nhat (hinh 10.8a).

Hinh 10.8.

Ta c6 thé viét tit ca cac tich phan trong (10.27) duéi ciing mot
mo hinh toan sau:

f d
A= J‘ (Z)g(Z) Z =t J’ Fd_ _ ch = og, / B

K

Do d6, mdi tich phan Mohr c6 gia tri 1a:
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a=Ee (pe=1.4) (10.282)
Bx
Véi By tuong ting 1a cac d6 cling ctia mat cat khi uén EJ, khi kéo
(nén) EF, khi cit GF /v, khi xo4n Gd,.
Chuyén vi chi do cac ngoai luc gay ra la Ay, c6 cong thic theo
Véréxaghin:

bp=YA =3 DuBe (10.28b)

=l =] K

Khi chiu tic dung dong thdi ctia ngoai luc, nhiét d6 bién thién,
chuyén vi cudng biic, cong thic (10.27) c6 dang:

N - 98y a N
A= ;Rm S, +§ —BK + Z Jﬁk h (t2m tlm) +

RN

+3 [Neot,.dz (10.29)
=
o-tl we 5t
3 4
a\ Parabol bdc? Farabol barcl [
‘c ¢ a
L] ‘ 3L
g S— % 3]
! 1 —+
[
w=25

Parabd bdc n

oC
1
nel (n+I)l
n+2
T 1

Farabol bdc 2

Hinh 10.9.
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Cach tinh tich phan Maxwell — Mohr bing cach “nhan” biéu db

nay dugce goi 1a thuat toan Véréxaghin,

Khi dién tich o 1a mot hinh phitc tap ta c¢6 thé chia thanh nhiéu
hinh don gian dé& tinh dién tich vi trong tAm dé ap dung riéng biét
cach nhén cho ting hinh don gian rdi cong két qua lai (hinh 10.8b, c).
Dién tich va trong tAm cta mét sé biéu dé dang dudng cong bac n

thudng gip dude cho trén hinh 10.9.

Vidul:

Cho mét khung chju luc va lién két cdn bang nhu hinh 10.10.
Cho trudce P, a, E, J. Hay tinh chuyén vi ngang tai A?

GIAI

~{o
a _..1-.51 —
T
[l
[}
N
——]I>
o
N';)U

a)

B
@y

Y, )
Y5
o  eFf

Hinh 10.10.

—.‘—a-—-—‘

a_—-
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Biéu d6 mémen do tai trong va Pv=1 gdy ra dugce cho trén hinh
10.10c, d.

2
——-a - — — - —a —
o= o= g =en o= - o
_Pa _ 2P.a 4P.a
Yi= i YaTaTyy 94T 3 ¥s = —3
2 3 3

Theo cong thic (10.28b) ta cb:

Ap=U, = Y, TO,Y, +O3Y, + Oy, +Osys _ 7Pa’ (diém A di chuyén
A EJ 12E] sang phai)

§9. NGUYEN LY CHUYEN V] KHA Di D81 VI VAT THE DAN HOI
BA CHIEU. PHUONG TRINH BIEN PHAN CUA LAGRANGE

Cé6 thé xem vat thé dan héi nhu mot hé chat diém (hinh 10.11a).
Gié st ring mbi chit diém clia vat chju mét chuyén vi kha di va cong
kha di ctia cac luc dit vao chit diém dé bang khéng. Vi vay céng kha
di téng cong cling phai bang khong. Ban doc hiy chu ¥ dén mét dic
diém quan trong cda chit diém thudc vat (vi duy, diém A) so vdi chit
diém ty do. TAt ca chc chit diém cla vat déu dude rang bude véi nhau
dé tao thanh vat. Lién két nay khéng bi pha hily mdi khi ¢é chuyén
vi kha di nao d6. Néi khéc di, diéu kién lién tuc phai ludn duge bao
dam. Diéu kién nay sé& ludn duge thuc hién néu chuyén vi kha di duge

_biéu dién qua nhitng ham lién tuc. Chuyén vi chia diém A khéng duge
¢8 dinh va 8 day viéc 14y bién phan 1a duge phép. Hoan toan nhu vay
c6 thé 14y bién phan cla chuyén vi trén phin bé mit tu do S, (vi du,
diém A, hoic diém A,). Néu diém (vi du, diém A,) thuéc phan bé mat
ngam chit S, (cac chuyén vi dude ¢8 dinh va bing khéng) thi bién
phén cha chuyén vi bang khéng.

Ta hiy xét mét phan t8 duge tach ra tit vat thé dan hdi (hinh
10.11a). Goi cic chuyén vi thuc ctia diém A 12 u, v, w va cac chuyén vi
kha di tuong ting 1a 8u, dv, dw. Chung 12 nhiitng ham lién tuc cta cac
toa do x, v, z phit hop céac diéu kién bién.
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¥
A%/‘
_ bx. 3

5,/ -

G, i L &
i& A 7 B A2 : ‘__—]_ ! ) >
= ! B
g%\‘ D AJT’,E; *:i Su+ Bbu iy

> , K .
a) b)

Hinh 10.11a, b.

Ching ta hiy khéo sat chuyén vi va cong theo phudng x. Néu
cho chuyén vi u mét s8 gia du, thi phan té ¢6 vi tri méi khi diém A c6

chuyén vi 8u, con diém B nhan chuyén vi du + g;ﬁi dz (hinh 10.11b).

Céng kha di ciia cac luc tac dung lén phan t6 sé 1a:

8dA = o, [Su + ?ia-?) dx] dydz - o dudydz =oc

Sé gia cua bién dang:

odu
de. = —
€. 2x

Nhung véi g, = ou thi 8¢, =8 [?_u_]
ox ox

Tu dé:

D

85"25[@]= ox

X
Chvi ¥ dén (d) thi biéu thie (a) dudc viét:

8dA = o,6¢e,dxdydz = Ee 8¢, dxdydz

. a‘(GiU) dxdydz (a)

(b)

©

(D

(10.30)
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Niing lugng bién dang phén té theo phuong x:

1
dU = > o,6,dxdydz = % aidzdydz (e)

Khi 14y bién phan theo g, , ta c6 s6 gia cia thé ning phan t6:

8dU = Ee d¢ dxdydz (10.31)
T 36 theo (10.30) va (10.31) ta cé:
d3A = dsU (10.32)

Khi tich phan (10.32) ta nhan dugc céng toan phan 8A cua cac
luc tac dung tudng hé giita cac phan t6 va bing s6 gia cia thé ning
8U. Cu thé la:

8A = 8U (10.33)
ho#c la:
SU-B8A =0 ; 8(U-A)=dI1=0 (10.34)
o) day ta da dat:
mnm=U-A (10.35)

1a th& nang toan phan cua hé,

D6 12 nguyén 1y bién phéan cia Lagrange.

Nguyén ly duge dién dat nhu sau: “Trong s6 tdp hop cdc chuyén
vi khd di phit hop cde diéu kién bién thi nhimg chuyén vi théa man
diéu kién cdn bang sé cho thé ndng cia hé mét gid tri binh én. 0
trang thdi cin bing én dink dai lugng ITcé gid tri cue tiéu”.

Phuong trinh bién phén cha Lagrange 13 co sd dé xay dung céc
phudng trinh cin bang va diéu kién bién. Né c¢on 1a co s cia nhiéu
phuong phap tinh trong cd hoc cac vat ran bign dang va cac linh vue khac.

Trong trudng hop tdng quat cia bai toin trong khéng gian dan
héi thi (10.34) viét nhu thé nao?

Gid st vat T ¢6 thé tich V chiu cac luc thé tich don vi X, Y, 2, luc
bé mit don vi trén phan bé mit S,, va phian bé mit S, duge ngam
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chat (hinh 10.12a). Khj 18y bién phan cac chuyén vi, ta viét bidu thic
3A nhu sau:

sA= [ vj [(x8u + Yav + Z8w)aV + Sj  (Rou + ?8y + 78w )dS (10.36a)

Trén co sd (10.36a) biéu thic (10.34) dudce viét:

jjj' Xdu + Y8v + Z5w)dV + ”(X?)u + Yov + Z8w)dS —8U =0

(10.36b)

Bai vi khi lay bién phan cic chuyén vi thi cac thanh phin luc X,

Y, Z va X Y, Z khéng thay ddi, cho nén diu 8 c6 thé dua ra ngoai
tich phan nhu mét thiura s6. Khi dé:

5 {jjj(Xu +Yv+Zw)dV + [[(Ka+ Yy e Zw)ds—u} =0 (10.37)

Trong ddu méc vudng 1a hidu gifta cong cta cac luc thé tich, Iye
bé mat trén cac chuyén vi kha di va th€ nang (ning ludng bién dang
véi dau nguge 1ai).

Ning lugng bién dang riéng:
u= % (048, + 6,8, + 0.8, + T, Yy TT,.Yp T Tn¥s)  (10.38)

Khi sit dung dinh luat Hooke dang thuén va dang ngude, biéu
thic u ¢é dang:
1

2E

u=— (o2 + o2 +o?)- % (6,0, +6,0, +c,0,)+

1
e (22 412, +72) (10.39)

Vi dang ngudc ciia u theo bién dang:
1
2

Ag, + G ( +e) + s§)+ g— (‘yiy + Yy +y;) (11.40)

trong dé:
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E
g, =g, teg,tE, ; A= SR S (10.41)

(L+p) (1 - 20)

Déi1 khi ning lugng bién dang riéng u thuong dude vidt qua cac
thanh phan chuyén vi. D6i véi dAm va t&m cac thanh phan chuyén vi
chi ¢6 mot. Cu thé 1a d6 vong w.

Con dudng giai bai toan duge m ta § trén khi cac chuyén vi dude
14y bién phan, tudng duong véi phuong phap chuyén vi. C6 thé giai
bai todn bing con dudng khac khi khong phai chuyén vi dude 1ay
bién phin ma cac luc hoic ting sudt duge 1y bién phan. Qua trinh
niy tudng dudng véi phudng phap lyc. Khi d6 cin phai thda méin
diéu kién cAn bing bén trong ciing nhu trén bién S, cia vat thé.

§10. NGUYEN LY NANG LUONG BU CUA CASTIGLIANO

D61 v6i vat thé T (hinh 10.12a) huc thé tich X, Y, Z 3 trong toan
b vat thé va luc b8 mat X, Y, Z ¢b dinh trén phan S,, vi vay khong
thé 14y bign phan. Trén phan mit S, chuyén vi duge cho trude, luc bé
mat chua biét, vi vay c6 thé 18y bién phan. Do 46, tuong tu (10.36b)
ta co:

[[8X + v6Y + wbZ) dS - dU =0 (10.42)
$;

Vi khi 14y bién phan cac luc b& mat thi cac chuyén vi khéng ddi,
nén diu 8 dude dua ra ngoai ddu tich phan:

5| [[uX+vY¥ +wZ)ds-u|=0 (10.43)
1

Nguodi ta goi dai lugng:
At= [[uX +vY + wZ)ds (10.44)
S

14 cong bu, con:
U-A=IT (10.45)
13 nang lugng bu.
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T dé6 nguyén Iy méi duge riit ra:
3T =0 (10.46)
dugc goi la nguyén ly Castigliano hay nguyén ly nang lugng bu.
Nguyén ly diude phat biéu nhu sau:

“Trong tdp hop cdc Ung sudt tinh thoa man diéu kién cdn bang
bén trong vit thé va trén phin bé mdt cé ngoai luc cho trude thi cde
ung sudt théa man diéu kién lién tuc sé cho nang luong b gid tri binh
on. Trong diéu kién can bang on dinh dai luong IT c6 gid tri cuc tiéw”.

§11. PHUONG PHAP RAYLEIGH - RITS

1. N§i dung cua phuong phap

Phudng phap bién phin dudc st dung rit rdng rai trong co hoc
12 phuong phap dua trén nguyén ly cuc tiéu cia thé niang toan phan
“IT” da dudgc nghién cdu § trén. Khi khéng lam gidm tinh tong quat
ciia phuocng phap ching ta hay minh hoa né qua bai toan uén tim
(va dAm). Ta biéu dién mat dan héi cia tdm dusi dang chudi:

WX, Y) = e fy(x, ¥) + Cfy(x, y) + e fix, y) = Y e fi(x,y)  (10.47)
=1

@ day f(x, y) 1a nhitng ham lién tuc va duge goi la ham toa db
hay ham cd sd. Mdi mdét ham riéng biét £(x, y) phai théa min céac diéu
kién bién déng hoc va phan anh tét nhat mat vong thuc cua tAm: ¢,
Cy .., €, 12 nhiing théng s6 chua biét duge xac dinh tir diéu kién cuc
tiéu clia thé ning toan phin. Péi véi didm cac f(x, y) trong (10.47)
dudc thay bang fi(x).

Piéu kién:

oIl

— =0 1=1,2, .., 10.48
™ a n) (10.48)

din dén hé phuong trinh dai sé tuyén tinh déi v6i céc ¢,. Giai hé nay
ta dudc cac hé s6 ¢, va thay ching vao (10.47) dé duge mat véng can
tim.
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2. Cong kha di caa ngoai luc va thé ning bién dang

Néu goi u, v, w 1a cic thanh phan cta chuyén vi thuc, q,, q,, q, 1a
cac thanh phan cta cudng d6 tai trong phan bé, P, 12 luc tap trung, A,
la chuyén vi caa diém dat luc nay, M’ 12 mémen tap trung, 8, la géc
xoay tuong Ung (hinh 10.12b), thi cong kha di cua cac ngoai huc nay
c6 bidu thuc:

A, =- [J‘J‘(q\twqu-i-qzw)dxdy + > P A+ I M, e.] (10.49)
F 1 1

Néu bién ciia t&m cho phép chuyén vi thi cac lyc bién v., mu,
Mmw clng sé sinh ¢dng kha di:

— — aW —
A== || Vo.W+my — + mu ow ds (10.50)
on ot
Trong truong hgp téng quat ning lugng bién dang gébm hai
thanh phan U, do uén va U, do luc mang:

1
U= JJ(MJX + M, +2M, 1, ) dxdy

(10.51)
1
uU,= 3 F”[N‘ax +Nyeg, + N v, ) dxdy

Trong hé toa dd Décac vudng goc dai lugng trong (10.51) nhu
sau:

2

M =-D [a'w ‘o 6'\\'] . M,=-D [6‘w ‘p 6’w] ;

ax2 ay2 ayl ax
LZW
M, ,=-D{l- 10.52
y { P) xdy ( )
__OZWA ___62w‘ _‘62w
XK axj 4 X\’ 6y2 b Xx}' axa>,

Thay biéu thiec (10.52) vao (10.51) ta cé:
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1 ’w  o'w o'w O'w [alw ]2
= _ -201- - dxd
Yo 2F”D{6x2 oy 2 )[6)(2 & \aay) [T
(10.53)

D61 véi tAm da giac ¢6 chu vi ngdm va tdAm chil nhat tua trén chu
vi, biéu thite (10.53) c6 dang don gian:

3 2
=1 [[p (0w, 2 Y| dxdy (10.542)
2 ay-
D61 véi hé thanh dan héi theo (10.3) va (10.23) U ¢6 dang:
M2dz N2dz Q’dz
U= + + 10.54b
| TR I mF 2 Jr 2GF ( )

Hinh 10.12.

Hiéu itng mang

Phan ning lugng mang la:

1
=—2- IIN £, +Nyey+N‘yyxy)dxdy
F (10.565)
=l” N‘@+Ny§-v—+N (@Jrg—v-ﬂdxdy
2§ ox 2/ & X 339



Biéu thiic cia U, dude viét qua chuyén vi ¢6 dang:

1 Eh [(ou  ov)ou (ov  du)ov
ot (S )2 (525

Ciing c6 thé viét U_ qua ing suit:

N 1;&[?"& N S’V(H } dxdy (10.56)

U, = 5}-‘]-5- jFJ[(c +o,)-2(+p) (Gxoy -7 )] dxdy  (10.57)

Bdng 1
No Diéu kién bién Ham toa do
— | TX, =3 sinx
1 % 7 x m m a
. a
z} (m=1,2,3,..)

(m=0,1,2,3...)

2mnx

]
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Tiép bang 1

No biéu kién bién Ham toa do
me :i [i "'l] [—X— — 1]—
- ala 2a
1
4 X . mmx
T F T pen
2 | ' 1
X { x° 1
X, =) — = ~t[{(=1)"+
TS e
XY
5 a _ 1. omnx
- e %“‘ mn - a
z
[l
t‘ﬁ(— (2m ~1)nx
I Abdl

D61 véi phuong phap Rayleigh — Rits van dé quan trong 1a chon
cac ham toa dé thich hop f(x) dé1 véi dam hoac f(x, y) dd1 véi tAm
thda man cac didu kién bién déng hoc va xap xi tét nhat dang dudng
hodc mat dan héi cia cau kién, ma khéng can théa mian phudng
trinh vi phan. Db chinh x4c cua phuong phép nay phu thudc rat
nhiéu vao viéc chon cic ham toa dé cé6 phan anh duge gan ding
dudng hoac mat dan héi hay khéng? Déi véi tAm, nghiém c6 dang
duéi day thudng duge sit dung nhat:

wix, y) = 2> ¢, X, (x) Y, {y)

m

D&i véi ddm: V(x) = ) C, X, (x)

m

(10.58)

(10.59)
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trong dé: X (x) va Y (y) 1a nhing ham toa d¢ dang lugng giac hoac
dai s& da dugc tach bién. Y nghia cia nhiing ham nay trong mét sé
trudng hgp dudc cho sian trong bang 1.

Uu diém cia phudng phép nay 12 & tinh don gian va cho két qua
tot. Nhitng t&m va dam khac nhau ¢6 thé c6 hinh dang, chiéu day,
v... khac nhau, nhung thi tyuc giai luén luén gan lién véi viée tinh
cac tich phan xac dinh va giai hé cac phuong trinh. Cai khé cua
phuong phap nay va ngay ca cac phuong phap nang lugng khac l1a o
viéc chon ham toa d6. Khi xac dinh chuyén vi bing phuong phap nay
dé dang dat dudc d6 chinh xac cao, nhung khi xac dinh néi luc thi do
chinh xac giam, bdi vi ndi luc lién quan dén cac dao ham cdp cao cua
chuyén vi.

3. Vidu

Vi du 1. T4m vudng (a x a) chiéu day khéng déi tya ty do trén
chu vi chiju tai dahg mai nha nhu hinh 10.13a.

pzzz_po_’i khiO<x < &
a 2
p, = 2p, — Do khi%<x<a

Theo céng thic (10.58) va bang 1, ta chon ham toa d6 nhu sau:

I = mmx nw
w(x, y) = Z Z C,yy SIN sin any

m=l n=l a

Tinh cong kha di cha ngoai luc 8A, va thé nang bién dang uén
U,. Cu thé la:

8A. =~ [[lp, (x.y) w (x,y)] dxdy

U,= 1 IID {62\2\/ + %;_v)v} dxdy

Khi 1am cuc tiéu ning lugng toan phan, ta cé:
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- _ u - 0
ac mn a(: mn ac nn
hay la:
Dr'a’ m? n’ 8p,a’ mn
Cnm 2 + 2 20 3 - = 0
4 a a m nn
X
a
L /.
A Z
g 2
{ / %
g
) 2 P,_=Pa=con5f
.U T
/ g
7 . 2w
/// Za
/]
Z
/ 2
77777 v 7z 7, ¢)
Y
b)
Hinh 10.13.
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Tu day ta rit ra:

..omn
32p,a’sin

Comn =

2

m’ nmt’ D(m2 +n2)

Phuong trinh dé véng can tim sé 1a:

4 sin —
W(X, y) = M Z 2

Dr’

mnX . nmy [n = 1,3‘5“..}

sin —— sin ——
a b Ilm=13,5,..

D6 vong cyc dai taix =y = % vél ba s8 hang dau tién (m = 1;
n=1m=1;n=3;m=3;n=1)la:

4
Pod  si p, = 0,1 k—N,, E = 2.10" kN/ecm?,
cm’

a=400cm, n=0,3;h=10 em thi:w,, =3.6cm.

w,,, = 0,002625

Kl
Nghiém chinh xac hon c6 gia tri: w,, = 0,00263 PLD"L .

Vi du 2. Tadm chd nhat 2a x 2b v b = 1,5a hinh 10.13Db, ¢, chiu
tai trong phan bs déu q, = q, = const. Tim ham dé véng va d6 vong
16n nh4t?

Trén co sd bang 1, ta chon ham chuyén vi w(x, y) nhu sau:

W, y) = i 5: %"*[l— (-1)" cos %] [1—(—1)“ cosgg—y-}

m=l  n=i

m=1,35 ..;n=1,35..)

Chudi nay thdéa man diéu kién bién:

(3], o1 (5]
ax x=%2 ay y=tb
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Tinh v8i mdt s6 hang cia chudi:

C, [ nx][ ny}
wi, y)= — | 1+ — 1+ —=
(x,y) 2 cos cos 0

a

Khi d6 thé nang bién dang c6 gia tri:

- D | ¢ [3b 3, 2
U, II \Y& v\ dxd 32 La"+b‘+ab)

Coéng kha di ciia ngoai luc:
SA.=—p, Jﬂ J. x y dXdy = —Pgcy ab
Thuc hién diéu kién on/dc, = 0, ta suy ra:

_16p,a* 1

Cn = Dn-t 4 o
3+3] - +2
b b

=1,5; p=0,3 thi 40 vong d tAm cua tam la:

Néu

kS

w,.. = 0,379 pUh vdi p, = 0,40 kN/em? ; E = 2.10' kN/em?;

1t=0,3;a=200cm, h=10cm thiw_ = 3,032 cm.

nmax

Nghiém chinh xéc ¢6 gia tri:

Po a’
W, . = 0,386 -
Eh-

§12. PHUONG PHAP BUBNOV - GALOORKIN

1. N6i dung cua phuong phap

Phuong phap Bubnov — Galoorkin 14 mét phudng phap téng quat
rat manh dudc dung dé giai cac bai toan tuyén tinh cing nhu phi
tuyén, cac bai toan dao ddng va 6n dinh ciing nhu cac bai toan khac
nhau cda co hoc két ciu, cua ly thuyét dan héi, cta vat 1y toan.
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Vi du, gia st didu kién cdn bing cua vat thé theo chuyén vi
trong trudng hdp cua bai toan khéng gian c6 dang:

Liu,v,w)~q,=0
Ly(u, v, w)—q, =0
L,(u,v,w)—q,=0

trong dé: L,, L,, L, 14 cac toan tu vi phan trén cac ham cua cac
chuyén vi; q,, q,, q, }a cudng d6 cta tai trong ngoai.

Chiing ta cho cac chuyén vi nhitng bién phan vé cung bé du, v,
dw. M#c du cac chuyén vi u, v, w bi rang budc véi nhau, nhung céc
bién phan bit ky cta ching thi khéng bi rang budc véi nhau. Cac
toan ti1 L, L,, L, dudc xem nhu nhitng néi luc, vi thé c¢é thé truc tiép
viét cong kha di ctia cac ngoai luc va ndi luc khi khéng can xac dinh
thé& nang caa he.

IIHLI (U’V’W)—q\] SudV = 0
IJI[Lz(Vs v, W)-Q,.] dvdV
”I[ Ls(u,V;W)—qz]SWdV

I

0 ( (10.60)

il
(=}

Mot cach chit ché ma néi, phuong trinh bién phén (10.60) chi
ding khi va chi khi cdc ham u, v, w 12 nghiém chinh x4c cua bai
toan. Tuy nhién, ciing nhu phuong phap Rayleigh — Rits, § day
nghiém chinh xac dugc thay thé bang nghiém gan ding duéi dang:

u=Yap (xy.2z); v=Ybn(xyz);w=Yco(xy 2)
=1 1=l 1=t

(10.61)

trong dé: B, (x, ¥, 2), n; (X, ¥, 2), ¢, (X, ¥, z) la nhiing ham thda man
déng thdi ca cac diéu kién bién dong hoc va tinh hoc;

a, b, ¢, 14 cac théng s6 chua biét.
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Cac ham (10.61) phai cé cac dao ham phu hgp véi cac toan ti,
mic di khéng doi hoi phai théa man hé phuong trinh (10.60).

Khi 14y bién phan cac chuyén vi u, v, w, ta nhan dudc:
du = ZB, (x,y,2)da;; dv= Zn. (x,y,2) 8b,;; dw = Z(p, (x,y, z) d¢;
(10.62)

Thay u, dv, 8w vio phuong trinh bién phan (10.60) va chu y la
cac phuong trinh nay d&ing déi vdi moi 8u, dv, dw, va vi du; # 0,
dv,# 0, dw; # 0, cho nén da, # 0, db, # 0, éc; # O, ta rit ra hé phuong
trinh bién phan co ban caa bai toan ba chiéu nhu sau:

JII[L' (u,vow) - CI\] B, (x,y.z)dV =

”I (v, v, w) Q,]nt(x’y,Z)dV=0 L (10.63)

”.“ L, (wv.w)-q,] o (x,y.2)dV = 0

Hé ba phudng trinh (10.63) cho mét hé m + n + r phudng trinh
v cling sb cac hé s6 a,, b, ¢. Ching ta hay 4p dung két qua trén vao
bai toan t&m. Nghiém ctia bai toan — chuyén vi w(x, y) dude tim dudi
dang:

w(x, y) = iq f (x.y) (10.64)

M&b: mdt s6 hang caa chubdi déu phai thoéa min cac diéu kién
bién, nhung khéng nhat thiét phai théa man phudng trinh vi phan
sau ddy cua bai todn:

DV*V?w = q,(%, ¥) (10.65)

Bdi vi phuong trinh (10.65) 1a phudng trinh cAn bang vi phén
cla cdc ngoai va ndi huc theo phuong z, céng cua cac luc nay trén cic
chuyén vi kha di 8w cho ta:

”[DV*W - q, (x.y)] swdxdy = 0 (10.66)
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Phuong trinh nay 1a phuong trinh bién phan ¢o ban cha bai toan
uén tdm. Khi l4p lai nhiing diéu vira néi ta thu duge mét hé phuong
trinh dai sé tuyén tinh:

_”(DV“ w—q,)f (x.y)dxdy = 0
o (10.67)
II(DV4 W — q,) £, (x,y)dxdy = 0

T hé n phudng trinh nay cac hé s6 ¢, dude xae dinh va bai toan
da giai xong.

O day, cong kha di ctia ndi lue dude tim truc tiép tif cdc phudng
trinh vi phin ma khéng phai xac dinh nang lugng bién dang, cho nén
phudng phap Bubnov — Galoorkin téng quat hdn nhiéu so vdi phuong
phap Rayleigh — Rits. Hon thé nita phuong phap Bubnov ~ Galoorkin
c6 thé giai khong khé khan nhitng bai toan khong thé dat duge dusi
dang diéu kién ding cua phiém ham nhu trong phuong phap
Rayleigh — Rits.

D6 chinh xac cua phuong phap Bubnov — Galoorkin ciing nhu
cic phuong phip niang lugng khiac phu thudc rat 16n vao viée chon
ham x&p xi. Tuy nhién, phuong phiap Bubnov — Galoorkin doi hai
phai thoa min di€u kién bién citng han phuong phap Rayleigh — Rits,
nhung c6 thé giii bai toan véi sy thoa man chi didu kién bién déng
hoc, khi d6 nghiém sé hoi tu cham hon so véi thoa min tat ca cac
diéu kién bién déng va tinh hoc.

2. Vi du

M6t tdm vudng duge ngam trén chu vi, chiu tai trong phan bd
déu q, = q, = const (hinh 10.14). Theo bang 1 ta chon nghiém duéi
dang:

l 2mrx 2nmy
X, y) = c. —|1-cos |1 =cos
W(Y)Zm:z‘““:#( ° ][ b]

n a

(m=1,35,...;n=123>5..).
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Chudi lugng gi4c nay théa man cac diéu kién bién déng hoc:

o (3], o0

x=a x=a
ow
-0 = | — =0;
)y=0 [ ox L:o
y=a y=a

Khi giit 1ai chi mé6t s8 hang caa chubi (m =n = 1):

a

Ta c6 phuong trinh bién phin theo Bubnov — Galoorkin trong
trudng hop nay nhu sau:

| ]’[Dcllvzvzf. (%y) - g ) fi(x.y) dxdy = 0 ()
(]

0

Ol e i B0 PN L2y,

Hinh 10.14.

Thay f,(x, y) = %[1 ~ ¢OoS EEJ [l - COS Z%Y—] vao (a) va thuc
a

hién phép tinh tich phan nay. Ta nit ra théng sé chua biét ¢,, nhu
sau;
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4
_ Y2

8Dn'

1y

A = , A a .
b6 vong 16n nhat tai taim x =y = > la:

4 q

W = 0y = 122 =0 00128 Lo
8Dn D

4
Gia tri chinh xéc w,_., = 0,00126 ""Ta sai khac cd 1,6%.

Phuodng trinh m#t dan héi gidn ding chi v8i mdt s hang cha
chudi cé dang:

4
w(x, y) = %4— (1 — ¢0S g?j (1 — oS 2—?]

§13. PHUONG PHAP BINH PHUONG T3 THIEU

1. Néi dung cua phudong phap

Cung nhu phuong phap Bubnov — Galoorkin, phudng phap binh
phuong téi thiéu 1a phuong phéap giai gin ding cac phudng trinh vi
phan va dude st dung nhiéu trong cd hoc cac vat rén bién dang.

N6i dung cua phudng phap nhu sau:

Gia sl cn tim nghiém cia mdt phudng trinh vi phin thudng
hay dao ham riéng nao dé xac dinh trong mét mién nao dé.

Vi duy, xét phudng trinh vi phan thudng bat ky sau day:
Lixv,v,v)=0 , a<x<b (10.68a)

Ta sé& tim nghiém phuong trinh nay duéi dang gan ding va it
nhat phai thda méan diéu kién bién hinh hoc: '

V(x) = Zn:a, g (x) (10.68b)
=1
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Thay (10.68b) vao (10.68a) ta duge ham sai léch:
L(x, a,) = f(x) # 0 (vi (10.68b) 12 nghiém gan ding).

Cac hing s8 a, dude chon nhu thé nao d6 dé tich phan clia binh
phuong lam sai léch f4(x) c6 gia tri cye tiéu. Diéu nay c6 nghia la ta
da bién ham sai léch f(x) thanh ham c6 dé 1éch trung binh nhd nhat
so vdi khong.

Vi thé&, 1ay tich phan ham f*(x) trong mién bién thién cia x, ta sé
xac dinh duge cac hing sé a,, a,, a,, ... a,, ... tit cdc phudng trinh sau
day:

................
................

................

Hay la:
b
1602t g g
bj f(2) o1 4y _ g
; da, &
(10.69)

' of (x)
J'f(z) 3 dx =0

................ /
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Duéi day ta sit dung phuong phap nay dé giai bai toan dude néu
ra sau day.

Vi du

Hay x4c dinh d8 vong va dng suit 16n nhit sinh ra d trong dam
chiu lyc va lién két nhu hinh 10.15.

GIAl

Véi sut gan ding thit nhit ta chon gan ding chi mét s& hang caa
chudi (10.68b) dudi dang moét ham higng giac théa méan tat ca cac
diéu kién bién hinh hoc. Cuy thé la:

Vx)=a [1—0052—?}, taix=0 => V=0,V =0.

Thay V(x) vao phuodng trinh (10.69) ta cé:

2
f(x)=EdJ,a [lj cos 2= -3 gz

2L 21 2
2
01(x) =Ed, [lJ cos X
Jda 2! 21

Thuc hién phép tinh da chi ra ¢ (10.69) ta tim dugc:

ql’ 32( 2] ql’
\% =l)=a= ZZl1-2) = 011937 2

z z

Nghiém chinh xac la:

4 9
V__=0,125 ‘él /

J
,_ [

Tinh dng suét:
M, EJV"

y4

A\

N\
RN
Ty

~

Y

N

4
= 0,2046 35
FA Z WZ

Hinh 10.15.
Nghiém chinh xac la:

4
5. =0,45936 al”
W

max
z
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II. CAC PINH LY TONG QUAT TRONG HE DAN HOI

§14. DINH LY TUONG HO VE CONG KHA Di CUA NGOAI LYC

Ta hiay khao sat mdt hé dan héi tuyén tinh 8 trang thai “k” va
trang thai “m”, chiu cac ngoai ldc tuong tng P, va P .. Theo cong
thie (10.25) va (10.21), (10.22) ta c6 thé viét.

Coéng kha di cua cac ngoai lyc P, § trang thai “k” trén nhing
chuyén vi kha di § trang thai “m” nhu sau:

, oy (MuM o 5 Ne Ny
Z} P, Ay, = Z J A ; l’j ot day
+ Z IyQ nQ dz + Z J‘ 7* dz (a)

J=1 3

M5€ khac, cong kha di cua cac ngoai lic P, & trang thii “m”
trén nhitng chuyén vi kha di tuong ting 8 trang thai “k” bing:

IR IVWED Rt ZINN'“d+

I=1 3= L

=, QQ - M, M
+ = dz + -, dz
S poe a0
Thay (a) va (b) vao (10.25) ta rit ra:
> P =) PoAL (10.70)
1=l 1=l

Cong thitc nay do E. Betti dé xuat nam 1872 va dugc phat biéu
dudi dang mét dinh ly sau day:

Dinh ly: Déi vdi hé dan héi tuyén tinh, céng khd di ciua cdc
ngoai luc & trang thdi “k” trén nhitng chuyén vi khd di tuong lfng é
trang thdi “m” bang cong khd di ctia cdc ngoai luc o trang thdi “
trén nhitng chuyén vi khd di tuong ting 6 trang thdi “k”.
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§15. DINH LY TUONG HO VE CAC CHUYEN V] PON Vi

Gia st c6 mdt hé dan hdi tuyén tinh ¢ hai trang thai “m” va “k”
nhu hinh 10.16. O méi trang thai hé chi chiu mot lyc tap trung suy
rong tudng Ung la P va P,.

Theo dinh 1§ Betti ta c6 thé viét:
P, . Aw. =P, A
hay
AP, = A, /P, (a)
T§ 86 A / Py = 81 12 L~
mk

N
m

e

A.‘(m
—

—

l’/
—
t‘
—
-

~

—_"/

Pm

chuyén vi tuong tng véi vi
tri va phuong cua lyc P, do
luc P, = 1 giy ra.

J

a)
: ¢
g
7

Tuong tu nhu vay ta & & \\\Lk

A 2 b
Sm = —2 1A chuyén )
k
vi tuong dng véi vi tri va Hinh 10.16.
phuong cua lyc P, do luc

P, =1gayra.
Tu (a) rat ra:
Sk = Oy (10.71)

Két qua nay do J. Maxwell dé xuat nam 1834 cho th&y néu & méi
trang thai chi chiu mét lyc bing don vi thi cac chuyén vi theo phudng
cua Iyc nay do Iyc kia gay ra sé bing nhau.

Dinh ly: D6t vdi hé dan héi tuyén tinh, chuyén vi don vi tuong
ung vdi vi tri va phuong ciua luc P, do luc P, géy ra tuong hé bang
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chuyén vi don vi tuong ng vdi vi tri va phuong ctia lue P, do luc P,
gay ra.

§16. DINH LY TUONG HO VE CAC PHAN LUC DON V|

Ching ta hiy xét mét hé dan héi tuyén tinh d hai trang thai “m”
va “k” chiu cac chuyén vi cudng bitc 8 cac lign két m va k (hinh 10.17).

I L e
7 "4 S

a)
|I Ak
¥ o
) \\.—// —_8_
b) Rmk

Hinh 10.17.
Theo dinh 1y vé céng tudng hd cuia ngoai luce (10.70) ta cé:

RmkAm = MkmAk
hay:
Rmk / Ak = Mkm / Am (b)
R ” o r s qeA 1A 2 .
A'“" =r,, 1a phan ldec “don vi” tai lién két m do chuyén vi
k

cudng biic bang ddn vi tai lién két k gay ra.

Ty s6

9 a M N 2 « ™ “ yra >
Tudng tu ty sb A""‘ =1, 12 phan lyc “don vi” tai lién két k

m

do chuyén vi cudng bic bing don vi tai lién két m gay ra.
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Theo (b) ta c6:
ok = Ty (10.72)

Két qua (10.72) do L. Rayleigh dé xuat nam 1875 va dude phat
biéu nhu sau:

Dinh ly: Déi vdi vdi hé dan hoi tuyén tinh phdn luc “don vi” tai
lién két m do chuyén vi cudng bite tai lién két k gdy ra tuong hé bing
phdn lue don vi tai lién két k do chuyén vi cuong bic tai lién két m
gay ra.

Can chi § r3ng thuit ngif phan lyc “don vi” & day 1a do nguyén
nhéan bang don vi gay ra chii khong phai né bing don vi.

§17. BINH LY TUONG HO VE CAC CHUYEN V| BON V| VA PHAN LYC
DON Vj

Ta lai khao sat mét hé dan héi tuyén tinh & hai trang thai “m”

va “k” (hinh 10.18).
)Pm
J
i k

| |
l — ~ — |
~
/Amk :/ % 4 \\J

S A S

\
i \

” ﬂﬁ\
i
. E

Hinh 10.18.

O trang thai “m” hé chju mét lyc P, con & trang thai “k” hé chiu
mot chuvén vi cudng bic A, tai lién két k.
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Néu goi A% 1a cong kha di cha cac phan lyc ¢ trang thai “k”

trén nhiing chuyén vi tuong dng ctia hé 8 trang thai “m” ta cé:
A =0
Theo dinh ly Betti (10.70) thi:
P..Am+ Ry A, = 3AL =0

hay:
Rim /Py =B/ Ay
Ty s6 R, / P, =1, 12 phan hc tai lién két k do lyc Pm= 1 giy
ra.

Ty 86 Ay / A = gmk 12 chuzén vi tuong dng véi vi tri dit lue P,
nhung do chuyén vi cudng bitc A« = 1 gay ra.

Do d6 véi ky hiéu trén ta cé:

Yim = Bk (10.73)

Dy 13 cong thitc ctia dinh Iy Rayleigh thi hai.

Dinh ly: Déi vdi hé dan hoi tuyén tinh, phdn luc don vi tai lién
két k do luc Pw= 1 gay ra tuong hé bang chuyén vi don vi tuong ting
vdi vi tri va phuong cua luc P_mdo chuyén vi cudng bie zl\ = 1 tai lién
két k gay ra nhung nguge dau.

§18. DINH LY CASTIGLIANO. D|NH LY LAGRANGE

1. Dinh ly Castigliano

Gia sif ¢6 mot hé dan hoi dang bat ky (thanh, tAm, vd, khéi) chiu
tac dung tinh ciia mét hé ngoai lyc bat ky Q va mdt yéu t& lyc tap
trung tong quat F (luc hoiic mémen) dat tai K (hinh 10.19).

Ta ky hiéu App 12 chuyén vi cia diém dat lye F va theo phuong
cua chinh né khi khéng c6 Q va Ay la chuyén vi cia diém dat luc F
theo phuong cua lyc ndy nhung do hé lye bat ky Q gay ra.
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Do d6 chuyén vi toan phan cta diém dit luc F va theo phuong
cua chinh né do ca F va Q gay ra la:

Ap = Apr + Apq (a)
Thé nang bién dang dan hoi tich lay trong hé theo (10.6) ta c6:

U=A=%F.AFF+F.AFQ+UQQ ®)

trong dé: Uy 1a th&€ nang tich liy trong hé chi do Q giy ra bing céng
cua Q trén nhiing chuyén vi gay ra bdi chinh né.

S6 hang F.Ap

khéng chita hé s86 1/2 o
vi trén doan Ay, luc F F /M,—ﬁ(
luén bang hang. Ay, @ 1T
Goi 8gp 1a chuyén w
vi cia diém dit lyc A
F =1 theo phudng cia Fe
né do chinh né gay
E‘s)’ If;‘u“aihe vidt lai Hinh 10.19,
sau:
U:% F2pp + F.Apg + Ugq (¢)
Dao ham (c) theo F, ta dugc:
ou
EF = F‘BFF + AFQ = AF (d)
va ZFEJ = 3 (10.742)
Suy ra: Ap = %JF_ (10.74b)

Két qua nay la dinh ly Castigliano va duge phét biéu nhu sau:
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“Chuyén vi ctia diém dit luc téng quadt theo phuong tdc dung cia
né bang dao ham riéng cia thé nang bién dang theo luc nay’”.

Dinh 1y nay cho mét phuong phap téng quat dé xac dinh chuyén
vi khong chi déi véi hé thanh ma cho hé bat ky (tam, v, khdi).

P6i véi truong hop hé thanh phing, trén cic mat céit chi tén tai
3 noéi Iye 1a M(z), N(z), Q(z) thi khi s dung quy tic vi phan theo
théng s6 céng thic (10.54b), ta tim dudc:

Mdz aM Ndz &N Qdz &Q
ZI ZIEF oF ZIGF'E

(10.75)
Khi khéng ké dén anh hudng cia lye cit va lyc doc, ta cé:

Mdz oM
Ap =Y

10.76
EJ ~ oF ( )

2. Dinh ly Lagrange

Khi bidu dién thé ning bién dang theo ham cla cac chuyén vi
doc 1ap A, A,, ..., A, ¢6 thé chitng minh ring: “Dao ham riéng ciia thé
ning theo chuyén vi bat ky nao dé bing lyc tac dung theo phudng
cta chuyén vi dé”

— =P, (10.77)
D6 1a néi dung ctia dinh 1§ mang tén Lagrange.

§19. D|NH LY MENABREA VE SU CYC TIEU CUA THE NANG

Ta khao sat mét hé bit bién hinh thita lién két chiu lvic cin bang
nhu hinh 10.20a. Dé xéac dinh cac phan lue X,, X,, X, tai cac lién két
thita (hinh 10.20b) thi cac didu kién can bang tinh la khéong thé. Hé
nhu thé goi 12 hé khong x4c dinh tinh hay gon hon 1a hé siéu tinh.

Phan luc tai cac lién két thita ndi hodc ngoai goi 1a phan luc
thita. Theo dinh 1y Castigliano thi cac chuyén vi A,, A,, A, clia cac
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diém dat phan luc X, X,, X, theo phuong cta cac phan luc nay hoan
toAn dudc xac dinh theo thé ning bién dang cha hé:

= oU
boax,

3 day U= UX,, X,, X,, ... P).

_8U
aX,

s 0

_ay
ax,

) 3

Khi cac lién két gdi tua 1, 2, 3 1a cing tuyét d6i thi A= 0, A, = 0,
A; = 0 va ta c6 hé phuong trinh:

ou

oX,

Phuong trinh
nay la diéu kién can
dé ham U dat cuc tri.
Dé thay cyc tri nay la
cuc tiéu. That vay,
theo cong thiice
(10.74a) ta cé:

2

9 Lj =38, > 0;
o0X;

oYU _5,>0
0X;

8’ U

Z_— =5,>0..
ox: ¥

N oY ; oV =0; ... (10.78)
0X, oX,
9
jP
0/ 7 R g
a) d 1 ‘$' ‘3‘
9 ! I
[ | |
p ; I, {3
b) X, )(z |Xj
Hinh 10.20.
(10.79)

Dau duong cua cic dao ham béc hai ching té ring diéu kién
(10.79) 1a diéu kién cyc tidu ctia ham U. Vi vay, ta di dén dinh 1y vé
su cue tiéu cia thé nang mang tén Menabrea nhu sau:

“Trong nhitng hé siéu tinh cac phan luc thiva nhén cdc gid tri sao
cho thé ndng bién dang ciia hé c6 gid tri cue tiéu”.
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Vi du:

M6t thanh cong siéu tinh ¢6 do cong nho chiu lye va lién két nhu

hinh 10-21. Hiy xac dinh phan luc thita tai géi “1”.
GIAI

caa dinh 1y cuc tiéu caa th&
niang bién dang ta cé:

Theo cdng thie (10.78)

U _ o ma

2X,

U= | M”(g)ds Hinh 10.21.
! 2K

U _ " M(p) dM

UL (p) dMfo) _ , @

oX, 4 Bl dX

Trong dé:

M(p) =M+ X,. Rsing; agl;(cp) = Rsing ; dS = Rde

|
Thay céc gia tri nay vao (a) ta thu dugc:
4M

Ld

M+ X,R % =0; X, =— (d&u ( —) bidu thi chidu cia X,

huéng xudéng dudi).
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Chuong 1 1

CAC PHUONG PHAP TiNH HE SIEU TINH

I. PHUGNG PHAP LUC

Nhu da thay & chuong 1, hé siéu tinh 1a mdt hé can bing, bat
bién hinh hinh hoc va thita lién két. Déi véi hé loai nay, cac phudng
trinh cdn bing tinh hoc khéng cho phép xac dinh diy du tat ca cac
nd1 luc va phan luc trong hé.

§1. SU HINH THANH HE SIEU TINH
1. Lién k&t thira va lién két can thiét

Ta hay xét mdt hé bat bién hinh — mdt khung tinh dinh — chiu
Iuc can bang nhu trén hinh 11.1a.

Khi bé sung vao A mdt lién két chéng xoay va vao B mot lién két
chéng chuyén vi thdng ngang thi khung 11.1a c6 dang hinh 11.1b.
Nhiing lién két dudc bd sung vao mic dd 1am téng dd cing cha hé,
nhung vé& phuong dién hinh hoc va tinh hoe thi ching 14 “thita” bdi vi
¢6 ching hay khéng cé chiing thi hé vin c4n bang va bit bién hinh.
Nguge lai, néu ta loai di mét 1ién két bat ky trong khung (hich 11.1a)
thi khung trd thanh hé bién hinh hinh hoc (mét co cdu). Do @6, tat ca
cac lién két dat vio khung (hinh 11.1a) 12 nhiing lién k&t can thist dé
dam bao cho hé can bing va bat bién hinh hinh hoc.
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Hinh 11.1.

Néu ta thém vao khung (hinh
11.1a) mét thanh ngang EG va han
cing vao cac thanh ding thi d6 cing
cua khung ting, nhung vé phudng
dién dam bao tinh bat bién hinh hoc
thi thanh nay la “thtta” (ciing nhu
nhing lién két thira ngoai). Cac ndi
luc trong thanh “thka” nay (hinh
11.1d) khéng thé duge xac dinh chi
tir cac didu kién can bang. Su ¢6 mat
cua lién ké&t “thanh thua” EG trong
khung (hinh 11.1¢) d4 tao ra ba in s6

thita tuong tng. Pé1 véi khung
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phing (hinh 11.1¢) dé ¢6 thé xac dinh dudge ndi luc trén tat ca cac mat
cat ctia khung thi trude hét cin phat xae dinh phan luc d cac lién két
“cAn thiét” A, B va ba phan luc thita (tic 1a cac noéi luc trén cac mit
cat ngang cuaa lién k&t “thua” ndéi GE). Nghia 13, mdi chu vi kin
CDGE c6 ba phan luc “thita®. S6 lién két “thua” xac dinh bac siéu
tinh cta két cdu. N&u méi chu vi kin ¢6 mot khép thi sd bac siéu tinh
cia chu vi nay bang 2 (hinh 11.2b). Khép nay goi 1a khdp don. Mbi
khép don lam triét tibu mét 4n s6 12 mémen. Néu ¢6 s thanh néi véi
nhau bang mét khdp thi khdp nay tusng duong véi s — 1 khép don
(hinh 11.2a). Khdp A tuong duong véis ~ 1 =3~ 1= 2 khdp don.
2. Bac siéu tinh

Dé xac dinh béc siéu tinh n cha két ciu, ta cé thé diung cac coéng
thic don gian sau day:

n = s6 phan Idc lién két ngoai va ndi cin xac dinh tri di s6
phuong trinh can bang can thiét.

Vi dy d61 vdi hé trén hinh 11.1en=(3+3)-3=3.
Ngoai ra cé thé tinh bac siéu tinh cta hé nhu sau:

1) Tinh s6 lién két don “thtia” ngoai (sé thanh gé1 don “thita” néi
két cdu véi nén): T

2) Tinh 86 chu vi kin: K
3) Tinh s6 khdp ddn trong khung: D
D6i véi hé phing:

n=3K+T-D (1)
Vi du hé trén hinh 11.1c cé:

K=1,;,T=D=0

> n=3.1+0-0=3
P61 véi hé khong gian mdi chu vi kin ¢6 6 bac siéu tinh. Bdi vi
mdi mat cit ¢é sau An s8 1a sau thanh phan néi luc gdbm 2 mémer
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uén, 1 mémen xoan, 2 luc cat va 1 luc doc. Do d6, bac sidu tinh ctia hé
khéng gian dudc tinh nhu sau:

=6K+T-D )

Tit cac phan tich trén ta th&y lién k&t “thua” cung c6 thé la
nhiing lién k&t ngoai hodc nhitng lién két ndi. Ta goi nhitng hé cé6
nhing lién két ngoai “thita” 1a nhing hé siéu tinh ngoai va goi hé ¢
lién két “thira” noéi 1a nhing hé siéu tinh néi. Cin phai hiéu riang
thuat ngit “lién két thia” chi ¢é tinh chit quy ude. Bdi vi, chi dé dam
bao cho hé cin bang va bt bién hinh hinh hoc thi ching 14 “thia”,
nhung sy c6 mit cuia ching sé tao cho hé 1am viéc t6t hon rat nhiéu
so v8i hé tinh dinh cang loai.

- . N » A -~ .« a -
3. Diac diém lam viéc cua hé siéu tinh
T4t ca cac hé sidu tinh déu cé nhiing thudc tinh chung sau day:

a) Noi lyc trong hé siéu tinh phu thudc vao quan hé db cing cua
cac ciu kién.

b) Cac lién két thua dude cidu tao thich hdp sé tao ra sy phan bd
ndi Iue hop 1y trong cac cfu kién két cau.

t/
E\\ _ -3 E”““~~EQSE BE
tz ¢) ———
) g
a) ~~
D
e)
A BOTa
A 2
Hinh 11.3.

366



¢) Chuyén vi gay ra do tac dung ngoai & trong hé siéu tinh nho
hon so véi hé tinh dinh tudng tng, bdi vi cac lién két thita lam
tang d6 cing cua hé.

d) Dudi tac dung cla su thay déi nhiét d6 cta méi trudng xung
quanh ho#c do su nung néng cac cau kién cua két cau, cing
nhu sy ¢6 mat cac chuyén vi cudng bie do 14p rap hoic ché tao
khong chinh xac v.v. trong cac hé situ tinh sé xuit hién cac
ndi luc. Diéu nay khéng xay ra trong cic hé tinh dinh. Trén
hinh 11.3a, ¢ 1a cac hé tinh dinh. con trén cac hinh 11.3b, d 1&
cac hé siéu tinh tuong Ung. Trén hinh 11.3e mé ta chuyén vi
cudng biic do ché tao khéng chinh xac ¢ méi néi B.

e) Khi cédc lién két “thua” vi mdt 1y do nao dé bi loai bé thi két
cAu van khong thé bi pha hay, bdi vi khi d6 két cdu vin la h é
b4t bién hinh.

Ngay nay ton tai nhiéu phudng phéap tinh toan cac hé siéu tinh,
cha yéu dua trén cac tién dé “Giai phéng lién két” (trong phuong
phap luc) va tién dé “Bé sung lién két” (trong phuong phap chuyén
vi). Duéi day trong chuong nay va chuong “Déng luc hoc két cau”
ching ta sé& nghién citu cach trién khai hai tién dé néi trén vao cac
bai toan “Site bén vat liéu”.

I. PHUGNG PHAP LUC

§2. THUC CHAT CUA PHUONG PHAP LUC. PHUONG TRINH CHINH TAC
pOI VO HE CHIU TAI TRONG

Pé tinh toan hé siéu tinh bing phuong phap hue ngudi ta khéng
tryc tiép tinh trén hé da cho (hé xuit phat) ma tinh trén hé tuong
duong véi tr¢ giip cua hé cd ban, sao cho bién dang cua hé tuong
dudng phan anh duing bién dang ctta hé da cho. Hé tuong duong nay
dude xay dung trén cd s6 cua tién dé “Giai phéng lién két” va dudc
dinh nghia nhu sau:

Hé tuong duong la hé suy ra tir hé da cho sau khi da loai di cac
lién két “thira” va thay thé vao dé cac phan Iyc “thira”.
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Hé co ban 1a hé nhan dugc tit hé tuong dudng sau khi da bé di
tat ca cac phan luc thira va tai trong ngoai.

Nhu vay, déi véi mét két cdu siéu tinh cho trude ta c6 thé xay
dung dugce vd s6 hé tuong ducng va do d6 i hé co ban.

D& thay ré tu tudng va trinh tu tinh toan ctia phuong phap ta
hay khao sat mét vi du cu thé (hinh 11.4a). D6 1a mét dam lién tuc c6
hai bac siéu tinh. M6t phuong 4n c6 thé ciia hé tuong duong duge cho
trén (hinh 11.4b). P&1 vdi phuong 4n nay, phuong trinh bién dang
dugce viét nhu sau:

=A. +A  +4,=0
e T e } (11.1)

Al
A, = A, + A, +4,, =0

trong dé: A, la chuyén vi tai vi tri cha X, theo phudng cua luc X, do
chinh luc X, gy ra trong hé co ban; A, 1a chuyén vj theo phuong e

X, do lWye X, gy ra trong hé cd ban; A, 1a chuyén vi theo phuong luc
X, do tai trong dat 1én hé gay ra trong hé cé ban. Cac chuyén vi
Ay, » Ay, s Ay cling co ¥ nghia tuong tu.

A, 12 chuyén vi (géc xoay tai ngadm A) theo phuong lue X, (trong
truong hgp nay X, 1a ménen) do cac luc X,, X, va tai trong gy ra
bing khéng. Chuyén vi A, ciing c¢6 ¥ nghia tuong ty. T diéu kién
bién dang tai nhiing lién két bi loai bo ta thay rd ¥ nghia cia phudng
trinh thd hai cha hé (11.1) 1a chuyén vi thing A,, tai géi tua cing C
theo phudng luc X, do cac luc X,, X, va tai trong giy ra phai bing
khéng.

Chuyén vi do céc 4n s6 X,, X, gay ra c6 thé biéu dién nhu sau:

A, =8 X,5 B, = 8,,X,
(11.1a)
Ay, = 8, X, ; A, = 3, X,
Khi thay (11.1a) vao (11.1) ta nhan dudc:
6, X, +3,X, + A, = 0 (11.1b)
8, X, =8,X,+A,,=0
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8.,, 8,, 14 gbc xoay cia mat cat ngang tai A cia hé co ban do cac
luc don vi Xi = 1 va X:» =1 gay ra. Cac hé s6 5, va 8., cing ¢6 ¥
nghia tuong ty, nhung dé 1a cac chuyén vi thang theo phudng luc X,.

Cac phuong trinh cua hé (11.1b) duge goi la nhitng phudng trinh
chinh tac cia phudng phap luc. Cac an sé thira X,, X, trong hé nay 12
nhitng phan lyc vong (mémen) va phan luc thang. Vi thé phuong
phap nay got 1a phuong phap luc. Cac chuyén vi 8, va A, dude xac
dinh bang cong thitc Mo. Giai hé phuong trinh chinh tic (11.1b), ta
tim duge cac an s6 X,, X,. Sau bude nay ta c6 mot hé tinh dinh chiu
tdc dung cua phan luc X, X, vira tim dude va tai trong ngoai. Cach vé
cic biéu dé noi luc trong hé nay ta da biét rd trong cic chuong trén.
Céc biéu d6 nodi luc trong hé siéu tinh da cho 1a 131 giai cha bai toan.
Mot cach téng quat hé phudng trinh chinh tdc cua phudng phap luc
¢4 dang:

O X, +0,X, + ...+, X, +A, =0
5, X, + 3,X, +...+ 6,,X

) (11.2)
8nl)(l + 5n1X2 + ...t 6n|lxn+ Anl—' = 0
Hé nay con c6 thé viét dudi dang ma tran sau day:
AX + B = 0 (11.3)
trong dé:

6II 12 8In

A_ 21 32 Sln

8nl 8n! . 81\::

X,
X,
‘ 12 ma tran c6t cia céac &n
X= (céc phan luc thita ndi va ngoai);
[ Xa
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AIl"
Az
B = 12 ma tran cdt cha cac s6 hang tu do ctia hé
- cac phuong trinh chinh tac.
L Al\P J

Céac hé sb cua hé cac phuong trinh chinh tic trén dudng chéo
chinh dude goi 1a cac hé s6 chinh hay cac chuyén vi chinh; ching luén
luén duong.

Cacheé sb con lai cia ma tran A goi la cac hé s6 phu. Ching c6
thé co d&u am, hoic dudng, hoic bang khong va By; = By

Nghiém cta hé (3.3) viét dudi dang ma tran nhu sau:

A=A".B (11.4)
trong dé: A™' 12 ma tran nghich dao ctia ma tran A. Viéc giai hé (11.2)
hoi#ic viée tinh ma tran nghich dio sé don gian dang ké khi giai hé
(11.4), néu c6 nhiéu hé s& phu §,; bang khéng. Diéu nay phu thuéc
vao viéc chon hé cd ban.

Can chi y 1a tat ca nhiing 1ap luan trong tiét 1 nay chi dung véi
hé cho phép sit dung nguyén ly déc lap tac dung ciia cac luc.

Vi du. Hay vé biéu dé néi lyc cia dam cho trén hinh 11.4a.

GIAI

Ta chon hé tuong duong nhu hinh 11.4b. Biéu d6 mémen trong
hé co ban do cac lue X =1, X, =1 va tai trong gay ra dude cho trén
hinh vé& (hinh 11.4¢). Bang cach nhéan biéu dé ta sé xac dinh dudc cac

hé 86 va s6 hang tu do trong cac phuong trinh chinh tic cna hé
(11.1b) nhu sau:

811:ﬁ|_—M—|:l.l:| _2.] L:L
2113 2F] 6F)
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Thay cac hé s6 §,, va cac sd hang tu do A, nay vao hé cac
phuong trinh chinh tic (11.1b) va giai né ta tim duge:
5 {
X, === qlt ; X,=- o
44 44
Theo nguyén 1y ddc 1ap tac dung cla céc lue, tung dé cua biéu db
mdémen cudi cing M,, d3i v4i hé siéu tinh da cho duge tinh nhu sau:

M) = (Mg)+ (M) X, + (M) X,

Hinh 11.4d 1a biéu d6 mémen udn (M|)Xl va (fvl_z)Xz ung véi
chiéu ding cua X, va X,.

Biéu d4 mémen va luc cit trong hé siéu tinh dude cho trén hinh
11.4e, g. Ta sé co lai két qua nay khi st dung cac hé tuong duong
dugc chon nhu hinh 11.4h, i. Pac biét d61 véi cac dam lién tuc nhiéu
nhip hinh 11.5a thi hé tudng duong dang hinh 11.4i va hinh 11.5b, sé
din hé n phuong trinh (11.2) bat ky, vé hé n phuong trinh ma mé1
phuong trinh chi ¢6 3 an s6 X, 12 3 mémen uén M,_,, M,, M,,, & céc géi
trung gian (hinh 11.5a, b). Sau khi vé cac bidu d6 (ﬁﬁ ], (HJ) (hinh
11.5¢, d, e, g} va tinh cac hé s8 8, A, (k, j = (1,3)) réi thay vao (11.2)

va giail ta cé:

224 56 : 224

Biéu dé mdmen udn va lye cét cusi cing trong diam lién tuc duge
cho trén hinh 11.5h, 1.

Phudng phap lic d6i véi dam lién tue véi cac hé tudng duong téi
uu nhit ciing van rat cdng kénh, tén kém gidy muc va céng stic ma
ké&t qua nhan chi 6 néi lue.
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D61 véi cac dam loai niy, mudn nhan duge déng thdi khong chi
noi luec ma ca chuyén vi niia thi hiéu qua nhit 1a diing phuong phap
van ning da gidi thiéu ky trong cac chuong 4, 7 va 8.

§3. TiNH HE SIEU TINH CHIU NHIET O THAY 41

Viée tinh hé siéu tinh chiu tac dung cua nhiét do thay doi ciing
tudng tu nhu tinh hé chiu tac dung cua tai trong, chi khac ¢ diy la su
bién thién ciia nhiét dd 14 nguyén nhan giy ra néi luc trong hé. Va vi
thé, cac s6 hang tu do A, trong hé (11.2) dudc thay thé bing A, la
chuyén vi theo phuong 4n s8 X, do su bi&n thién nhiét dé gay ra
trong hé cd ban.

Cu thé la:
Xy +8,X,+ .. +§,X,+4, =0

0, X + 80Xyt 85X, Ay =0 \ (11.5)

8r\l}(l + 6n2X2 + ... +8nnxn + Am = OJ

trong dé cac Ay, dude xac dinh nhu sau:

Iat dez+ ZIQ 4 M« dz

hay : Ag = ZQ[Nk)at(+ ZQ(QK)%( -t,)

Trong cong thitc tinh Ay, thi Q (N« ) va @ (Mx ) 1a dién tich clia bidu
1, +t,

1

d6 Iyc doc va moémen udh do X« = 1 gay ra trong hé cd ban; t. =

a. hé 56 dan nd nhiét cta vat lidu cta hé; h 1a chiéu cao mat cit ngang;
t, va t, 12 d6 bién thién ctia nhiét d 8 hai phia ctia mat cit ngang.

Céac hé sb 8,; duge xac dinh nhu trudng hgp hé chiu tai trong.
Sau khi thiét lap va giai hé phuong trinh chinh tic ta sé tim dugc cac
an s6 X, X,, X,... Viéc vé chc biéu db noi hic duge tién hanh theo céc
phuong phap da biét.
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Vi du

MGt cAu truc trugt bing thép lam viéc trong diéu kién nhiét dé
dudi tac dung cta anh nang mait trdi (hinh 11.8a) va c¢6 sd db tinh
hinh 11.6b. Hay vé biéu d3 ndi luc trong trudng hop cau truc bi nung
néng khéong déu nhung dé1 xitng dé1 véi truc doc cua né.

GIAI
Theo diéu kién dé bai thi khéng ¢6 mdt luc nao sinh ra trong cac
thanh 1, 2, 3, 4 va chi can tinh mdt nita khung cau truc nhu mot
khung phang (hinh 11.6¢) vdi cac sb lidu nhu sau:
l=8m ; H=6m; t,=60° ; t,=40°; J, =2J,.
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Chiéu cao mat cit chan cdu truc h, = 0,4 m. Chiéu cao mat cat
ctia dAm chinh h, = 1,5.h, = 0,6 m. T4t ca cac mit cit déu cé hai truc
d6i xitng. Cac biéu db ndi lye don vi M va N, duge cho trén hinh
11.64, e.

Trong trudng hgp nay hé ¢6 mdt bac siéu tinh va phudng trinh
chinh téc tuong ting c6 dang:

811)(1 + AoIt = 0

trong doé:

5= —— |+ 800.600.2. 600 |+ — | 1. 600.600.2. 600 =
El, | 2 3 B |2 3

2 1

240.10°
= —&,cm/daN
EJ,
g ma ) g L lmt) o gpa07s0.
2 | h M,

[% 600 + 800] +0,12.10° (606;040) 'li 800.600 + 0,12,107°.

. (60-40) 1 600.600 = 0,0129 cm.
60 2
Phuong trinh chinh tac véi hé s6 bing s6 1a:
240.10°

U a— X] +0,0129 = 0
2.10°,

Do dé:
X,=-1,076.10"J,, daN.

Biéu dé mdémen udn trong cAu truc do nung néng khong déu
dugc cho trén hinh 11.6g.

§4. TINH HE SIEU TINH CHjU CHUYEN V| CUBNG BUC

Dé tinh toan nhiing hé siéu tinh c¢6 cac gbi tua chiju chuyén vi
cudng bie ta cing sé sd dung nhiing 1y luan vira mé ta 8 trén. Khac
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v8i céc trudng hop trén trong truong hop nay nguyén nhan gay ra noi
luc trong hé 1a do cac géi tua chiu cac chuyén vi cudng bite.

D& ap dung hé phuong trinh chinh tée (11.2) vao trudng hop nay
ta phai chu ¥ khi chon hé c¢o ban khdéng nén loai bo cac lién két ¢
chuyén vi cudng bitc ma phai cat cac lién két ay.

Gia sit cho mét ddm nhu hinh 11.7a, néu chon hé tuong duong
bing cach lodi bé lién két tai gbi tua B c6 chuyvén vi cudng biic thi
diéu kién bién dang theo phuong ctia 4n s6 X, do cac 4n s6 X, néu cé
(trén hinh 11.7a khéng chi ra nhiing 4n s6 nay) va chuyén vi cuéng
bilc giy ra sé khéng bang 0. Cu thé 1a:

Ay =X Xy, o, X)=8#0

Bay gié néu ta chon hé tudng duong bing cach cit lién két c6
chuyén vj cudng bitc B thi diéu kién chuyén vi theo phuong lién két
dy van bang 0. Vi lic nay diéu kién vira néi nay la diéu kién mé ta
chuyén vi tuong dbi ctia hai mit cit cta lién két vira bi cét.

Ay =X, Xy oy X) =0

Ngoai ra con cd thé chon hé cd ban bing cach loai bo cac lién két
khéng cé chuyén vi cudng bitc. Néu chon hé tueng duong bang cach
cét cac lién két thita c6 chuyén vi cudng bite thi phuong trinh tha K
c6 dang:

Sk X, + 3y Xy + ... + 8 Xy +.. ... + 8. X, + AL, =0,
Gk={Tn) (11.6)

Cac hé sb 8, tinh nhu d61 véi truang hop hé chiu tai trong.

A, 1a chuvén vi theo phuong clia luc Xy do chuyén vi cudng

btic gy ra trong hé cd ban. N6 dudc xac dinh theo céng thuc sau day:

n

A, =— Z RkA, - Mk, (11.7)
i=)

i=}

trong d6: R, M« 14 phan luc theo phuong lién két thi i do luc
Xk =1 gay ra trong hé cd ban. A, 1a chuyén vi thing cho trude theo
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phuong lién két thir i va 0,4 12 géc xoay biét trude tai lién két thi i
trong hé siéu tinh di cho.

Hinh 11.7.

Vi du:

Tinh mémen uén 16n nhat trong truc duge cho trén hinh 11.7a,
néu khi ché& tao tdm cua 6 43 gidia bi léch mét doan 3.

GIAI

Hé tuong duong chon nhu hinh 11.7b. Phuong trinh chinh téc cé
dang:

3 X, + A?A =0, (2)
trong d6:
A, =-Ri.6=-1.83=-8
Bidu d M, cho trén hinh 11.7¢ va sau khi nhan biéu dd, nay véi

chinh né ta c¢é:
3
5, =2 lz.lz.z.lz]=’
2 2 32 6EJ

Thay A3, va §,, vita tim duge vao phuong trinh (a) va giai né ta
di dén:
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6EJ
Xl = e 3}
Biéu dé mémen udn va gia tri mémen udn 16n nhit duge cho trén
hinh 11.7d.

§5. SU DUNG TINH BSI XUNG KHI TINH HE BANG PHUONG PHAP LUC

V41 mét hé d61 xiing hinh hoc chiu tai trong bat ky ta ludén ludn
c¢6 thé phan tich thanh hai hé chiu tai trong déi xting va phan xitng.

Hé dé1 xting qua truc A chiu tai trong ciing déi xing thi nhu da
rd trong cac chuong trén. cac him ndi luc mdmen udn, lic doc va do
d6 1a biu @b clia ching la d6i xiing qua truc d6i xitmg A. Ngude lai
d8i véi hé d6i xitng hinh hoc chiu tai phan xtng, bidu dd luc cit la d6i
xing qua truc déi xing A. Nghia la 8 mit cat trén true ddi xing dét
véi hé d61 xiing chju tai dé1 xiing thi cac ndi luc déi xing khac khéng,
cac ndi Iye phan xiing bang khéng. Nguge lai déi véi hé déi xting chiu
tai trong phan xiig thi trén truc d6i xing A cac ndi hic 41 xing
bang khong, cac néi luc phan xitng khac khéng.

Cac nhan xét dé cho phép gidm nhe rat nhidu tinh toan hé stéu
tinh d61 xing va phan ximng. Ta hiy xét trudng hgp truc dé xing
khéng trung v4l mét thanh nao cua hé (hinh 11.8). Trén dé a) 1 cong
trinh thuc; b) 14 sd d6 hoa két cau; c) 1a s¢ dd tinh.

Hinh 11.8.
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HAy xét cac truong hdp truc dét xing hinh hoc trung véi mét
thanh nao d6 cua hé (hinh 11.9a).

— Khi hé chiu tai trong d61 xdng thi thanh trung véi truc déi
xting (BEH) khéng thé uén duge. Cac mat cit B, E caa né khéng cé
chuyén vi xoay va thing. Do dé, hé da cho duge thay hing hé trén
hinh 11.9b va viéc tinh toan duge thyc hién trén hé nay. Cuéi cung,
theo tinh chat dé1 xding suy ra két qua ctia nia con lai.

— Khi hé chiu tai trong phan xtng (hinh 11.9¢) thi thanh tring
véi truc d6i xing bi uén, cac bidu dé luc cit cia hé 1a déi xing, con
cac biéu dé mdmen uén va luc doc 14 phan xing. Tt day rat ra s do
tinh cho hé loai nay nhu trén hinh 11.9d.

Dé tinh hé d6i xing c6 mét thanh trang véi truc d61 xing, hé
chiu tai trong phan xitng ta ¢6 thé chia d6i hé dé tinh cho mét nia.
Khi Ay d6 ciing cia thanh triing véi truc d61 xiing phai chia d6i (hinh
11.9d). Theo tinh chAt phan xing ta suy ra néi luc cho nta con lai véi
chi y 12 mémen uén trong thanh tring véi truc dé1 xing phai nhan
doi.

./q /q
Q/)AHHLH/SHHHLC b)AHHH”si
) £ F » EE
67—77 ;‘777 );77) 06"77
-9 /) 9 7
O __JTiiyrrrrvet? EEEN BEEEE .
PT T 7, | P 7 J
‘]2 JZ
rl‘i J, J; J 5 > /|
777 77777 TITITTT 7777
Hinh 11.9,
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Vi du
Cho mét khung ¢é s6 liéu chiju Ite nhu hinh 11.10.

Hay vé biéu d6 mémen uén M sinh ra trong khung?

GIAI

Ta nhan thay khung da cho 12 mét khung dé1 xiing qua thanh CG
ca vé tai trong va ca vé hinh hoc. Trong trudng hop nay khung 1a mét
hé siéu tinh bac 12 va néu khong ké dén tinh d6i xing ta can phai
thiét lap va gidi moét hé gém 12 phuong trinh chinh tac cua phudng
phap lue. Viée lam dé tén rat nhiéu céng stc, cho nén trong vi du nay
ta trigt dé si dung tinh d8i xing cta hé dé giai quyét bai toan.
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Ta thay ring mat cat C trén truc déi xing sé khong bi xoay, vi
néu xoay thanh CG bi cong va lam cho tinh d61 xiing khéng con nita.
Mat khac mit cdt C cing khéng c¢6 chuyén vi ngang bdi vi néu c6é thi
hé sé mat tinh d8i xting. Do mit cit C khong thé xoay va ciing khong
c6 chuyén vi ngang nén cé thé thay lién két ndi tai C nhu mot ngam
cing (hinh 11.10b). Hé trén hinh 11.10b ciing 12 mo6t hé d61 xdng qua
thanh BF ca vé tai trong va hinh hoc. Do d6, thay cho cac tinh toan
trén hé hinh 10.10b ta tinh toan trén hé tudng dusng duge cho trén
hinh 11.10c. Mét 14n nita hé trén hinh 11.10c¢ ciing 1a d61 xing c6
tryc d6i xing A, thing ding qua trung diém K clia doan AB. Tai K
lye cat Qg = 0 con My # 0, Ny # 0, vi vay so db tinh eho nita dim AK
¢6 dang nhu hinh 11.10d.

Phudng trinh chinh tic ctia hé hinh (11.10e) c6 dang:
0, X, + 8%, + 4, = O

8y X, + 8X, + Ao)p =0

N

4 kNm
N N S b7
AL 5 ¢ o T EP#“
|
|

F 6 H

!
I
l
|
777 77777 e I
44-;- gm ~~-#4rn ——%——401 —f— 4m ——

Hinh 11.11.

Do 8,, =8, =0; A%, =0, chonén tacé:
8, X, + A}, =0

trong dé:
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1. —-06.2. -
6“=~—2—.1:—L s A = 6212_3
2E) EJ 3.2EJ EJ
Suy ra = 2.5 =2 kNm.
EJ

Biéu dé mémen udhn trong hé (hinh 11.10d) dude cho trén hinh
11.10i. Bang cach ldy d61 xing qua K ta ¢6 biéu d6 mémen hinh
11.10k cho hé trén hinh 11.10c. Tit biéu d6 mémen hinh 11.10k lay
déi x1ing qua truc BF, sau dé lai 14y déi xing qua truc CG ta cé biéu
d6 mémen uén cudi cung trong hé di cho (hinh 11.11).

11. PHUGNG PHAP CHUYEN VI

§6. THUC CHAT CUA PHUONG PHAP CHUYEN Vi

1. Cac gia thiét, An s va hé tuong duong

Viéc tinh toan cAc hé khung dim siéu tinh trong rat nhiéu
trudng hop sé don gian dang ké, néu ta khéng chon “tién dé giai
phéng lién ké&t” 1am diém xu#t phat, nghia 1 khéng chon luc trong
cac lién két thita 1Am an s6 nhu trong phudng phap lue, ma chon
“tién dé b8 sung lién két” 1am diém xuit phat, nghia 14 chon cac
chuyén vi & cAc nut cdng lam &n ¢o ban va dude tim ra ddu tién. Sau
khi da tim dudc cAc an ¢d ban la nhiing chuyén vi mit ta cé thé dé
dang tinh dugde cic ndi lye va chuyén vi tai mat cit bat ky nhd cac
Lién hé vi phan da biét trong cac chudng trén.

M=EJV'(z) ; Q =EJV”(2)

Thuc chat cia phudng phap chuyén vi, cing nhu phuong phap
lye déu xuat phat tir ¥ tudng giai bai toan cua ly thuyét dan héi theo
chuyén vi (phudng phap Lame) va theo ung suit (phuong phap
Saintvenant). Vi chon cac chuyén vi niit 1am 4n co ban nén phuong
phéap duge goi 1a phuong phap chuyén vi hay phuong phap bién dang.
Phuong phap nay ciing nhu phuong phap luc la nhiing phucng phap
chinh x4c, bdi vi ching chi st dung nhiing gia thiét théng thuong da
md ta 3 §1 chuong 1.
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Phuodng phap chuyén vi dé tinh cic hé siéu déng duge xay dung
trén ciac gia thiét sau day:

1. Cac nut cha hé dude xem la ran tuyét déi. Vi vay, khi hé bj
bién dang cac thanh dong quy tai mot nit s& c¢é chuyén vi géc nhu
nhau (hinh 11.12a). D& v61 méi thanh, dé 14 goc ¢, (6 day 1 =1, 2, 3,
4) gilia ti€p tuyén cua dudng dan hdi ¢ viing mit véi phucng ban dau
cua ciu kién. Do d6, s8 4n s8 1a géc xoay bang n, (bang s8 nit cing
khéng cd dinh ctia khung).

2. Khi xac dinh s8 4n 1a cac chuyén vi thing 8 cac nut. bién dang
cua cac thanh do luc doc va luc cat giy ra 1a rat bé so véi bién dang
udn, do dé duge phép bo qua.

Gia thiét nay din dén két luan la d6 dich gin gidfa cac niit ¢ hai
dAu mét thanh 1én phuong ban dau do ngoai luc gy ra la khéng déi.
Do d6 cac nit cua khung trén hinh 11.12a chi ¢6 duy nhat mdt

chuyén vi thang theo phuong ngang A. Nghia 13 n, = 1 va déi véi
khung nayn=4+1=5.

N\

Hinh 11.12,
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S¢ an s6 tdng quat con goi 1a bac situ déng cia hé siéu dong cha
phuong phap chuyén vi 1a:

n=n,;+n, (11.8)
trong dé:
n — s6 4n s8 tinh theo phuong phap chuyén vi;
n, — s chuyén vi géc can xéc dinh 8 cac nit cing khong 8 dinh:
n, — s6 chuyén vi thang doc lap chua biét cha cac nut.

Trén co sd cua gia thié€t hai, ta dua ra cach xac dinh thuc hanh
cac 4n s6 n, nhu sau:

Tudng tuong thay thé tat ca cac nut ciing va cac lién két ngam
véi bén ngoai bang cac khdp ban 18, ta sé thu duge mét ¢o cau. So dd
¢ cau nay cho ta thay ré chuyén vi thing déc lap n, cua cac niit cia
hé. Mudn cho cac nit cua hé ditng yén ta phai thém vao cd ciu via
nhan duge nhiing thanh géi don hop 1y sao cho tit ca cac chuyén vi
thang cua cac mit déu bi chan. S8 thanh it nhat cin thiét phai thém
vio dé& vira du lam cho cd cau trd thanh két cidu bat bign hinh hoc,
nghia 1a khi &y bac tu do cita hé bang khéng (W = 0), chinh 1a s6
chuyén vi thdng n, cia cac nit trong hé ban dau (hinh 11.12b).

Trén hinh 11.13 va bang 1 dua ra cac két qua so sanh mot sé
khung néu tinh toin chiing bing phuong phéap chuyén vi sé giam rat
nhiéu stc lao déng so véi phudng phap huc. Tuy nhién, ¢é nhiing hé
néu dung phuong phap luc thi 4n s8 sé it hon rat nhiéu so véi khi
dung phuong phap chuyén vi. Vi du hé trén hinh 11.13d ¢4 &n s6 theo
phuong phap luc 1a 1, trong khi d6 s &n s6 theo phucng phap chuyén
vi bing » . Vi vay, trong tinh toan ddi hoi phat ¢6 tu duy sang tao, c6
kién thite Iy thuyét t8t va c6 kinh nghiém tinh toAn mdi ¢6 thé dua ra
mdt hé tuong duong thich hgp, dac biét la khi st dung phuodng phap
luc, con d8i véi phuong phap chuyén vi thi chi cé6 mét hé tuong dudng
duy nhat, dit hé xuat phat la nhu thé nao.
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Hinh 11.13.
Bang 1
Phuang phap chuyén vi Phudng phap
Dangkhung | g5 chuyénvi | S6 chuyén vi S8 4n e, ﬁo ?_nrfbac
gbc thing siéu tinh)
Hinh 11.13a 1 0 1 3
Hinh 11.13b 2 0 2 15
Hinh 11.13¢ 12 2 14 30
Hinh 11.13d 0 ® o 1

Pé tinh toan hé bing phuong phéap chuyén vi, ciing nhu trong
phuong phap lyc, ngusi ta khéng tinh trén hé da cho ma trén hé
tuong duong vdi sy trg gidp cua hé cd ban. Chung duge dinh nghia
nhu sau:

Ta hay xét hai hé siéu tinh hinh 11.14a va hinh 11.14d.

Hé tuong dudng 1a hé suy ra tit hé di cho (hinh 11.14a, d) sau
khi di bé sung vao d6 cac lién két chéng xoay Z, va chéng chuyén vi
thdng Z, cha cac nut (hinh 11.14¢, e) (i = L.n,, k = L.n, . Hé cd ban
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1a hé suy ra ti hé tuong dudng trén d6 khoéng cé ngoat lde va cac
chuyén vi nit tac dung (hinh 11.14b.g).

N £J 2 j ! Z
Z; ] Yy T
v
p I
,lz/ ‘ EJ , EJ )
i Kﬂ*‘{ Fé xsdl phat x{‘LK 79} i} H& cd ban r{{—;«
1 Zs? ‘2\22 /7
/77% l‘/jeA fub'ng AN\
Juong
q
/ ET
o A G s ¢
714 8  EJ R 7 2
G Z
49 i Jr,____l_ 7 E_____L__ }
e A 8 c J
CEL %
LI S

Hinh 11.14.
Cén chu ¥ ring cac lién két ngam ba sung vao hé da cho chi ¢6
tac dung chdéng xoay ma khong ¢ tac dung chéng chuyén déng thing

cua cac nit. Trong nhing lién két ngadm nhu thé chi ¢6 cac phan luc
momen.

§7. PHUONG TRINH CHINH TAC CUA PHUONG PHAP CHUYEN Vi

Tu tudng chh dao d& thiét lap phudng trinh chinh tic cha
phudng phap chuyén vi 1a sy pha dinh su ¢6 mat ctia cic mémen
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phan luc & cac ngam b8 sung va cac phan lyc thing & cac thanh goi
b6 sung. BS1 vi trong hé xuit phat khéng cé nhitng lién két nay cho
nén phan lue tai nhing vi tri ¢6 lién két bé sung phai bang khéng.

Ching ta sé minh hoa néi dung nay théng qua mét vi du cu thé
d61 v6i khung cho trén hinh 11.14a véisd ann=n,+n, =1+ 1= 2,
Hé co ban (hinh 11.14b) va hé tudng dudng (hinh 11.14c¢).

Trong hé tuong dudng phan lyc R, trong thanh géi 1 do tit ca
cac nguyén nhan giy ra phai bing khéng, tuong ty nhu vay dé1 véi
phan luc R,.

Cu thé 1a;

R,=R,,+R,,+R,, =0 (11.9)

R,=R,+R;; +R;;, =0 }
trong do:

R,; 12 phan lyc & thanh géi 1 do chuyén vi thang z, dit vao nit
1 gay ra;

R,, 13 phan lyc ciing trong thanh géi 1 do chuyén vi géc z, dat
vao nat 2 giy ra;

R,; 12 phan lyc trong thanh gdi 1 do tai trong ngoai cho trudce
gay ra. Tudng tu nhu vay déi véi R,,, Ry, va Ryp.

Trong cac ky hiéu trén chi s6 th 2 chi nguyén nhan giy ra phan
lue tai cac lién két tuong ting véi chi sé thi nhat.

Theo nguyén ly cong tac dung cac phan luc R, R,, va R, Ry, ¢6
thé viét nhu sau:

Ry =rpZivaRyp =12y 5 Ry =12y 5 Ry = ryiZy.

6] day ta da goi r,, 1a phan lyc trong cac thanh géi 1 do chuyén vi
thing Z: = 1 cm gay ra. r,, 12 phan luc trong thanh géi 1 do géc xoay
Z; = 1rad giy ra, hoan toan tuong ty déi véi ry,, r,,.

Phuong trinh (11.9) véi ky hiéu 6 trén c6 dang:
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ryZ,+r,2,+ R, =0
(11.10)
ryZy + ry,Z, + R,y =0

Trong trudng hdp tong quit ndu s 4n sb can tim bing n thi
phuong trinh chinh tic ctia phuong phap chuyén vi nhu sau:

rlytryZ,+ .t Z,+ Ry =0

rpZy *rply .t Z, + Ry, =0
(11.11)

roZ, +ryZ,+ . +r Z +R,, =0
Dudi dang ma tran hé phuong trinh (11.11) dudce viét:
KZ + R, = 0 (11.12)

o) day ta da ky hiéu:

rll rll rln
r r I
21 22 et 24
K=
rnl rnl """ rnn

12 mét ma tran vuéng va dude goi 1a ma tran dd cing cua hé ma céac
phan td cia né 14 cac hé s6 (cac phan luc ddn vi) cua phudng trinh
chinh tdc dude tinh trong hé cd ban:

Z,
Z= ? | 1a ma tran ¢t cta cdc chuyén vi can tim;
le
R,
— R2p N N A '; Py ': 9 .
R,= 1a ma tran cdt cua cdc phan lue do ta:
trong ngoai giy ra trong hé cd ban
L Rnp_j

Cac an s6 Z dude xac dinh bdi cong thice:
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Z=-K'R,, (11.13)

trong dé6 K! 12 ma tran nghich dao cua ma tran K.

§8. CACH XAC PINH CAC PHAN TU TRONG CAC MA TRAN K VA R,
BANG PHUONG PHAP TINH

Trong muc nay ta sé& nghién cttu cach xac dinh cac phan tii trong
cac ma tran K va R, nghia 1a xac dinh cac hé s8 r,, va R, cta cac hé
phuong trinh (11.12). Mét 14n nda ta can nhéc lai y nghia vat 1y cua
chiing. Cu thé la: cac hé s6 ry; va Ry, 14n lugt 12 nhitng phén luc tai
cac lién két thi K theo phuong K trong hé ¢g ban chiu cac chuyén vi
cudng buc ap dat don vi Z, = 1 va do tai trong ngoai giy ra. C6 nhiéu
cach xac dinh ching, nhung don gian va thuin tién nhit 1a st dung
cac phuong trinh cin bing tinh hoc (phudng phap tinh). Ngoai ra,
ban doc ciing ¢6 thé sit dung nguyén ly cong kha di (phuong phap
ddng) dé xac dinh cic hé s8 nay.

Bdng 2

So dé tinh Biéu dé M va phan luc Cong thirc
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Bang 2 tiép theo

So d6 tinh Biéu dé M va phan luc Céng thic
JE
4 MA=_%;
A 8
, : M, S
drytti ( R,= g al
] K R 3
)" B — TRA b Ry= = q!
¥ M 3
#.}:‘74\ A M, = 3_}:_‘] N
,"I B8 ‘ T T [
f I R
|A J : 5 —Ry=+Rg=+ 3—El(p,\
Y SR /
3EJ
MA‘-_ "I_Z— =
3EJ
=- — V¥
!
3EJ
RA =—- RB: ?_ A=
3
_3E

,2
M, = JE (A)a

L . M, 2h
g]l"“ N ﬂ \/ : h — chiéu cao cba mat cit
F 1 A R‘ ngang
1 aier,- 3 Bt
2 R
M, = M2 (1 - 3 - a)’]
4 N I e >
Mg=0
T, F"‘:‘jﬁjﬂﬁﬁ "
L —1 / _j J R, M’ b’
- R,= 5 1-72— =-R,
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Bang 2 tiép theo

Sa dé tinh Biéu d6 M va phan luc Cong thiic
M, = -ny’P/
p L& o o
¢ Z M / — Y22
Ol a7 / | Mc=2n"('PI
— T R,=1(1 +20) P
~ : ‘RA R Ra=n' (1 +2y) P
M. M=
8 M l\ ’ 12
A . q Ye M
) H M‘ ¥ ,
fregdetyied %7& R,= RB=+q—
’ 2
| ! ,
i - T R R -
A 3’ Mc= + i
24
¢ _ 4EJ
A (" v MmO
WE}; T ) 2EJ)
/I 7 RA Rgr MR= -, ¥Ya
= !
6EJ
Ry=-R, 5 0a
I..
6EJ
MH—'MA=I_2A =
; 8 y 6EJ
A ¥ ,"ﬂ = — ¥
1 L ” /
1 "‘f\, 4 % M E“HTLL j
=~ ( atatg 12E]
A
_ lZ,FJ g
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Bang 2 tiép theo

So dé tinh Biéu dé M va phan luc Céng thie
Gt
4: (MA MB\ M, = g;
e _,__fé THIRRIRRINRED o P
_ Al |

My Ma= =75

A 7 B Mg q12
RER ;i ‘) Ma= =i Ry =l
— 1& Rp= 0
a |P M, My M, = _Ezi [2 - %]

f AR 2
ﬁ / ) |, = P2

12, 21

R,=P :Ry=

Véi cach chon hé tuong duong va hé cg ban nhu & trén thi hé
siéu ddng xudt phat da duge chia ra thanh cic phan t ma méi phan
tt 12 mot dAm don c6 lién két 8 m&i dau c6 thé 1a: ngam, khdp, ngam
trugt. Vi vay khi tai trong tdc dung 1én hé co ban, cing nhu cac

chuyén vi cudng bic 8 cae nit chi gay ra bién dang trong pham vi cia
méi thanh ma chiing tac dung. Biéu db cac dai lugng cén tinh S

trong hé cd ban do cac tic dung ngoai néi trén gy ra cé thé duge xay

dyng d& dang bing phuong phap luc va van ning. Biéu db cac dai
lugng can tinh nay thudng duge thiét l1ap sin va dude cho & bang 2.

Biéu d ndi e S, do tai trong gy ra trong hé xuat phat chinh la
tdng biéu dd néi huc S; do tai trong gay ra trong hé co ban va do cac

chuyén vi cudng bic ap dat Z,, Z, ..., Z, [nghiém caa hé (11.11)] gay
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ra. Néu goi S , §2, ey S, lan lugt la biéu dé néi luc do cac chuyén vi
cudng biic don vi gay ra & nhitng lién ké&t bd sung trong hé co ban,
theo nguyén 1y cong tac dung ta cé thé viét:

Sz. = §1Z| ; Sz, = §lzz ; Sz. = §-‘Z3» S, = S.Z

M n

S, =8+ S1Z + S:Z,+ S 2, + -+ 8,7,

Nhu vay, dé cé duge biéu d6 S, bang phuong phap chuyén vi ta
cAn phai lam cac bude sau day:

a) V& biéu dé S, trong hé cd ban do tai trong gay ra.

b) V& cac bidu db ndi luc S« (k =1, 2, 3, ...) do cac chuyén vi ap
dat bang ddn vi giy ra trong hé cd ban.

¢) Giai hé phuong trinh chinh téc (11.11) hosc (11.12) dé ¢6 cac
chuyén vi thuc cin tim tai cac lién két bd sung.

Né6i dung nay s& duge giai quyét trong cic muc dudi day thong
qua cac vi du sau:

Vidul

Dé xac dinh céc r; va R,, ta cAn phai xdy dung cac biéu dé
moémen uén trong cac thanh ciia hé cd ban duéi tac dung cia ngoai
Iyc va cac chuyén vi don vi ap dat. Cac biéu d6 mdémen tuong ing doi
v& khung trén hinh 11.14 dude cho trén hinh 11.15a, b, c.

Khi vé cac biéu dé nay ta sit dung bang 2, trén dé cho sin cac
biéu d6 mémen udn ddi véi cac ddm cé hai dAu ngam va ddm c6 mot
ddu ngam, mot diu con lai 13 khép. Chd ¥ ring khi vé biéu db
mémen udn do chuyén vi thdng ca cac nit cAn phai xac dinh chuyén
vi tuong déi giita cac dau cudi cia mbi thanh theo phudng vudng géce
véi truc cua né.

Cac hé s6 1y, ry,, R,, trong hé phuong trinh (11.10) duge xac dinh
cu thé tir diéu kién cAn bing clia titng bd phian khung dudc tach ra.
Cu thé la tach ndt 2 trong cac biéu d4 tuong ung (hinh 11.15k, 1, m)
ta co:
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Hinh 11.15.
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Dé xac dinh R,, r,,, r), ta tudng tugng cat cic chan cta khung
va thay vao d6 cac mémen uén va luc cat dude biét tit cac bidu d6 da
vé trén hinh 11.15a, b, ¢ sau d6 khao sat cac diéu kién can bang duéi
dang hinh chiéu cta cac lue tac dung lén phin khdo sat (phéan
khung) (hinh 11.15g, h, i). Cu thé la:

11
Rlp—_— — P+ B —ZPZ—EP
16 2 16
3E) 12E] 15E]
rn=— T 3
l { !
6EJ _
Iy =— l—z = Ioy-

Chu y ddu caa ry; va R,, dude quy udc 1a duong khi xay dung hé
phudng trinh chinh téc (11.10). Nghia 12 néu chiéu tac dung cua cac
phan luc tring véi chiéu clia cac chuyén vi nit ap dat can tim.,

Véi cac hé s vita xac dinh, hé phudng trinh (11.10) c¢é dang cu
thé nhu sau:

BB, B, DBrpoy
I I 16

_ 6_F§J. Zl+ EZ;}'{. ﬂ =0
l l 8

Giai hé phuong trinh ta dude cac chuyén vi nit Z, va Z,:
79 PP 1 P

=7 = Z,= LA

1104 EJ 23 El

Biéu d6 mémen trong hé siéu tinh d4 cho M, hinh 11.15d dugc
x4y dung trén co s8 nguyén ly cdng tac dung:

M, = MiZ,+M2Z, + M2 (11.14)
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Moét cach téng quat ta cé thé vidt lai mét 1an nia:

S,=SiZ, + $:Z, + SiZ, + ..+ 8,2, +S° (11.15)

trong dé:

S, la biéu db ndi luc do tai trong ngoai gay ra trong hé siéu dong
can tinh. S, 1a biéu db ndi luc do tai trong ngoai gy ra trong
hé cd ban cua phuong phap nay. S, S», ..., S, lan lugt 1a
bidu dd néi luc do cac chuyén vi cudng bic don vi Zi = 1 tai
tung lién két Ap dat thi j giy ra trong hé co ban.

Zay Zogy ..., Z. 12 chc chuyén vi cin tim théa man phuong trinh
chinh tac 11.12.

Dé kiém tra tinh dung din cua biéu d6 néi lye S, da v&, ta c6 thé
nhan biéu dé S, véi mot biéu d6 don vi ndo dé trén hé co ban duge
tinh bing phuong phap lyc. Vi du, biéu b M, trén hinh 11.15d va
biéu dé don vi trén hé co ban theo phuong phap lue (hinh 11.15¢):

M, x My =0
Vidu2
Mot dAm lién tuc mat cit thay déi tung khic chiu luc va lién két
can bing nhu hinh 11.16a. Hay vé biéu dé (M) va (Q) trong ddm da
cho. Biét P = ql ; M* = g%, q = 0,5 kN/em, I = 200 e¢m, doan (1) va

doan (3) lam bang thép chii L, doan (2) thép I,; E = 2.10* kN/cm?
J,; = 9840 cm* ; J,5 = 27450 cm”,

GIAI

V4i bai toan nay ta khéng nén giai bang phudng phap luc ma
nén giai ning phuong phap chuyén vi ¢6 hé tuong duong nhu hinh
11.16b.

Cac biéu dé mémen udn trong hé co ban do tai trong ngoai va cac
chuyén vi géc cudng bitc bing don vi Z, =1, Z> = 1 dude vé nhd bang
2 1an luogt cho trén cac hinh 11.16b, ¢, d. Phudng trinh chinh tac:

ryZ, +rpZy +Rp=0

rnZy + Yyl + Ryp =0 ()
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Hinh 11.16 d.

Cac hé s8 va s6 hang tu do trong (a) 12 nhiing mémen phan luc
dude tinh bang diéu kién can bing cic ndt tudng ting. Cu thé la:

Phan luc tai ngam 1 do Z, giy ra:

(48) 133) p
_4 B GELT_E [g 19 4 21(—‘-”] = 5628000 kN.cm

rn

I [

Phan luc tai ngam 2 do Z, gy ra:
E 2

T3 1% = 1830000 kN.cm

Phan luc tai ngaAm 1 do ngoai luc gay ra:

Yy = ry

Rl,,=~3(3f- + % =— %— = - 10000 kN.cm

Phan luc tai ngdm 2 do ngoai hic gy ra:

2 2
R,, = 951_ ¥ 994’_ = gl* = 20000 kN.cm

Phan lyc tai ngdm 2 doZ> gay ra:
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Y99

(45)
%EIX o

EIY™ E (4
l { l

3 1+ 211‘”] = 5628000 kN.cm

Phudng trinh chinh tic va nghiém cda phuong trinh chinh tic
duéi dang sb:

5628000(Z, ) + 1830000(Z,) - 10000 = 0 Z, = 0.693279 rad

1830000(Z, ) + 5628000(Z, )+ 20000=0 Z, =~ 0.004620 rad

Biéu d6 mémen do cac chuyén vi Z,, Z, va ngoai lyc gy ra sau
khi thay s6 (hinh 11.16e, g, h).

Biéu d6 mémen udn cudi cing trong dadm lién tuc da cho dude
tim theo nguyén ly cong tac dung:

M) = M)+ z, (Mi)+2,(m,)

Biéu dé lue cdt dude tim tir biéu dé mémen theo quan hé:

aM s L a1 . N N N
"3 = (Q7Z) hoac khao sat cin bang mémen cua ting doan mdt nhg
cac mémen & hai ddu mébi doan da biét. Cac bidu dd nay dudc cho trén

hinh 11.164, k.

| 645310 — 6000 10
e} )
............ .
3226 5 - 120010 B
Z, (M,
g\

Hinh 11.16e, g.
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14533 722730 _
e A | 4539
L i . L
‘ Zjaan T
’ 1\ cal 17220
Z(NCm ar2ry
162,27
258 . .'+ —T- 7585
k‘ |]'| Ly ” 11
[” e T |]|1
1 MUA;{‘Q ”

74,2
AN ~13773

Hinh 11,16 h, i, k.

Ban doc c6 thé nhanh chéng nhan dude két qua ca vé ndi luc va
chuyén vi ma khéng tén cong sttc va gidy muc dé vé cac biéu do bé trg
tir (b) dén (h) khi ban dung céng thic van niang cho san (8.12b).
Trong trudng hgp nay tai mit cat Z, = 712,4 cm, chuyén vi cue
tri max | V=|- 0,902 cm | va tai Z* = 968,5 cm, géc xoay dat cuc dai

q)max = 4;735~10_3 rad.
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v A

ON DINH CUA HE BAN HOI

§1. KHAI NIEM VE HIEN TUONG ON DINH

Trong cic chudng trén, ta di xét dé bén va dd cing cua cac
thanh trong nhitng trudng hdp chiu luc khac nhau. Trong thuc t& ¢é
nhiéu truong hgp néu chi tinh dé bén va d6 cing thi chua du bao
dam an toan cho co hé (chi tiét may hodc céng trinh). Co hé con cb
thé bi pha hoai vi mét nguyén
nhan khac dé 1a sy m&t 8n dinh.
Pé c¢6 khai niém vé sy 6n dinh
cua hé dan héi, ta hiy xét vi du '
don gian sau: ;:_7 1 ’

Xét moét thanh thdng manh, |/

dudc ngam 3 mot diu, con dau
kia chiu lyc kéo diing tdm (hinh L L7
12.1a). Néu cé6 mot kich déng G
ngang nhdé ngau nhién nao dé
(chdng han, mét luc ddy rat nhé
F, vuéng géc véi truc thanh) lam
cho truc thanh cong di (tic 1a doi Hinh 12.1.
khéi vi tri cAn bing thing ban

PP, PXR,

a) b )
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dau) thi khi kich déng triét tidu, thanh s& luén luén trd vé dang
thang von ¢6. khéng phu thudc gia tri cia luc P.

Ta néi rang trang thdi can bing cua thanh luon luén én dinh
dang thang.

Trong truong hop P 1a luc nén dung tAm, tinh hinh sé khac. Khi
luc P con nho hon mot gidi han nhat dinh (hinh 12.1b) thi thanh van
con thang va van trd vé dang dé sau khi kich déng triét tiéu. Nhung
khi luc P vuot qua gidi han néi trén thi thanh khéng con thing nita
va sé doi khoi vi tri cin bang ban diu véi bién dang ngiy cang tang
ngay ca khi kich déng da triét tidu cho dén khi cong han vé mét phia,
khong trd vé dang thang ban ddu nia. Lic nay ta néi ring: trang
thdi can bing dang thdng cia thanh khéng én dinh (cht y ring
trang thai cAn bang méi cia thanh — duéi dang cong (hinh 12.1c¢) lai
dude coi 1a dang 6n dinh méi.

Tai trong P 6 gia tri gidi han néi trén duge goi 1a tai trong tdi han.
Trang thai can bang ting véi tai trong téi han la trang thdi cdn bang bét
dinh (nghia 12 bién dang giit nguyén sau khi kich dong triét tiéu).

Nhu vay mét ¢ hé dan hdi ciing c6 nhiing trang thai cin bang
khac nhau tucng tu nhu mét co hé tuyét dai.

Sau day la vai vi du khac vé mat n dinh (hinh 12.2).

Mot dam mét ddu ngam con méot dau tu do cé6 mat cit ngang
hinh chi nhat hep (hinh 12.2b) bi udn phéng bai luc P ¢6 dudng tac

759,
YRR IRARRARE

a) X c) d!
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dung trang véi truc d6i xung thing ding ciia mat cit, khi P 1én hon
luc t6i han P, dim sé bi mit 6n dinh: dim bi vénh di va bi uén —
x04n déng thai.

Khi mat 6n dinh, bién dang ctia hé tiang rat nhanh so véi mic tang
eva tai trong. Ching han, véi thanh thing chiu nén nhu hinh 12.3.

Khi P=1,010.P,, thif=9%
Khi P=1,015. P, thif=22% /.

Nhu vay khi mat 6n dinh, cé hé lam viéc trong trang thai khong
binh thudng va c¢6 thé bi pha hoai mét cach bat ngd. Trong thuc t& da
¢6 nhiéu tai nan 1én xay ra (cau cong ho#c coéng trinh xiy dung bi
sap) chi vi mét bé phan nao dé6 bi mat 6n dinh. Vi vay, d6i véi cac chi
tié€t may hoac céng trinh, ngoai viéc dam
biao an toan vé do bén va dé citng, con
phai bdo dam ca db én dinh nia. Muén
thé phai dam bao sao cho tai trong tac
dong nhd hon tai trong téi han.

P< -2 (12.1)
n

é
rd A N ~ ~ A/) .
trong dé: n; — hé sé an toan vé 6n dinh.

Nhu vay, van dé cd ban cua bai
toan 6n dinh la xic dinh tai trong téi
han. Trong bai nay, ta chi xét bai toan don gian nhat 1a xac dinh lyc
t3i han cGa thanh bi nén ding tAm (con goi la bai toan uén doc thanh
thing hay bai toan Ole (Euler).

Hinh 13.3.

§2. BAI TOAN UGN DOC

Xét mét thanh thing chiu luc nén ding tAm P (hinh 12.4a). Khi
P dat tdi gia tri té1 han P,, thanh s& bi udn cong trong mit phang ma
thanh c¢6 d6 cting nhé nhat. DE xac dinh lue téi han P, ta hay xét mét
doan thanh gidi han bdi mit cit ngang ng véi toa d§ z va dd vong
V(z) (hinh 12.4b). B3 qua trong lugng ban thin cua thanh, phuong
trinh cin bing mémen ctia doan thanh trén cé dang:

M-P.V=0 (a)
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Hinh 12.4.

Gid sz khi mét 6n dinh, thanh vén con tinh chdt dan hoi tuyén
tinh, do do ¢6 thé ding cong thic tinh mémen uén & chudng 8 véi chi
¥|M|=|P.V]|con dau cua V(z) va V’(z) ludn nguge nhau:

d’V
M(z) = - EJ — ®)
dz
Thay (b) vao (a), ta cé:
IV kv =0 ©
Z

Trong d6 ta da dat:

P
k= — 12.2)
EJ (
Nghiém téng quéat cta phuong trinh (c) la:
V(z) = Asinkz + Bcoskz (d)

Cac hang sb tich phan A, B dugde xac dinh ti diéu kién bién.
Trong truong hop dude khao sat (hinh 12.4a).

Diéu kién bién cé dang:
a) Khiz=0 thi V(0O) = 0
b) Khiz=1] thi V{{) = 0
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Diéu kién a) cho ta: B=0 va (d) tré thanh:
V(z) = AsinkZ.
Diéu kién b) = Asinkl/ =0.
Néu A = 0 thi V(z) = 0 va thanh luén luén can bing & dang thing
(nghiém tim thudng). N&u A = 0 thi sin ki = 0 hay k = f'l—" (n=1,2 3.).

Thay gia tri cua k vao (12.2) ta dude ¢ong thic xac dinh luc P
ng véi cac dang can biang cua thanh:

P=——n=1,23..) (e)

Vi luc téi han Py, 1a lyc khién dang cin bing thing cia thanh bét
ddu mat 6n dinh, nén P, 12 gi4 tri nhd nhat trong cac gia tri (e), tng vdi
n = 1. Ngoai ra vi thanh bi uén trong mit phing c6 dé cting nhé nhat nén
J trong (e) 14 mémen quan tinh chinh trung tAm nho nhat J; cla mét
cét ngang. Do d6, luc téi han bang:

=" Bl (12.3)

Cong thic nay do Ole tim ra nam 1774.

D61 véi cac thanh thing khac, bing nhilng suy dién toan hoc tuong

tu nhu trén ta duge cdng thite Euler dudi dang tong quat sau:
n* EJ
Py= —— (12.4)
(nl)’

trong dé: 1 1a hé s6 chiéu dai din suat phu thude vao dang lién két d hai
dau thanh; pl =1, - goi 1a chiéu dai din suat (chiéu dai tu do) (hinh 12.5).
Chiéu dai tu do /, cé thé giai thich nhu mét chidu dai quy uée nao dé cta
thanh tua khdp ¢6 cuing lyc tdi han nhu thanh da cho.

Sau khi tinh duge lue téi han, ¢6 thé tinh dude tng suit tdi han oy,
cta thanh. Vi khi P = P, thanh vAn con dang thang ban dau, nén vin
¢dn bi nén thuéin tiy. Do d6 ing suit 4t han bang:
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o= —= = a“!EL
F (uW)FE
2 E i2 min
hay: Ch= T l Y
(nl)
trong dé: i’ = iF'ﬂ 12 ban kinh quan tinh cyc tiéu ctia mat cit ngang.
g .ol

1

Cong thitc tinh 1tng suit téi han sé ¢6 dang:
7’ E
}\'2

O = (12.6)

Néu o, ciia thanh cang bé thi tinh 4n dinh cta thanh cang kém, do
dé6, tri s8 A cang 16n, thanh ciang dé& mat 6n dinh. D6 13 truong hop cla
nhiing thanh manh. Vi thé hé s A dude goi 1a d6 manh cta thanh.

£) p _202E] _ITlET
1?2 “h= 7?7 E7) ]2
_.,_ N

AN N - -
S : "il " 3[
~8i 1 ? 1 \I‘.'
J [

/u=0] /u=05

Hinh 12.5.

§3. GIG1 HAN AP DUNG CONG THUC OLE

Cac cong thic Ole dé tinh luc t6i han va Ung suit téi han trén
day duge thanh lap véi gid thiét vdt liéu dan héi tuyén tinh, vi vay
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chiing chi ding khi {tng suit trong thanh nho hon giéi han ti 1& oy,
Nhu vay mudn ap dung cac cong thic Ole, can thoa man diéu kién:

G < Oy

hay:

>
n° E <
—5— % Op
)\'2

Suy ra: A>
Oy

Nhu vay céng thiic Ole chi ding véi cac thanh cé6 d6 manh 16n
hon d6 manh gidi han.

= | EE 127

GOy

Véi thép E = 2.10° N/mm®, 67, = 200 N/mm?, ta thay:

2 S
)\,0 = M ~ 100
“ 200

Vi gb A, = 75, véi gang A~ 80.

Nhiing thanh 6 d6 manh A > ), duge goi 12 nhiing thanh cé do
manh lon.

Nhiing thanh ¢6 dd manh A < A, dude got la nhitng thanh c¢6 dé
manh vita va bé.
D61 véi nhitng thanh c6 d6 manh via va bé, thuong dung cong
thic kinh nghiém sau diy cua F. S. Yaxinxky:
G, = a — bA + cA? (12.8)

trong d6: a, b va ¢ la cac hang s6 phu thude vat lidu eta thanh duge
xac dinh bing thuc nghiém va dudc cho trong cac s8 tay ky thuat.

Vi du, déi véi thép néi trén:
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o, = 3100 — 11,4 A:
doi véi gd:
6, =293 - 1,94 .

Cac cdng thic Ole va Yaxinxky cho phép giai bai toan én dinh
cua cac thanh chiu nén trén toan khoang dé manh thudng gap trong
thuyc té ky thuat.

§4. CONG THUC OLE TRONG MIEN DAN DEO

Trong thuyc t&€ ky thuat ta con gip nhitng thanh chiu nén lam
viée trong mién dan déo.

R4t nhiéu nha nghién citu ly thuyét va thuc nghiém da kién
nghi cich xac dinh hye t6i han P, 481 véi cac thanh loai nay. Trong s&
nhiing nghién ctu nay truée hét cin phai din ra céng trinh caa
Yaxinxki. Trong d6, Yaxinxki dé nghi st dung cong thace Ole déi véi
mién dan hdi déo, nhung thay thé cho médun dan héi théng thudng
E bing médun dan héi din xuit E_, cu thé la:

p, =~ EJ (12.9)

ey

4E
trong d6: E, = —ml!sz—— ;

VE + V. |

E, - mddun dan hdi khi ha tai bang médun dan héi ban dau (vi dy,
dol vé thép E, = E = 2,1.10° N/mm?);

E, = E, — médun dan héi 1ay véi dng suit doc truc tmg véi thai diém
bit dAu ha tii. Mddun nay bang tang géc nghiéng cua tiép
tuyén véi dudng cong nén ¢ = o (g), vi thé ta goi 14 médun tiép
tuyén (hinh 12.6).

Tu tudng cta viéc sit dung mddun dan xudt E, 1a nhu sau:

Ta hinh dung ring ¢6 mét thanh chiu nén diing tdm va iing suit
trong thanh da vudt qua gidi han dan hoi, c¢on lyc tac dung 1én thanh
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gan tdi lyc tét han. Khi da dat
duge gia tri cua luc t8i han
thanh bang diu chiu uén. Bét
dAu tir thoi diém chju uén nay
mét phan clia mat cit ngang
cua thanh bit diu xuit hién
Ung suit nén phu, con phin
khac cia miat cit ngang lai
xuit hién dng sudt kéo phu.
Chinh vi vay trong mién nay
xéy ra sy ha tai. Hinh 12.6.

Nhu di rd médun dan hai
ha tai trung véi mdédun dan héi théng thudng E, con médun dan héi
cuia vat lidu dng véi dudng dit tai ¢ diém bat ddu ha tai bing tang
goc nghiéng cha tiép tuyén véi biéu dé nén. Vi vay, néu thanh chiu
nén dung tAm cé {ing suidt vuot qua gidi han dan hdi va sau d6 bat
diau chiu uédn, thi khi uén né lam viéc nhu mét thanh ¢6 nhiing
médun dan héi khac nhau khi kéo va nén.

§5. PHUONG PHAP THUC HANH TiINH THANH CHjU UGN DOC

Khi x4c dinh kich thude cia thanh chiu nén, trude hét phai quan
tam dén diéu kién sao cho thanh khéng bi mat én dinh dang thing
trong sudt qué trinh sit dung. Vi thé ing suit trong thanh nhat thiét
phai nho hon {ng suit téi han:

N P,
6= — < 2 =¢ 12.10)
an an " (

trong cong thuc (12.10):
N — lue doc trong thanh; P, — Iuc téi han;

F,, — dién tich nguyén cha mat cit ngang (dién tich mat cét
ngang cua thanh ¢ noi khong bi giam yéu).

Nhiéu nghién ctu cho thiy ring, nhiing ndi mit cit ngang bi
giam yé&u cuc bd, vi du, nhiing 15 ghép bing dinh tan, nhiing méng
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ghép v.v..., khong gy anh hudng thuc chit dé&n tri s ctia luc téi han.
Vi thé khi x4ac dinh né, ta sé& sit dung coéng thite (12.10). Trong nhiing
truong hgp dac biét khi cé sy giam yéu dang ké ta sé tién hanh viée
kiém tra b8 sung diéu kién bén 3 nhiing mat cit ngang bi giam y&u
khi chiu nén thuan tuy.

Dé thanh chiu udn doc lam viéce tin cay can phai chi ra mic do
an toan vé én dinh, bdi vay ing suit trong thanh cAn phai nhd hon
cuong dé tinh toan va cudng d6 tinh toan niy lai cAn phai nho hon
ung suat téi han:

G

N
o= — < & (12.11)
an n

6 day: n, — hé s6 an toan vé 6n dinh.
Nhu di biét & chueng 2. di¢u kién bén dé chon dién tich mat cit
ngang cua thanh chiu kéo la:

6= i < R, (12.12)
F,

trong do: R — cuong d6 tinh toan khi kéo.
F, — dién tich thyc cia mat cdt ngang & ndi ¢6 giam yéu.

So sanh coéng thie (12.11) véi cong thie (12.12) va ky hiéu ty s6
cac vé& phai ctiia cAc cong thie nay qua ¢ ta cé:

c o
@=—"  tuday rit ra Ja: = =¢.R
n,R n

6 [+

Dai lugng ¢ dude goi 1a hé s6 giam cuong dd tinh toAn cd ban khi uén
doc. Ngudh ta thuong goi 1a hé s6 udn doc. Hé s6 ¢ phu thudc vao ing suit
téi han, va do d6, né 1a ham cia dd manh va vat liéu caa thanh:

G:h

¢ = R =f®) (12.13)

o

Gia tri cta @ déi vdi nhitng d6 manh khac nhau dude thiét lap
theo tidu chuin thiét k& va thudng duge cho dudi dang bang I. Nhing
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bang nay da ké dén sy phu thudc chia ¢ vio d8 léch tAm c6 thé cha
diém dat luc.

Bang 1
Bang hé s6 ¢

D6 manh Gid tri ¢ d6i véi cdc . Gid trj ¢ d6i véi cac

cila thanh thanh theo mdc thép QQ manh thanh theo mic thép
A CT.3,CT4 CT.S cua thanh CT.3.CT4 | CTS5

0 1,00 1,00 120 0.45 0,37

10 0,99 0,98 130 0.40 0,32
20 0.97 0.96 140 0,36 0,28
30 0.95 093 150 0,32 0,25
40 0,92 0,89 160 0,29 0,23
50 0,89 0,85 170 0,26 0.21
60 0.86 0.80 180 0,23 0,19
70 0.81 0.74 190 0.21 0,17
80 0,75 0.67 200 0,19 0,15
90 0,69 0.59 210 0.17 0.14
100 0,60 0,50 220 0,17 0,13
110 0.52 0.43

D41 véi cac thanh bang gb chiu nén ding tdm ¢ duge xac dinh

nhu sau:

Céb thé viét lai cong thie (12.11) dudi dang:

k]

AT .
=1-0,8—| dngvéi A<75;
¢ [100] €

_ 3100

l_

ung vaél

A>T75.
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Sau khi chia t4t ca cdc s6 hang cua phuong trinh nay cho o, ta
nhan duge:

X a8 0 0, AL e 2
ta s€ gol ty s6 — la Ung suat tinh toan o,:

(e
G, = — .
®
. N
Do d6, o, = <R (12.13)
(p' an

T& cong thic (12.13) ta th&y ring, vé hinh thiic cong thic nay
trang véi cdng thiic (12.12) d61 véi thanh chiu kéo. Cach viét nhut thé
l1a rat thuan tién; bdi vi, né cho phép sit dung chi mét cudng dd tinh
toan d61 véi thanh chiu nén, ciing nhu d61 v8i thanh chiu kéo.

Bai toAn vé viéc chon mat cit ngang cia thanh chiu nén la bai
toan phic tap hon so véi bai toan vé thanh chiu kéo. Ly do 13 dai
lugng ¢ trong cong thiic (12.13) phu thudc vao chinh kich thude, vat
liéu va hinh dang mat cat ngang. Vi thé cdn phai quy dinh trude ¢.
Cho nén viée chon mit cat ngang dude tién hanh bang cach thi din.
Cu thé 13, ban ddu ta chon trudc mdt cach gin ding kich thude mat
cat ngang (hoac la chon trude mot cach gan ding gia tri ¢, vi du ¢ =
0,5) va déi véi mat cat ngang nay ta tinh dién tich mat cdt ngang,
mémen quén tinh, ban kinh quan tinh va cué cung 1a d6 manh:

_ ul

1 mm

Véi tri s6 A nay ta tim ¢ theo bang I. Sau d6 theo cdng thic
(12.13) ta sé xac dinh dugc ung suit. Cé thé xay ra diéu 13, véi phép
thi diu tién dng sudt tim duge sé c6 sy sai l&ch 16n so véi cudng dd
tinh toan R.

Néu ing suiat nay nhd hon cudng dé tinh toan R nhiéu lan, thi
cén phai giam kich thudc ctia mat cit ngang. Ngude 1ai, néu ung suat
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tim dugc 16n hon cudng dé tinh toan, thi phai ting kich thudc ctia
mit cit ngang. Qua trinh thi din nhu thé dude tiép tuc cho dé&n khi
do sai léch gitia o, va R khéng nho hon tri s6 quy dinh theo thiét ké.
Théng thudng qua trinh thd nay duge ding lai khi dé sai léch néi
trén khéng vugt qua + (3 + 5%).

Vi du: Hay chon mat cit ngang hinh chit I cia mét cot chiu nén
ding tdm duge lam bang thép CT3. Cét duge ngam chit & mét
ddu con mot ddu tu do. Cot c6 chidu dai ! = 2,6 m. Chiu mét luc nén
P = 120000 daN. Cudng d6 tinh todn R = 2100 daN/cm®.

GIAl
Hé s6 chiéu dai dan sudtla p=2.

Phép thiy thi? nhdt: Ta chon gan diing ¢ = 0.5. T diéu kién
N R ta c6 dién tich yéu cdu la:
¢.F
g N _ 120000
R  2100.0,5

=114 cm?

Dién tich nay tng véi thép chi I s6 hiéu Ne55 ¢6 F = 114 ecm?,
ban kinh quan tinh 1, = 3,44 cm.

min

T nhiing s6 1idu nay ta tim duge dd manh cua thanh:

Theo bang I ta tim duge ¢ = 0,32 va sau dé 1a o,

o, = N 120000 _ 3289 daN/cm? > R.
o.F 0,32.114

Vi 6, > R nén theo chi d4n trén ta phai ting mit cit ngang cta cét.
Phép thiz thi hai: Ta chon thép chit [ s§ hiéu Ne6Q ¢6 F = 132 em?,
= 3,60 cm.

Yin
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2.260

A= =144; ¢=0,34;
5,60
20000 .
Do dé, 6, = 120009 - 2674 daN/cm® > R.
0.34.132

Phép thi thit ba: Chon thép chil 1 sé hidu Ne65 c¢6 F = 153 cm?;

1. =3,77 cm.

mn

mit

416

Ta tim dugc:

= 2260 a8 . ®=0,37
3,77
120000

6,= ————— = 2120 daN/cm? ~ R = 2100 daN/cm?®.
0,37.153

Do dé,

Ta két thiic qua trinh thit § day, vi o, gan tring véi R. Bdi vay
cat ngang can thiét 13 No65.



Chuong 13

CO SO TiNH TOAN VO MONG
KHONG MOMEN

§1. KHAI NIEM VE LY THUYET CO VA KHONG MOMEN

Trong k¥ thuat ta thudng phai tinh cac néi hdi, bé chita ddu, khi,
cic két cau bay va hoi. D6 1a két cau vo.

Trong chudng niy ta chi khao sat nhitng vo6 c6 chiéu day khéng
dd1, vi vay dang hinh hoc clia v dude x4c dinh bdi dang mat trung
binh va chiéu day § cua né. Ta tach ra mdt phan td trén mat trung
binh cua vo (hinh 13.1a).

Giao clia hai mat phing vudng géc vdi nhau va cung chia phap
tuyén f cho ta cac duong cong A, MB, va AMB, trén mat trung binh,

. | !
¢6 ban kinh cong va d6 cong tusng tng R, k, = ™ va R, k,= R
1 2

Ta luén ludn c6 thé tim dude qua mbi diém M trén mat trung
binh hai dudng congchinhvudng géc nhau ma dd cong cua ching cb
thude tinh cue tri: mdt cyc dai va mot cuc tidu. Ta ky hiéu nhiing d6
cong chinh nay la k, va k,. Tich k k, trén mat trung binh goi 1a d%
cong Gauss ctia vo va ky hiéu la:
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G=k, .k,

Can ¢t vao d6 cong Gauss ngudi ta phin chia vé ra thanh:
~ V6 ¢6 46 cong G > 0 nhu vo cau, vd elip (hinh 13.1b);

- V6 ¢6 d6 cong G = 0 nhu v tru, vé conic (hinh 13.1c);

— Vo cé do cong G < 0 nhu vd hypecbol (hinh 13.1d).

Hinh 13.1.

- V6 c¢6 d6 cong hdn hdp — dé la nhiing vé gom nhiéu phan c6 46
cong khac nhau duge ghép lai v8i nhau.

Dudi tac dung cha tai trong ngoai bat ky & trong vé ton tai hai
nhém nd1 luc:

1) Cac lyc doc N,, N, va lde trugt S,, S, tac dung trong mat
phing tiép tuyén véi mat trung binh (hinh 13.1e).

418



2) Cac mémen uén M,, M,, mémen xoin M,, va M,, va cac luc
cat Q,, Q, (hinh 13.1g).

Trang thai (ng sudt trong vo do nhém ndi luc 1 gly ra goi la
trang thai ing sudt khong mdémen va ly thuyét tinh toan vo chi ké
dén nhém néi luc nay goi 1a 1y thuyét vo khéng mémen. Nhilng diéu
kién dan dén trang thai iing suit khong mémen la nhu sau:

1. Bé mat vo phai thay d8i 1ién tuc va du tron.
2. Tai trong ngoai tac dung lén vé phai tron va lién tuc.

3. Bién ctia vd phai c6 kha nang dich chuyén tu do theo phuong
vuéng goéc vl mit vé. Tuy nhién nhiing diéu kién bién phai
dam bao cho vo 12 mét hé bat bién hinh hinh hoc.

4. Luc dat vao bién clia v phai nam trong mat phing tiép tuyén
vé1l mat trung binh.

Trang thai ling suit d trong vo do nhém néi lue 2 giy ra duge goi
1a trang thai Ung suit c6 mémen. Ly thuyét tinh toan vé c6 ké dén
nhém néi luc 2 nay goi 1a Iy thuyét cé mémen.

Can ct vao chiéu day 8 ciia vo, ma vé duge chia ra thanh vé day
néu — > 1 va vo mong néu R > 0 > L + I X
plnﬂ\ 20 20 plnl" 500 1000

M6t phan bd cia mit trung binh duge tach ra bdi hai mat kinh
tuyén va hai mit nén rat gan nhau (hinh 13.3) sé& bi kéo theo hai
phuong vudng géc véi nhau. Ngoat ra, phan td con bi udn cong. Su
phan bé déu clia Ung suat phap theo chiéu day & cua thanh vd tudng
\ing véi trudng hgp kéo phan t6 theo hai phudng. Sy thay d6i dé cong
cua phan té trong cac mit kinh tuyén va mit nén giy ra dng suat
phap thay d6i theo chiéu day ctia thanh vé theo quy luat bac nhat
(hinh 13.1g), gidng nhu quy luat phin bé ing suit trén mit cit
ngang cta ddm chiu udn thuin tdy. Ung véi trudng hdp thi nhat
trén cAc mit cit cua phén té chi chiu tac dung cta cac Iyc doe, con
{ing vdi truong hop thit hai cac mémen uén. Trong nhiéu bai toan ky
thuit khi ma ng suat do cac luc doc giy ra 1én hon rit nhi€u ling
suat gay ra do cdc mémen udn, ta c6 thé bd qua ing suit khi uén.
Diéu nay c¢6 dude khi dang thanh vo va tai trong tac dung 1én né phai
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théa man cac diéu kién trén dé cac néi lue doc va cac ngoai luc tao
thanh mot hé luc can bing.

Vé dang ma néi, nét dic trung cua phin 1én cac vé6 moéng la
chiing ¢6 dang ciua nhiing vat thé tron xoay. Nghia 1a bé mat cha
chiing duge tao ra bdi su xoay ciia mét dudng cong phang S nao dé
quanh truc oz nim trong mat phing ctia dudng cong dé (hinh 13.2).
Dudng cong nay dude goi 1a “kinh tuyén” va mat phang chda kinh
tuyén va truc quay 1a “mat phing kinh tuyén”.

Giao tuyén
giia mat vo va
mait nén (c6 dinh
trén truc quay)
vudng gbc vé1 nod
goi la ‘“duong
tron song song”.
Mat chia dot
chiéu day vé goi
la méat trung
binh.

Vo mong la
mdt truong hop
riéng cita modt
16p réng cac vo, Hinh 13.2.
ly thuyét tinh
toan thudng rat réng va kha phiic tap. Ly thuyét nay dugc nghién
c¢ltu trong nhitng phan riéng ciia co hoc vat ran bién dang. D6i véi vo
¢6 chiéu day 16n can phai k€ dén khéng nhiing cAc mémen uén ma
cdn khong duge phép thita nhan quy luat tuyén tinh cua sy phan bd
ung suidt phap theo chiéu day. Diéu nay lam cho bai toan phtec tap
hon nhiéu va né duge gidi quyét theo ly thuyét vé day. O day ta khao
sat 1y thuyét khong mémen cia vd mong déi véi cac truong hop khi
ma bai todn x4c dinh dng suit ¢ trong thanh vo 12 bai toan tinh dinh.
Ching ta cting sé 1Am quen vdi khai miém cua 1y thuyét c6 mémen
qua mdt vi du don gian nhit vé hién tugng uén cta vo tru.

420



§2. TINH TOAN VO MONG TRON XOAY THEO LY THUYET KHONG MOMEN

Ta khao sat m6t vo mdng déi xing truc chiu tac dung cia trong
lugng chat long hoac 1a ap luc khi (hinh 13.3). Ta s& tach ra tit thanh
vo mot phan t& vé cling bé bdi hai mat kinh tuyén va hai mat nén va
khao sat sy cin bing ctia né
(hinh 13.3),

Do tinh d61 xing ma 2
phan vo tach ra bdi cac mat
nén va cidc mat kinh tuyén
khong ¢6 xu hudng trugt lén
nhau, vi thé & mat cit nay
cta vo khéong cé Ung suat
ti€p, ma chi cé nhiing Ung
suit phap chinh tic dung
trén cac canh cua phan té da
tach ra. Ta ky hiéu nhiing
ung suit nay nhu sau:

Hinh 13.3.

6,, — 12 Ung suit kinh tuyén,
6, — 12 ing suit vong.

Ung véi 1y thuyét khong mémen ta xem ring Ung suft o, va o,
trén cac dién tich cia cac canh phén t8 l1a phan bd déu. Ngoai ra, tat
ca cac kich thude cha vo ta sé biéu dién trén mat trung binh clia né.
Mit trung binh cta vo 12 mit c6 hai @6 cong. Ban kinh cong ctia kinh
tuyén & diém khao sat ta ky hidu 1a p_ ; ban kinh cong con lai bang
doan thang trén phap tuyén véi bé mat vo nim gitta diém khio sat
cia mat trung binh va truc oz (hinh 13.2), ta ky hiéu la p,.

Cac luc 6,,.8.ds, va 6,.8.ds,, tac dung trén cic canh cua phén tg,
con ¢ mét trong ciia phan té nay chiu tadc dung cua ap luc chat long p.
Ap luc nay ¢6 hop luc 1a pdsds,. Hinh chidu cha tat ca cac lyc lén
phuong phap tuyén n—n cé dang:

2 6, 8ds, sin

d
d(;’“ + 20,8ds,,sin —% -pdsds, =0 (a)
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Khi thay thé d trong phudng trinh (a) sin bdi d61 s6 cua né (do
géc a,, rdt bé) va khi chia tat ca cho 8dsds,,, ta nhan dudgc:

da,, da, _p

G +Gt - = <
ds,, ds, 5

... d d ,
Hoac 1a, khi ké dén 9% = 1 3 9% — 1 (6 cing ta tim
dSI p( ds“l pl"
dudc:
On ;& = P (13.1)
pln p| b

Quan hé (13.1) goi 12 phuong trinh Laplace, ngudi da nhan duge
phudng trinh nay vao ddu thé ky XIX khi nghién ciiu sic cing bé
mat cta cac chit 18ng. O day cin chi ¢ dén sy tuong ty gita mang
mong cua chat 1ong chiu svic cang bé mat va thanh vo. Sy tuong tu
nay la  chd mang mdng ciing nhu la thanh vo khi chiu kéo déu duy
tri mot thé tich nao d6 cha chat 16ng ¢6 dang bé mat xac dinh 4 trang
thai can bang. Vi nhu moét giot chat 16ng nidm d trén bé mat khé
khong bi tran ra 1a nhd ¢é lye cang bé mat. Vi du da chi ra ggi cho cac
nha ké&t cdu dang giot nudc cia nhitng bé chita. Nhitng bé chita nay
duge dung dé chida cac san phim dau mé va ¢é hang loat nhiing vu
diém so vdi nhiing bé chia khac.

Phuong trinh Laplace 1a d6 tim o,. Dé x4c dinh o, ta sé thiét lap
phuong trinh hinh chidu caa tat ca cac luc tac dung trén phan vé da
dude tach ra 1én truc oz (hinh 13.4b). Dién tich ctia mit cit vong cta
thanh voé bang: 27R8. Do tinh déi xting cia hé déi véi truc oz ma cac
ing sudt ¢, dugc phin bd déu trén dién tich nay. Do dé:

0,,2nR8 cosa — prR* - Q =0
T d6 rat ra:

o= PR, Q (13.2)
2d8cosa 2aRbcosa

trong d6: Q 1a trong lugng cla phan thing va phan chat 1ong 6 phia
dudi cila vo ké tir mat cit song song.



p la ap luc ¢
mét diém trong chat
16ng, 4p luc nay la nhu Z
nhau theo tat ca cac .3
phuong va bang y.h; 4 S
day h 1a d6 siu cla diém -
khao sat, c¢on y la trong a) .
lugng ctia mét don vi thé \\ fJ o 2/ O
tich chat long. P6i khi 13
chat long dugde chua & N -1-" =
trong vo ¢6 ap luc du q Q
nao dé so vdi ap luc khi b |
quyén. Trong trudng hop
4y p = yh + q. Phuong Hinh 13.4.
trinh (13.1) va cong thic
(13.2) cho phép tim ca hai ding suit o, va o, 8 mdi diém cta thanh vé.
Ta sé khao sat nhitng vi du cu thé dudi day:

a) Vo cau chiu ap luc khi phan bé déu bén trong q, ta sé b qua
trong lugng ban thin cua thanh thung va trong lugng khi. Do tinh
d61 xing cua thuing ma cic ing suit o, va 6, nhu nhau & tit ca céac
diém cla né, ré rang trong phuong trinh (13.1) 6, =6, =, p, = Pm =
R, con p = q, ta sé c6:

6= — (13.3)

b) Mét né1 hoi hinh tru chiu ap luc khi hoic hoi nude phan bs
déu bén trong p = q (hinh 13.5). Dudng sinh ¢é6 p,, = © la dudng kinh
tuyén & trong phan hinh tru cta noi hoi. Vi thé ti phudng trinh
(13.1) chiing ta sé tim dugc Ung suit vong khi dat p, =R, con p = q:

= R
8

Theo cong thic (13.2) ta tim dugde tng suit kinh tuyén, khi xem
cost =1, con Q = 0:

s, (13.4)

L
~

|

(13.5)

3
[\
On
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Khi so sanh biéu thitc (13.4) véi biéu thie (13.5) ta thay rang cac
Ung suit kéo thanh ndi hoi theo phudng vong bing hai 14n 16n hon
iing suft tic dung doc theo duong sinh.

3 cac day hinh cAu ctia néi hoi tng suit dude xac dinh theo cong
thiic (13.3), véi ban kinh cia chém cau nay 1a R,.

¢) Mot bé chita hinh tru c6 day 1a hinh nén chiu tic dung cia
trong lugng chat long (hinh 13.6). Trong tinh toan ta sé bo qua trong
ludng ciia thanh bé.

Ban kinh cong cta cac kinh tuyén p,, = ©. Theo céng thic (13.1)
o, duge xac dinh nhu sau:

_ PP,

(I —5_ (b)

O d6 sau (H + h —y) ap lyc bing:
p=y(H+h-y) (c)

Déi véi phan hinh nén ta cé:
R R
_Yy — y y

R==R ; p= = d
Y h P cosa  hcosa @

Thay cac bidu thite () va (d) vao cdng thiic (b), ta duge cong thie
dé xac dinh {ing suit vong dai phan hinh nén:

ct——YR

= H+h- 13.6
Shoosa ( )y ( )

D61 véi phan hinh tru ¢é p, = R, Ung suit vong cé dang:
G, = —6— (H"‘h—y) (137)

Biéu d8 o, duge cho 3 bén trai hinh 13.6. Trén phin hinh nén
biéu dd nay 1a mot parabol cé cuc dai tai y = 0,5 (H + h). Khi H > h,
cyc dai nay cé gia tri quy ude, con khi H < h né ¢é gia tri thuc ndm
trong gidi han cta hinh nén va bing:

I yR(H+h)

max 6,= — (13.8)

Shcosa
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Bay gid ta chuyén sang tinh o,,. Trong ludng Q cha khéi chat
16ng ¢ phan hinh nén xac dinh bdi toa do y la:
y ny'R’

1 3
= ---R,=‘ s
Q S VYR =3 TS

(g)

Hinh 13.5

Hinh 13.6.

Thay cac bidu thuc (¢), (d) va (g) vio cong thie (13.2) ta ¢6 biéu
thdc o, nhu sau:
YR

= —— — [3(H+h)-2 13.9
n = Ciheosg S HYM-2v]y (13.9)

Biéu dd o dudc cho 8 bén phai hinh 13.6.

Biéu d6 o,, trén phin hinh nén ciing 1a mét parabol. ¢, ¢6 cuye
dai quy udc & toa d6 y = 0,75 (H + h) va c6 gia tri cuc dai thuc khi

H< (% h] va bing:

3 yR(H+h)

(13.10)
16 Bdhcosa

max o, =

Trong phin hinh tru o, 14 mét hing va bang ing suat 3 bién
trén cua vo:
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_ YR(3H +h)

m " 13.11
c 63 ( )

Qua nhiing vi du trén ta thay rang d nhitng miém ma mat vo ¢é
su thay ddi dot ngot, vi du, mién tiép giap gita phan hinh tru véi
phan hinh cau (hinh 13.5) va v6i phan hinh nén hinh ‘13.6), thanh
phin hudng kinh clia {ng suit kinh tuyén o, sino khoéng dude can
bing (hinh 13.7).

Hinh 13.7. Hinh 13.8.

Thanh phan nay tao ra tai trong phan bé theo chu vi q = 8o, sina
va c6 xu hudng bép méo vé tru viao phia trong (hinh 13.8a). Vi thé dé
khic phuc hién tudng uén nay cidn phai cdu tao & day mét dai gia cd
bang céc thép chil L hoac chit I. Dai gia ¢6 s& chiu tai trong hudng
kinh q (hinh 13.8b),

Néu bé qua sy tac dung tuong hé cua dai gia ¢§ va vd, thi tir diéu
kién cin bang clia nda dai ta s& tim dude e doc nén dai N = Rq.

Tuy nhién viéc ciu tao dai gia ¢6 nhu thé khong thé khic phuc
duge hoan toan hién tugng uén cha thanh vé. Vi ring, dai gia cd lai
can trd su dan nd cha mép vo lién két véi dai. Do dé, cac dudng sinh
cia vo 6 gan dai lai bi uén. Hién tugng nay goi 1a hidu vng bién. Né
c¢6 thé gay ra sy tang cuc bd dang ké fing sudt & thanh vé. Duéi day
ta s& khao sat mot bai toan don gidn nhat khi ké dén hiéu ung bién
cua vo tru.
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§3. HIEL UNG BIEN TRONG VO TRU

Ta xét mdt vo tru dai thanh mong chiu ap luc bén trong q. Hail
doan vé dude nai véi nhau biang cac mat bich. Néu khéng ¢6 mat bich,
thi duéi tac dung cia q dudng kinh vé sé nd déu doc theo sudt chiéu
dai vé. Gia stt mat bich rat cing, khi dé cé thé xem rang dudng kinh
v6 3 ndi dat mat bich khong thay d6i (hinh 13.9).

R6 rang 1a vo chi déan
né dude ¢ nhing mién xa
noi c6 mat bich, con d mién
gdn mait bich thanh vé sé
bi uén. Ta sé nghién ciltu
hiéu Ung bién niy cuaa vo.

Gia st 1a ban ddu trén
cic mat cit ngang cua vo
lyc doc bang khong (N, = Hinh 13.9.

0). Goi R la ducong kinh

trung binh cua vo trudc bién dang, § 1a chiéu day thanh vd. Tudng
tuong tach ra khéi véo mét dai cé6 chiéu réng la cung AS bdi cac mit
cat doc qua truc vo. Trén hinh 13.10 chi ra dai vé d6 va cac lyc tac
dung 1én né.

Hinh 13.10 Hinh 13.11.
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Trude bién dang va sau bién dang vo ludn ludn c¢é6 dang mot vat
thé tron xoay; vi thé, toan bd dai déu cé cing mét diéu kién lam viéc
(hinh 13.11).

Vé sau ta s& 1y AS = 1. Dai nay ¢6 dang cia mét dam bi ngam
chiat & noi c6 mét bich. S8 gia cua ban kinh vd ta ky hiéu 1a v. 86 gia
v nay chinh la dé véng cia dam dai V = V(z)..

Ap luc bén trong 13 mot trong nhitng tai trong ngoai tac dung 1én
dam c6 tri s6 12 q.AS = q (vi AS = 1). Ngoai ra trén cic mat cit doc
con chiu cac lyc vong phan bd N,. Lye N, nay ty 1& véi do dan cia chu
vi mat cit ngang cua vé. Vi thé, trén hinh 13.11 14 mat cit ngang caa
dam dai véi cac luc vong N, duge biéu dién quy uée nhu nhitng phan
luc dan héi nao d6. Hgp luc ctia N, 1a r. D& thay 1a c6 thé xem hgp luc
r nay nhu mét loai tai trong thit hai tac dung 1én ddm dai.

Tu hinh 13.11 ta tim dugc:

r = 2N,sin d_;p_ = N, AS

R+v
Khi AS=1va R >>vthi
p= N (13.12)
R

D6 din tuong doi cia ban kinh R, va do d6 12 d6 din tuong déi
cua chu vi mit cit ngang bing:

8":—

R
Ung suit vong tuong tdng véi dinh luat Huc 1a:
v
o,=¢E = R E.
Tu d6 rit ra lue N
E
N,=oc,.8.1= 8-— Y
R

Do d6 tai trong r ¢é dang:
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N, 3E
r-—— = -—yv (13.13
R R’ )
Cé thé xem luc r nhu 1a phan lye dan hdi nao d6. N6 ¢6 tac dung
chéng lai d6 vong v cia dam dai véi hé sé ty.
3E .
K= Y [kN/cml]
R
Nhu vay, tai trong tac dung 1én dam dai gom cé: q va r ¢6 chiéu
ngugc nhau.
Goi p 12 ap luc téng cdng tac dung vao dam dai, ta cé:
p=g+r=q-kv (h)
Theo cac lién hé vi phan gifia ndi luc véi ngoai lyc va phuong
trinh vi phan cta dudng dan héi ta cé:

v M
dz* E|J
hodc la:
d'v p .
= — i
dz'  EJ ®

Thay p = q — kv vao (i) ta duge phuong trinh sau day:

d'v _ q-kv

dz* EJ

k k
Pat: — =4p'; = k

? I vy (k)
Cuéi cung ta cé:
4
jzf +4Btv= % (13.14)
1

Trong (13.14) J — mémen quan tinh mét cit ngang cua dam dai,

63
khiAS=1,J= —.
1 o4
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E, — médun dan héi khac nao d6 duge thay thé cho médun dan
héi théng thudng E. Ly do 1a do su tac dung tuong hd ctia cac dai bén
canh ma bién dang doc €, phai thay d6i nhu thé nao d6, dé bién dang
ngang tudng ung bing khéng (e, = 0). T cong thic clia dinh luat
Hue déi véi trang thai Gng suit phang (hinh 13.12).

I
g, = E (01 "ucz)
(1)
£, “E (6, noy)

Khi g, = 0, rit ra la:

Thay két qua nay vao
phuong trinh thd nhat caa

(1) ta cb:
G Hinh 13.12.
€ = El (1 —u%
Hay la
o, = E2 £, = E g
1-p
trong dé:
E
E = ;
I-p

Quy luat phén bé ing suft trén cac mat cdt phan t6 duge cho
trén hinh (13.12). Vi thé, dd ciing khi uén ciia dam dai la:

8'E

EJ= , [lue.L?
1 m (lye.L9

. 1
Khi d6, hé s6 8 c6 thi nguyén | ————— | séla:
chiéu dai

k 31—’
ko, (, ,) (13.15)
P ES R’5
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Néu trén mat cit ngang cta vd ¢é luc doc N, (né dude dac trung
bdi sy phan bd déu cua o), thi 46 dan ty déi theo phudng vong sé la:

— v GI m

= — = — -1

R E E

El
Tu phudng trinh nay ta tim dude o, va sau dé 1a N:
8E
N, =¢c.8.1= T v+ udo,,

Tai trong r bay gio dude tim theo c¢dng thiic (11.12):

dE v+ ndo

r= — m
R? R (m)
Nbu vay khi chd y dén cac biéu thite (h), () va (m) phuong trinh
vi phan ctia ddm dai chiu uén trong trudng hop nay la:
d*v . 1 udo ]
+4R v= — - 13.16)
dz* P EJ [q R (

Dé thdy su xudt hién cta s6 hang thd hai trong vé phai cua
phuong trinh (13.16) 1a do vd chiu kéo theo phuong doc véi Ging suit
o,, thi déng thdi kém theo sy thit lai theo phuong ngang. Do d6, s6
hang nay ¢6 dau ngudge lai véi q.

Cac phuong trinh (13.14) va (13.16) ding déi véi tai trong déi
xUing bat ky. ‘

Bay gi0 ta s& tim nghiém cua bai toan nay d6i véi truong q =
const va 6, = 0. Nghiém téng quat ctia phuong trinh (13.14) dude tim
dudi dang:

v = e (C,sinPz + C,cosPz) +

q

+ e (C,sinPz + C,co +
(Cysinf 4€083z) 4B4E1J

(13.17)

Can cit vao y nghia vat 1y ctia bai toan ta thiy rang, khi z ting
thi v cAn phai tién téi mét gia tri xac dinh. Thé nhung, tu (13.17) ta
thdy c6 mot sy mau thuin la khi z — o thi dong thoi dai lugng
e - . Vi thé, can phai lay C, = C, = 0. Hai hang s6 C,, C, dugc tim
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dv _

t diéu kién lién két gitta miat bich va vo. Nghia 13, khi z = 0, 4 0
v4
va v = 0. Thuc hién cac diéu kién nay ta cé:
C‘.—_CQL'— 4q :_q‘R_
4B EJ SOE
va
2
v= aR- [1 ~ e (sinpz+ cos Bz)]
S8E
(13.18)

Mbmen uén M va luc cit Q d8i véi ddm dai c6 chiéu réng AS =1
duge tim nhu sau:

2
M=E,J d \,] = qRé e (cosPz - sinPz) (13.19)

dz*  2f3(1-p?)
dMm qvR3

Q= =_ eP? cospz (13.20)

Biéu d8 v va M ¢6 dang nhu trén hinh 13.13. 3 d6 trén truc
hoanh dudc biéu dién béi toa dé khéng thi nguyén .

Tu cac biu dé trén hinh 13.13 ¢6 thé thiy 16 13 séng bién dang
udn cua thanh vo
cang xa mit bich thi
tat cang nhanh. Cu
thé 1a khi Bz = n, dd
vong v chi khac vdi do
ting ban kinh vo

2
AR 1 1i dan nd tu do
5E

khong c6 mat bich la
4,3%. O toa do nay
mdmen udn ciing bing
4,3% moémen uéh lén

nhat tai mét bich. Hinh 13.13.
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vl u = 0,3 ta co:

7 =

.4 w28
— = ———= =24 /RS
B 4/ 3]1 —p’ ’

Khid =0,1R thi Z = 0,76 R.

Vi thé, véi d§ chinh xac dén 5% ta c6 thé xem rang, hiéu ing
bién chi c6 hiéu qua trén mét chiéu dai nhé hon ban kinh vé. Dén day
ta thay r6 13, vi sao ta lai goi hién tugng vira nghién citu 1a hiéu itng
bién. Day 12 mét minh ching nita vé nguyén ly Xanh—vd-ning

Do hiéu dng bién ma dng suit cuc dai c6 thé c6 nhilng gia tri rat
14n.

Vidu: khiz=0va u=0,3 ta cé:

M. = gRo
21/3“—;12 ’
M,...6 3qR qR
Oy = — 12~ = =1,82 —
8’ 5 J3(1-p?) &

Nghia la trong trudng hgp nay itng suit cue dai do hiéu ing bién
16n hon ting suit cyc dai xac dinh theo ly thuyét khéng mémen la
1,82 lan.

Dé1 véi vat liéu déo thi su ning cao ing suit do hiéu dng bién
khéng lam gidm dd bén téng thé cia vé, ma chi din dén bién dang
déo cuc bé. Tuy nhién, Gng suit nay lai rat nguy hiém déi véi vat liéu
gion. Vi dy, d6i vdi cac bé chita bing béténg c6t thép, dng sudt néi
trén c6 thé gay ra nhiing vét nitt. Do d6, diéu kién khéong bi thim cia
bé chila bi vi pham. Mét trong nhilng giai phap két cdu dé khic phue
nhude diém nay la tao ra nhitng Ung suit nén trudc trong cac thanh
bé chia. Pbi khi ¢é thé lién két gia thanh vé véi day bing mot két
cdu cho phép thanh bé din nd hoan toan tu do hosc hau nhu ty do.
Giai phap két cdu nay lam gidm dang ké hoic hoan toan khic phuc
duge nhing ¥ng suit cua hidu Ung bién.

Ly thuyét téng quat vé hiéu ng bién dude trinh bay trong cac
tai liéu riéng cia co hoc vat rin bién dang véi viéc s dung 1y thuyét
vo ¢4 mdémen.
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Cmuqu:llfgll'

TiNH TOAN THANH CONG

§1. KHAI NIEM CHUNG

Trong nhiéu linh vic khoa hoc k§ thuat dic biét 14 trong nganh
x4y dung va ché tao may thuong gap nhiing chi tiét va ciu kién két
ciu ¢6 truc cong. Trén hinh 14.1 14 mét vai vi du vé nhiing chi tiét va
cau kién d6. Méc cin truc, dai vanh tron, banh xe, vom cdu hai khdp,
V...

SOL

Hinh 14.1. Hinh 14.2.

435



Nhing chi tiét va cau kién két cdu cé truc 1a duong cong khong
gian rat it gip, vi thé trong chuong nay ta sé chi quan tim dén
nhitng thanh ¢6 truc 14 nhiing dudng cong phang va mit cit ngang
cua né c6 mot truc dé1 xidng trung véi dudng tai trong. Véi nhiing
diéu kién nhu thé néi Iuc trén mat cit ngang bat ky ctia thanh cong
chi c6 ba thanh phan: lyc doc N, lyc cat @ va mémen udn M, (hinh
14.2). Cac thanh phan néi Iyc nay duge xac dinh nhu thudng 1é bang
phuong phap mit cit. Ciing nhu trude, truc Oz trang véi tiép tuyén
cua truc thanh. Con truc Oy trung véi truc d6i xiing cia mit cit
ngang. Trén hinh 14.3 1a so d6 tinh cia mét thanh cong tron va cac
biéu d6 néi lue M,, Q, va N.

Khi tinh toan thanh cong nén xéc dinh vi tri cia cac mit cét
ngang bang toa d6 déc cuc R va o.

§2. THANH CONG CHIU KEO VA NEN

Khi ngoai lyc tic dung vudng géc vdi mdt mit cit ngang nao dé
cta thanh cong thi 3 nhitng mat cit ngang khac cia né sé phat sinh
nhing mémen udn. Vi thé, néu chi cé6 nhiing hic tap trung tac dung
]én thanh cong thi khong thé tao ra dudc mét thanh cong chi chiu kéo
(hoiac nén).

Mbt thanh cong tron chiu tidc dung cta tai trong phan bd déu
vudng goéc vél truc
thanh sé& lam wiéc
trong diéu kién kéo
(hodc nén) diing tam.
Trong trudng hgp
nay, d6 co va din ty
ddi cua tat ca cac thd,
va do 46 la cac ung
suit déu nhu nhau.

H2P5in ‘f

¢ = hing; o = hing. Hinh 14.3.
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Trén co sd gia thiét mat cit
ngang phing ta xét bién dang cua
mit phan t& thanh nhu trén hinh
14.4:

Khi bié€n dang mat cit ngang
cua thanh bi xoay di mét géc Ade

quanh tim cong. Chiéu dai ban
dau ctia mét thd bat ky cach trong

tAm mat cit moét khoang y bang:

dS, =d¢ (R +y),

N - . Hinh 14.4.
Con d3 dan cua thd nay la:
AdS, = Ade (R +y).
Vi thé, do dan ty dbi:
AdS Adep(R .
= 295, _ Adp(R+y) _ Ade _ .

dS do(R + y) de

y

Néu xem ring caic thé doc khéng nén ép lén nhau trong qua
trinh bién dang thi theo dinh luat Huc ta cé:

c\-'-'sE=-A--d2 E = hing.
do

Biéu dd ing suit dude cho trén hinh 14.4. Luc doc dude dat vao
trong tiAm mat cat bang:

N=_[ch=c.F (a)

T cong thie (a) mit ra:

_ N
c_—
F
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§3. THANH CONG CHIU UGN THUAN TOY

Khi xac dinh tng suit trong thanh cong phing chiu uén thuan
tdy, ta van st dung gid thiét mat cit ngang phing va bd qua ung
sudt bé theo phuong huéng kinh.

Xét phan t& thanh chiéu dai dS c6 mat ¢it ngang déi xing déi
véi truc Oy (hinh 14.5b). Truc Ox la truc trung hoa cda mat cat
ngang. Biéu d6 bién dang dai tuyét déi va ty d6i ciia cac thé duge cho
trén hinh 14.5¢, d. P8 din tuyét déi theo chiéu cao mat cit bién thién
theo quy luat dudng thing, con d6 dan ty ddi theo quy luat dudng
cong (hyperbol). Diéu nay duge gidi thich bdi bidu thite sau day:

AdS, _ Adg.y _ ade y

Ep =
pdS, do.p dp ‘r+y
Theo dinh luat Hae:
A;‘(p . (14.1)
dp r+y

Trong truong hgp nay:

N = de jE Ad‘P Y §F= EAd“’deon
r+y do Jr+y

Nhung thira s&
E Adg trudéec dau

<)

d(p . ’) a4, q4)
ti\ch phin khong thé 5 ®
bang khéng, nén: st

I Y d4F=0 e "
r+y

(14.2) 'l

Diéu kién nay
cho phép xac dinh
vi tri trye trung hoa
Hinh 14.5.
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(16p trung hoa). Tu diéu kién xac dinh vi tri truc trung hoa (14.2) rd
rang 1A truc truc hoa trong thanh cong khéng di qua trong tam caa
mit cit ngang.

Téng moémen cia cac lyc sd cip odF trén mat cit ngang d6i véi
truc trung hoa sé la:

2
j(ch)y EA% (Y gp (14.3)
dp ;r+y
C6 thé viét tich phén trong (14.3) dudi dang:
I—y—dF— |[y~——]dF _[de—r Y _4F
r+y rty Fr+y

K& d&n (11.2) ta nhan dugc:
j‘ y
r+y

trong d6: S, = F.y, — 124 mémen tinh (mémen dién tich ciAp khéng) cua
mit cit ngang déi véi truc trung hoa (y, — khodng cach ti
trong tAm ctia mit cit dén truc trung hoa (hinh 14.5)).

(14.4)

Thay (14.4;va0(14.13) ta co:

M=g 24 g
do
Do dé: Ade _ M (14.5)
dp  ES,

Thay két qua (14.5) vao biéu thie (14.1) véichu ylar+y =p

(p — khoang cach tit tim cong dén diém cdn xac dinh tng suit) cong

thite tinh ng suit trong thanh cong c¢6 dang cuéi cang:
My

14.6
x (14.6)

O’:

Céng thitc (14.6) khac v8i céng thic tinh dng sudt trong thanh
thdng trudc hét bdi dai lugng thay d8i p = p(y) 6 miu sé.
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Dé thay 1a biéu d6 ing suit trén mit cit cua thanh cong thay
déi theo quy luat hyperbol.

DE thdy cbéng thitc tinh iing suit trong thanh thing 13 mét
trudng hdp riéng cua cdng thic tinh ing suit trong thanh cong ta
lam cac phép toan sau day:

2 2
S, = j'y_ szl J Y __ d4F = lJ'X (b)
Pr+y r {l+y/r r
2

trong d6: J°, = _[ 1 y / dF dudc goi 1a mémen quan tinh cia mat cat
dl+y/r

ngang cua thanh cong.

R6 rang 1a d6i v4i thanh thang r = oo thi d, = J°, j y’dF .
.

Khi ké dén (b) cong thite (11.6) c6 dang:
M y

cC=—.
I l+y/r

14.7)

Néu r - o, thi céng thic (14.7) dén gidi han trung véi cong thiic
tinh dng suit trong thanh thing chiu uén thuan tuay.

§4. V] TRI TRUC TRUNG HOA
P& tinh dugc {ng suit theo cong thic (11.6) ta cAn phai biét
dudc vi tri truc trung hoa,

Goi r 12 ban kinh cong cua 18p trung hoa, R — ban kinh cong caa
truc thanh. Con y — khoang cach tif trong tim mit cat dén truc trung
hoa (hinh 14.6). Khi d6 ta c6:

y=R-r.

Khi xudt phat tir diéu kién (14.2) ta c6 thé tim dudc 1i giai
chinh x4c cho bai toan nay déi véi tiing mat cit ngang cu thé.

Néudat:r+y=p ; y=p-r.
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Taco: | -~ dF=jp'r j-‘g:o,
F Ity £ P p
Tit ddy it ra la:
r= j‘_F (14.8)
PP

D31 véi trudng hop mat cdt chit nhat (hinh 14.6):
thi [ =b j =b(nR,-InR)=bIn Ry,

Do 46, r= h

(14.9)

%

S
oo
Ry

*
T

4

_ﬁ

L

n M dpP

Hinh 14.6.

Trong nhiéu trudng hop viée xac dinh vi tri truc trung hoa cé thé

dugc thuyc hién theo cic phuong phap gan ding.

Pé tim nghiém gin ding ta dung céng thuc:
l L
s,=1r.
r

Mat khac:
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S, =F.y,;

J
Vi vay ta tim dugce: Vo= -LF
T

»

Ta nhan xét rang, ban kinh cong cang 18n, thi mémen quan
tinhJ, cua dim cong cang gin téi mémen quéan tinh théng thudng.
Vi thé d€ giai gdn ding c6 thé dat:

R;

.
J.=J, 7 r

{

J
do d6: o
Yo & RF
Déi véi trudng hgp khao sat:
LD b k'
12 R.bh  12R

Yo

Lai giai cia bai toan d6i vdi mét s6 dang mat cit thuong gip
dude cho trong bang 14.1 duéi day. Nhitng ¢bng thiic gin ding cho
trong bang nay phu hgp tét d61 vdi nhing thanh c¢6 d6 cong trung
binh, khi:

h 1
-_— < —
R 2
Bdng 14.1.
Nghiém
Dang mat cat
diing g4n diing
h? LoD
; o 12R In—*
! ol )R R,
-
Q Q(l L! -! T
i
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Bang 14.1 tiép theo

) Nghiém
Dang mat cat — S
ding gan ding

- D’ D’
I, &*}Q Yo=T7 r= —————
; J 16R , D?
— 8§ R—,/R" i

ri

y _bf +4b,b, +b)
o8 " 18(b, +b,)

| % A h?
I X ——

IR :

(b+ b,) h?

21bR; bR} tn Kb, - b,) h)
I

L . B

§5. UNG SUAT TRONG THANH CHJU UON VA KEO (NEN) DONG THOI

Néu trén mit cat ngang cua thanh cong chiu tic dung dung
déng thoi cia moémen udn va luc doc thi tng suit tai mot diém theo
nguyén ly doc lap tac dung:

| Z

+ My (14.10)
S, p

Trong céng thitc (14.10) mémen udn M duge 14y dé1 vdi truc di
qua trong tim x, — x,, b1 vi iing suit do ldc doc duge tim tir diéu kién
luc doc dit & trong tAm mat cit ngang.
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Vi du: Tim ling suit 1én nhit trong mdt méc can truc chiu lyc
nhu hinh 14.7.

Mit cdt ngang ciia méc dude xem la hinh thang c¢6 b, = 4 cm,
b,=1lcm, h=9cm,R,=3cm, R;,=12cm, P=2,5 tan.

GIAX
Khoang cach tir tAm cong dén trong tAm mat cat la:
R=R1+ M&E :6,60m.
b,+ b,

Ban kinh cong cua 18p trung hoa dude tim theo céng thic chinh
xéc cho trong bang (14.1).

(4+1)9°
2 [(4.12 -1.3)In 1—32 -9 (4—1)]

r= = 5,72 cm.

Do dé:
y,=R-r=0,88cm
Dién tich mat cat ngang:

b, +b, h = 22,5 cm?

F=

Hinh 14.7. Hinh 14.8.
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Vi thé:
S,=Fy,=225.0,88=19,8 cm®.
Toa d6 cac diém bién clia mit cit:
¥.=R,—r=12,00-5,72=6,28 cm
y. =R, -r=3,00-572=-272cm
po=R,=12cm ; p, =R, =3 cm.
Luc doc vA mémen & trén mat cit:
N=2500kG; M=P.R=16.500kGem.

Theo cong thide (14.10) ta tim dudc itng suat 6 cac thd bién:

N M y. 2500 16500 2,72 _
6, = —+-—. 0 = +—— 2=
F S p. 225 198 3
=111+ 756 = 867 kG/em?.
o, = N_M . Yn =111 - 436 =325 kGlem?,
F 8 p.

Biéu dd tng suit chi do mémen uén giy ra dudc cho trén hinh
14.8a, con bidu db ting suit do ca N va M déng thdi gy ra c6 dang
nhu trén hinh 14.8b.

Né&u tng suit udn duge tinh theo céng thic théng thudng déi véi
thanh thing, ta cé:

on= N—ES—OQ 3,6 = 443 kG/cm?
134

6,= Vo= 16500 . 5,4 = -665 kG/cm?
134

Nhiing con s& nay that 1a Iy thd. Bai vi ching cho phép két luan
ring, d€ tinh toan thanh cong tuyét d6i khong duge s dung céng
thitc d6i véi thanh thing. Sai s8 ¢6 thé rit 16n khéng nhiing chi vé tri
s8 cuia Ing suat, ma con ca bdc tranh vé chdt cua trang thai ing suit
cling bi thay d6i d6t ngét. Vi du, diém m 1a diém chju dng suit lén
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nhit do uén ( o, = 756 kG/cn?), nhung theo tinh toan d6i véi thanh
thing (c,, = 443 kG/em?) diém nay lai khéng phai nguy hiém nhit ma
ngugc lai diém n lai nguy hiém nhét (o, = —665 kG/cm?). Sai s6 nay sé
khac nhau khi dé édong cta thanh ¢é nhitng tri s6 khac nhau. Vi thé,

C s s . an . h 1
thanh cong dude chia lam hai nhém: thanh ¢6 dd cong bé — < — va

< s . h 1 2 o
thanh cé dé cong l6n R > Pé xac dinh Ung suit trong thanh cong

c6 db cong bé vdi sai s6 cho phép ¢6 thé st dung coéng thitc ddi véi
thanh thing.

Bang 14.2 duéi diy cho sy sai léch theo phan tram giia cac Ung
suit tinh theo 1y thuyét thanh thing d6i véi thanh mit cit ch@ nhat
¢6 d6 cong khac nhau.

Bang 14.2.
Thanh d6 cong 16n Thanh do6 cong nho
R/h 2 3 5 8 10
Ao, % 18,2 11,8 6.9 48 34 0
I

Tit bang 14.2 thay rd 12 véi % < 5 cho phép xic dinh dng suit

theo cong thie d5i véi thanh thing.
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Chuong 15

UNG SUAT THAY DOI THEO THOI GIAN

§1. KHAI NIEM VE SY PHA HUY DO MOI VA NGUYEN NHAN CUA NO

Thuc t& ky thuat cho thay cac chi tiét may va ciu kién cong
trinh nhu dudng ray, canh tudc bin, 16 xo 14 d6 thung xe v.v... khi lam
vigc dudi tac dung cha tng suit thay d6i theo thai gian thuong bi pha
huy dét ngdt khong phai ngay lap tic ma déi khi sau mét thoi gian
lam viéc ldu dii véi ting suit khi pha hily nhé hon gidi han bén tinh
ctia vat lidu rat nhiéu 1an. Hinh anh mét truc toa xe ltta bi pha huy
dudce cho trén hinh 15.1.

Ta hay quan sat syt thay d6i cha ng suat theo thdi gian d6i véi
diém K trén chu vi cia truc quay nhu hinh 15.2a véi s d6 tinh hinh
15.2b. Toa dd cia diém K & thai didm bat ky dude xac dinh bdi
y = rsm@(t). [’J'ng suiit d diém K trén mat cit m — n c6 mémen M:

M M.r

6x= —.y=——.5INp=¢

J J max

sing

Khi truc quay véi van téc géc khong d6i o thi

Ok = O pnaSINOL. (2)
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M.r

Ung suit kéo 16n nhit ¢ diém 2: 6, =0, = T Ung suit nén
- Ay =l M.T - st e -
ldn nhat ¢ diem 4: 6, = - 7 = o,. Khi diém K nam trén truc trung

hoa o, = g, = 0. D thi cha oy duge cho trén hinh 15.2c. Néu trén truc
nay con chiju thém mot e kéo khdng déi thi o thay déi theo quy
luat hinh 15.2d.

Hinh 15.1.

o)

Hinh 15.2.

CAn nhan manh rang, da tir ldu, ngudi ta nhan thay cac chi tiét
chiu tng suit bién déi theo thoi gian thudng bi pha hoai dot ngdt
(khong c6 bién dang du tuy lam bang vat liéu déo) vdi ing suat con
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rit thip so véi gidi han bén cha vit lidu. Hién tugng dé dude goi la
hién tuogng moi cua vat liéu.

84 di xay ra hién tugng trén la vi khi chiu tac dung clia dng suit
bién déi, tuy gia tri con thap hon gidi han dan héi cia vat liéu, nhing
bién dang déo rat nhd bit ddu xuit hién va phat trién & nhing nei
y&u nhat cia vat thé (thi du d nhitng ché ¢6 su tap trung tung suat do
thiéu sét khi ché tao hoiic do anh hudng clia méi trusng), dan dan tai
nhiing chd d6 xuit hién nhiing vét nut rat bé. Nhiing vét nudt nay
ngay cang siu va phat trién (do dng suit bién d6i va su tap trung
ing suit d day ké niit), din dan trd thanh nhiing vét nit 16n, mat cit
ngang cta vat thé bi y&u dan va cudi cung khi khéng con du dé chiu
luc nita thi vat thé bi pha hoai dét ngét.

Hién tugng moi duge diac biét chu y trong kj thuat. Chung 90%
cc chi ti€t may bi hong déu do nguyén nhan mdi. Vi thé, khi tinh toan
cac chi tiét chiu ung suit bién ddi, cAn kiém tra dé bén mdi ctia chiing.

§2. CHU TRINH UNG SUAT VA GIOI HAN MOI

1. Chu trinh dng suét

Qua trinh bién d6i cha iing suit theo thoi gian, qua hai gia tri giéi
han ké ti€p nhau va lap lai gia tri ban dau, got 1a chu trinh ing sudt.
Thai gian T thuc hién mét chu trinh ing suit goi 1a chu ky ng suét.

Hinh 15.3.
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GOl Priax VA P 13 214 tri 16n nhat vaA nhd nhat cua Ung suit p
(p c6 thé 1a ¢ hoac 1 thy theo loai bién dang). Dai lugng:

+
pm = pmax pmm (15. 1)
2
dudc goi 1a ieng sudt trung binh, con dai lugng:
P, = pmax ; pmm >0 (152)

dudc goi 1a bién dé cua chu trinh hay bién dé ing sudt:
Bién d6 luén luén c6 gia tri duong.

T (15.1) va (15.2) ta cé:

pmax = pm + pﬂ
15.3
Puin = Pm — Pa ( )
Chu trinh ¢6 p,. = — Prin (hinh 15.3b) goi 12 chu trinh d6i xiing
(hic ndy p,, = 0). Chu trinh ¢6 pp,, 7 — Puin (hinh 15.3a) goi 1a chu

trinh khéng déi xitng. Chu trinh cé p,,, (hodc p_,) = 0, goi la chu
trinh mach déng (hinh 15.3c, e).

Ty s6 r= Pm (15.4)
P inax
Goi 14 hé s6'khéng dot xitng cua chu trinh,
Theo dinh nghia nay, ta cé:
Khi r = ~1 — chu trinh déi xting;
Khi r = 1 — chu trinh hing (ing suit khéng d6i hinh 15.3d);
Khi r = 0 - chu trinh mach déng (duong),
Khi r = o — chu trinh mach déng (dm).
— 1 <r <1 - chu trinh khéng déi xitng dudng (0 < r < 1 hinh
15.2d) va déi ddu (~1 <r < 0, hinh 15.3a).
2. Gidi han moi
D€ tinh d6 bén méi cha cac chi tiét may, ngudi ta phai lam cac
- thi nghiém dé xac dinh gi6i han méi ciia vat liéu ting véi cac chu trinh
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c6 hé s6 khoéng d61 xting khac nhau. D6 13 gia tri 16n nhat cda dng
sudt bién ddi tudn hoan ma vat liéu c6 thé chiu dung duge véi mot sd
chu trinh khéng han dinh va khéng xuit hién vét nit vi méi.

Goi N, 1a s6 chu trinh
ma vat iéu chiu dung dude
(cho d&n khi bi héng) véi
Ung sudt p,; bang thuc
nghiém, ngudi ta lap biéu
dé p = p (N) — goi 1a biéu
dé moéi — nhu hinh (15.4).
Gia tri Ung suit Ung vdi
dudng tiém can cua dudng
cong moét duge col la gidi

Hinh 15.4.

han ma p, vi d6 1a tng
suat 16n nhit ma vat lidu
¢6 thé chiu dudc véi mét s8 chu ky vé han ma khong bi héng. Thuc
nghiém cho thay, véi méi loai vat lidu, c6 mét s8 chu trinh N, ma néu
vat liéu da chiu dung dude thi sé chiu dung dude mii mai, nghia la
vl moi N > N,.
Daé1 v6i thép N, = 107, 481 véi kim loai mau:
N, =20. 10" + 50.10".

Gidi han moi cla vat liéu duge ky hidu vdi chi sd khong d61 xing
r. Gidi han mdi uén d8i xdng ctia thép thudng bing:
6!, =0,4 0y (15.5)

Cac giéi han méi khi kéo (nén) déi xing (c*') hodc xodn d6i
1

xitng (t%,) c6 thé tinh theo céng thic:

cX' =07c" = 028 op

(15.6)
tt, = 0,65q¢, = 0,22 o3
Déi véi kim loai mau:
6", = (0,25 0,50) 6y (15.7)
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§3. BIEU DO GIO! HAN MO

Thuc nghiém cho thay giéi han moi phu thudc vao hé s6 khong
d6i xing r. Véi méi loai chu trinh c6 thé xac dinh duge mdt gidi han
mdi véi cap gia tri (p,, p,) tuong dng. Tap hop nhiing diém biéu thi
2161 han moi cua nhitng chu trinh khac nhau, trong hé toa d6 Op,p,,
(hinh 15.5), goi la biéu d6 giéi han méi. Diém A (p, () Ung véi chu
trinh d61 xting. Diém B (O, py) tng véi chu trinh hang (Ung suit tinh
pg — £161 han bén cua vat ligu).

Xét mot chu trinh bat ky biéu thi bdi diém L (p,, p,,). N&i OL cho
cit dudng cong trén biu db tai diém M (p’,. p’,). Ta néi rang diem M
biéu thi mét chu trinh gidi han c6 cing mot hé s6 khong doi xiing
(hay la dbng dang) vdi chu trinh da cho.

Thue vat, véi chu trinh cho trude, biéu thi bdi diém L, ta co:

1—Pa
r= P = Pw ~ Pa = P - l_tge
Prax  Pm*P.  (,P. 14186

Pun

P61 véi chu trinh gidi han bidu thi-bdi diém M, ta cé:

(- P
r= p'mm = p.m — 1_tge =r
pmax l+p_a I+tge
Pm

Nhu vay, nhiing chu trinh dudc biéu thi bing nhiing diém nim
trén mot tia vé tit géc toa dd 12 nhitng chu trinh déng dang.

Ty s6 dong dang

r%ﬁ:-——:——-:—-i 15.8)
OL P, P, (

dude goi 1a hé 86 an toan cia chu trinh cho trudc, vi néu mét chu
trinh duge biu thi bing mdt diém nidm trong doan thing OM (n,> 1)
thi chu trinh d6 14 chu trinh an toan (vat lidu chua bi hong vi mdi),
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ngudc lai néu mét chu trinh duge biéu thi bing mét diém ndm ngoai
doan thing OM (n, < 1) thi chu trinh d6 1a chu trinh khéng an toan.

Pé vé biéu db gidi han méi cia mdi loai vat lidu phai lam kha -
nhiéu thi nghiém véi cac loai chu trinh khac nhau, cho nén, trong thuc
té, khi tinh toin ngudi ta thudng chi ding nhiing bidu 44 gidi han médi
gan ding duge lAp dya vao mét s it ké&t qua thi nghiém. Dai véi cac
vat liéu déo theo R. S. Kinaxosvili, c6 thé dua vao cac gidi han P Po
va pg, (216i han chay). Cach vé biéu db nay nhu sau (hinh 15.6).

2 2

Al 2

M
M
/— L / )
3 A T
g 4 —f'— 45 5

3o

o

Hinh 15.5. Hinh 15.6.
N6 diém A(p_,, 0) biéu thi chu ky déi xting véi diém E

[%’ , Pzi] bidu thi chu ky mach déng, bing 1 dudng thing, sau dé tir

diém C(O, p,) bidu thi dng sudt tinh bing gidi han chay, ké mot
dudng thing 1am véi truc p,, mdt géc 45°.

Hai dudng thing trén cit nhau tai diém D, dudng ADC dudc coi
13 biéu dd gidi han méi gan ditng ciia Kinaxosvili.

Nhing diém nim trén doan thing CD biéu thi chu trinh gidi
han ¢6 dng sudt cuc dai bing gidi han chdy p,. Ching han véi diém
M ta cé:

Pmex = Pm + P, = ON + NM = ON + NC = p,,
4. Cac nhan t6 Anh hudng dén giéi han méi
Thuc nghiém cho thiy giéi han moi khéng nhiing chi phu thudc

vio hé sd khong d6i xdng ctia chu trinh ma con phu thude vao rit
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nhiéu nhéin td khic nda, nhu sy tip trung dng suit, chat lugng bé
mat, kich thudc tuyét d6i cia chi tiét, v.v... Dé xét anh hudng cua cac
nhén t& d6, ngudi ta dung hé sé thuc t& a,, 1a ty s gida giéi han moi
p_, cia mdt miu thd cé dudng kinh d = 7 - 10 mm, bé mat danh
béng, v6i gidi han moi p_,, clia chi tiét thuc té:

o, = B > (15.9)
P
Nhu vay, gidi han méi ciia mét chi tiét thuyc t& lam viéc theo chu
trinh d6i xding bing:

p,=Et (15.10)
ar

Hé sé a,1a tich cua cAc hé s8: o, — xét dén anh hudng ciua hién
tugng tap trung Ung suit (nhén té tap trung Ung suit lam giam gidi
han méi); a,, — xét dén anh hudng caa kich thudc tuyét dé1 caa chi
tiét (trong nhitng diéu kién nhu nhau, kich thudc cang 18n giéi han
mdi cang giam) va a_ — xét dén anh hudng cua trang thai bé mat (bé
mit dude danh béng hodc duge ting cling c¢d tac dung lam tang gidi
han moi).

o, = Oy Oy Oy ' (15.11)

Cac hé s6 nay
dugc xAc dinh bang P,
thyc nghiém va duge R,]
cho trong cac s6 tay 2
ky thuat.

s> >

po 7 |
>

X
\l/.;-u

™

T AN
3|e=

—

=
©

Pé1 vbi cac chu =—C
trinh  khéng d&
xung, cac nhan t8 néi
trén chi anh hudng
dén bién d6 dUng suit
va hé s6 anh hudng
ciing gidéng nhu déi véi

<

1s
e
I

Hinh 15.7.
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chu trinh dé6i xing. Nhu vay trén biéu dé gidi han méi (hinh 15.7)
néu chia cac tung dé (bién do ciia chu trinh) cia doan AE (biéu thi
gidi han mdi cia miu thi) cho a, ta sé duge doan A’E’ biéu thi gidi
han méi cla chi tiét thye. Pusng A’ D’ C 1a biéu d6 gidi han mdi gan
ding.

§4. CACH TiNH DO BEN MOI

Khi tinh ¢4 bén mai ciia mét chi tiét, ngudi ta thudng so sanh hé
s6 an toan n_ (gitta chu trinh cho trudc va chu trinh giéi han déng
dang vdi nd) vdi hé sé an toan cho phép [n] theo diéu kién:

n 2 {n] (15.12)

Cach cac dinh hé s6 an toan n, cla céac chi tiét chiu dUng suat
bién ddi nhu sau:

1. Truong hop kéo, udn, nén hoic xoin thuin tay

Gia thit ¢6 mét chu trinh ing sudt bat ky duge biu thi bing
diém L ndm trong mién OA’D’'CO (hinh 15.7) néu tia OL cit dudng
gidi han moi trong doan A’D’ thi chu trinh da cho déng dang véi chu
trinh gidi han theo gidi han mdi (chi tiét bi pha hoai vi moéi). Néu tia
OL’ cAt dudng gidi han méi trong doan D'C thi chu trinh da cho déng
dang véi chu trinh gidi han theo giéi han chay (chi tiét bj pha hoai
theo gidi han chay).

a. Trong truong hdp thit nhdat: hé s6 an toan cua chu trinh d& cho

la:
OK p' '
oL e .
do dé6:
Pn = B P } | ()
P. = n.p,

vi diém K ndm trén dudng thdng A’E’ nén toa dé cta né thda min
phuong trinh:
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p. = ap, +b (b)
trong d6 cac hé s8 a, b, ¢6 thé xac dinh nhd toa d§ cta cac diém A’ E'.

Tal dlém A’, khi P = 0’ p’u = &
o

r

Tai diém E, khip’, =0,5p,, p,= 05p,

T

Thay cac gia tri trén vao phudng trinh (b), suy ra:

= @p'l - O’Sp" = - l.
0,50, p, o,
trong dé:
-05 2p, —
‘Y = p-l po = p—l po (15.13)
0,5p, P,
b= &'_
al’

Nhu vay phudng trinh (b) ¢6 dang:

y ) p—
Pa.= _—Y“ Pmt —
a’f al‘
hay: YPs + 0; P = Py (c)

Thay (a) vao (c), ta dugc:
0YP, ¥ MO, P, = Py

TU d6 rit ra hé s an todn n,:

n=_P1_ (15.14)
TP, + O, D,

Trong mét s8 tai liéu khac hé s o, dude xac dinh nhu sau, va dé

cho tién ta ky hiéu a,:

o= —=& (15.15)

T

h
3]
-

456



trong d6 K, — hé s8 tap trung ing suét thyc t& khi uén va xoan;
B — hé s8 @3 nhay bé mit.
¢, — hé s6 kich thudc.
T4t ca cac hé s8 nay c6 thé xac dinh theo cac bang hoac biéu db
cho sin.

Ké dén cong thite (15.15), céng thiic (15.14) c¢6 dang:

n,= P (15.16)

K
YPu t P.

P

Be,
b. Trong truong hop thit hai:

Gia sd chu trinh da cho duge biéu thi bdi diém L'. Ung véi diém
M (hinh 15.7), ta co:

Pntp.=ON+NM = ON + NC = p, (d)
Thay (a) vao (d) suy ra:

n = —Pa_ (15.17)
Pm *Ps

Vi doan D'C trén biéu d8 1a tap hgp nhiing diém biéu thi gidi han
pha hdy vi chay nén trong ¢éng thitc (15.17) khéng cé cac nhén to
anh hudng dén giéi han mo,

Nhu vay, trong trudng hop kéo (nén) uén hoic xoén thuin tiy,
ta c6 hai cong thitc (15.14) hosc (15.16) va (15.17) dé tinh hé s& an
toan n,, tity theo chu trinh cho truéc déng dang véi chu trinh gidi han
theo gidi han mdi hay theo giéi han chay. Khi tinh toan, c6 thé tinh
theo ca hai céng thic dé va 14y hé s6 nhod trong hai k&t qua dé kiém
tra theo diéu kién (15.12).

2) Trudng hop uén va xoin bi&n ddi déng thoi

Trong trudng hdp udh va xofn bién déi déng thdi, ing suat phéap
va ting sudt tiép thay ddi déng bd, ¢6 thé ap dung gia thuyét ing suit
ti&p 16n nhat hay gia thuyét thé ning bién déi hinh dang 16n nhat, dé
suy ra cong thic tinh hé s6 an todn n, nhu sau:
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1

2
r

1

2
a

b

+ 2
4

(15.18)

n n n

= et (15.18)

r
2 2
\l n_ +n,

trong dé n, va n.1a cic hé s6 an toan tinh theo cong thic (15.14) hoiic
(15.16) hoac (15.17) cho bién dang uén va bién dang xoin.

=

hay:

§5. Vi DU UNG DUNG

CAc truc truyén dong nhu truc banh ring hodc banh dai v.v... bi
udn va xoin déng thai vi thé cin duge kiém tra d6 bén mdi, theo diu
kién (15.12). Hé s6 an toan cla truc tai mat cit nguy hiém nao d6
dugc tinh theo céng thic (13.18) trong d6 n, va n, duge tinh theo
cong thic (15.14) hoac (15.16).

n, = = (15.19)
‘YU GITI + aB Gﬂ
np= — (15.20)
.Y'( tm+ a‘: Ta
2 20_, — 2 -
Bdayys = —A— 0 ; 4= 22T
o tD

Cac hé sb ag va o, dude xac dinh theo cong thic (15.11).
Né&u s dung cong thitc (15.16) thi theo (15.15) o, c6 dang:
K K

= = ;= - 15.21
%= e, T B (1521

trong d6: K, va K. — hé 8 tap trung iing suét thuc t& khi udn va xoin.

B — hé s& 46 nhay bé mit phu thudc trang thai bé
mat (d6 nhin bé mit);

€o VA &, — hé s8 kich thudc mit cit ngang.
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T4t cA cac hé s6 trén déu c6 thé xac dinh nhd cac bang hay cac
biéu dé cho sin trong cac s8 tay k¥ thuat “Chi tiét may”.

Trong diéu kién lam viée théng thudng, hé s8 an toan cho phép

fn] = 1,5 — 2,5. Khi cdn tang cudng c6 thé 1dy [n] = 2,5 — 3. Trong
trudng hgp nay cé thé khéng cin kiém tra d6 cing cta truc.

2. Tinh 8 lian

Nhiing 6 1an c6 s6 vong quay n > 10 vg/ph, dudi tac dung ciia dng
sudt thay déi, thudng bi hong vi méi bé mat tiép xde. Trén cd sd thi
nghiém, nguoi ta di 1ap dugec quan hé sau day giita tai trong Q tac
dung 1én 8 va tudi tho cua &, bidu thi bang s6 chu trinh N = 60 nh,
trong d6 n — s vong quay trong mét phiit, h — s8 gid lam viée cta 6.

Qmh)*? = C (15.22)

hodc 1A: QB N=C
hing s6 C dugc goi 1a hé s6 kha nang lam viéc cta & lan. Hé s kha

nang lam viéc cho phép [C] cha céc loai va cac ¢d 8 1an dude cho trong
céc s6 tay k¥ thuat.

6 1an thudng chiu déng thdi ca tai trong ngang (hudng tadm) va
tai trong doc, tai trong c6 thé khéng déi hoc thay d8i theo thdi gian,
&m hoac va dap; c6 trudng hgp vong trong cha & hosic vong ngoai cla
8 quay; Nhiét d6 1am viéc ¢6 thé birth thudng, cao hodc thép... Tat ca
cac nhan t& dé6 déu Anh udng dén kha ning lam viée caa 6, va dude
xét dén khi tinh tai trong Q. Vi th& Q duge goi 12 tdi trong qui udc.

Déi véi 6 dd chdn, tai trong qui udec Q dude tinh theo cong thie
kinh nghiém: ‘

Q=RK, + mA) K, K (15.23)
trong d6: R — tai trong ngang;
A - tai trong doc;
n - hé s8 qui 481, qui tai trong doc thanh tai trong ngang;

K, — hé s ddng hoc, néu vong trong quay K, = 1, néu vong
ngoai quay K, = 1,35.
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K, — hé s6 tai trong dong, xét d&n anh hudng do tai trong
bién déi; :

K, — hé s6 nhiét d6, xét d&€n anh hudng do nhiét dd chia md
trudng lam viée.

T4t ca cac hé sb trén déu duge cho dudi dang bang trong cic s6
tay k¥ thuat.

AN T -
Dé1 véi 6 chin:

Q= AK, K, - (15.24)
Diéu kién bén mdi cta 6 lan 14:
C <[] (15.25)

Nhiing huéng din va tinh toan day du hon dude khao sat trong
gido trinh chi tiét may.
Vidul.
M6t truc nhé dang éng cha déng cd (hinh 15.8a) chiu tac dung
cua luc P thay déi trong gidi han tit P = 60000 N dén P = ~20000 N.
Céc dic trung co hoc cua vat liéu truc nhu sau:
o = 100000 N/em® ; o, = 80000 N/cm?;

6_, = 50000 N/cm? ; 6, = 75000 N/em?.
Mat ngoai cua truc duge danh bongB=1;8,=0,9; K;=1,1.
Xac dinh hé sé an toan vé mai?

Ed

GIAI

Hinh 15.8a, b 12 s0 d8 truyén luc cho truc va biéu dé mémen udn.
Mémen uén 6 mit cit tinh toan la:

;P

J6mm

9

LA ] 1 11.7]
asdomm| b 50 m;|g. 15y
U m

Jomm
soowoNfcn?
Afcm?t
er

M, = L IF7P
e,
.Gadm
<

o, = 80000 Njem?

D

%

Hinh 15.8.
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Mémen chéng uén ctia mit cat:

1 4
W= [l _ (.1.:9} } N

32 3.0

Gia tri 16n nhat va bé nhat cia mémen udn la:
M,... =1,375 P, = 1,375 . 60000 = 82500 Ncm.
M, ., =1,375P, = 1,375 (~2000) = -27300 Ncm.
Ung suit phap 16n nhat va nhd nhat bing:
_ Mo _ 82500

Oy = = 33800 N/em? ;
W, 2,44
M

Opin = ——m = — 27300 _ -11300 N/cm?.
W 2,44

Ung suit bién dé va dng suit trung binh cta chu trinh lam viée
dude tim theo cong thuc:

O-m:lx - Gmm = 33800-‘ (—-‘l 1300)
2 2
5 = Onat Oua _ 33800+ (-=11300)
" 2 2

G,= = 22550 N/cm?

= 11250 N/cm?

Tri s6 gidi han cua dng suit bién dé va ing suat trung binh cta
chu trinh mach dong la:

¢, =a,, = 02 = 37500 N/cm?

Tir cac gia tri da biét cia o, o', va 0, ta lap duge bidu dd gisi
han mdi gan ddng nhu trén hinh 15.8c.

Vi chu trinh giéi han cé cung mét hé sd khéng dé1 xing véi chu
trinh lam viéc nén ta cé:
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o, K, _ 22550 1]

tge = =
o Be, 11250 1.09

= 2,45

6 = 68°

Chu trinh lam viéc duge bidu dién bdi diém M c6 toa d6 o, =
27200 N/em? va o6, = 11250 N/em? Chu trinh giéi han dong dang
duge bidu didn bai diém N ¢6 toa d6 n, 6, = 43500 N/ecm? va n.o,, =
17850 N/cm?, cac toa d6 nay dude tim tir biéu d6 gidi han mdi gin

ding vita vé. Theo dinh nghia ctiia hé s6 an toan ta co:

43500

= 0 =1,6

n,= =
27200

yJ.

Hé s6 nay con c¢6 thé xac dinh bing cach sit dung truc tiép cong
thite (15.16):

5, 50000

n, = K = 0 = 1,59
Yo+~ o 033311250 + — - 22550
Be. 1.0.9
. -0,5 - 37
050, 37500

Vi du 2.

Mot truc quay cé dudng kinh d = 50 mm, chiéu dai / = 500 mm.
Trén truc c6 mot banh rang dudng kinh D = 300 mm duge lién két véi
truc bing maéi ghép then. Cong sudt truyén cho truc N = 50 kW s6
vong quay cua truc n = 60 vg/ph (hinh 15.9).

Cac dic trung cd hoc cia vat liéu tryc nhu sau:
6y = 50000 Nicm? ; o, = 36000 N/cm? ;
o, = 35000 N/em? ; o_, = 24000 N/em? ;
1, = 22500 N/cm? ; 1, = 18000 N/em?;
1, = 27000 N/em?.
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GIAI
Mémen xodn truc:

M, = 97360 N 97360 0. 81133 Nem
n 600

Luc vong P bang:
IM,  2.81133

P = = 5409 N
D 30
Mémen udn 6 mit cit gida truc la:
M, = %l - 54_03;59 = 67600 Nem

Cac Ung suit 16n nhat tai mit cit nay:

M, = 67600 _ 5400 N/em?

Gmax =
W,  01.125

M, _ 8IS 3240 N/em?

e T OW. 02125

Khi truc quay, cac thé bién ciia né sé chiu kéo va nén 16n nhat
thay d6i. Bdi vay, d6i véi ing suit phéap ta ¢6 chu trinh d8i xing va

véi chu trinh d6:
o, = 5400 N/em? ; o, =0.
Mbémen xoin khéng déi, do d6 7, = 0 ; 1, = 3240 N/cm?
Cac hé 56 B, Ko, €, trong trudng hop nay la:
B=09; K, = 2,8 ; £ =0,86.
t,- 057, _ 18000 - 13500 _

y = = 0,33
0,51, 13500
€
0_1 ‘?(a_ 24000 Qgi'g’gé
ng = —2— = : = 1,23
Yo, +0, 0 + 540
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T L:(C 18000 0‘92' 2'8-6.
ne= o— o= o 2B gy
YT, + T, 033.3240+ 0

Hé s6 an toan déi véi gidi han chay la:

n, = Gch = cscl\ - 36000 = 6,67 :
G a o, +0, 540 + 0

n, = T _  Ta _ 22500 = 6.94.
T T, +T, 0 + 3240

max

Dé tinh toan ta phai ldy cac gia tri bé nhat cia ng va n,. Hé s&
an toan chung la:

. . 4,14
0= n_.n _ 1,23 .41 = 19

Jnl et (123) + (414)

Hinh 15.9.
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Chvong 16

PONG LUC HOC PO BEN

I. HE MOT BAC TU DO

Péng luc hoc két cdu 1a mét phin quan trong clia cd hoe vat rén
bién dang, muc dich cda né 1A nghién ciu sy lAm viéc cta ké& cau
duéi tac dung cua tai trong déng da loai.

Két cau néi chung dudc dic trung bdi cac dai lugng dic trung
cho tinh quan tinh m, J va thudc tinh dan héi dé c6 thé thuc hién
duge cic chuyén dong tudng déi dudi tac dung cla tai trong dong.
Né&u nhiing chuyén déng nay 1a chuyén déng lap lai thi ta goi né la
nhitng chuyén déng dao déng.

Thong thudng ngudi ta hidu “ing xtt déng” 13 cac chuyén déng
sinh ra bdi cac lyc bién d6i kha nhanh theo thdi gian va ching sinh
ra cAc luc quan tinh trong titng chat diém cta két cAu.

Gia thiét ring quan hé giita cac lye va chuyén déng 1a quan hé
tuyén tinh va do dé, cac dao déng dude nghién citu la cac dao dong
tuyén tinh. Trong muc nay ta sé nhéc lai mét s& khai niém cd ban vé
hé dao dong tuyén tinh c6 mot bac ty do ma ta da biét trong cac mén
cd hoc ¢o s dé tién st dung.

465



DE méb ta su dng x1 vat 1y clla mét hé nhu vay, ta cAn mét méd
hinh toan hoc. Méi phan tii cia md hinh toan hoc duge dic trung bdi
cac tinh chit vat 1y cua hé dao dong.

Trong qua trinh chuyén ddng, xay ra sy bién déi lién tuc vé mit
nang lugng: Thé ning bién dang ciia hé chuyén héa thanh dong nang
cia hé dao dong va ngude lai. Theo quan diém co hoc, chuyén déng
dude dic trung bdi sy bién thién cta chuyén vi x(t) va su bién déi cua
van tac v(t). Ching 1a cic ham cta thdi gian ma tir d6 ngudi ta c6 thé
xac dinh duge th& ning va ddng ning cta déi tudng dao déng.

Céc hé dao d6ng c6 nang lugng tong khéng d8i dudce goi 12 hé bao
toan. Chuyén déng ctia chiing 14 nhiing dao déng tu do khéng can.

Cac hé bi mit mat n;'mg ludng do ma sat dude goi 1a cac hé
khéng bao toan. Chung thuc hién cac chuyén d6ng dao dong tat dan.

Khi mét hé lién tuc nhan duge kich dong (nang lugng) tu bén
ngoali, thi ta c6 cac dao dong cudng bite hoic cic dao dong duy tri.

§1. DAO BONG Ty DO

Xét mot hé dao ddng cé6 mdt bac ty do duge md hinh héa tit mot
chiéc xe 1an nhu hinh 16.1.

0 x(t)

WW- i)

LLATHLLLERLERRRRRRRRRRNSNS
~ [
¥

YLl 7 7 PSS YA VLIS

Hinh 16.1.
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Khi da xac dinh gdc toa dé O, cac yéu td dic trung cho hé (khéi
lugng, ma sat, dé cing,...) va luc kich déng F(t), phudng trinh tdng
quat md ta chuyén déng sé c6 dang sau:

mX (t) +cx(t) + kx(t) = F(t) (16.1)
trong d6: m — khéi lugng ciia hé dao dong;
¢ — hé s6 can nhét;

k — hé s0 ciing cua hé dan héi, nghia 13 luc can thiét phai
dat lén khoi lugng m theo phudng dao ddng dé giy ra
mét chuyén vi bang don vi;

x(t) — toa d6 (i d6) xac dinh chuyén vi cta khéi lugng m theo
chiéu bac ty do tai mét thoi diém t.

Phuong trinh (16.1) c6 thé viét dudi dang sau:

(1) + 2BR() + 0l x(1) = —. F(1) (16.2)
m

f k N ) . . yia S
trong dé: @ = .,/ —, tinh bang radian/gidy (rad/s) dai dién cho tan sé
m
goc cua hé dao dong riéng ;

c A a o
2B = — — hé sd can thu gon;
m

k o4 9 Al
Cp=2m. o =2m. 1/—— — hé $6 can tdi han.
m

Phuong trinh vi phan (16.2) ¢6 nghiém tong quat la:
x(t) = x(t) + xg(t), (16.3)

trong d6: x,(t) déc trung cho nghiém cia phudng trinh thuan nhit,
tuong (ng vdi cac dao ddng riéng va xp(t) 12 nghiém
clia phudng trinh tudng dng véi ché& dé cudng bite.
Trong cac phin sau ta sé xét cu thé titng trudng hgp dao dong:
tu do, tit ddn va cudng bie.
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L. Cic dao dong tu do khong can (khéng tat dan)

Ta gia thiét 12 hé dao déng sé thuc hién cac dao déng tu do ngay
sau khi bi mét kich déng ban diu két thic trong mdt khoang tha
gian rit ngian. Ta ciing thita nhan trong trudsng hgp nay, hé 1a bao
toan (c = 0), nghia 1a khéng ¢é su mat mat nang lugng ra bén ngoai.

Phuong trinh (16.1) sé c¢6 dang don gian nhit nhu sau:
X(1) + o' x(t) = 0 (16.4)
va ¢6 nghiém duéi dang ham diéu hoa.
x(t) = x(t) = A.sin (ot + @) (16.5)

Trong dé hing sd tich phan A (bién d6 cla chuyén dong) va ¢
(géc pha ban dau, duge tinh théng qua cac diéu kién ban dau):

t=0; x(0)=%, ; x(0) = V,

Cuy thé la: A=,x+V]; sinp = xofm.

Dic tinh co ban cua hé dao déng ¢6 mot bac ty do khong can la
gia tri riéng dic trung boi tdn s6 vong , tin sé f, va chu ky T. Biéu
thic cua cic dai lugng d6 nhu sau:

o = J—k— = ’——1— = (g ~ 31,32 , rad/s ; (16.6)
m md ATQ 1/ATQ

f= @1 J8 13 (16.7)

27 27 ATQ AT,

o 8 (16.8)

=
H
I
|
I
N
=l
1
L
bo
B
=

trong dé: m = Q/g — dic trung cho khéi lugng cita hé dao dong (Q 1a
trong lugng ctia khé1 hugng lao dong);

1 . . o . A S
§ = K hé s6 d6 mém hay la chuyén vi don vi do mot hic bang

moét don vi dat vao khéi lugng m theo phucng ciia bac tu do gay ra;
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AT, = Q. 8 = Q/k — d6 vdng tinh, sinh ra do mét lyc bang trong
lugng ciia m dit vao m theo phuong ctia béc tu do gy ra.
2. Cac dao ddng tu do cé can nhét
Phudng trinh chuyén déng trong trudng hdp nay c6 dang:
R() + 2BX(t) + @’x(t) = 0 (16.9)

Dé giai phuong trinh nay, ching ta cin xac dinh cic nghiém ciia
phuong trinh dic trung:

r’ + 28r + o> =0 (16.10)

Cu thé la: r,=f* B -0 (16.11)

Tay thudce vao gia tri cha nghiém, ta ¢6 ba trudng hop tit dan
sau day:

3. Tat dan tdi han
Khi ma cén thiic bang khong:

B2-w?=0; tacé By, =

C 2k
nén —" = tird6 Cy =2mo=2 mk = —
2m m W

Cy, 12 hé s8 can t6i han biéu dién dic tinh riéng ctia hé dao dong.

Quan hé gita hé s6 can thue C va hé s6 can tdi han C,, biéu thi
muc can téi han va c6 biéu thitc nhu sau:
C C 2mBp B

V= — = — — (16.12)
Cau 2me  2mo ©

Muc can t6i han dac trung cho kha ning tit dan bén trong cta
két cau khao sat.

Trong trudng hgp nay: r,, = -B = —vo = —a (v cb gia tri bang ddn
vi).

Nghiém cta phudng trinh (16.9) sé la:
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x()=A.e"' +B.t.e"' = e™(C, + C,t) (16.13)
Khi thita nhan rang tai t = 0 thi x(0) = x, v& X(0) = V,, ta cé:
x(t) = e [x, +(V, +o.x,).t] (16.14)

Ta nhan thady chuyén d6ng mé ta bdi phudng trinh (16.14) la
chuyén dong khong diéu hoa (dudng cong 1, hinh 16.2).
4. Tat dan qua t8i han

Trong trudng hgp ma C > C,, ta néi dd tiat din da qua téi han,
diéu nay din dén B > o va v > 1. Do d6 r, va r, 12 cac sé thuc va déu
am. Nghiém cta phudng trinh (16.9) sé la:

X(t) - Aenl + Bem ~ e—ﬁl [ Ae Vai-wl e + Be —v'lfp—m}l ] (1615)

Tu cac diéu kién dau ta co:
A = V0+)(0{B+,/Bz~m2 )
Y

_V0+x0{ﬂ— Bz—mz}
2/ -0’

B =

Chuyén ddng nay ciung la chuyén ddng khong chu ky (dudng
cong 2, hinh 16.2).

¥
@9 =1(C 5,0

/ VD> 110> C)

Hinh 16.2.
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5. Tat dan dudi téi han

Trong trudng hogp nay: C,; > C, do vay f < o va cac gia tri caa

can thuc sé 13 ao:
r,=-Bti 0 -p (16.18)

>

hay la:r,, = -t 10"
trong d6: ® = \/_u)i? déc trung cho tin s8 riéng ctia hé khi ta ké
téi anh hudng cua e can.
Phuong trinh md ta chuyén déng trong trudng hgp nay cé dang:
x(t) = e™ (A.e®t + Be™")
hay la: x(t) = ™ (C, sinw 't + C, cos u)'t] (16.17)
T d6 c6: x(t) = AeP'sin (o't + @) = A(t) . sin(w't +¢) (16.18)
voi: A= JC +C; vatgp=C,/C,.
T cac diéu kién dau ta nhan duge:

V, +
C,= —— Px, ;o Gy = %

w

Cudi ciing ta c6 thé xac dinh duge A va o.

‘x(i)

Actt
_ s ayw
Hinh 16.3
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Trong trudhg hgp ndy cic tin s6 vong, tan s6 va chu ky khi dao
ddng c6 can dugc viét:

o =0 fl-Vv 20 (16.19)
f=f \/1 -vixf (16.20)
T"=TJ1-v> =T (16.21)

Trong da s8 cac trudng hgp ngudi ta c6 thé bé qua anh hudng
cua su can,bdi vi trong thue té& ta thuong gap: v < 0,1.

D61 véi cac hé chi c6 mdt bac tu do, ta con tim duge mdt dic tinh
cd ban nita 11 d6 can tdi han. Pac tinh nay chi ¢6 thé duge xac dinh
theo thuc nghiém, bing ciach si dung gin diing luong gidm logarit
chia d6 tat dan A,

Theo hinh 16.3 trén d6 ta miéu ta cac nghiém dao ddng riéng cé
can (biu thitc 16.18). Su tit din cda dao déng duge xac dinh bdi
logarit ty nhién cha ty s& 2 bién dd lién ti€p nhau va cé cung dau
nghia la:

A=in X o 2™ _ony (16.22)

X pal 1’ 1—V2
Lic nay ty s6 tét din téi han sé la:
C A

_C _A 16.23
T (16.23)

Gia tri cia d6 can tdi han phu thudc cha yéu vao loai két ciu va
vat héu duge sit dung. Dudi day 1a mot vai d6 can téi han:

Cac két ciu bing bétdng cot thép db toan khéi:
v = 0,02 = 0,14

K&t cau 1a tudng chiu lye (khai xay hodc panel diic sin trong nha
may):
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v = 0,06 - 0,18
Két cau kim loai: v = 0,02 + 0,06.
- Cac loai két ciau bing: — Béténg cot thép v = 0,03 + 0,16

— Thép v =0,02 + 0,08
— K&t cau cb ciu tric 16n dang khéi v=0,05+ 0,10
— Nén dat v =0,06 + 0,04

§2. DAO PONG CUONG BUC

1. Dao dong cuong bic

Néu khéi lugng m bi kich thich truc tiép bdi mét ngoai hic cé
dang F(t) = F,.sinbt, trong d6 F,la bién d4 ciia ldc kich déng va 6 1a
tan s6 vong cia luc 46, phuong trinh chuyén déng (16.1) trd thanh:

X(1) + o*k(t) = 23 sin 6t (16.24)
m

B4&i vi nghiém 3 ch& d6 binh 8n 1a rit tréi nén ngudi ta c6 thé bd
gua cac nghiém ty do, do d6 nghiém cua phudng trinh (16.24) cé
dang:

X(t) = Ay, sinbt (16.25)

Thay vao phudng trinh (16.24) va nhd ring:

(1) = Ay, . 6%inbt

Ta nhan dudc:

. . E, .
~Agmay - 878i00t + Ay . ©%sin6t = -ri sinft

hay la: Agay (©2 — 09 = K
m
Fop/m _ F/m _ F,

Tiu day rit ra: Ayp,e = = = .
y ? ©?-02 k/m-82 k- m@?
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Chia ca td s6 va mau s6 cho k ta ¢6:

F F,/k \T
Fo _ Ty _ AT, _ =k, AT, (16.26)

k—mO' 1“ XE 62 1—[_6_)_
k W

trong dé6: AT, la chuyén vi tinh do tac dung tinh cda lyc F, theo
phuong dao déng giy ra. Tuy nhién, diéu ma ta quan tim & day la
quan hé gilta Ay, va AT,. Ty s6 gilla bién d6 dao dong va dd véng
tinh AT, goi 1a hé s6 dong lyc. Khi xuit phat tir (16.26) ta cé:

A4:lm ax

Agans _ 1 (16.27)
AT, ’ '

ad =

Gia tri cua hé s6 nay phu thudc chil yéu vao quan hé giita tin s6
vong cua lye kich dong véi tan s6 riéng cta hé (tAn s6 dao dong tu
do). Trén hinh 16.4 chi ra su thay d6i chia hé s6 déng luc ky,, theo
quan hé 6/w. Ta nhan thAy ring véi 6/w < 1, bién dd cia chuyén dong
c6 gia tri dudng va cung gbc pha véi lde kich déng, con véi quan hé
6/w > 1, bién dé cia chuyén déng 1a Am va ngude pha so véi luc kich
dong mot goc la .

P6i véi trusng hop chuyén dong duge sinh ra dudi tac dung cla
luc kich déng c6 @ = 6, thi cac bién dd ctia dao ddng 6 thé tang l1én vb
cung (theo ly thuyét). Hién tudng nay goi 1a hién tugng céng hudng
va tan sd riéng cha hé (o) thudng duge goi 1a “tAn s cdng hudng”.
Ciing chinh vi ly do trén ma dudng cong trén hinh 16.4 dugc goi 1a
“dudng cong céng hudng”.

Cén nhan manh ring hé sd ddng kg, con cho kha nang tinh dugc
luc tac dong tinh tuong dudng véi hidu ing déng cua ..

Cu thé la: F,=Ft),..=*k,.F, (16.28)
Cang nhu vay: x(t),.c = Aumnax = Ka. AT, (16.29)
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Hinh 16.4.
2. Dao dong cudng bitc c6 can nhdt

Trong truong hdp nay, ta xét loai luc kich déng ¢6 dang F(t) =
F_sinft dat 1én hé dac ddng, phuong trinh chia chuyén déng sé trd
thanh:

X(t) + 2vox() + o’x((t) = Ei sinOt (16.30)
m .

Nghiém cia (16.30) d ché& d§ binh 6n c6 dang:
x(t) = K,y AT,sinbt (16.31)

Hé s6 dong luc mdi ky, ké dén tinh tdt din ¢6 biéu thiic:

(16.32)
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Trong hinh 16.5 ta chi ra sy bién thién chia hé s8 déng luc k;,
theo ty s8 6/ va d can téi han v. D& thay 1a khi v = 0 thi ki, = k.

kdd

1, l
|
|
1

Hinh 16.5.

Cac gia tri cuc dai cia nghiém & ché d6 binh 6n sé la:
X0 e = Agrnax = kg AT, (16.33)
F(t),,,, = F, = ky. F, (16.34)
3. Dao déng cudng bite gay ra bdi cac vit quay khéng cin bang

Trong trudng hop dao déng sinh ra bdi vat khéng can bing khi
quay, bién d6 ctia luc kich d6ng c6 biéu thic nhu sau:

F(t) = m,. e. 0%sinbt (16.35)

trong d6: 0 la van tdc géc cua truc quay, m, 1a khéi lugng mat can
bing va e la dé léch tAm ctia khéi lugng m,. Phuong trinh (16.30) c¢6
dang:

m X(t) + cx(t) + kx(t) = m_,e.6%5in0t (16.36)
hoac la:
R(1) + 2vox(t) + ox(t) = “oe 0%inbt  (16.37)
m
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trong d6: F, = m_.e.08% dic trung cho gia tri bién d6 ctia lye kich déng
bién d6i tudn hoan.

Trong ché 46 kich déng duy tri, nghiém cia phudng trinh
chuyén déng trén cé bidu thic:

2
rrr: e [%j k;,sin Ot = % X c(gj .k;d. sinft  (16.38)

x(t) =
®
trong d6: Q = mg 1a trong lugng ban than dong co gay kich thich va
Q, = m,.g — trong huong ctia khéi lugng mAt can bing clia réto déng
cd, e 1a do léch tam.
* Céc gia tri cha bién d6 déi vdi cac chuyén dong c6 bidu thiic
nhu sau:

— Khi bd qua su tét din:

2
x(t)max = Admnx = %, -€ [%] . kdd (1639)
— Khi khang bd qua sy tét dan:
2
X(Omne = Aamax = % e [—g] Ky (16.40)

* Cac lue dong cuc dai sé cb gia tri:
F)p=Fa=m. &y . 0*=m,.eb% K, =F, Ky (16.41)
— Khi bd qua sy can:
F()x = Fa=m_.e.0% kg =F,. kyy (16.42)

II. HE NHIEU BAC TU DO

Mot két cAu bat ky déu c6 thé duge mé hinh hoa gin ding nhu la
moét hé dao déng cé s6 bac tu do hitu han khi gid thiét cc yéu t&
guan tinh tap trung trén mét s6 doan xac dinh. Trong chuong nay ta
sé nghién ciu cac dao dong tu do va cudng bite clia cée k&t ciu kiéu
nay bing hai phudng phap sau day:
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- Thit nhit, phuong phap lyc quan tinh hay 14 phuong phap ma
tran dé mém.

— Thit hai, phuong phap chuyén vi hay la phuong phap ma tran
d9 cing.
§3. DAO PONG TY DO

1. Phuong phap ma trin dé mém

Xét mot hé dao doéng ¢6 n bac ty do nhu trén hinh 16.6. Duéi tac
dung clia mdt xung ban dau, hé sé thuc hién cac chuyén dong dao
déng quanh vi tri caAn bing tinh cta né. Tai mot thoi diém bat ky cta
chuyén ddng, cac chuyén vi thang tudng ing cta cic khéi lugng m,,
m,, my, ..., m, 1& x,(t), x,(t), ..., x,(t), ..., x,(t). Do vay theo phuong dao
dong cac lue quén tinh dit vao cac khéi luong c6 biéu thite:

O L =-m ¥, (t)
L =-m, X, (1)

........... . (16.43)

............

Né&u goi 5,; 1a chuyén vi clia m; do mét lyc bing don vi dat vao
m;, theo phudng dao déng gay ra thi duéi tac dung cua (féc luc quan
tinh, khéi lugng thit k bat ky m, (k, j = 1, ..., n) c6 chuyén vi x,(t) va
dudge xac dinh theo nguyén ly cdng tic dung nhu sau:

Phudng trinh thi k dang khai trién

() =18, + Lo, +... + L8, +... + 1§, (16.44a)
(= 1,n)
Dang ma tran:

{x} = [p]{1} (16.44b)
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Thay vao hé phudng trinh 16.44 cac Iuc quén tinh cé gia tri
tudng dng trong 16.43, ta nhan duge dudi dang khai trién va ma tran

nhu sau:
Phuong trinh thi k:

X, () + m, %, (1)8,, + my%,(t)3,,+ ... +m%, (t)5,+...+
(16.45a)

+ mnxn (t)skn =0

(k=1,n)
Dang ma tran:
(X} + [M] {X}[D] =0 (16.45b)
a) m, my m, Mp
X (1) ! I= mw
I, (1)

Il L)
1 o

@ W

Hinh 16.6.
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Nghiém cua hé phuong trinh vi phan (16.45) dudc tim dudi dang:

xk(tj = A;.sin(}nt +¢) 7 (k=1Ln) (16.46)

)

Thay (16.46) véi %X (t)=-A 0’ sinlo+¢), (=1, 2, ..., n) vao hé
(16.45) ta di dén hé phuong trinh dang khai trién:

Phuong trinh thit k cia hé:

..............................

+...+m.5, 0% A, = 0, (16.47)

.........................

Hé phudng trinh (16.47) dac trung cho chuyén dong cta hé dao
déng tu do nhiéu bac ty do. Trong cAc biéu thitc trén ta da ky hiéu:

(A, A, ... A ... A) 1A cic bign dé dao dong tu do cha hé;

® 1a tan s6 dao déng ty do cia hé;

8; 1a cac hé s6 &nh hudng biéu thi chuyén vi theo phuong i do lyc
biing don vi dat vao khdi lugng m; (hinh 16.6¢c) theo phudng dao déng
giy ra.

Theo dinh ly cia J. Maxwell, ta luén cé: §; =3,

Cac 4n sd clia hé (16.47) 1a cac bién d6 A, Cac nghiém tdm
thudng A, = A, =...= A, = 0 khong lam ching ta quan tdm boi vi
ching dac trung cho trang thai cAn bang tinh. D& hé ¢6 thé thuc hién

cac dao déng thi diéu kién cdn va da 12 dinh thdce chinh cia hé
(16.47) phai bing 0:
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A@)=0 hoac la | o*[D][M]-[E]| =0 (16.48)

Sau khi khai trién dinh thte, ta nhan duge phudng trinh dai sé

b4c n cua w?, dugc goi l1a “phudng trinh dic trung” hay “phuong trinh
tan sd”.

Giai phuong trinh (16.48) ta sé& nhan dugdc cac nghiém thuc
duong ctia ® thé hién cac tn sé dao déng tudo o, (i = 1, 2, ..., n) cila
hé dao dong.

Pé don gian tinh toan, ta chia hai vé& cia (16.48) cho o va dit
A = /o® va dinh thidc (16.48) c6 dang:

(m,8;—1) myd,, By -8y,

m, 5y, (m,By—2) -8y M8y,
W= | md, My8ys - . . (MR - .. m3y, |7 [D)M]-21[E]|=0
(16.49)

mlsnl m25n2 et mk8nk T (mnsnn—k)

Khai trién dinh thuc ta nhan dude phuong trinh:
A+ a A+t +a A+ a, = 0 (16.50)

Gi tri I6n nhat cia A (trong s6 cac nghiém) tudng ng véi gia tri
nhé nhit cia o va duge ky hiéu la o,. BAt ky mét nghiém @, ndo khac
cling sé ¢ gia tri o, > ©,;, duge goi 12 tin s dao déng ty do ing véi
mot thi i.

Nhé c6 cac tidn sé riéng w, ma ta xic dinh dugc cac tAn sé
f.= ®; / 2r v cac chu ky riéng T; = Uf, = 2n/w;. S8 lugng cac gia tri
riéng sé tuong ng vai sé bac tut do déng luc. Do vay quan hé cia céc
gia tri riéng dude sép xép nhu sau:
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MM > Ay > > > >,
O, <O; <3< ., <O <. <O,
fi<f<fy<..<f,<..f,
T, >T,>T,>..>T,>..>T,
M&i mét gia tri riéng tudng tng véi mét dang (mét) dao déng
riéng.
Khi thay vio phudng trinh (16.47) 14n lugt cac gia tri A, tim dugc
t phuong trinh (16.50) ta cé:
Phuong trinh thit k cia dang khai trién:

m8y; Ay + M3, Ay + ...+ (M —2) Ay +.. .+ mF A =0
.......... &k=Ln) ..... ..... (16.51)

. ) A
Néu ta ky higu ¢,; = -;\& k=1, 2, ..., n) thi hé (16.51) ¢6 dang:

[ B
1=/ oY PIL o™

1=¢13 ¢13 ¢I1]

Hinh 16.7.
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Db1 véi phuong trinh thi k:

mydyy by + .+ (M, —A) &y + ...+ M8, =-md,, (16.52)

Hé phudng trinh (16.52) 12 hé ¢6 n phuong trinh véi (n — 1) 4n sd 1a
Gay -y §,- Cac toa d6 tim dude bang cach giai hé phuong trinh véi (n — 1)
phuong trinh diu ca hé trén, con phuong trinh cudi ding dé kiém tra.
Sau khi giai hé nay dng v8i méi gia tri xac dinh cia w; hay A, ta s& duge
mdt vecta cot xac dinh dang caa mot mot dao dong ti do thi i

00 = {811:02+05,.0 0000 s00 |

{ ¢}, — dude goi 1a vectd riéng, né mé ta mét dang riéng cua dao dong,
nghia 1a mé ta cau hinh cia hé dng véi tin s6 thid i, thudng goi 1a mét
thi i cia dao déng. Trén hinh 16.7 1a ba mét d4u tién cia dao dong img
vél cac tin s6 ®,. ®,, w,; Duéi dang ma trin cic phuong trinh (16.47),
(16.51) va (16.52) dugc viét lai nhu sau:

(0* [D][M]-[E] }[A] = [o] (16.53)
([D]M] -2 [E]) [A] = [o] ; (16.54)
([p] M] - & [E]) o] = [o]. - (1659)
[ 8, 8, . By . &, ] @, ]
By By o By e Oy D,
trongds: DI=| 5 5 5, . 5, |7 ék
5, 5 o By o B | o, |
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m 0 .. 0 .. 0

0 m, .. 0
M] = ;
0 0 ... m 0
| 0 0 0 .. m |
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
Fl=|0 0 0 ... 1 0
0 0 0 0 1

d day: [D] - ma tran d6 mém;
[M] — ma tran khél lugng hay ma trin quan tinh;
[E] — ma tran don vi; \

[®] — ma tran c6t, biéu dién mét mét dao dong tu do.
Céc tri néng sé duge tim ti cac phuong trinh dac trung sau day:
Aw)=|o? [D][M]-[E]| = 0 (16.56)
hose:
am=| [D]M] -2 [E]| =0 (16.57)

Cac vectd riéng c6 thé tim bing cach thay thé méi mét 14n gi tri A,
vao phudng trinh (16.55), tir d6 ta x4ac dinh dudgc:
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[o]; = {o.}, - (16.58)

(]

D61 véi hé 1 bac tu do phudng trinh (16.55) va (16.56) cho ta:

O,=+1 vﬁm2511m1—1=0.Dodézm2=]—haymz 1

TRL 8,m, ‘
2. Phuong phap ma tran dé eing

Mot hé dong Iyc dude bidu dién trén hinh (16.8a) nhu 13 mdt vi dy,
c6 n bac ty do, ¢6 thé thite hién mét chuyén déng dao déng xung quanh vi
tri cin bang tinh sau mo6t kich déng tic thsi bén ngoai. Khi ay cac
chuyén vi ngang cta cac khéi Iugng 1a x,(t), X,(t), ..., x,(t).

R(H
” / k
2 o . n e DD ] i

) ) Ae
J I
. 4. 27N
v

7 ,
I / W Nl g

m R((.) r
! l X,(t) ! 1 ax 7 f~
rLZ 77 7 % L L77 L7

a) b) <)

Hinh 16.8.

Né&u ta tudng tudng ring tit ca cac bac tit do déu bi chan bdi cac goi
tya don ap dit theo phuong cac chuyén vi ngang x(t) trir chuvén vi x,(t),
tai d6 hé chi chiu mot luc Ry, (t) va giy ra chuyén vi cia m,, thi 3 cac géi
tua ap dat s& xuat hién cac phan hue R. Tuong tu nhut vay cé thé lip lai
qua trinh néi trén d6i véi mdi mic dat khéi lugng va sé nhan duge mbi
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1an nhu thé mdt luc quéan tinh I(t) va cac phan lyc lién két tuong ting R;
tai cac goi do ap dat. Thuc té hé 1a tu do chit khéng c6 géi chin cac
chuyén vi cta céc khéi lugng, vi thé phan lue d cac gbi tua do tat ca cac
nguyén nhan giy ra phai bang 0. Cu thé 1a:

R,= -1t + i:rkj.x](t) 0 (k=1n) (16.59)

trong dé:
I, = —m, %, (t) 1 Iuc quan tinh dat vao m, (16.60)
Duéi dang khai trién, hé phudng trinh (16.59) dudc viét:
D61 v6i phuong trinh thi k:

1%, (£) + 10X, () + Tygd(t) + oo + Ty (t) + . 1% () =0 (16.61)

Néu thira nhan nghiém riéng cia hé nay duéi dang:
x,(t) = A,.sin(ot + @) k=12, ..,n)
thi hé (16.61) trd thanh:
Dé1 vé phuong trinh thi k:

oA A+ L+ (o, —moe) A+ 4+ A =0 (16.62)
&=1n)

trong dé r, biéu didn cac phan lyc tim dugc tai lién két j, khi ta ap dat
mot chuyén vi cudng buc bing don vi tai gbi k theo phuong k. Theo dinh
1y ctia L. Rayleigh ta ludn ¢é: r, =

Hé (16.62) 14 hé tuyén tinh va thudn nhat. Do dé, d€ ¢6 nghiém khac
0, thi dinh thifc chinh cia né phai bing 0. Dinh thic nay cho ta phuong
trinh dac trung va cac nghiém cia né la cac tan s6 dao dong riéng ciia hé
(0, <0y <... <0, <...<O,).
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(ryy—moe?) 1y, Ty Tin
Iy, (ryy — QOZ) Yoy Ton
A\ = (16.63)
Ty Yio (T — M) 1y,
rn] rn2 rnk (rnn - mnwz)
Dudi dang ma tran, hé phudng trinh (16.62) s& c6 dang:
([R]-w’[M]][A] = [o] (16.64)
(16.65)

[o]

Tuong tu ta cé: ( R]- o [M]) (o]
Trong d6 ma tran [R] goi 12 ma tran dé cimg chita cac hé s6 cimg r,,

14 ma tran vudng dé1 xdng cdp n x n.
Cac tri riéng o, 1a cac nghiém cua phuong trinh:

» Aw) = | Rl -o*M] | =0
Céc vectd riéng dudc tim bing cach thay thé 1an lugt méi mét 1an cac

(16.67)

(16.66)

tin s6 riéng o, vao trong hé (16.62) hoac (16.65):
(R] - o2 M]) [@] = [o]

Truong hgp hé 1 bac ty do, tif phuong trinh (16.65) ta rit ra:
O, =+1va (z)f=r’—' hay o, = T
Y |

3. Quan hé giita ma tran [D] va [R]
Tw cac phucng trinh (16.53) va (16.64), ta c6 thé tim dudc méi lién

hé gitia hal ma tran [D] va {R]. That vay tlr (16.53) ta ¢6:

([E]- o*[D] M]) o] = [0] (16.68)

Mat khac tir phudng trinh (16.65) ta cé:

([R]- o’ M]) [®] = [o] (16.69)
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Nhan trai 2 vé ctia (16.69) véi [R]™ ta nhan duge:

(RI"R]-o’'[RI'[M))[0] = [o] 670
Viring [R]" [R] = [E], nén ta cé:

(- o [R]"M]) [®] = [o] (16.71)
So sanh 2 phuong trinh (16.68) va (16.71) ta rt ra:
[D] = [R]" hay [D][R] = [E] (16.72)

Vay ma tran dé mém chinh 13 ma tran nghich dao ciia ma tran dd
ameg.

§4. DAO DPONG CUONG BUC

1. Phuong phap Iic quan tinh - ma tran dé mém

Ta hay xét mot hé dao dong cé n bac td do chiu cac lue kich dong c6
cung tan sd 0: F,t) = F,,. sinbt (=1, 2, ..., n) nhu trén hinh 16.9a trong
d6 cac bién @6 F, , va cac tdn s8 0 cho trude. Tai mot thai diém chuyén vi
ngang ca cac khdi lugng theo phudng dao déng 12: x,(t), x,(t), ..., (%), ...,
X,(t).

Duéi tac dung dong thdi cla cic Iuc quan tinh I, va lyc kich déng
F(t) (hinh 16.9b) thi cac chuyén vi ndy ¢6 thé dudge xac dinh qua cac hé s&
anh hudng (d6 mém) theo nguyén ly céng tac dung:

Chuyén vi cia khéi lugng thit k:

> (16.73)

Thay céac I,(t) trong (16.43) vao (16.73) ta dudc dé1 véi phuong trinh
thi k cua hé:
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Xty K 4 (t) 8y, + My, % o) Sp + ..o + My K ()0 + ... +

£y KO8~ Y F (18, =0
3=l

L (16.74)

trong d6:

& 1a chuyén vi theo phuong khéi luong my do luc F , = 1gayra.

8, 12 chuyén vi theo phuong dao déng ctta khéi ludng m, do hic don
vi @it vao khél lugng m; theo phuong dao déng cia m, giy ra. Nghiém
cha hé phuong trinh (16.74) trong trudng hgp tdng quat c6 dang:

x(t) = x(t) + xg(t)

RE)  BH) 10 F.()
fodn 3 o %
a) 1
x,ci) Vi x,(1)
X, (1) ka)
Et)  EQ) £d) E(l)
%)I' 1% (14
i HENES
/
X, (1) X (f)
x,(t) )

Hinh 16.9.
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trong d6: x,(t) 12 nghiém cua hé phudng trinh thuin nhat (nghiém dao
déng tu do);

x(t) 12 nghiém riéng ctia hé phuong trinh c¢6 vé phai (nghiém
dao ddng cudng buc).

Do tac dung cta luc can ma cac dao ddng tu do chi ton tai trong giai
doan chuyén tiép. Sau mdt khoang thdi gian nio d6 dao déng nay mat di
va chi con lai ché& d6 binh 6n véi nhiing dao déng cudng bitc x(t) = x(t).

Gia st ring nghiém ctia hé trén (chuyén vi cudng bitc theo phuong
dao doéng cua cac khéi lugng) c6 dang:
X(t) = Bsinbt, k=12, ..., n) (16.75)
trong dé: B, 12 bién dd clia chuyén vi cudng biic cia khéi lugng thit k va
0 14 tan sb cua né.
Bing cach thay vao hé (16.74) cac biéu thic trén cta x,(t) va cac
quan hé:
%, (t) = -6%B,.8inbt k=1,n)
F(t) = F,,.sin t G=1,m)
ta thu duge mét hé phuong trinh dai s8 biéu dién dao déng cudng bic
theo bign d6 chuyén vi:
D61 véi phuong trinh thu k:
m,8,,.0%B, + mj,. §,,6%.B, + ... + (m,.5,,6%-1). B, + .. +
(16.76)
+ mnéknGQBn + Ak,o = 0

Heé phuong trinh (16.76) ¢6 thé biéu difn duéi dang ma tran nhu
sau:

(0*[D][M] - [E]) {B} + {A} = {0} (16.77)

490



Dé bibu dién dao dong cudng biic theo bién db cac luc quan tinh, ta
¢6 thé viét phuong trinh (16.77) dudi dang:

o' [D][M] (B} - [E] B} + {a} = {0} (678

Ma tran ¢t cac bién dd luc quan tinh c6 biéu thuc:

[ ), ] (6>.m B,
J, 6’.m,B,
n=1 1=06"|M|{B}= ’ 16.79
{1} ), [M] {B} o' m.B, (16.79)
| J, ] | 6°.m B, |

Ta nhan (16.79) véi [M] ™. Cu thé la:

M {1} = & [M]" [M]{B} (16.80)
M3t khéc ta lai cé: [M]' [M] = [E]
Phuong trinh (16.80) trd thanh:

[E]{B} = 617 [M]™ {5} (16.81)
Thay céc két qua (16.79) va (16.81) vao phudng trinh (16.78) ta c6:

[P} - 55 M {1} + 4} = {0

Hoic la:
[mréhﬂjm+m=m} (1682
Néu ky hiéu:
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[p'] = [p]- el—z [M]" (16.83)

Phuong trinh (16.82) trd thanh:
ID*] 4} + {a} = {0} (16.84)
D4y 12 phuong trinh biéu dién dao dong cudng bitc theo bién db luc
quan tinh dudi dang ma tran. N6 cho phép ta tim duge ma tran cét {J}.

Dé thiy ring ma tran (D] nhan dude bang cach thay dudng chéo
chinh ctia ma tran [D] bing dudng chéo chinh véi cac phan ti:

. 1
S = — m, o’

&= 1,n)

Pé cho phuong trinh (16.84) c6 nghiém khac khong thi dinh thie
cua né phai khae khéng.

Trong truong hgp d6 ta cé:
0 [D][M]-[1] = 0 (16.85)
Hay la: | D[ = l [D]——el7 M]'| =0 (16.86)

Néu |D’| = 0 thi vectd bién d§ luc quén tinh {J} va vectd bién d6 dao

déng cudng biic {B} c6 cic gia tri tién tdi vo cling, nghia 14 diéu kién cong
hudng xay ra: 6 = o, .

2. Phuong phap chuyén vi — ma tran do citng

Gia sl ring hé khao sat chiu tac dung cia cac luc kich déng diéu
hoa nhu myc trén. Khi 8y chuyén vi cia cac khéi higng theo phuong dao
déng s& nhan dude tit vide giai phuong trinh ma tran sau day:

[R*1{B} + {R} = {0} (16.87)
Véi: [R'] = [R] -9’ [M] la ma tran dd ciing thu gon.

Sau khi gidi hé nay, ma tran bién d6 chuyén vi duge xac dinh va do
d6 cac lyc tudng dudng tinh cye dai sé 1a:
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{P,} = [R]{B} (16.86)
Dé tranh cong hudng thi [R] cAn phai khac khéng, cu thé 1a:
I[R]-0*[M]| = 0.

§5. CAC Vi DU MINH HOA
Vidu 1

DPdi véi khung 3 tdng nhu trén hinh 16.10a bi dao dong ngang do
déng dat gay ra, hay xac dinh cic gia tri riéng va vectd riéng khi sif dung
phuong phédp ma tran d6 cing. Gia thiét cac dam c6 d6 cling v6 han.

3 m " 3134 1873 0408
T 3 G853
951 2 asr | s 8723
o II - 757 T "z
5 . 5264
Pavi 2 m 71 h
JY 27 21 p m, 1
2L g 2 IJL |
‘ 231 | + 257 | w
' ' oy . W@ 3
d) 4[[ ’.;1 b)
F [ !, 1 ";Z
\ \ \ \41“[’ R N h \\r'
AN hN AN \ '\ \ N Sh
I > N I .
// // ,/ J // ’;, / ’ // /;__‘__’;1
77J 7&; ﬂL k )
— ﬁc) - YA . 7; rrL JLr
[ / / / 33
/ i / ,/' 4
4 /
R
|
A
e
]
Hinh 16.10.
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L]

GIALI:

Khi nghién extu dao déng ngang cta khung, chiing ta c6 thé gia thiét
cac khéi lugng tap trung trén tiing tang, vi vay hé c¢6 3 bac tu do. Viée
tinh toan cac chu ky riéng cila né nhd vao phudng trinh sau:

[R]-w*[M] | =0
Cac hé s6 ciing hay con goi 1a cac phan luc don vi duge xac dinh nhu
trong chudng 11. Cic hé s nay c6 gia tri nhu sau:
r, = 166 EJ/h*; r,;=-60EJh?®; r,=0;
r,, = -60EJ/h®; r,,= 96 EJh® ; Yy, =-36 EJ/h?;
ry, =0

i rp= -36EJh®; r,.,=36EJh?;

K& dén cac gia tri da chi ra & trén va cac khéi lugng trén hinh
16.10b, ¢, d, e, ta ¢6 cac ma tran tuong (ng:

I, fy Ty (13 -5 0

[R]= Iy Tp Tl = BE‘ -5 8 -3
L, b, Iy h LO -3 3

m, 0 0 [2 0 0
[M]=]0 m, 0] =m]|]0 2 0
0 0 m, |0 0 1

» hJ NJ
Khi dua vao ky-hiéu: o = lmTEj ®? phuong trinh dic trung tre

thanh:
13 -5 0 200 (13-2a) -5 0
-5 8 -3|-al0 2 0= -5 (8-2a) -3 =0
0 -3 3 0 01 0 -3 B-a)

Hotc 12 8 dang khai trién:
4a® - 54a? + 187a - 120 = 0

T d6 cac nghiém cta phuong trinh nay la:
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RS k)
ln;;.l o) 5 0,=4,366= mh_ ©3 ;

o, = 0,827 = S5

3
.= 8307= T 2
12EJ

TR cAc o, cAc tan s6 riéng o, dude mit ra nhu sau:

o, =3,150. 1/ EJ1 ; ©,=7,238. W/E,‘— ; 0y =9,984 . ,’ EJ} .
mh- mh- mh-

Céc vectd riéng dude xac dinh ti phudng trinh tdng quat (16.67). D6
13 hé ba phuong trinh 3 an:

(13-2a) &, ~ 5 =0
~8¢;; + (8 ~ 20) ¢; — 3¢y, = 0 (=123
—3¢2,i + (3 - a',) ¢3,i =0

Ung véi mbi gia tri clia i s& c6 mdt tin s, ta gid thist: ¢,, = ¢,, = 6,5
= 1,000.

- Pé tim dang riéng thi nhit cia dao déng, chung ta lay:

a, = 0827
¢, = 1,000

Sau d6 thay vao hé phudng trinh t6ng quat, ta duge:

(13-2.0,827) .1 — 5¢,, =0
5.1+ @8-2.0827)¢,, — 3¢5, =0
~-3¢,, + 3 - 0,827) ¢, =0

Tu d6 ching ta nhan dudc: ¢,, =2,264 va ¢,, =3,134.

— Dé tim dang riéng thi hai ctia dao déng, ta 14y:

o, = 4,366
¢, = 1,000

Tuong tu nhu trén, ta cé: §,, = 0,853 ; ¢, =—1,873.
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— D& tim dang riéng thit ba ctia dao dong, ta 1ay:

o = 8307
¢, = 1,000
Chung ta tim duge: ¢, =-0,723 ; ¢, = 0,408.

V61 cac gia tri vita tim dugce, ching ta c6 thé biéu dién cac dang dao
ddng riéng nhu trén hinh 16.10b.

Ta thdy rang cac dao dong riéng § trén tric giao véi nhau. That vay:

3
( > m.6,,.4,, =2m.1.1 + 2m.2,269.0,853 + m.3,134.(~1,873) = 0
k=1
3
{ > my.dy5-04 =2m.1.1 + 2m.0,,853.(- 0,723) + m (- 1,873).0,428 = 0
k=1

3
> medy .05 =2ml1+2m.(-0,723).2,269 + m.0,408.3,134 = 0
\ k=1

Vidu2

Hay vé biéu d6 mdémen uén dong lyc, tinh cac d6 vong ddng cyc tri
va kiém tra bén ddi vdi truc lién tuc dudng kinh D cho trén hinh 16.11a.
Truc nay chiu tac dung ddng thdi cla tai trong tinh Q = m.g = 50 kN va
Iyc kich dong F@) = Fsinbt. Cho trude cac gia tri: F, = 30 kN; 6 = 35
rad/s; E = 2.10* kN/em? /=6,00 m; D = 19,68 cm, [o] = 23 kN/em?.

GIAI
Sau khi tinh toan tinh, ching ta thiy ring dudi tdc dung cua tai

trong Q, d6 vong tinh chia dam siéu tinh nay tai vi tri dit khéi lugng m co
gia tri nhu sau:

23 QY 23 50.6°
° 1536 El 1536 30000

= 0,0054m = 0,54cm

Vi vay tén s6 riéng cia hé la:

o = g 281 =42,6 rad/s
AT, 0,54
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va do dé hé s6 dong luc cé gia tri:
1 1 1

ky=—— = —————— = ———— =308
1-(6/0) 1-(35/42,6) 1-0675
F(t)
% El
A 9= m2 A A
Yool z I

+ 1 1 7

p=1424 kN 80,2 kNm
b/ Mpax
174,0kNm

51,6 kNm

L P "
| e

P = 42 4kN
max

Hinh 16.11.
Bién d6 16n nhat sé& la:
23 FE 23 30.6°
=k,A. =k,. =0 = 308
Agmax = KBy =Ky 1536 El 1536 ~ 3000
=+0,0099 m=+1cm.

Gia tri luc tinh tuong duong do anh hudng déng hic cta lye kich
dong sé la:

F, = tk,F, = +3,08.30 = +92,4 kN
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Luc nay c6 thé tac dung theo chiéu nay hodc chiéu kia, theo chiéu
nay luc tdng cdng c6 gia tri 16n nhat:

Pl =Q + F,

max

il

50 + 92,4 =142,4 kN
con theo chiéu kia c6 gia tri nho nhat:

PY) = Q- F, =50 - 9,24 = —42,4kN

max

Céac biéu dé mémen udh tuong tng dude cho trén hinh 8.11b va c.
Dé1 véi db vong, ta ¢6 2 gia tri nguge dau nhau:
AV, = Ar + A = 0,54 + 0,99 = +1,53cm

max

A = Ay = Apye = 0,50 — 0,99 = -0,45 em.

Tu d6 ching ta tinh duge:
@ _ M. _ 174100

max

max = 22,83 kN/Cm2 < [0’]
W 762,2

max

e W 762,2

M- . ‘
O - _ 36100 eNfem? < (o]

Truc 1am viéc an toan vé bén.
II1. DAO BONG HE VO HAN BAC TU DO

Trong muc nay ta xét dao déng ngang cia dim, mét bai toan dién
hinh va thuong gip trong ky thuat.

§6. DAO BONG TU DO

Phuong trinh vi phan cia dam chiu tai trong tinh da gip trong
chuong 8 ¢6 dang:

? = M" 5 ™ = i(i)
V'(2) ] hoac V™(z) = (16.87)

X X
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Khi thay vao phudng trinh vi phan nay tai trong ngang bang luc
quan tinh véi q(z) = 0, theo nguyén ly ’Alembert ta nhin duge phuong
trinh vi phan dao déng tuy do:

EJ, . Z;Y = -m, ‘;Y (16.88)
d ddy m 1a khéi lugng tinh trén mdt don vi chiéu dai clia dam.
Ta biéu dién nghiém (16.88) dudi dang tach bién:
Vz, t) = ¥(2) .9t (a)
Thay (a) vao (16.88) véi ky hidu A* = E'}‘ ta dudc:
’ )
)3.‘;1(2) > dj‘(Z) =T QI(T) ' éa‘(f'(t‘) = hang

Ta ky hiéu hing nay bing o’ khi 4y thu dugc hai phuong trinh vi
phéan thuong la:

2
Tol) L o g = 0 ®)
dt
4
E—‘%%(_z_)_ 0?02 W(z) = 0 (c)
dz
Nghiém cua (b) c6 dang:

o) = A,sin (ot + )
Nghiém ctia (c) c6 thé viét:
¥(z) = a.sin (z M) + b.cos {z M) +c.sh (z JT(:)_) +d.ch (z M)
Bdi vi phudng trinh dic trung cua (c) la: k* — 0®* = 0.
c6 nghitm k, = A0, k,= -/ Ao, k=i o, k,=—i/Ao.
Bay gio nghiém (a) sé la:
V(z, t) =¥(2). ¢(t) =
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= lA.sin [zJXE) + B.cos(z M) +C. sh(z M) + D.ch(z @ )]
.sin (ot +8) (16.89)

Cac hing 86 A, B, C, D va 8 dude xac dinh tir cac didu kién bién va
diéu kién diu. Vi dy, @61 véi dAm tua khép trén hai dau cudi:

taiz=0, V@O, t) =0, V'©O,t) =0
taz=I[ V{t)=0, V€t =0

Bén diéu kién nay xac dinh bon phuong trinh thuin nhat tim A, B, C,
D. Dé c6 nghiém khong tim thudng dinh thic cia hé nay phai bing
khéng. Diéu kién nay cho ta:

sin (I Xo).sh (I y20) = 0 (16.90)

Khi sh (Z \/E) = Ota c6 nghiém tdm thudng Ao =0, do dé:

sinll 30 ) =0 (16.91)

Hay: IJho =krn v61k=1,23, ...
Do d6 o, duge xac dinh:

— (16.92)

o, = k“

D41 v8i mdt co ban ctia dao dong, tin s6 vong la:
o, =n* 4 EJ /ml*

Nghiém day du ctia bai toan sé la:
V(z, t) = ivk (z.t) = i [Ak sin[zw/)unk )+Bk cos(z Lo, +
k=1 k=1

+Cysh (z /Ao, ) +Dyeh(z Ao, ) ] sin (o} +8,)  (1693)

500



§7. DAO DONG CUONG BUC

Khi c6 mit ngoai lyc kich déng gy(z, t) thi phudng trinh dao déng
cudng bde cé dang:
a‘v R
e N e

EJ = qz, t) (16.94)

Xét truong hgp kich dong 1a lue tap trung tai z = z, va cé dang:
P(t) = P, sin6t

P61 véi dim tua khép & hai dau, ta o6 thé biéu dién nghiém can tim
duéi dang théa man diéu kién bién:

V(z,t) = a(t). sin (nz/l) (16.95)

Nhan ca hai v&€ ctua (16.94) véi (16.95) va tich phan tit 0 dén ! ta
di dén:

! 437 2y
o'V o'V =
El], — +m - q (z,t)} Vdz = 0
0'[': 624 atz y

Hay la:
4 !l
a(t) . [EJl a(t)% +m5(t)] . % - a(t). fqy(z,t)sin EIE dz =0
0

C6 thé xem lyc tap trung P(t) nhu 12 lyc phéan bd trén doan
z,— € <z <z, + & c6 cudng db q, = P,8(z — z,), khi d6:
) z,+¢
Iq , (z,t)sin-nl—Z dz = J‘ P, 5(z-z,)sin6t sin% dz =
0 z, ¢

= P_.sinBt.sin (n—lzi]

Cuéi cung ta thu dudc:

4
i()m + EJ‘n—;ﬂ = 2Il)° sin6t. sin ["ZZJ
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hay la:

a1 + o a(t) = Q,.sinbt. sin (nlz"} = f(t) (a)

) ! 2P
Trong d6 ta da dat: o, = EJ, 7;—4 vaQ,= ; .
m

Nghiém riéng ctia (a) theo tich phan Duhamel nhu sau:

Q,.sin 9t.sin( nlz_s) ]

b 3
6" —w,

a, (t) = 1 J’f(t)sinm(t—r)dt =
(0] P

Nghiém téng quat cia (a) la:
a(t) = A.sin(w, t) + B.cos (0,t) + a, (1) (16.96)

Do d6 nghiém cua (16.94) véi diéu kién néu trén la:
V(z.t) = a(t). sin[lt-;] (16.97)

Cac hing s6 A, B trong (16.96) dude xac dinh tir diéu kién dau.
Vidy, tait =0, V(z, 0)= 0, V(2,0) =0thi B=0va

Qo.sin[r-t;"—] .0

62 _mf]‘ml

IV. HE CHIU TAI TRONG VA CHAM

A=-—

Va cham la hién tugng tac dung tudng hé co hoc dién ra trong
mét khoang thdi gian rit ngan va gay ra su d6t bién van tée cia cac
chit diém trong hé (hinh 16.12).

Trong gido trinh nay ching ta chi nghién cifu va cham gia hai
vat ran khi séng bién dang truyén lan theo phuong va cham va séng
bién dang truyén theo phudng vuéng géc véi phuong va cham vdi thoi
" gian va cham kéo dai ¢a tit 107 + 107 giay.
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§8. PHUONG PHAP GAN DUNG TRONG VA CHAM

D4 thi biéu dién quy luat bién thién theo thdi gian cua luc va
cham giiia hai vat rin duge cho trén hinh 16.12b. Ung véi diém c luc
va cham c6 gia tri ldn nhit. Tung d6 cha 86 thi P(t) qua c chia dé thi
thanh hai phan, tuong Ung vdi hai pha cua va cham.

Trong pha thi nhdt: trong tAm cia cac vat va cham dich gan lai
vt nhau, ¢on luce va cham (ldc tudng hd) ting din va dat dude gia tri
cuc dai & thoi diém van tée tuong déi gilta chiing bing khong va c6 db
dich gan l6n nhat.

Hinh 16.12.
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Trong pha thi# hai: (pha phuc héi) trong tdm cta cic vat va
cham din xa nhau, ¢on lyc tuong hé giam din vé khong khi hai vat
ngimg tiép xic hodc din dén gia tri hing bing trong lugng vat gay
va cham, néu va cham la khéng dan héi tuyét déi. Do qua trinh va
cham dién ra trong mdt khoang thdi gian rit ngin, nén viéc xac dinh
chinh xac cac tac dung ngoai 18n d6i tugng bi va cham 1a hét siic kho
khian va phic tap.

Chinh vi 1y do dé ta cAn phai tinh toan gdn dung qué trinh nay
véi gid thiét 1a vat gAy va cham truyén cho vat bi va cham tai diém
va cham chi mét téc d6 ban ddu, cdn vat bj va cham chua kip chuyén
vi. Bai toan dit ra 1a xac dinh chuyén vi déng luc cia diém bj va
cham. Khi di biét chuyén vi nay, ta hoan toan cé thé giai quyét bai
toAn vé Ung suit sinh ra trong hé chiu va cham bing cach dan bai
toan déng luc nay vé bai toan tinh tuong dudng. Cu thé 1a xac dinh
mét lyc dat tinh vao diém va cham sao cho né giy ra chuyén vi déng
16n nhat trong hé. Nguoi ta quy ude goi Iuc nhu thé 1a lyc ddng hay
lyc tinh tudng dudng va duge ky hiéu la P,,.,. Dudi day, ching ta sé
nghién cdu hai giai phap dan bai toadn va cham vé bai toan tinh
tuong duong néi trén.

1. Giai phap 1

Gia st ¢6 mdt vat trong ludng Q va cham vao mét vat khac trong
lugng G, gin vao dau mét 16 xo khéng trong luong (hinh 16.12c). Va
cham dugec xem 13 tuyét dai khong dan hai. Goi k 13 dd cimng ctia 16
x0, chuyén vi tinh cia 16 xo do luc Q nay dat tinh gy ra la:

AT, == (a)
Sau va cham, do nhan dudc téc dd ban dau 3 dau 16 xo, ma 16 xo
bi co lai mét doan A, (hinh 16.12d) do mét luc ddong Py nao dé gay ra

la:

Ay = 5 (b)
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Van tdc cua vat gdy va cham ngay trude hic va cham cé biéu
thudc:

V; = 2gh (©)

Goi V| la van t6c cua hai vat sau khi két thic va cham va cing
nén 16 xo. Theo dinh 1y bién thién d6ng lugng, ta cé:

QAV<)=[Q+G"]V1 = V, = Q V, (@)
g g g Q+G,

O thdi diém chiu nén 1dn nhat thi Idc nén 16 xo dat cuc dai: P, +
G, va van tbc V, & thdi diém nay ciing bing khéng. Theo dinh 1y bién
thién déng nang ta co:

T,-T, =A (e)
trong dé:
2
T,=0; T1=Q+Go V!2= 9 V5 s
2 22(Q+G,)
A= (Q+G)A (8

Mot e thay d6i tac dung tit 16 xo vao G, trong qua trinh va
cham dugc mb ta trén hinh 16.12a.

Céng cua cac luc nay la 4m (vi chiing ngude chiéu véi chiéu
chuyén d6ng) va bang dién tich cla biéu @5 (hinh 16.12a):

P A k A’
A= G+GYA-|Gya, + =t | =Qag— —* .
Bay gio, phuong 'rinh (e) tré thanh:
2 2 kA
AQ_JL_ = QAd _ 4
21 (Q+G,) 2
Thay (), (¢) Vac ta 41 dén:
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Giai phudng trinh nay ta tim dude:

/ 2 ATO
Ay = ATg+ \{ ATy + 2h =k, . AT,

1+ =

trong d6: k,, goi 1a hé s6 dong luc khi va cham va bing:

kdv:1+ 1+% lG
Mo gt
Q

7 /s

h h '

(16.98)

(16.99)

(16.100)

IR 7 alied
d
_Za_____r V44 4

a) b)

7

[W77777777/977974

T

C T
/)77

) d) e)

Hinh 16.13.
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Nghiém nhan dudc la nghiémg gin dung, boi vi khi thiét lap
cong thic (16.99) ta di bd qua rat nhiéu yéu t6 anh hudng dén
nghiém thuc cua bai toan.

Vi du, va cham dudc xem la tuyét déi khong dan héi trén thuc té
khéng hoan toan nhu vay. Ngoai ra, ta da bo qua bién dang cuc bd 6
viang bi va cham. Bién dang cuc bd nay cé anh hudng thuc chat dén
két qua cudi cung. Vi vay coéng thic (16.99) cho nghiém gin ding
thién vé an toan. Nghia la gia tri chuyén vi déng A, nhan duge tit
(16.99) Iudn 16n hon chuyén vi déng thuc ma hé phai chiu.

Trong phuong an 1 dé xay dung cong thic tinh A, ta da st dung
lién tiép hai dinh ly da biét trong gido trinh “Cd hoc ly thuyét” 1a
dinh 1y bién thién dong lugng va dinh 1y bién thién déng niang. Cé
thé thiét lap céng thic tinh A; mét cach don gian hon khi sif dung
truc tiép nguyén ly bao toan nang lugng ¢ hoc dudi day.

2. Phuong an 2

Gia st mot lye Q tac dung rat nhanh 1&n ddm & diém c6 toa dd
z = z, (hinh 16.13a). Chuyén vi déng luc cdn tim dude xem 14 ty 1& véi
chuyén vi tinh.

Az = Ky Al2) (16.101)

A(z) — 1a chuyén vi tinh tai hoanh dé z do lyc P dat tinh tai z,

gay ra;

k,, — hé sé dong luc khi va cham.

Theo dinh luat bao toin nang lugng cd hoc thi tdng dong nang T
va thé€ nang U cia hé bao toan 8 mébi thai diém la nhu nhau:

T,+U,=T,+ U, = const

Ta chon trang thai khéng bién dang va vi tri xudt phat cla vat

giy ra va cham cach mit dAm moét khoang 1a h 1am vi tri thd nhat

cta hé. O trang thai nay mdc thé ning cia hé dudge quy ude bing
khéng, nghialaU,=0vaT,=0,suyraT,+ U, =0.
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Trang thai thd hai 1a trang thai hé ¢6 chuyén vi 16n nhat, & dé
toc d6 cua cac diém bang khéng, do d6 T, = 0.

O trang thai nay U, gém c6 U’, cua vat gay va cham. U”, caa
trong lugng vat bi va cham (ddm) va thé& ning bién dang cua vat bi
va cham U™, cu thé la:

U2 - U,2 + Un2 + U’”Q = 0
Cu thé hon:
E
j 5 (c,)? dFdz = 0

F

U,=-Qh+Az) ] - ,ng Aq(z) dz + IH
0 0

hay la:
I

ki Ur - Q [h+ Ayz)] - [mgay(@) dz = 0
0

Chu ¥ dén (16.101), phuong trinh nay tré thanh:
I
k3, Ur — kg, [ QA + J'mgAT(z)dz} -Qh =0 (16.102)
0

Trong (16.102): Uy — thé nang bién dang cia ddm khi chiu uén

tinh:
Aqo — d6 vdng tinh cta dam tai z = z, do Q gay ra.

T (16.102) ta rit ra:

1 ! 2
2k, Uro = QAro + [mgAn(z) dz + \/ [ QAr, + ImgAT(z)dz] +4QhU
0 0

= Qo . Néu bo qua trong lugng ctia vat bj va cham

O day Ugy =
(d&m) thi:
ky =1+ 1+2—h >2 (16.103)
Ay (Zo)
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P61 véi Ung sudt 64y, ta co:

d’ A

'dmax
dz’

T inax

d* A
2

z

O dmax = Esdmax = Eydmu = Eymaxkdv = kdw OTrmax

Cong thic (16.103) c6 thé duge viét theo van téc v, ciia vat va
cham ngay lic s3p tiép xiic véi vat bi va cham:

V2

Ky =1+ | 1+—"o (16.104)
gAT(Zo)
Khi h >> Ay(z,) thi cé thé bé qua don vi & trong can so véi sé
hang thi hai trong né va (16.104) tré thanh:
v

ko =1+ —g—A"—Z (16.105)
T

Khi va cham ngang thi céng thite trén duge viét:

_2h (16.106)

v, -
‘VgAT (Zo; AT(ZO)

Trong trudng hop phai ké dén trong ludng cia d8i tugng bi va
cham thi k,, ¢6 dang:

kdv

v? 1

ky, =1+ [1+_—-2

gAT(zD)'[ Q ]

l+p- =2
Q

(16.107)

Q, 1a trong ludng tong cong cua vit bj va cham.

p — hé s8 thu gon trong lugng phan bd cua vat bi va cham vé
diém va cham (p < 1). H& 86 p dudc xdc dinh gin ding trén cd sd can
bing d6ng nang cua hé khao sat va hé din xuit c6 khéi lugng dén
xuit dat & diém bj va cham.

Khi d&i tugng gAy ra va cham thuyc hién chuyén dong quay ma
khong phai chuyén déng tinh tién nhu & trén va gy ra chuyén vi géc
trong vat bi va cham thi cé thé st dung truc tiép cac céng thiic trén

4
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véi diéu kién thay vao trong cic cdng thite nay v, bdi o, Q , Q bai

g 8
mémen quan tinh ciac khé lugng J, va J,, d6i véi truc quay caa
chung.

Piéu kién bén cta bai toan déng hutc nhu sau:
maxoc, = Ky, Orpax < [04) hodc max 1, = Ky Trmay < (T4]
trong dé:
maxo, va maxt, la ing suit dong tinh toan lén nhit;
Omae TTmay 12 UNg suat 18n nhit do Q dit tinh giy ra;

[64] va [14] 12 ing suit ddng luc cho phép.

§9. KHAI NIEM VE LY THUYET SONG VA CHAM

Nhiing phuong phap nghién citu va cham 4§ tiét §8 la dya trén co
sé thay thé& hé vd han bac tu do bing hé moét bac tu do. Vi thé két qua
nhan duge 1a gin ding. Hé c6 d6 cling cang lén thi nhiing két qua
tinh toan theo phuong phap nay cang kém chinh xac hon. Dé c6
nghiém chinh xac phu hgp véi két qua thi nghiém cin phai st dung
1y thuyét truyén séng va cham.

Ta hiy nghién citu trudng hgp mot vat rin tuyét d6i chuyén
déng véi van téc V, dap vao dau tu do cia mét thanh nhu hinh
16.14a.

Nhiéu nghién ctiu vin dé nay da chi rd réang bién dang nén &
thoi diém bat ddu va cham chi phu thudc vao téc d6 va cham ma
khéng phu thuéc vao khéi lugng cua déi tugng bi va cham. Qua trinh
hinh thanh va phat trién séng va cham trong thanh dugc mé ta trén
hinh 16.14b. Bién dang lén nhat g, va do d6 12 o, phat sinh & thai
diém diu cla qua trinh va cham. Sau dé séng bién dang dugc truyén
di véi téc d6 xac dinh doc theo truc thanh. Sau khi séng téi lan dén
ddu ngAm chia thanh thi bi phan xa trd lai va tiép tuc lan truyén véi
cung toc doé trén theo huéng ngude lai. 3 thai didm xuat hién séng
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phan xa thi dUng suat tai ngdm bing 20,. Khi di dén dau tu do séng
lai phan xa trd lai va di d&n d4u ngam, qua trinh ci thé dude lap di
lap lai lién tuc. Béi vay bién dang tong céng ¢ mdt mat cit nao d6 sé
bi thay d6i theo thoi
gian va theo mot
quy luat phic tap.

v
Ngay nay, cac 7
nghién citu bang thi 2) ///A Eﬂ_ — -_'_—‘%-Z-
nghiém cho phép %
by

x4c dinh du chinh
xac téc dd truyén .

song va gia tri cye i

dai cua bién dang.

Q

Ta hay quan sat
bién dang theo thai
gian d hai mait cit

15

. 10
tu do va ngam cua

mot sd1 didy thép

co
chiéu dai !l = 4,4 m, 0
duong kinh d = 0,8
mm, mét vat trong
lugng Q = 0,5 daN
réi tu do doc theo
day ti dé cao h = 10
cm. Qua trinh bién dang thay déi theo thoi gian § hai mat cit néi
trén duge mo ta trén hinh 16.14d.

Q001

J.__|

A A & A A A a A aa

Hinh 16.14.

Dudng cong 1 12 qua trinh bién dang 6 dau duéi (tu do) cia day,
dudng cong 2 12 qua trinh bién dang 6 dau trén (ngam). Truc hoanh
hinh r#ng cua la thudc do thai gian. D6 thi nay cho th&y diu trén bit
ddu bién dang cham sau ddu duéi mot khoang thoi gian At. Pé 1a thoi
gian cin thiét dé séng chay tir ddu dudi dén ddu trén va dude tinh
theo téc dd truyén séng: t, = l/a. Dé1 véi thép a = 5120 m/s. Trong
trudng hop nay:
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44
¢ = %~ 000086
1T 5120 gy

Thdi gian nay duge do trén dé thi At = 0,0008 gy.

Luc kéo 18n nhat trong day khi va cham dude cho tir d6 thi nay la:
Pymax = 12 daN.

Do d6, iing suat ddng 16n nhat la:

Pdmax 12
Camax = = = 2400 daN/cm?*
F 0,005

Khi d6 hé s6 déng Iuc k,, theo dinh nghia la:
12
k, = Py /Q= = =24.
a amax | @ 0.5

b

P déan dai tinh cha thanh:

05440 _ 0000

Trong lugng cia dia chin & dau duéi G, = 0,475 daN. Do dé,
G./Q=095.
Theo céng thitc gan ding (16.107) ta cé:
kg =1+ |1+ 2.10 ! =231 ~ K,,
0,021 1+0,95

Khi G, rat nhé thi hé s8 déng luc k,, hau nhu khéng phu thudc
Q. Didu nay rat phi hgp véi Iy thuyét séng va cham.

§10. CAC Vi DY AP DUNG

Vi du 1.

Mot thiét bi nhu hinh (16.15a) chuyén déng vdi gia téc W, trén
mat nghiéng a. Hay tinh dng suit cyc dai tai ngam A, Biét Q va
trong lugng 1 m cua thanh la q, dién tich méit cit ngang cua thanh
la F, mémen chéng uén W.
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GIAI

Sd d4 tinh nhu hinh 10.15b.

A

al

Hinh 16.15.

Ung sudt nén do tai trong tinh va déng tai mat cét A la:

!
o, =-(Q+4ql) E‘”— sina — Q+q
gF F

Ung suit uén do lye quan tinh sinh ra tai A nhu sau:

o, == (Ql + 0,5 qlz) M

Gia tri {ing suit phap cuc tri tai mat cat nguy hiém la:
W, cosa

(Q+ql?,-.(1 + &-S)S—a\}
o=+ (Ql+0,5ql? - g

gwW F

Vidu2

Mét thanh nghiéng chiu trong lugng Q v trong lugng ban than q

quay quanh truc thing diing O-O véi téc d6 géc 0 nhu trén hinh
(16.15¢). Hay tinh uing suét phap cuc tri tai mat cat nguy hiém nhat cla
thanh, néu dién tich mat cit ngang va mémen chong uén la F va W.
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GIAI

Mémen udn tai ngam A do Q, q va luc quan tinh (hinh 16.15d)
tuong ing do ching giy ra la:

02 ? sin 2a

M, =(@Q+0,5ql).l cosaa + [Q + q_l] .
3 2¢g

Ligc doc do tac dung tinh va dong luc c6 dang:

2 2
N =(Q + 0,5 ql). Sicosa _ (Q + gl) sina
g

Ung sudt phap 16n nhéat tai mat cit nguy hiém ctia thanh la:

(Q + 0,5ql)62 l cos’a

N M, . - (Q+ql)sina
maxe = -— + = +
F W F
[(Q+%£J 6’ lsin2a/2g+(Q+O,5ql)cosa] N
+
w
Vidu3

M6t thanh mat cit thay d6i chiu va cham dgc nhu hinh 16.16.
Hay tinh ng suit dong 16n nhit?

kd

GIAI
D6 co ngén tinh clia thanh la:

Al = [9-] LY + L =1,8.10%cm
E F, F

Theo cong thuc tinh hé s6 dong lyc ta c6:

3
k,=1+ |1+ =14 }1+2'9‘10 =101
Al 18

Ung sudt tinh 3 phan dudi ca cot 1a:
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Orgq = ?09 2 daN/cm?

Ung suét dong 13 o,,,, =
Ky,-Org = 2.101 = 202 daN/cm?®.

Vidu 4

Mét dAm chiu va cham
nhu hinh 16.17. Hay xac dinh
cac dai lugng dong luc sau
day: My, Vs, Vax?

GIAI

Chuyén vi tinh thing
diing tai diém K la:

ATQ:% +V2=

l.\ lJ
=QG. l_ 4 2
{12131, 48EJ, ]

0:

100 daN

.

\

\

E,=2.10%dalfem®
o 9em

§
S
» '
v
£ = 60cm’
- g
lf-—fﬂcm %
7R
Hinh 16.16.

Do dé hé sé déng luce c6 gia tri:

2h
Ky=1+ (14 —
L]
L J, 1p/2
|
oy 8, =
47 £l o __’__,-—'J:T"—

Hinh 16.17.
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Moémen dong luc tai A la:

MdA = Kdv~MTA = 0!5 Kd\Qll
D6 vong dong tai diém B va K l14n lugt 1a:
li

A L
=K Q- 6EJ, - K Q [12131 ” 48}312}'

Vidub

Mbt vat ning Q = 10 kN rdi tit 6 cao h = 10 cm xudng dam thép
mat cit ngang I, (hinh 16.18a). Tinh d6 véng va Ung suit déng tai
mat cat C d6i véi hai trudng hap:

a) G61 B va D la géi ciing.
b)G6i B va D la cic goi dan hdi ¢6 dé citng Cy = 2000 N/ecm va
CD = 5000 N/em.

GIAI
a) Cac dic trung cha dam L

J, = 1840 cm*, W, = 184 cm?, E = 2.10” N/em? D§ vong tinh do Q gay
ra tai C va A dugc tinh bing phudng phap Mohr — Vérechtchaguinne 1a:

| AS ‘ =0,363cm ; | A% | = 0,454 cm (diém A di xuéng, diém C di lén).

' 2h
Ky =1+ 1+A—A =14+
T

Do 36 ta cé:

V;=-0,363x7,8=—2,80cm

=78cm

5.10° )
ik 7.5=21000 N/em

Kdv_.

0-dlmax Gtm‘lx

b) Truong hop goi B va D tya trén 16 xo. Goi AlA, AIB, AIS, AP 1a
chuyén vj tai A, B, C, D clia dim cimg tuyét ddi do dd lin cta 16 xo & hai
bén gé1 B va D gay ra, ta cé:
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R, 110".5.10°

AlBZ——*"z——.‘ =6,25Cl'ﬂ
C, 4.10°.2.10
1.10* . 1.10°

ap= Ro _LIOTLIOT o
Cyy  4.10°.5.10°

Tt hinh vé suy ra:
A*=794cm ; AI°=2,875cm

D6 vong tinh thuc tai A, C (c6 ké dén d6 lan hoic gidn cha 10 xo).
Ara= A%, =0,454 +7,94= 8,394 cm
Arc = A%, =2,875-0,364=2,512cm

Tinh:

Hinh 16.18.
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Do d6 ta co:
VdC =2,012x2,84=713 cm

5.10°

Camex = Cemax: Kav = x 2,84 = 7725 Nfem?,

Vidu6

Mot vat nang Q = 5 kN bay ngang véi van tdc déu dén cham viao
dau mut thita A cia mét dam chit I (hinh 16.19). Xac dinh van téc t8i
da cua vat ning Q theo diéu kién bén? Cho biét [6] = 16 kN/cm?.
GIAI

Mat ct cé: I, = 1080 cm*; W, = 120 em?®; E = 2.10” N/em?,

Tt diéu kién bén:

maxc,; = maxo,. Ky, < [o]

A=5kN

A
ol
g
5 KkNm

¢ spd 5P

'),LI

Im

L
|

¢l —

Hinh 16.19.

hay:
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hay:
5.107

v
. ———=—— <16 kN/cm?
120 981.0,306

Ta rit ra:

v,= 66,5 cm/s.
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.

TiNH TOAN KET CAU
NGOAI GIOI HAN DAN HOI

§1. NHUNG KHAI NIEM CO BAN

Trong chudng nay ta sé nghién cttu nhiing vat rin bién dang ma
thude tinh vat lidu cia ching khéng tuin theo dinh luat Hooke. D61
véi vat liéu nay, sau khi triét tiéu toan bd tac dong ngoai, vat thé
khong thé phuc héi lai hinh dang ban dau, nghia 1a trong vat thé
xuat hién bi&n dang du.

Vat thé dude goi 1a dan héi — déo néu trong qui trinh chiu tai
nhu thé nao d6 dé trong nd tén tai ca bién dang dan hdi va bién dang
deo.

Khi tinh toan két cau, ngoai giéi han dan héi theo truyén thong,
ngudi ta thudng bit didu bang viéc nghién citu trang thai dan héi, sau
d6 13 trang thai dan déo va cudl cung 14 xac lap tai trong giéi han. D6
14 tai trong ma dudi tac dung cha né két cdu khéng thé tiép tuc lam
viéc duge nita, nghia 13 kha nang lam viéc clia két cau da duge khai
thac hét.
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Vé phuong dién ly thuyét, didu dang néi § cach giai nay la né cho
ta mét bic tranh day du vé cich ing xii clia két c&u trong sudt qua
trinh chiu Iuc. Tuy nhién, cach giai nhu thé qua céng kénh va phiic
tap ma thuc t& ky thuat thudng lai chi yéu cdu xac dinh kha nang
chiu tai thye caa két cau.

¢
68 G [
€. g 5) 3
O
6TH= 6;)\
c) £
Hinh 17.1.

Pé giam bét su phic tap khong cin thiét khi tinh toan két cau
ngoai gidi han dan hdi ngudi ta thudng thay thé cac biéu d6 thi
nghiém kéo bing nhing dudng cong hodc thing, c6 biéu thic toan
hoc don gian nhung x4p xi t6t dudng cong thi nghiém di biét trong
chuong 2 (hinh 17.1).

Trong qui trinh so d6 héa nay, dau hiéu phéan biét giia 6y va o,

khéng con nita. Diéu nay cho phép goi gidi han ty 18 14 gi6i han chay.

§2. UON THUAN TOY DAM LAM BANG VAT LIEU DAN HOI DEO LY
TUONG (hinh 17.1b)

1. Mémen udn gidi han M,

Chung ta sé giai bai toan nay bang phudng phap ngudc theo ting
suit. Cu thé la:
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Trong mién dan héi, nghiém cia bai toan nay la:
M.
G, = Y
% (a)

Gy =0, T T, =Ty, =T, =0

yz zX

Trong mién déo ddi véi vat lidu cé 6,,(k) = 6,,(n), thi cac Ung suit
trong mién déo bay gio la:

Utd: lczl:ochxcxzd = Ty

v y:tyz:tzx:O (b)
Trén hinh (17.2) 14 biéu d4 tng suit phap o, doc theo chiéu cao
ctia mit cat ngang. Tuong ung véi bidu db nay, cac qui luat cla tng

suit theo chiéu cao nhu sau:

6,=-6, khiy < _h )
2
2y : hch hch
G, . khi - 5 <y=< 5 g (©)
G, = Oy khiy > h2°"

8 day h,/2 1a khoang cach tit bién gidi giita ving dan héi va déo dén
18p trung hoa.

Do céc Ung suit trong (¢) khéng phu thudc z, cho nén qui luat
nay nhu nhau trén moi mat cat ngang bat ky.

Piéu kién can bing gila mémen ngoai lic M vi mdémen ndi hic
do cac o, tao thanh cho ta:

20 y hil
= [o,v.dF = [ Z%2Y p(y)dy +2 b d
M !Gzy I S by)dy + 20, [yb(y)dy @

—hy /2 ¢h hey /2

Néu dat: 3

hgt2

J.= [y bly)dy
-hgg /2

% (17.1)

/2

8, = f b(y)dy
all

523



trong d6: J, 14 mémen quin tinh cia nhan dan héi cha mat cit doi
véi truc x va §/2 12 gia tri tuyét dél cia mémen tinh clia mot trong
hai mién déo dé1 véi truc nay. Khi dé cong thide (d) cé6 dang thu gon
nhu sau:

2
M = %J + 6,8, (17.2)

ch
Cong thdc nay thiét 1ap quan hé chiéu cao ving dan héi h, va
mémen uén M. Khi tang M thi h,, dan téi giéi han h, = 0. Mémen
udn nay duge goi 12 mémen uén gidi han M,, cha dam chiu uén thuin
tay:

Mg]\ = Gchsx (173)

Ung suat dat dudc gi4 tri gidi han chay & moi diém trén mat cit
va trén toan dam.

Cac biéu d6 ting suit trong trudng hop dan déo 1y tudng vira
nghién cttu dude cho trén hinh 17.2. Hinh 17.2b 14 biéu d8 tng sust
khi bién dang dan hdi déo; hinh 17.2¢, d 1a biéu d8 ung suit khi ha
tai va biéu db dng suit du. Hinh 17.2e 1a biéu dd ung suit véi trang
thai hoan toan déo. T biu db nay thiy ring mat phing trung hoa &
trang thsi gidi han trd thanh mit phing gian doan cia tling suit.
Trén thyc t& khong hinh thanh mit phang gian doan nay, bdi vi luén
con mét ving dan hdi chuyén ti€p rat nhd. Tuy nhién khai niém vé
mémen udn gidi han vin cdn nguyén y nghia, vi véi chiéu cao viing
déo khéng 16n thi mémen udn ciing da gin bang M,,.

Dé khing dinh didu nay ta hay tinh M,,, d8i v6i mat it hinh chit
nhat cé:

bh* h:  h
by).h=bh, J=-, S, =b|—— — 24| (4
) = 5 {4 4] (d)

Thay cac két qua (b) vio biéu thie (17.2) ta tim dude:

M=cch92—[1-%[hﬁ—h]] @
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Khih, =0thiM,, = o

. h 0
Kh1—°"=l, ta co ty so:
h 3

bh*/4.

ch

M, 2
h =1-l[ﬂ] = 0,963 (17.4)
3l b

d) e)

Hinh 17.2.

Diéu nay cho thdy khi chiéu cao viing dan héi méi dat duge 1/3
chiéu cao mit cit thi mémen uén chi nhé hon mémen giéi han ¢d 4%
va thuye chat mat cit duge xem nhu khéng chiu lue dude nita.



2. M6men udn gidi han d6i véi mit cat bat ky cé6 mét truc
déi xirng

Mémen gidi han déi véi mat cat bat ky c¢é truc déi xdng duoc
trinh bay trén hinh 17.3.

Diéu kién xac dinh vi tri truc trung hoa & trang thai déo la:

N= [odF =0
F
V6i F = F, + F., & vang F, thi
6 = o, ¢on 6 vang F, thi 6 = —o, y
(chu ¥ dang xét & trang thai déo), ta
4 Sen
cé:
JoudF - [o,dF = 0
R Fo X, o
B
Ta rit ra F, = F, nghia la truc ‘\t -

trung hoa X—X chia méat cit thanh

hai phdn bing nhau. O trang thai

déo gidi han nay, diéu kién tuong Hinh 17.3.
duong tinh phai la:

Mghz IGchy'dF = Ioch(-'- y)dF - Ioch(_Y)dF =
F 3 F
=64 [y.dF 40y [y.dF = o, (St +8}) = 0,5, (17.5)
Fi Fn

Skva S" la gia tri tuyét d6i cha cAc mémen tinh cua ving kéo F,

va ving nén F, d6i véi truc trung hoa X-X. D61 véi hinh tron duong
3

kinh d: S, = %; hinh vanh khian dudng kinh trong D, chiéu day &:

S. = D2.§; hinh tam giac: S, = 0,097 bh% hinh chii I: S, = (1,44 + 1,1T) W,;
hinh thang chiéu cao h, day 18n b,, day nhd b;:

[} h2 3 k] 2 2 blz“'bi
S=— "1 |+ -2 +b J—~ .
X 3(b2_bl)2|:l 2 (l 2) 2
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§3. PHAN TICH DAN DEO LY TUONG DAM CHiU UON NGANG

Chung ta sé khao sat nhilng ddm dai ma mat cit ngang cé hai
truc déi xting va bé qua anh hudng cia ing suit tiép dén két qua vi
6, >> 1,,. Su khéc nhau co ban giita uén thuan tuy va udn ngang 1a 8
chd trong uén ngang mémen udn thay ddi doc truc z ctia dam. Do dé
chiéu cao viang dan héi h,, thay déi theo z. Tit cong thic (17.4), ddi
véi ddm mit cit chit nhat, chiing ta tim dudc quan hé chidu cao viing
dan héi vA mémen uén:

h, M
S =43 - —
h \/_ M (a)

rh

Phuong trinh (a) cho quan hé giita chiéu cao vung dan héi va
hoanh @6 z. D& c6 mét khai niém cu thé, ching ta hay khao sat vin
tat vai truong hop chiu tai cia ddm trén hai géi tua.

1. Dam chiu tai trong phan bé déu
Dam chiu tai trong phan bé déu duge thé hién trén hinh 17.4a.

Mbmen udn 8 mat cit z bat ky:

M=%(P - z?) (b)

Mémen gidi han xuAt hién 6 mit cit z = 0 vdi gia tri:

- qgh 12
2

Thay (b) va (c) vao (a) ta co:

2
ha _ 3 -—q—[l—z—} )

Mgh (C)

Két qua nay cho ta thay: h, = f(q, 2).
Khi tai trong dat dugc gia tri gidi han gy, thi:



oL ©

Trén hinh 17.4b 1 bién gidi gida vang dan héi va vung déo.
Khac véi uén thuan tiy, trong trudng hdp nay chi xuit hién 8 mat
cat z = 0. Tai ddy mémen uén khéng thé ting duge nita va bang M.
Khi d6 mbt khdp quay tai z = 0 dudc hinh thanh, khép quay nhu thé

2
Mo 3 014092 |
h l

dudc goi 1a khép déo. Véi q = 0,9 gy, thi:

Viung déo hinh thanh trong truong hdp nay dudc cho trén hinh
17.4c.

b

L

|

) ——_—_ e — e ——— ]

AT7 7T,

&)

Hinh 17 4.

Khi g < —i—qgh, néi chung viing déo khong hinh thanh va dam chi

chiu bién dang dan héi.
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2. DAm chiu mét lyc tap trung dat & gitta dam

Bay gid ta khao sat van tit trudng hop chiu tai ctia dam mit cit
chit nhat ma biéu d3 kéo cha vat liéu khéng cé su cung ¢6 (hinh
17.1¢) chiu lyc tap trung.

Xét dam trén hinh 17.5a. Gid st P da dat duge P, véi gia tri
nay thi chi diém K 8 mat cit gidta dam dat dude o,

Tai z=L/2, M=M,_,, = P.L/4; khi P = P, thi gi4 tri mémen udn
tuong ung vdéi lic bét ddu bién dang déo trén dam la:

Mch

Mch=P% vi  P,=4

L

A
2)
f;h
Mo {
A B
Y A 7o 3
Hinh 17.5.

Khi P ting 16n hon P, thi mét mién bién dang déo duge hinh
thanh (nghia 1a trong dé 6 = 6,).

a. Bién gidi ciia cdc doan dan hoi va déo

Bién gidi ctia cac doan dan héi va déo duge xac dinh nhu sau:
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I 1
Miz)=-P.Z2, =M, =~ P_,L
(z) 5 ch ¢h 4 ch
DO dé: Zch - Pcl\ ;Zch - EI_\_
L 2P 2P

trong d6: khi 0 < z < z, ta c6 dim & trang thai dan héy; khi z, < 2 <
L/2 ta c6 dAm 3 trang thai dan héi va déo.

Bién gidi gitta ving dan héi va ving déo trong doan dan héi —
déo dugc x4c dinh nhu sau:

KhiM > M, =0, W,

X*

W2 M 2
M=2 [boydy= TR 3- [-"—] (17.6)
0

Pen
. 1 1
ta co: Z = —
P pch 3 -2—
Mch
trong d6 p,, 12 ban kinh cong ldc didm bat diu hinh thanh bién dang
déo. CU thé 1a: _1_ = Mch )
pch EJ,‘

Ta M, = 2=

; M(z) = Pz ; By, =—p—,r1’1t rahy tal z >z,
2 hop,

hy=h [3-4 Pz (h)
Pcl\

Khi P tang thi mién déo (t6 den trén hinh 17.5) lan dan ra toan
b6 chiéu cao dam, nghia la: h,, — 0.

—

b. Tai trong gidi han

Ta goi gia tri cha luc 1ing véi ldc mat cit z = [/2 chiéu cao ving
dan hoéi bi can kiét, ddm khéng con kha nang chju tai niia va né trd
thanh moét cd cau 12 tai trong gidi han (hinh 17.5b).
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Tai day (z = L/2) mémen uén khéng ting dudc nita va bang
moémen gidi han (3 dé hinh thanh mét khép quay ta goi khép déo):
_ 4.M,,

L

P,

Theo (17.6), d6i v6i mit cit chil nhat:

3 bh’
Mgh = 5 Mch =0Cum T
) 4.3 4.3 L 3
DO do: Pgh - —_2Mgh = —2 ‘Pcl\ . Z = 5 Pch
3 .
Pgh = 5 ch (1)

Khi P = P, thi z, = 1/3 (bién cua doan dan héi bang 1/3 chiéu
dai dam) va theo (h) ta rit ra:

hcl,=\/§‘h1/1—2.% véiz > L/3 (k)

Dudng nét ditt trén hinh 17.5a 1a 8 thi cda ham (k).

3. Dam siédu tinh

Péi véi cac hé tinh dinh thi kha ning chiu tai cda né bi can kiét
lic c6 mdt khép déo duge hinh thanh. Diéu nay lai khéng xay ra déi
véi hé siéu tinh khi mdi chi cé6 mét s6 khdp déo m < bac siéu tinh ctua
hé dugc hinh thanh.

Dudéi day chung ta hiy xét mdt vi du don gian vé dim sidu tinh
hinh 17.6a d& minh hoa cho nhitng nhan xét vita néu va vén giit gia
thiét o, >>1,,.

Biéu d6 mdémen udn trong giéi han dan héi cho trén hinh 17.6b.

Tai B: M_,, = 13 PL/64, trén mét cit nay s& xuit hién diém dau tién
dat gidi han chdy ¢ = 6, v momen tudng ing lic nay la:
_13P, L
T 64
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do dé: P,= —.
13 L
D61 v6i dAm mat cat chit nhat:
b.h’
Mch = cch 6
b. 2
do dé: p, =24 bR
39 L
P
A C D
a) é/ l/z L2z ;sz‘;,
~

) 07
I
|

64
. A
9 4 AR RN -
-]
lRA My TRME'”
p

“«h a
d) ;@/;\Jg, s\ :;i;/\e

Hinh 17.6.

Khi P ting (P > P,) thi mién déo hinh thanh & B sau dé & C.
DAam trd thanh co cau khi cdc khdp déo B va C da duge hinh thanh
(hinh 17.6c¢), chiéu cac mémen tai cac khdp déo cho ta biét chiéu mé

caa cac khép déo.

Tai trong gidi han duge xdc dinh tit diéu kién cdn bing mémen
gidi han va mémen uén tai cac mat cit c¢6 khdp déo va cac phuong

trinh can bing. Cu thé 1a:
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> m.(F)=0=R, L-P, L/2+R,. L=0 (a)
Mat khac:
MB

gh

=R,L/2 > R, = 2M,/L
MS =RpL —» Ry = M,/L

Phuong trinh (a) tré thanh:

2M L L M, 6M,,

L 2 L
P61 véi ddm mat cit chid nhat:
b.h’ b.h?

L = Och 4 - Pgh = 1’5 Cun

M
8 L

Néu goi n 12 hé s8 an toan thi luc cho phép theo phuong phap
cén bang giéi han la:

P, b.h’
[Pgh] = % = 1’5 cch n.L

Theo quan diém cia phudng phap ting suit cho phép, tii trong
giéi han 1a P, vi thé tai trong cho phép la:
2 .h?
[Pchlz-gﬁzg_o-chbh
n 39 n.L

T cac két qua nay ta rit ra:
[P,.] = 183% [Py

Tai trong gidi han con cé thé dude xac dinh theo nguyén ly
chuyén vi kha di. Cu thé la:

Gia sit dAm vita méi chuyén thanh mét cd c&u, cho ddm mét
chuyén vi kha di, ta phai c6 (theo nguyén 1y chuyén vi kha di, tit hinh
17.64).

D> Fdr, = 0 - Py35—3Mu36 = 0

Vi 8S = (1/2).56, do dé:
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3iM 6M
¢ch ) 6& = gh (C)
L/2 &6 L

gh

Ké&t qua (¢) = (b).

§4. PHAN TICH DAN HOI DEO LY TUSNG THANH MAT CAT TRON CHiU
XOAN

Ching ta sé tim nghiém cla bai toan vé xoén dan héi déo cha
mét thanh mat cit tron vdi gia thiét ring mit cit ngang van ludn
luén phing ngay ca ngoai giéi han dan héi va vat lidu clia thanh dan
héi déo 1a 1y tudng.

0 trang thai dan héi, \ing suit tiép tai mét mit cat ngang da
biét tu chudng 7:

T= —%p (a)

sz = -
J

V 5 Ty T L x (b)

Cac thanh phéan con lai bang khéng.

Theo diéu kién déo x(1a Xanhvoning ta nhan dudge 1 trong mién déo:

5 c
T= T;z + t;z = L= Ten (C)
NE]

Nhu vay qui luat phan bé iing suat trong mién dan héi 1a quan
hé (a), con trong mién déo 1a (c). Biu db biéu didn su phan bé tng
suat trén mat cat ngang doc theo ban kinh dude cho trén hinh 17.7a.

Trang thai Ging suit trong thanh ¢6 thé dude mé ta nhu sau:

1= —p_tch khl P < Peh

ch

. (d)
T = 1, khi p2p,,

trong d6 p,, }a ban kinh clia nhan dan hai.
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O hai dau cudi, Ung suat tiép 1 phai can biang véi mémen xoén ngoai:

M, = jrde = Lo Ipz dF + 1, _[p dF ()

F Pen F, Fy
Dé cho gon ta dat:
Mz Ving deo o
Z,
/' //* !
"N
///// r ? /
v 0 X
A%
, ch
7 2 / /
Ving =~ .
dudﬂ hsi - /
- Zch
Zch
I b)
a)
Hinh 17.7.

4
n o s L
Joa = j p’dF = % 12 mémen quén tinh déc cye cua dién tich
Fa

phin nhin dan hai.

S = J'de = % T (r3 - pi,\) 12 mémen tinh dfc cue cta dién tich
Fy

vung déo.
F,, F; 14n lugt 1a dién tich viing dan héi v vung déo.

Véi nhiing ky hiéu nay, quan hé (d) c6 dang:
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J
M, =1, [_P‘* +S, J 17.7)

ch

Thay cac céng thie J,, va S,y vao (17.7) va sau khi don gian ta

dugc:
M,=1, —nr* |1~ 1 [—'“"]1 (e)
=g 4 Ur

Khi p,, = 0, ing sudt tai moi diém trén mat cit ngang déu dat
dugc giéi han chay 1, trang thai nay dude goi 12 trang thai giéi han.
Mémen xodn gidéi han tuong ing la M,

2 tch 3

Mzgh = nr (g)
Céng thice (e) va (g) cho ta ty sé:
3
M, ;-1 [h] (17.8)
MZgh 40 r

Bidu d4 phan bé ting suit & trang thai déo dugc biéu dién trén
hinh 17.7b. Ciing nhu trong bai toan udn véi ban kinh nhan dan héi
du bé, ngay ca bang mét nia ban kinh mat cat (p,, = r/2), cong thic
(17.8) cho d6 16n M, = 0,969 M,,,, nghia la nhé hon mémen gidi han
3%. Khi mémen xoan M, < 3 M,_,/4 thi mit cit 1a dan héi.

§5. NGHIEN cU KHA NANG CHIU TAl CUA KET CAU CHIU LUC PHUC
TAP LAM BANG VAT LIEU CUNG DEO LY TUONG (hinh 17.1¢)

Trong dai da s6 cac truong hdp, @& c6 mot nghiém chinh xac
ngoai gidi han dan hdi, véi moi diéu kién thyc ctia mét qua trinh bién
dang la diéu hét sic khé khan. Vi du, viée xac dinh bang tinh toan
chi trudng dng suit dan hoi trong vilng ¢6 su tap trung ving suat da
14 mot bai toan rat phdc tap. Tuy nhién, d8i v6i nhiing chi tiét 1am
bing vat liéu ¢6 tinh déo 14n, sy tap trung Ung suit gay ra do tai
trong tinh sé khong nguy hiém va c6 thé khong cin cha y tdi. Béi 1&
12 sau khi da dat dudc giéi han chay fing suit 16n nhat trong mién cé
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hién tugng tap trung Ung suit sé khong ting dude nita. Trong khi dé,
cing véi qua trinh ting tai hién tugng chay van tiép tuc lan dan vao
phan c¢on lai cia vat thé. Didu nay din dén sy san bing tng suit
khéng nhiing chi d vang ¢6 sy tap trung ing suit ma con trong tat ca
cac trudng hop tng suit dan héi phén bé khdng déu trén mat cit cia
chi tiét. Trong thuc t& k§ thuat ngudi ta ciing chi mong biét dude luc
16n nhat c6 thé tac dung 1én két c&u ma véi luc dé kha nang lam viée
cta két cau vira van bi can kiét. Vi thé trong diéu kién cé bién dang
déo 16n va chat tai tinh thi kha nang chiu tai cha két cav. dude xac
dinh khéng phai bsi tng sudt 16n nhat trong ching ma bdi tai trong
gidi han. Vi tai trong nay bién dang téng thé cha chi 1iét sé tang dét
ngét khi tai trong khéng tang. Do tinh thuc dung dé cua viée xac
dinh lde pha huy ciing nhu viéc xAy dung cong thiic ddnh gia dé tin
ciy cua két cdu sé& duge nghién cltu trong tiét nay.

1. Uén dam citng déo

Truée hét hay xét mot thanh chiu mét lyc kéo da dat duge gia tri
P, = F.o, (F la dién tich mat cit ngang). Véi lic kéo nay thi toan
thanh bi chay déo va khong 6 mét diém nao trong thanh c6 tng suat
16n hon o,

Vin dé sé khac di d6i véi thanh chiu uén. Qui luat thay déi dng
suat trén mat cit ngang ti lic bat ddu chit tai dén lde dat duge
trang thai déo trén toan bd mat cat, tde la trang thai gidi han da
duge nghién cdu trong muc trén d8i véi bidu d6 bién dang dan déo ly
tudng. N&u bd qua bién dang dan hdi va chi ké dén bién dang déo,
trong truong hgp nay ta sé nhan duge chi mémen gidi han M,

Mgh = 0.chs)( = Wx [3‘; GC"J = G:h Wx (179)

X

. . _ S Y N e
Dai lugng o}, = “; G, goi 14 gidi han chay khi uon.

X

Ty s6 \?\; bing 1,5 d6i véi mit cdt chil nhat; bing 1,7 déi véi

X

mat cat tron; biang 1,15 d6i véi mat cit chit 1.
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Viéc tinh toan theo tai trong gidi han cho phép xac dinh chinh
xac d6 an toan thuc cia chi tiét lam bing vat liéu cing déo.

Sau day 1a mdt vi du vé viéc xac dinh tai trong giéi han véi dam
lién tuc chiu tai trong phan bd déu (hinh 17.8a), véi gia thiét bé qua
anh hudng clia huc cit téi két qua.

Hinh 17.8b 1a biéu d6 mémen udn trong gidi han dan héi.
Mémen 18n nhat & gdi tua gitta B la:

My = q.%/8.

B hﬁf
; A
Q) t————I — ~4L—~——"— [ M‘“'l

1
gl

¢) Mfl% £

Hinh 17.8.
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Néu mémen nay dat dude gia tri M, = 6.,S, thi d mit cat nay
xuit hién mét khdp déo. Khac véi khdp théng thuong, khép déo cb
mémen khac khéng va bang M,,. Su chay déo 8 mit cit nay da lam
giam mét bac siéu tinh trong hé. Trong trudng hdp cita ching ta ddm
trd thanh tinh dinh va kha nang lam viéc caa hé chua bi can kiét.
Khi tiép tuc tang tai trong, mdi mét nhip cia hé lam viéc nhu mét
dam don gian trén hai géi tuya.

Mémen udn 6 mat cit z ké tir géi tua gita la:

_al(z _2')_ [_z]
M(z) 5 (l Zz] My |1 ; (a)

Khi M dat dudc gia tri M, tai mat cit z = z, nao dé, thi ¢ mat cat
nay hinh thanh khdp déo thit hai va kha nang chiu tai ctia dam bi
can kiét, vi khi 4y ddm da bién thanh mdt cd cau. Tai trong gay ra
trang thai nhu thé& duge xac dinh bdi ddng thic:

Qy I’ 2
e )

Két qua cho ta:

9 _
2M
- gh l
qgh - 12 . 7 3 > (b)
! 0
Tit didu kién cuc tiéu gy, ta c6:
M
zg=1 (2 - «/—i) va qu =117 l;:h =11,7 i;":i (c)

Néu goi q la tai trong giy ra {Ung suit 16n nhat 8 mot diém trén
miét cit va vita bing giéi han chay thi q,, dude xac dinh tit diéu kién:

2 2
q l _ qch-l — Chwx

8 8

nghia la:
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8o, W

qch = ldz) 2
Ty s6 cac tai trong nhan duge tir hai quan diém tinh la:
h S
o _ 46 D¢ )
qcll Wn
D6 véi mat cit chit nhat: - =29,
qcl\

2. Udn va cat dong thoi

Khi ké dén su 1am viéc déng thdi chia Gng suit phap va tng suat
ti€p thi mémen gidi han bi giam. Van dé 1a ciAn phai thiét lap dude
quan hé giita cac gia tri cia mémen uén va luc cit 8 trang thai gidi
han f(M}, , Q) =0. Biéu thic chia M, va Q, c6 dang:

M, = [y.c.dF; Q= [r.dF (17.10)
F

F

g day F la dién tich mat cat ngang; y 1a tung d6 tinh tif truc chia mit
cit thanh hai phan ¢6 dién tich bing nhau.

6 trang thai gidi han, (ng suat phap va dng suit tiép tai moi
diém trén mat cdt phai tudn theo didu kién chay. Vi du diéu kién
déo Huber — Mises, trong trudng hdp riéng nay cia trang thai dng
suit phang dac biét c6 dang:

o =62+ 3c=¢gl =31, (a)
trong dé 1, 14 gidi han chay khi trugt thuan tiy.

DPé xac dinh su phan bs clia Ung suét trén mit cit, tit (a) ta tim
ing suit tiép:

T = | 2P (b)

va doi héi véi tng suit tiép Ay lyc cit 14 16n nhi* véi gia tri cho
trude cia mémen uén:
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6’ - ¢’

Qu = [y~ dF ©

F

Nhu da chi ré trong phép tinh bién phan, dé ¢é diéu d6 thi diéu
kién sau day phai dudc théa min:

3 5. — G
AV.C+ - — =0 d
= I

T day riit ra:
6= 0, ——=— Gy
va theo (b): S — R (e)

3 day A 1a théng s8 dic trung cho ty s6 My va Q.

T (d) va (e) ta dugce (17.10) dudi dang:

—cchfkjm
. Iﬂ_dF__
" FY1+307y?

Quan hé (17.10) la phuong trinh duong cong gidt han
Q;, = f (M}, ,1) dusi dang théng s5.

(17.10)

Truong hgp mat cit ngang 12 hinh chit nhat (b x h), dudng cong
gi6i han nay duge xay dung nhu sau:

o Khi khong ké dén lyc cit thi mémen gidi han 1a:
b.h*

Mgh = chch =

ch

e Ngudc lai, khi khong ké dén mémen thi lue cit gidi han 1a:
Qgh = Fxtch = b‘h‘rch

541



Né&u ky hidu: £ = %; m =

tim duge:

\fxg B 2sh’
F

(17.11)

& day A, 1a thong s& méi thay thé cho A, cu thé la:
A, = 2shy = V31h
Trén hinh (17.9) 14 duong cong gidi han dudgc xiy dung ti
phuong trinh (17.11). Ban doc ¢6 thé nhan duge cac dudng cong gidi

han véi cac ty s6 b/h khac nhau truc tiép tir (17.10) bing phan mém
Mathcad 2001.

/}0 [ .- —_— . J—

| oo T
?ﬁ T - CJT — H
M? B | ’ | . |

EEREERENY +
06 __'I__J j 8 +

: { , | L| . _ _L l

I P .
R EpEa i —

- .'|
@z’—-'r—_l.//_f#.__. —

o -
oL’iLL_l _I_El m |

92 04 9,6 14
Hinh 17.9.
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Véi mat cit hinh chi I 1y tudng, nghia 1a ¢6 thanh rit manh con
chiéu cao 16n hon canh nhiéu lan, dudng cong gidi han 12 mét vong
tron (hinh 17.9).

m? + g =1 (17.12)

Cac dudng cong giéi han dai véi cac mat cat hinh chit I véi cace
quan hé khac nhau cua kich thudc mit cit sé nam giita dudng cong 1
va 2.

Tir d6 thi & hinh (17.9) cho thay, véi lyc cit cho trude thi mémen
ubn cé thé xac dinh theo phuong trinh (17.12). Khi d6 do an toan
dam bao tdi 13% véi ty s6 b/h nho va t6i 40% vé b/h 16n so véi
nghiém chinh x4c cla bai toan phang véi vat liéu cing déo. Sau khi
da xay dung dude dudng cong giéi han, ta c6 thé xac dinh dude hé s6
an toan déi véi trang thai ing suat cia chi tiét chiu M va Q. Trude
hét tinh ty s6 my, = M/M,,, g, = Q/Q,, va dinh vi diém A(m,, g,) trong
he toa d6 (m, q); trén hinh 17.9 ta da chon m, = 0,6; q, = 0,4.

D6 16n cua tai trong giéi han phu thude vao qui luat tic dung
cia M va Q. Khi Q 1a hing vd M ting thi diém A di chuyén theo
duong FD. Do d6, hé s6 an toan (d6) véi mat cit chil nhat):

Khi M 14 hang thi hé s& an toan theo luc cat 1a:

_EC _ 084 _

= — = 2,10
EA 0,40

2

Néu M va Q cing tang theo mét ty 1é thi:

VOB + 0,58’
OB 87"+ 0,58 = 1.45

T 0A 0,60 +0,40°

Trong trudng hop mit cit ngang ¢é hinh dang b4t ky, véi mdt do
chinh x4c diy d0 c6 thé 14y duong tron (17.12) lam duong cong gidi
han. Khi &y hé s an toan véi su tang ty 1& cia M va Q cb thé xac
dinh bing giai tich nhu sau:
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T hinh (17.9) ta co:

k_gl}_q m

T OA q, m,
Do 4é: m=km, = k/k, ; q = kq, = k/k, @)
6 day k,, va k, 12 hé s8 an todn do tac dung riéng ré cha M va Q:
k = _1_ — _hd—gh ; k = _l__ o _Q_gl > '
m, M ) 9, Q

Thay (g) vao (17.12) ta tim dudc hé s8 an toan tac dung ddng thai
cua M va Q:

1 k k
k = = n 9 (17.13)
__1_ + I_ 1’ k;zn =+ k:
kn K

3. Uén va kéo dong thoi

D61 véi thanh chiju uén va kéo dong thai, 8 trang thai gidi han
biéu db ng sudt trén mit cit ngang cua thanh la hai manh chit
nhat, phan chiu kéo clia mit cit Ung suat dat gidi han chay kéo o,
con phan kia chiu nén dat o . Hay xét mat cit c6 mdt truc déi xdng
— truc théng ding ching han (hinh 17.10).

Ta goi phén dién tich chiu nén ctia mat cat 1a F, va khoang cach
tl bigdn cua phan nay dén truc x 13 y,. Truc x 12 dudng phén chia hai
viing kéo va nén ciia mat cat khao sat. Gia st dién tich F, nhé hon
dién tich vang kéo va taich ra trong ving kéo médt dién tich dinh
lugng F, = F,. Khi d6 phén dién tich con lai ciia vang kéo:
sé chiu luc kéo:

Py, = Foo, = (F ~ 2F)) 0, (a)

Con mémen udn ndi luc tac dung trong miat phing thdng ding
bing:
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M, = Fia.o, (b)
trong d6: F 1a dién tich cia toan bd mit cit;
a la khoang cach giiia trong tdm cac phan F, va F,.

Pé ¢6 mémen udn 18n nhit vdi mot gia tri cho trude cia P,, thi
dién tich F, cAn phai 14y sao cho a 1a 16n nhat, nghia la phai lay F, 8
bién clia mat cit (hinh 17.10b).

Hinh 17.10.

Cac dang thic (a) va (b) cho phuong trinh duong cong gidi han
déi véi mat cit bat ky chia trong dé dai lugng F, nhu mét thong s6
bat ky.

Vi du, d8i vé6i mat cat ngang hinh chil nhat, néu chiéu cao viing
nén la y, = h, (hinh 17.10c) thi:

F,=F,=bh, ; a=h-h,;

P, =b(h —2h) o, =F [1— 2 %J S,

M, =b.h, (h- hy o, = W, '411:*0 [1 - }—]&] Cch
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Ta goi P, = F.o,, va M, = S,.0, 1a luc kéo va mdmen uén gidi
han cia mit cit khi chiu tac dung riéng ré. Khi ty s6 hy/h trong cac
phuong trinh trén ta c6 phuong trinh dudng cong giéi han trong hé
toa do (m, p):

m=p, =1 (17.14)

] »

_eh vé_ pP= ?Eh_ .

>
L zh

trong d6: m =
£h

Pucng cong gidl han 14 duong parabol (17.14), dé 1a duong lién
tuc nhu trén hinh 17.11,

Hinh 17.11.

D&i v8i mat cit tron dudng kinh D (hinh 17.10d), vdi tu cach la
théng sé ctia vung nén ta lay goc a. Khi dé F, va hai 1an mémen tinh
F,a déi véi dudng kinh ndm ngang bang:

F, = 28— Qa-sin2a) ; Fa = % D'in’a
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Mat khac: Py= Fo, = —Tt—%~c

ch ch

M, = S..o, =% D'c

Theo cac cong thiic (a) va (b) phudng trinh dusng cong gidi han
trong trudng hgp nay la:
m = sin’a
2a-sin 2o (17.15)
p = 1- —F
‘ T

Cac diém den trén hinh (17.11) 1a cac gia tri dudc tinh theo cong
thite (17.15), nhung ddi véi mat cdt chit nhat véi gia tri p cho trude, m
gidi han chi khac véi gia tri cua né khdng 16n hon 8%.

vx s . o . . M P . s
Néu tinh theo (ing suat phap cuc dai: 6, = W + T thi t diéu

kién 6,,, = O, ta nhan dugec ving tai trong gidi han bi chin bai
dudng:
M P
+ iy
Gchw l:'o-ch

=1

hoac 1a trong mat phéng (m, p) thi phuong trinh trén cé dang:
S
m, = +p=1
W p
Nhitng dudng thing nay dude cho trén hinh 17.11. Pudng 1 déi

véi mat cdt chit nhat (S/W = 1,5); dudng 2 d6i véi mat cit chit I c6
S,/W = 1,25.

Dé xac dinh hé s an toan theo tai trong gidi han, ta st dung
céng thic (17.14) va thu duge:

e NN (17.16)

gh | _ N - ot
; Ppn=F.o4 vd My, = S .0,.

trong dé: k., =
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4, Xoan va kéo dong thdi cac truc tron
Mémen xoén giéi han M,, va Iyc kéo téi han P, dudc biéu dién

qua \ing suat ti€p t va dng suit phap ¢ nhu sau:

gh

b b
M,, = 2n J‘r2 tdr; P, =2n Ir.c .dr

trong d4: a va b 1a ban kinh trong va ngoai cua truc;
r 12 ban kinh tai mot diém bat ky trén mat cit.

O trang thai gidi han, cac Ung suit ¢ va t phai tuan thi diéu
kién déo Huber — Mises. Nha vay ma biéu thite cia lge doc P, duge
viét nhu sau:

ch

b
Py, = 2 [ry o}, -37%dr (17.17)

bé P, dat cuc dai véi gia tri cho trudc cia mémen x04n nhu da
lam d muc 2 §5, ta phai cé diéu kién:

;—(r21:+}».r1/c§h—312 ) =0

T

T diy va tit diéu kién déo (a) cia muc 2 §5, ta tim dugc su phan
bd \ng suat:

_ S  _ r.Ty,
JO+3r 330
V3
NEYOS

con mémen va lue doc bang:

T

C = 0

b 3 b
M,, = 2n 1, jﬁ— Pp=2mt, 5 [ (7.18)

S+ \/ I +r’

Khi A =0, ta ¢6 P, = 0 v mémen xoan giéi han:
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33
M,=M,, = 2 1, b —a

= T’chwpch (a)

D31 vél truc dic (a = 0), mémen chéng xodn cua mit cat
3

w

b = 5 trong khi d6 mémen chéng xodn dan hdi cua mit cat

: W
mb ,nghia la —™ =133
2 W

p

W =

P

Khi A — o thi mémen xodn bing khéng, luc doe truc gidi han la:

P, =n®*-a’ o, =F. a, (b)
con Uing suit kéo (khi A = o) thi phan bs déu trén mat cit.
) A a M;h Pb:h \ - e ) .
Néu ky hiéu: a = 5’ m = M. p = —— va sau khi tinh cac tich
eh ¢h

phén (17.18) ta c6 phusng trinh gidi han duéi dang cac thong s6:

TR NN

1-o? b

m= (-2 i - (o) i e |

1-a

p=2p
(17.19)

Trong trudng hgp hiéu (b —~ a) rat nho, khi khi dang bit dinh
trong (17.19) ta co:

1
n?+1 v+l

nghia 13 dudng cong gidi han déi véi vo mong Ja dudng tron.

s pP+mi=1 (17.20)

Pai véi truc dac (a = 0), sau khi khua p tir (17.19), phuong trinh

cua m la:
m=2+2‘p| Ji-1p] (©

Véi mice d6 an toan thap, 6 thé thita nhan dudng tron p? + m? = 1
12 dudng cong gidi han déi véi chiéu day bat ky clia thanh ong, cdn hé
s6 an toan dudc tinh theo ¢ong thic:
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k k
k= 2 (17.21)

2 2
J K+ k3
() day hé s8 an toan khi tac déng riéng ré cha lue doc P va
mémen M bang:

s
m P P

Mgl‘ P
k, = —% . k =
M

Thém vao d6 cac lugng M, va P, dudc tinh theo cong thic (a) va

(b).

§6. PHUONG PHAP CAN BANG GIOI HAN

Phuong phap can bang gidi han duge gidi thiéu dudi day, cho
phép xac dinh tai trong pha hiy thuc d6i véi moi vat thé cing déo
(thanh, t4m, vo) trén cd sd hai dinh 1y tinh va déng.

Trong phuong phap nay ciing nhu muc dich nghién ciu g §5,
trang thai dan héi déo clia két cau khong duge nghién cttu trude nhu
cac phuong phap trude d6 ma duge bat ddu ngay vio viéc xac dinh
trang thai 6 d6 két cau hét kha ning lam viée, goi la trang thai giéi
han.

Véi muc dich d6, biéu db quan hé o = f(g) va o, = f(g,) dude x4p xi
bdi bidu db kéo dsi véi vat lidu cing déo khéng cung 6. Nghia la khi
¢ < o, thi két cdu khéng bi bién dang, con khi 6 > o, thi két cau c6
thé bién dang khéng han ché& (hinh 17.1c). Dudi day ching ta sé
nghién citu hai dinh 1y cd ban nh4t: tinh va déng. Hai dinh 1y nay cho
phép danh gia hai phia ctia tai trong gidi han ma ta da 1am quen qua
cich giai cAc bii toan don gian nhat d §5.

1. Pinh ly tinh

1.1. Trang thdi kha di tinh

M6t trang thai chiu lyc cha vat thé dude goi 1a trang thai kha di
tinh, néu dai véi trang thai &y cac diéu kién can bang theo ting suat ¢
moi diém ctia vét thé déu duge théa man.
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Chiing ta ky hiéu nhitng diém nay 12 M" tuong ting véi tenxo ting
suat c; (hinh 17.12). Vi thé& nhiing trang thai dng suit nay thda
mén diéu kién:

£a(o)) < 0. (17.22)

Nhiing diém biéu dién trang thai thuc eia vat thé duge ky hiéu
bing chit M ng véi tenxd dng sudt o, .

1.2. Dinh ly tinh

“Tai trong tudng tng voi trang thdi kha di tinh ludn luén bé hon
tai trong phd huy thuce”.

DE don gian cach chiing minh, ching ta gia thiét ring luc khéi
bang khéng va st dung nguyén 1y chuyén vi kha di d6i véi cac trang
thai thuc va kha di tinh. Vdi muc dich d6, ta ky hiéu V; va &; 1a toc do
chuyén vi cua diém dat cac ngoai luc va téc d6 bién dang cac diém
cia vat thé § trang thai thuc. Do d6 dai v6i trang thai thue ta cé:

[X,Vids= [o,&,dv (17.23)
S v

va d61 véi trang thai kha di tinh:

[Xivids= [oj€,dv (17.24)
S v

Trong cac phuong trinh trén, X,, X, 1a hinh chiéu ciia tai trong

tac dung trén bd mit vat thé 1én phudng cic truc toa d6. Thue hién
phép trit quan hé (17.23) va (17.24) ta dudc:

[(Xu=X,)Vids = [(o,- )8, dv

C6 thé ching minh mat chay déo 1a mat 16i. Cho nén:
[criJ —o{)]debd > 0

do dé: (0'-- - c:j)t-:ij > 0 (xem hinh 17.12)

if
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Vi vay: [XVids < [X,V,ds (17.25)
S S

Két qua nay cho thdy cong suit cua tai trong bé mit Ung véi
trang thai ung sudt kha di tinh trén cac téc d§ chuyén vi thuc ludén
nhé hon cong suit cia tai trong bé mat 8 trang thai thuce trén chinh
nhiing téc d6 d6. N&u ngoai Iye 1a nhiing lue tap trung suy réng, theo
(17.25) ta c6:

YP'V, = >RV (17.26)
Trudng hop i = 1, két qua nay la:

P* < P (17.27)
D6 1a diéu phai ching minh.

Hinh 17.12. Hinh 17.13.
Dinh 1y tinh thiét lap gia tri gin ding duéi cha tai trong gidi

han. Khi khao sat nhiing trang théai kha di tinh khac nhau ta sé& ¢6
nhiing tai trong khac nhau nho hon tai trong giéi han thuc. Tai trong
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16n nhat trong ching sé gin nhit véi tai trong thue can tim. Vi 1é d6
phuong phap xéc dinh tai trong gidi han bang cich khéo sat cac
trang thai kha di tinh dudc goi 14 phuong phdp tinh.

2. Pinh ly dong

2.1. Trang thdi khd di dong

Trang thai chiu luc cha vat thé dude goi 1a trang thai kha di
dong, néu cac diéu kién bé mat theo chuyén vi va cac diéu kién lién
tuc ctia bién dang d méi diém cia vat thé duge théa man. Cdc phuong
trinh cén bang cé thé khong cén phdi théa man. Nhu vay, cac diém
biéu difn trang thai dng suit & cac diém cha vat thé dsi véi trang
thai kha di d6ng phai nim trén mat bat dau chdy déo Zch (hinh

17.13).
2.2. Pinh ly déng

Chiing ta ky hiéu nhiing diém nay 1a M va tenxd ung sudt tudng
ing 12 o;; (hinh 17.13).

Ciing nhu dinh Iy tinh, 3 day ta gia thiét luc khai bing khéng va
st dung nguyén ly chuyén vi kha di d6i véi trang thai thuc, khi thua
nhan cac chuyén vi ty 1& vdi tée do V va E_, cua trang thai kha di
ddng 1a cac chuyén vi kha di. Do @6 ta nhan duge:

IXW. \~’, ds= IGU EU. dv

hodc la:
J‘X"i Gd dS: ,[g'j g'J dV - I(Eij_ cu)gij d\/ (a)

Bdi vi, mat déo 1a 1i (hinh 17.13) nén ta cé:
u G)) gu >0

Do d6 rit ra:

[o,8,dv > [X, V,ds (17.28)
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Tich phan bén trai 14 ¢6ng suat ndi luc 3 trang thai kha di | dong
ctia vat thé. R6 rang 1a c6 thé chon d6 16n cua tai trong bé mit le sao
cho cbéng sudt cua ching trén cac téec d6 kha di déng bing cdng suit
cta ndi hic, nghia la:

[X,V.ds = [5,E,dv (17.29)

So sanh quan hé (17.28) va (17.29) ta cé:
[X, V ds > [x,V,ds (17.30)
s s
Nghia la cong suit cia tai trong bé mat tudng fing voi trang thai

kha di déng trén céic téc dé chuyén vi kha di déng luén 16n hon céng
suit cua tai trong thuc bé mat trén chinh nhiing téc d6 nay.

Né&u ngoai hyc 1a nhitng lyc tap trung suy réng thi theo (17.30):
YRV > YRV (17.31)

D61 véi truong hgp mét luc (1 = 1) thi:

P>P (17.32)
trong 46 theo (17.29):
P= ,1: I E,j gh dv
\%

D6 1a diéu can ching minh.

Pinh ly déng duge phat biéu nhu sau:

“Tai trong tuong ing vdi trang thai kha di dong lubn lon hon tai
trong gidi han phd huy thuc”.

Khac véi dinh 1y tinh, dinh 1y d6ng xac dinh gia tri gidn ding
trén (gia tri gidi han trén) cua tai trong giéi han thuc. Khi khao sat
nhiing trang thai kha di déng khac nhau, ta c¢6 thé xac dinh duge
nhiing tai trong khac nhau luén 16n hon tai trong gidi han thuec. Tai
trong nho nhét trong ching cho ta gia tri giéi han trén cua tai trong
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gidi han thuc. Phuong phap xac dinh tai trong giéi han nhu thé& dude
goi 1a phuong phdp dong.

Vi thé, cac dinh 1y tinh va ddng cho ta kha ning xac lap su danh
gia vé hai phia cta tdi trong pha hiy thuc. Dé mét trang thai kha di
12 trang thai thuc thi né dong thei phai 13 trang thai kha di ddng va
ngudc lai. Néu tai trong gidi han duge xac dinh bing cac phudng
phap tinh va dong tring nhau thi diéu d6 cé nghia 1A tai trong gidi
han nhan dugc 1a thiue va nghiém nhan duge ctia bai toan la day du.

Vidu

Mot ddm siéu tinh duge cho nhit hinh 17.14a. Hay xac dinh tai
trong giéi han q,,?
GIAI

a) Tdi trong gidi han theo dinh ly tinh

Véi phan lde Ry, ta s& khao sat tit ca cic trang thai kha di tinh
cua dam.
Diéu kién can béng tai z bat k¥ cho ta:

2

M(z) =Rp.z—q. z

2
Gia tri cuc dai ciia M xuét hién khi:
Z=2z5= ﬁ
q
va bing
2
M= anx = l . .R;B_
2 q

T diéu kién M_,, khong thé vugt qua mémen giéi han clia mit
cit M,
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ta rat ra diéu kién thi nhA4t cia tai trong pha hay:
2
RB
M,

qQy 2 (2)
Mat khéc di€u kién cAn bing cho phép xic dinh gia tri mémen
16n nhit tai ngam A:

q.l’
2

Tai day M,,,.., < My, di€u dé cho ta:

% + ZRB
P l
Db thi cac ham q,(Rp) va q,(Rp) duge cho trén hinh 17.14d. Céac
bt dang thic (a) va (b) duge théa mén trong mién gach soc giita hai
db thi nay. Dinh ly tinh dd khing dinh ring tai trong pha huy thuc
16n hdn t4t ca cac tai trong dude x4c dinh bdi cac diém ctia mién gach
soc. Diém K 12 giao diém cta hai db thj thda mian diéu kién nay. Vi
vay Ry dude tim tir diéu kién:

q(Rp) = qu(Rp)

MAmax =- RBZ +

(b)

Qy <

Cu thé la:
M M
RB = 2(‘\/-2_+1)Tgh =4,827@’
Khi thay Ry vao (b), ta nhin duge tai trgng pha hay (gidi han)
theo dinh ly tinh:

Mgh
q = qg = 11,6. 7 ©

b) Tai trong gidi han theo dinh ly dong

M6t trang thai kha di ddng dudc cho trén hinh 17.14¢ bdi dudng
nét dit. Dinh 1y dong cho ta phuong trinh cong kha di sau day:
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30.z

S

a Suncp ~ [Mg,, .50 + 2M —] =0

trong do: S,,. 12 dién tich tam giac AC,B.

A |
a) g 7z — 8
N ) 3
R
8
gl /e gyl’//zz?
N
v ~
|
38 -
""*Z \
A
! /y’!h ?
7 ‘ 5 gh
c
/ %QQ\ AN T
M NS
gn z o g
'&’1—2 []

i-—_ 4,az/v;h// —_.‘

Hinh 17.14.
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Do dé:
= = (d)
Tuong 1ng v8i dinh ly ddng thi cudng d6 tai trong pha hiy sé

phai 12 gia tri nhé nhét trong sé cac gia tri q trong (d). P& ¢6 q = q,
nho nhat ta phai

tim nghiém cla q ’

phudng trinh sau:

d 297

__q_ = 2 + - 2 [— '

5 22 +2lz2-1*=0 5L
Nghiém cua 1o -

phuong trinh nay la '

z=0,4141. Khi khdo 5t 9,9, 11616766

sat dau cua dao ham | }

bac hai cho thay: al ) ' Z
Véi z = 0,414, Hinh 17.15.

ham (d) c¢6 gia tri cuc
tiéu va dung bang
két qua (c);

Vi M, =1val=1thig=q,=11,616766, va c6 dé thi nhu hinh
(17.15).

Diéu nay néi lén ring cac trang thai kha di tinh va déng tring
nhau va trung véi trang thai pha huy thuc.

§7. TINH ONG DAY TRONG VA NGOA! G181 HAN DAN HOI

1. Bai toan phang - khai niém va dinh nghia

Trong k¥ thuat ngudi ta thudng gap phai nhing vat thé dai ma
truc cia né trung véi truc z va chiu tai trong vuéng géc va khong déi
doc theo tryuc nay.

Trong nhiing vat thé nhu vay, bién dang va chuyén vi chi xay ra
trong mot mit phing trung véi mat cit ngang (vudng géc véi truc z).
Nhitng tudng chin va dap chin, dudng ham tdu dién ngdm, con lin
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hinh tru, dac biét 1a cac 6ng day dai chiu ap luc p phan bd déu bén
trong va bén ngoai doc theo chiéu dai z cia éng v.v. Nhiing bai toan
ma chuyén vi chi x4y ra trong mét mit phang clia mit cit ngang nhu
thé goi 1a bai toan bién dang phang Ngugc véi bai toan bién dang
phing 14 bai toan ting suit phang D6 1a cac vat thé méng dang t&m
chiu tac dung clia tai trong nim trong mat phang tdm va phan bg
déu theo chiéu day tam. Nhiing tudng ngan trong cac nha cao tang,
vach ngan gita cic khoang trong mav bay, tau bién v.v.

Trong muc nay chiing ta chi quan tim dén cac 6ng day dai mat
cat tron chiu ap lyc phan b déu bén trong va bén ngoii doc theo
chiéu dii éng. Ong dudc goi la day néu chiéu day cua né 1én hon méot
phan mudi ban kinh trung binh clia 6ng.

Do tinh déi xtng truc ca vé tai trong va két cadu d6i véi truc éng,
ma cac bién dang va chuyén vi ciing déi xing déi véi truc nay. Hiy
khdo sat mot ong day dai ban kinh trong a, ban kinh ngoai b (hinh
17.16a) chiu ap lyc bén trong p,, bén ngoai p,.

2. Nghiém bai toan trong mién dan héi

Ta hay xét mot phin t& sdu mat dude tach ra quanh mot diém
bat ky trong éng nhu hinh (17.164a, b, ¢, d, e). T diéu kién can bang
cta phan td (hinh 17.16¢e), ta rit ra:

de, o, -0,

— =0 (17.33)
dr r
Quan hé hinh hoc (1.8) cua Cauchy trong truong hgp bai
toan d61 xing truc véi hé toa dé cuc r, § 1a:
g0 = w ;8r=d—“—" s Y= 0 (17.34)
r dr

trong dé: W 1a chuyén vi huéng kinh.
Dinh luat Hiic dang ngude trong bai toan nay khi ké d&n (17.34)

c6 dang:
E E [dW W]
o, = _ (g, +ne,) = S l——+tp—
1-p” 1—p~ \ dr r (17.35)
E _E (W dW '
Gq = b (80“’“8‘)— > —_—+p'
- l-p” Ur dr
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P dZ—-— ‘dl
%maﬂ/ Ll
- % N
[T R T
z Z
me b u%
Z
] 7 5
at %i ¢ .-
BT SN
,_.i—'—:—_”‘;ffi” N 4?6%-”16’-
e g lF 1
—-——r—-—~dr’—-—

Hinh 17.16.
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Thay (17.35) vao (17.33) ta thu duge phuang trinh vi phén can
bing theo chuyén vi W(r):

dw 1 dw W

TEZR

Tich phéan lién tiép hai lan phudng trinh nay, ta ¢6 nghiém téng
quat ctia bai toan theo chuyén vi:

hoic la:

W) = A.r+ B (17.37)
r

Thay (17.37) vao (17.35) ta duge nghiém bai toan theo ing suit:

o = E . [(1 + B A - 1‘2“ B:! (17.38a)
oo = = - [(1 + p) + 1'2” B:! (17.38b)
I—p r

Cac hing s6 tich phan A, B dudc tim tit diéu kién bién ctia bai
toan. Cu thé la:
G, = “Pa va G, =~ (a)

Giai hé (a) ta duge A va B, sau dé thay vao hé (17.38a, b), cudi
ciing ta dudgc:

2 2 2¢.2
= P,-a _pb‘b a’b (pb_pa) 7
c o + " (bz —az) (17.39a)

Pa-az *pb-bz a’b’ (pb_pa)

. o) (17.39b)

(o]}

Biéu db ting suit o, va oy khi chi chiu riéng biét ap luc p, bén
trong va p, bén ngoai dudc mé ta trén hinh (17.16g, h).
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3. Trang thai dan héi déo 1y tudng cha éng day dai chiu
Ap luc bén trong

Trong muc nay ching ta s& nghién cltu cach tim nghiém gan
ding cha éng day dai chiu 4p luc p, bén trong.

Trong mién dan héi cac dng suit phap huéng kinh o, va tiép
tuyén oy dude xac dinh tir cac cong thite (17.39a, b) khi p, = 0:

2 > 3
Or =~ §1a2 {P?*]]
b°-a r
22 b } (17.40)
Gy = bg" 5 (T"'l}
~a r ]

Céc tng suit doc truc o, déi véi trang thai bién dang phang duac
rit ra ti didu kién g, = 0 va dinh luat Hic cé biéu thic:

6, = v.(c, + op) (b)

D61 véi ong 1am bing vat lidu khong chin nén thi hé s6 Poatxéng
n = 0,5. Khi d6 cong thaic (b) c¢6 dang:

= 0»5 (cr + GG) (C)

Trong trang thai dan hdi déo, mit cdt ngang cha 6ng dude chia
thanh hai ving vanh khan dan hdi va déo (hinh 17.17). Vung trong
dudc gach xoc a < r < c 14 viing bién dang déo, con viing ngodic<r<b
la viing bién dang dan héi.

Néu goi q 14 ap luc huéng kinh trén bién gitfta ving dan hoi va
déo tai r = ¢, cdng thic (17.40) dude viét lai nhu sau:

bl_c N ]

b ] ; (17.41)
= +1
),

o‘ —
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Vung

deo

‘—)/'\ Ving dan
hos

Hinh 17.17.

Khi xem vat liéu 14 dan héi déo ly tudng va thita nhan diéu kién
déo cuia Huber — Mises. Ta ¢6 Ung suit tuong duong trong hé toa do
tru r, 0 trong trudng hgp nay la:

,—Gy) = Oy (d)

Do {ng suat a4 luén 1én hon o, cho nén diéu kién déo ciia Huber
— Mises trong trudng hop nay c¢6 dang:

2
(6,-05) = = o, (8
RN}
Pé xac dinh dng sudt trong mién déo ta sé giai ddng thoi phuong

trinh can bing (17.33) va phuong trinh diéu kién déo (g). Thay (g)
vao (17.33) ta nhan dugc:

do, _ 2 Sa

dr J§r

Pay l1a phudng trinh c¢6 bién sd phan ly, vi vay khi tich phéin ta
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2
6, = =64 Inr+c (h)
NEI

Hing s6 ¢ trong (h) duge tim tit didu kién bién o,., = —p. Cu thé
la:

ocnxlna+c

o= 2
NE)

Do dé: c=——2—ochlna—p

V3

Thay két qua nay vao (h) ta thu duge:

2 a
6, = -p + ——=0,In — (17.42)
Ti (g) dé dang rit ra:
2
s = G,+ —= O, (17.43)
] \/3 h

Bdi vi, trang thai Gng suat 8 viing déo ciia éng dude mé ta bai cac
ing sudt (17.42) va (17.43), cho nén tai r = ¢ ta nhan dugc hai
phudng trinh xac dinh q va e:

2 2
q.c b 2 c
- —-1| =-p+ —=0,41n —
bz-cz[cz ] P

2 2
g.c [b_+l]=_p+ icchln_:_{-_z_o-h

V3 J3°

Tt phudng trinh thit nhat ta rmit ra:

2 5.0n & (17.44)
a

q=P—ﬁ

Thay (17.44) vao phuong trinh thit hai va sau khi bién d6i ta
dugc phuong trinh xac dinh c:

2
n<+ % [1 _ ‘L] _ (17.45)

2
a 20,

a
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Sau khi da tim duge ¢ ti phuong trinh (17.45), theo cong thuc
(17.44) ta tim dudc ap luc huéng kinh q gitta viing dan héi va déo.
Ung suit trong ving déo dugc tinh theo cong thiic (17.42), (17.43),
con Ung suit trong ving dan hoi dude tinh theo cdng thdc (17.41).

4. Trang thai gidi han bén dan héi cha éng
Trang thai giéi han tudng dng véi gia tri ¢ = a la trang thai gid

han bén dan hdi ciaa 6ng. Khi thay gia tri ¢ = a vio phudng trinh
(17.45) va giai, ta tinh dude ap Iuc p, tuong ting véi trang thai nay:

2
Pa = Pan = % [1 - 37] (17.46)

O trang thai nay dng suat trong 6ng theo (17.40) 1a:

r (17.47)

Hinh 17.18 .
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Hinh (17.18a) 1a biéu dd cac Ung suit (17.47) véi b/a = 2. Trong
trudng hdp nay gidi han dan héi ctia 4p hyc bén trong p, = pg, = 0,433 o,

Ung suit 8 mat trong clia éng r = a 1a:
o, = 0,433¢6,, ; o0y = 0,722 5,
va @ mat ngoai r = b la:
o, = 0 ; op=0,289 0.
5. Trang thai gidi han bén déo

Trang thai nay dat duge khi ¢ = b. Sau khi thay ¢ = b vio (17.41)
va giai, ta duge ap luc gidi han déo:

pg = % Cg4 In 5 (17.48)

Ung sudt trong 6ng 8 trang thai gidi han déo nay duge xac dinh
theo (17.42), (17.43) sau khi thay (17.48) vao ching. Cu thé la:

G, =- %cch In % ; Cp = — %cch[l - lng] (17.49)
Biéu d6 phan bé tng sust (17.49) véi ty s6 b/a = 2 dudc mé ta
trén hinh 17.18b. Trong trudng hdp nay ap hye p, = 0,800 o,
Cac ng suét (17.49) & mit trong ciia 6ng r = a bing:
6, =-0,8000, ; oo = 0,355 o
con ¢ mit ngodir = b;
o, = 0 ; og = 1,155 o,

Biéu dd iing suit o, va o, 8 trang thai dan déo véi ty sd b/a = 2
véi ap lyc bén trong p = 0,700 o, dudc biéu dién trén hinh 17.19.
Trong trudng hop nay ban kinh duong bién giéi gilta vang déo va
ving dan hdi duge tim tit phuong trinh (17.45). Cu thé la:

c =1,44a

Ap luc trén bién gidi gitta cac viing dan héi va déo dude xac dinh
theo (17.44) bang:
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q = 0,279 ¢,

Thay gia tri ap Ilye p = 0,700 6, vao cong thice (17.42) va (17.43)
ta nhan dugc céng thic xac dinh ing suat trong ving déo a < r <
1,44a cua éng:

6, =6, (1,155Inr/a-0,700) ; o = o,+ 1,155 0,

Ung suit trong vilng dan héi 1,44a < r < 2a = b cua ong véi
b/a = 2 va q = 0,279 o, dudc tinh theo cong thiic (17.41), két qua 1a:

2 2
c, =—0,300 cch[iaz— - l] ;o =0,300 6, {f}aT + l].
r r

Ving din hoi i

Hinh 17.19.
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Céch tinh d6 bén moi

Viduing dung

Chuong 16. PONG LUC HOC PO BEN

L
§1.
§2.

IL.
§3.

§4.

§5.
1L
§6.
§7.
Iv.
§8.

50.
§10.

HE MOT BAC TU DO
Dao dong tu do
Dao dong cudng bitc

HE NHIEU BAC TU DO

Dao dong tu do - Phuong phdp ma tran dé mém va
phuong phdp ma tran dg citng

Dao dong cuGng bic — Phuong phdp ma tran d6 mém va

phuong phdp ma tran d¢ cing

Céc vi du minh hoa

DAO PONG HE VO HAN BAC TU DO
Dao déng ty do

Dao dong cudng buc

HE CHIU TAI TRONG VA CHAM
Phuong phdp gén ding trong va cham
Khii niém vé 1y thuyét séng va cham
Cac vi du dp dung

Chuong 17. TINH TOAN KET CAU NGOAI GIGI HAN PAN HOI

§1.
§2. U6n thudn tidy d4m lam bang vat liéu dan héi déo 1y turdng

§3.

Nhitng khdi niém co ban

Phan tich dan déo 1y tudng dam chiju uén ngang

443

447
447
449
452
455
458

465
465
466
473

477

478

488
493

498
498

501

502
503

510
512

52i
521

522
527

587



§4.
§5.

§6.
§7.

588

Phan tich dan héi déo 1y tudng thanh mit cit tron chiu xoén
Nghién ctu kha nang chiu tai cta két cfu chiu luc phic tap
1am bing vat liéu cimg déo 1y tudng

Phuong phap c4n bang gisi han

Tinh 6ng day trong v ngoai giét han dan héi

Phu luc

Tai liéu tham kKhao

534

536
550
558
569
580



TAI BAN 2003
LY THUYET DEO UNG

NHA XUAT BAN KHOA

CO UNG DUNG TRONG KY THUAT
NHA XUAT BAN KHOA HOC VA KY THUA
TAI BAN 2007

CO HOC KET CAU

NHA XUAT BAN KHOA HOC VA KY THU!
TUYEN TAP CAC BAI TOAN GIAI SAN
MON "SUC BEN VAT LIEU", TAP 1

NHA XUAT BAN KHOA HOC VA KY THUAT -
TUYEN TAP CAC BAI TOAN GIAI SAN
MON "SUC BEN VAT LIEU", TAP 2

NHA XUAT BAN KHOA HOC VA KY Tﬂuﬁi‘- 007

SUC BEN VAT LIEU - TOAN TAP
NHA XUAT BAN KHOA HOC VA K¥ mm'-m

Xin tran trong gidi thiéu cung ban doc.
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